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دی جورجی حدس و مینیمال رویه های
حاجیان∗ متین

مطرح فاز گذار پدیده ی ریاضی مدل سازی بررسی هنگام که است نیم خطی پاره ای دیفرانسیل معادله ی یک آلن-کن ی معادله چکیده.
ریشه های به و کنیم بیان را آلن-کن معادله ی جواب های درمورد دی جورجی حدس داریم قصد توصیفی مقاله ی این در می شود.
را معادله این مطرح شدن فیزیکی انگیزه های ابتدا بپردازیم. است شده انجام آن حل برای که تلاش هایی و حدس این به وجود آمدن
می کنیم بیان را مینیمال رویه های نظریه ی از نکاتی دریابیم را حدس این از دی جورجی شهود و انگیزه این که برای می کنیم. بررسی
ایده های و اثبات ها از چندی بیان اصلی هدف می پردازیم. است دست آمده به دی جورجی حدس اثبات حول که نتایجی به سپس و
می باشد. اندازه هندسی نظریه ی و جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات نظریه ی مینیمال، رویه های نظریه  ی از موضوعاتی حول موجود

باشد. داشته حقیقی آنالیز و جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات نظریه ی با مقدماتی آشنایی می رود انتظار خواننده از

فیزیکی انگیزه های .۱

مولکول های مثال طور (به باشد دوفازی سیال نوعی شامل ظرف یک فضا) از کران دار (زیرمجموعه ای Ω ⊂ Rn کنید فرض
تابع یک ظرف این در سیال قرارگیری حالت هر به روغن). و آب مخلوط مانند باشند؛ متفاوت نوع دو از سیال این سازنده ی
کل جرم صورت این در هستند). سیالمان ذرات از ممکن فاز دو نشان دهنده ی ±۱) می دهیم نسبت u : Ω → [−۱,+۱] چگالی
W (±۱) = ۰ که ویژگی این با باشد سیال این انرژی چگالی تابع W : R → [۰,+∞) کنید فرض .

∫
Ω
u = m با است برابر سیال

با است برابر سیستم کل انرژی صورت این در می گویند). دوچاهه۱ پتانسیل تابعی چنین (به r ̸= ±۱ هر ازای به W (r) > ۰ و
یافتن مسأله ی صورت این در باشد. داشته را ممکن انرژی کم ترین تعادل حالت در سیستم داریم انتظار .I(u; Ω) =

∫
Ω

W (u)

می شود: تبدیل زیر مسأله ی به تعادل حالت

min{
∫
Ω

W (u) :

∫
Ω

u = m,u : Ω → [−۱,+۱]}

نمی کند برآورده می دهد، دست به که جواب هایی از را فیزیکی مان انتظارات و نیست دقیق کافی میزان به صورت بندی  این اما
و نباشد یکتا مسأله جواب موارد بعضی در که می شود باعث این و است نشده گرفته نظر در آن در فاز گذار برای هزینه ای زیرا
دلخواه به رفتارهای می تواند می دهد رخ فاز گذار آن در که سیال از قسمت هایی مثلاً دهد. نشان خود از ناهمواری رفتارهای
در .µ(E) = m+µ(Ω)

۲ که طوری به باشد اندازه پذیر زیرمجموعه ی یک E ⊂ Ω کنید فرض مثال طور به باشد. داشته پیچیده
یکتا حالت این در مسأله جواب می کنید مشاهده که همان طور است. مسأله این جواب یک u = χE − χΩ\E تابع این صورت

باشد. پیچیده می تواند E مجموعه ی رفتار به توجه با و نیست
در وان نظریه در و است معروف گینزبرگ-لانداو۲ انرژی به (که سیستم انرژی نشان دهنده ی تابعکْ اصلاح شده ی فرم

است: زیر شکل به می شود) معرفی فاز گذار برای [۹] والس-کن-هیلارد۳

Iϵ(u; Ω) =
∫
Ω

ϵ

۲ |∇u|۲ +
۱
ϵ
W (u) (۱ .۱)

با است برابر تابعک این اویلر-لاگرانژ معادله ی دید می توان می دهیم. نشان I(u,Ω) با ϵ = ۱ ازای به را انرژی تابعک این
.∆u = u۳ − u می دهد: ما به را آلن-کن معادله ی W (x) = (۱−x۲)۲

۴ و ϵ = ۱ ازای به که ،ϵ∆u+ ۱
ϵW

′(u) = ۰
1Double well potential
2Ginzburg–Landau
3Van der Waals-Cahn-Hilliard
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حتی و [۱۳ ،۱۲] جامدات و گازها در گذار مطالعه ی ،[۱۱] ابرسیالات و ابررساناها بررسی مانند حوزه هایی در معادله  این
می شود. ظاهر نیز [۱۵ ،۱۴] کیهان شناسی مطالعات در

این دقیق تر طور به است. آلن-کن معادله ی جواب های از خاصی رده ی تقارنی ویژگی های درمورد دی جورجی حدس
توابعی صعودی اند، جهت یک در و کران دار که Rn در آلن-کن معادله ی از جواب هایی n ≤ ۸ ازای به که می کند بیان حدس
آن اثبات های و حدس این پشت شهود دریافت برای هستند. فضا در ابرصفحه هایی ترازهایشان سطح معادلاً یا یک بعدی اند
به هستیم. برنشتاین مسأله ی خصوص به مینیمال رویه های نظریه ی از تعاریفی و قضایا مرور نیازمند ابتدا حالات از بعضی در
دارد؛به وجود دی جورجی حدس با مرتبط تئوری و مینیمال رویه های نظریه ی ادبیات میان زیادی شباهت  های و ارتباط کلی طور

می نامند. برنشتاین مسأله ی اپسیلونی۱ نسخه ی را حدس این بعضاً که طوری

مینیمال رویه های نظریه ی .۲

از مساحت کم ترین با رویه ای یافتن از است عبارت مسأله این است. مینیمال رویه های نظریه ی شروع نقطه ی پلاتو۲ مسأله ی
حباب های با آزمایش با که پلاتو۳ جوزف بلژیکی فیزیک دان افتخار به مسأله این دارند. فضا در مشخصی مرز که رویه هایی میان
با صابونی حباب های انرژی و تنش است. شده نام گذاری بیاورد دست به را رویه ها این فیزیکی ویژگی های داشت قصد صابونی
فیزیکی مدل و دارند را ممکن مساحت کم ترین داشتن به تمایل صابونی حباب های همین برای دارد؛ مستقیم رابطه ی مساحتشان
از خاصی حالت عنوان به لاگرانژ و اویلر توسط پلاتو از قبل تر مسأله این البته هستند. مینیمال رویه های شبیه سازی برای خوبی
که روشی اما کردند. حل هندسی ابزارهای از استفاده با را مسأله این داگلاس۶ و ۵ رادو بود. شده بررسی تغییرات۴ حساب مسائل
فلمینگ۸ ، دی جورجی۷ مانند ریاضی دانانی بعدها نبود. بالاتر ابعاد به پلاتو مسأله ی تعمیم برای مناسب بودند برده کار به آن ها
ارائه مینیمال رویه های با مرتبط دیگری مفاهیم و تعاریف اندازه نظریه ی ابزارهای از استفاده با دیگران و ۱۰ آلمگرن ، فدرر۹ ،
آن ها کردند. پایه گذاری را اندازه هندسی نظریه ی و پرداختند بالاتر ابعاد در پلاتو مسأله ی بررسی به آن ها کمک به کردند،
اما کردند ارائه را مینیمال رویه های وجود از ساده تری اثبات آن از استفاده با و مطرح مینیمال رویه ی یک از ضعیف تری تعریف

داشت. نیاز بیشتری تلاش های آن ها یکتایی و همواری بررسی و نبود هموار و یکتا الزاماًً جواب ها این طرفی از
است: برنشتاین مسأله ی مینیمال رویه های نظریه ی تاریخ در تاثیرگذار مسائل از دیگر یکی

است؟» خطی تابع یک حتما نظر مورد تابع آیا باشد Rn در مینیمال رویه ی یک u : Rn−۱ → R تابع نمودار «اگر

قضیه ی از استفاده با ۱۹۱۵ در حالت این برای را مسأله این برنشتاین است. شده یافت متعددی اثبات های n = ۳ حالت برای
هر در R۲ بر f(x, y) هموار تابع نمودار اگر که می کند بیان قضیه این کرد. اثبات [۱۷] برنشتاین هندسی قضیه ی نام به دیگری
این کمک به وی است. بی کران تابعی f تابع آنگاه باشد، منفی نقطه یک در حداقل و نامثبت گاوسی خمیدگی دارای نقطه
اگر که داد نشان سپس و ثابتند توابعی Σai,j(x)∂i,jw(x) = ۰ بیضوی معادله ی از خطی رشد با جواب هایی که کرد اثبات قضیه
بیضوی معادله ی یک در ν بردار هر ازای به w = arctan(∂νu) تابع باشد، صفحه در مینیمال رویه  ی معادله  ی از جواب یک u
توابعی ،۳ بعد در مینیمال رویه    ی معادله ی جواب های که داد نشان وسیله این به و می کند صدق شد ذکر بالاتر که فرمی به
تمام با برنشتاین ایده ی شد. کامل [۱۹] مایکل و [۲۰] هاپف توسط بعداً که داشت نقص هایی برنشتاین اولیه ی اثبات خطی اند.
فلمینگ را داشت بالاتر ابعاد به تعمیم قابلیت که برنشتاین مسأله ی از اثبات اولین نبود. بالاتر ابعاد به تعمیم قابل هوشمندی اش
وجود ۳ بعد در برنشتاین حدس برقراری عدم اینکه و R۳ در نابدیهی مینیمال مخروط  وجود عدم اثبات با وی کرد. ارائه [۲۱]
[۱۸] دی جورجی داد. بعد این در برنشتاین مسأله ی برای دیگر اثباتی می دهد، نتیجه را بعد این در نابدیهی مینیمال مخروط 
اثبات نتیجه ی در و می دهد نتیجه را Rn−۱ در نابدیهی مینیمال مخروط وجود Rn در برنشتاین حدس برقراری عدم که داد نشان

1ϵ-version
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3Joseph Plateau
4Variational Calculus
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آلمگرن توسط نابدیهی مینیمال مخروط های وجود عدم اثبات کرد. ارائه R۴ در برنشتاین حدس برای اثباتی فلمینگ پیشین
مینیمال مخروط وجود همچنین شد. ابعاد این در برنشتاین مسأله ی حل به منجر ۷ بعد تا [۲۳] سایمونز۱ و ۴ بعد در [۲۲]
کامل طور به را برنشتاین مسأله ی [۲۴] ۳ دی جورجی-جوستی۲-بومبیری توسط ۹ بعد در نقض مثال یافتن و ۸ بعد در نابدیهی
که کرد ارائه n = ۳ ازای به برنشتاین مسأله ی برای دیگری اثبات دیفرانسیل هندسه ی ابزارهای از استفاده با سایمون۴ کرد. حل
ایده های بیان بخش این از نهاییمان هدف شد. ۶ بعد تا برنشتاین مسأله ی اثبات به منجر شوئن و یائو توسط آن تعمیم بعد ها
حدس اثبات الهام بخش که است صافی بهبودی قضیه ی از استفاده با آن ها همواری و مینیمال رویه های وجود اثبات به مربوط

است. بوده سوین توسط دی جورجی

نقص از مینیمال رویه های وجود از اثباتی داریم قصد قسمت این در مینیمال. رویه های وجود قضیه ی و اولیه تعاریف .۱ .۲
مدنظرمان جواب دنبال به هموار رویه های از بزرگتری فضای در ابتدا کار این برای کنیم. بیان را داده شده مرزی شرایط با ۱ بعد۵
به را می آید دست به که جوابی همواری سپس یافت. خواهیم رویه ای چنین وجود از ساده تری اثبات بدین ترتیب و می گردیم
سپس و جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای ضعیف جواب تعریف مشابه کار این می کنیم. اثبات دیگری ابزارهای کمک
فضای بگردیم،  مدنظرمان رویه  ی جست و جوی به داریم قصد آن در که فضایی جواب هاست. این همواری اثبات برای تلاش
رویه هایی چنین برای مساحت تعریف تعمیم نیازمند ابتدا هستند. فضا از اندازه پذیری مجموعه ی مرز که است رویه هایی همه ی

نیستند. هموار الزاماًً که هستیم
برداری میدان می توانیم می شود. تعریف رویه آن بر نرمالش بردار نرم انتگرال صورت به مساحت ،E هموار مجموعه ی مرز برای

می آید: دست به زیر تساوی صورت این در بزنیم. تقریب فشرده تکیه گاه با برداری ای توابع با را رویه  این نرمال بردار از ناشی

Area(∂E) =

∫
∂E

|νE |۲ = sup{
∫
∂E

X.νE |X ∈ C۱
c (Rn;Rn), |X| ≤ ۱} (۱ .۲)

صورت به می توان را (۱ .۲) عبارت پس .
∫
∂E

X.νE =
∫
E
∇·X داریم: دیورژانس قضیه ی از استفاده و ∂E همواری به توجه با

کرد: بازنویسی زیر

Area(∂E) = sup{
∫
E

∇ ·X|X ∈ C۱
c (Rn;Rn), |X| ≤ ۱}

را ابزاری این و کرد محاسبه نیز ندارند هموار مرز که صفحه  از زیرمجموعه هایی برای می توان را جدید عبارت این که کنید توجه
می دهد. ما به نیستند هموار که رویه هایی به مساحت تعریف تعمیم برای

E
محیط۶ صورت این در باشد. بورل زیرمجموعه ی یک E ⊂ Rn و باز زیرمجموعه ی  یک Ω ⊂ Rn کنید فرض .۱ .۲ تعریف

می کنیم: تعریف زیر صورت به را Ω در

Per(E; Ω) = sup{
∫
E

∇ ·X|X ∈ C۱
c (Ω;Rn), |X| ≤ ۱}

.Per(E; Ω) < ∞ اگر می نامیم متناهی محیط دارای Ω در را E مجموعه ی

یک E می گوییم صورت این در باشد. Ω از بورل زیرمجموعه ی یک E ⊂ Ω و باز Ω ⊆ Rn کنید فرض .۲ .۲ تعریف
باشیم: داشته ،F\K = E\K که F ⊂ Ω و K ⊂ Ω مانند فشرده زیرمجموعه ی هر ازای به اگر است Ω در مینیمال مجموعه ی

می نامیم. کمینه۷ مینیمال رویه ی یک را ∂E صورت این در .Per(E;K) ≤ Per(F ;K)

Ω مجموعه های زیر از نگاشت یک عنوان به می توان را Per(E; Ω) ،Ω نگه داشتن ثابت با مجموعه یک محیط تعریف در
می توان بدین وسیله گرفت. نظر در یکی مشخصه اش تابع با می توان را Ω از زیرمجموعه هر همچنین گرفت. نظر در [۰,+∞) به

کرد. تعریف Per(E; Ω) تابعک برای را پیوستگی و Ω زیرمجموعه های برای را همگرایی
1James Simons
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Ek می گوییم صورت این در باشد. Ω از زیرمجموعه یک نیز E و Ω زیرمجموعه های از دنباله ای Ek کنید فرض .۳ .۲ تعریف
کند. میل χE به (L۱

loc(Ω) در (مشابهاً L۱(Ω) در χEk
اگر می کند میل E به (L۱

loc(Ω) در (مشابهاً L۱(Ω) در

گرفت. نظر در L۱(Ω) یا L۱
Loc(Ω) فضای روی زیرمجموعه ای از تابعک یک عنوان به می توان را Per(E; Ω) نتیجه در

کمینه تابعک این دهیم نشان این که برای است. تابعک این کمینه های یافتن مسأله ی نوعی به مینیمال رویه های یافتن مسأله ی
می توانید پیش رو قضایای اثبات  مشاهده ی برای داریم. آن بودن از پایین کران دار و پیوستگی مانند آن ویژگی های به نیاز دارد

کنید. مراجعه [۱۰] مرجع به

در می کنند. میل E به L۱
loc(Ω) در که باشند Ω بورل زیرمجموعه های از دنباله ای Ek و باز Ω ⊂ Rn کنید فرض .۴ .۲ قضیه

Per(E; Ω) ≤ lim infk→+∞ Per(Ek; Ω) داریم: صورت این

این در ،Per(Ek; Ω) ≤ C که طوری به باشد Rn بورل زیرمجموعه های از دنباله ای Ek و باز Ω ⊂ Rn کنید فرض .۵ .۲ قضیه
داشت. خواهد وجود E مانند بورلی مجموعه ي به Ek از L۱

Loc(Ω) در همگرا زیردنباله ای صورت

گرفت. نتیجه می توان را مینیمال رویه های وجود بالا قضایای از استفاده با

E\B۱ = F\B۱ که است موجود E ⊂ B۲ صورت این در باشد. متناهی محیط با B۲ از زیرمجموعه ای F کنید فرض .۶ .۲ قضیه
.Per(E;B۱) ≤ Per(E′;B۱) داریم: E′\B۱ = F\B۱ که E′ ⊂ B۲ هر ازای به و

حساب مستقیم روش های عنوان تحت دیفرانسیل معادلات نظریه ی در کلی تری روش به مربوط اثبات این ایده ی اثبات.
بنابر .p ≤ Per(F ;B۲) ≤ ∞ داریم: .p = inf{Per(E′;B۲) : E′\B۱ = F\B۱} می کنیم: تعریف می شود. مربوط تغییرات۱

که موجودند Em مانند B۲ زیرمجموعه های از دنباله ای تعریف

Em\B۱ = F\B۱, lim
m→∞

Per(Em;B۲) = p.

همگرایی که limk→∞ Emk
= E که: نحوی به است موجود Emk

مانند Em از زیردنباله ای (۵ .۲) قضیه ی بنابر صورت این در
شرایط و مینیمال مرز با مجموعه یک E نتیجه در .Per(E;B۲) ≤ p داریم: (۴ .۲) قضیه ی بنابر می دهد. رخ L۱

loc(B۲) در
□ است. شده داده مرزی

درمورد تضمینی کردیم ارائه مینیمال رویه های وجود برای قبل قسمت در که اثباتی مینیمال. رویه های موضعی رفتار .۲ .۲
که روشی می کنیم. اثبات را آن ها همواری رویه ها این موضعی رفتار بررسی با قسمت این در نمی دهد. ما به رویه ها این همواربودن
انرژی ای تابعک های کمینه  های همواری اثبات در و می شود شناخته انفجار۳ روش و اپسیلون-همواری۲ نام به پی می گیریم اینجا

دارد. کاربرد نیز می شود ظاهر اندازه هندسی نظریه ی و جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات نظریه ی در که
اگر مثال طور به می گردد. مرتبط تابع آن از خاصی نرم نزول سرعت و نزول به تابع یک مشتق پذیری و همواری کلی حالت در
C۱,α تابع آن که کنیم ثابت می توانیم کنیم، کوچک کافی میزان به را دیریشله انرژی تابعک از کمینه ای ضعیف مشتق نرم بتوانیم
ثابت مینیمال رویه های برای را قضیه این مشابه اولین بار دی جورجی [؟]. است معروف اپسیلون-همواری به قضیه این است.
که قضیه این از دیگری اثبات به ما اینجا در .[۲۵] بود هارمونیک توابع با مینیمال رویه های تقریب زدن بر مبتنی وی اثبات کرد.
قضیه ی و استفاده چسبندگی جواب های برای هارنک۵ نامساوی از اثبات این کرد. خواهیم اشاره است کرده اثبات را آن  سوین۴
است. کرده نتیجه گیری مینیمال رویه های برای را اپسیلون-همواری قضیه ی آن از و اثبات را صافی۶ بهبودی نام به کلی تری

کند. اثبات جواب ها یکنواخت حد شرط تحت ۸ بعد تا را دی جورجی حدس توانست مشابه ایده های از استفاده با سوین
به ارتفاع با استوانه ای درون در را E مینیمال مجموعه ی بتوانیم اگر که می کند بیان صافی بهبودی قضیه شهودی به طور
به کنیم محبوس کوچکتری ارتفاع با استوانه ای در را آن می توانیم دیگری جهت در آن گاه کنیم، محبوس کوچک کافی میزان
1Direct method of calculus of variations
2ϵ-Regularity
3Blow up Method
4Ovidiu Savin
5Harnack’s inequality
6Improvement of flatness
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استفاده ی با دارد. بستگی فضا بعد به تنها ضریب این و است اولیه استوانه ارتفاع از ضریبی آن کوچک شدن میزان که نحوی
و است رویه بر عمود بردار آن ها حد که نحوی به یافت را جهت ها از همگرا دنباله ای می توان صافی بهبودی قضیه ی از مکرر

می شود. نتیجه رویه مان C۱,α همواری این از
است. صاف کافی میزان به نقطه هر همسایگی در که کنیم ثابت کافیست E مینیمال رویه ی  همواری اثبات برای بنابراین
حد این است. آن حدی رفتار دیدن و مدنظر نقطه ی حول آن  انبساط انرژی، تابعک  کمینه  یک موضعی رفتار بررسی روش یک
کمینه موضعی، کمینه از منظور اینجا است(در مدنظر انرژی  تابعک برای سرتاسری موضعی کمینه ی  یک نیز خود وجود صورت در
و اثبات را انبساطی دنباله ی این یکنواخت همگرایی بتوانیم اگر نتیجه در است). فشرده دامنه های در تغییرات به نسبت بودن
استنتاج را کمینه همواری برای نیاز مورد صافی می توانیم آن گاه کنیم، بندی دسته را مدنظر تابعک سرتاسری موضعی کمینه های

کنیم.
بیان که همانطور .Ex,r = E−x

r می کنیم: تعریف را Ex,r دنباله ی باشد. x ∈ ∂E و مینیمال مجموعه ی یک E کنید فرض
و ارائه دنباله این محیط برای بالایی کران ابتدا می کند. میل صفر به r که است هنگامی دنباله  این رفتار یافتن ما هدف شد

داریم: r ∈ (۰, ۱
R ) و R > ۰ هر ازای به که کنید توجه می کنیم. اثبات را همگرا زیردنباله وجود آن از استفاده با سپس

Per(Ex,r;BR) =
Per(E;BrR(x))

rn−۱ ≤ Rn−۱Per(E;B۱(x)) (۲ .۲)

می توان قطری استدلال از استفاده و R افزایش با دارد. BR در همگرا زیردنباله ای Ex,r که می شود نتیجه (۵ .۲) قضیه ی از
محیط تابعک بودن پیوسته پایین از به توجه با هم چنین دارد. F مانند مجموعه ای به Rn در همگرا زیردنباله ای Ex,r کرد ادعا
F آوردن دست به برای که حدی ای روند به توجه با هم چنین است. مینیمال مجموعه  ی یک نیز F Ex,rها، مینیمال بودن و
فرمول به موضوع این اثبات برای باشد. x نقطه ی حول مخروط یک معادل طور به یا ناوردا انبساط تحت که داریم انتظار داشتیم

شد. مطرح فلمینگ توسط اولین بار که نیازمندیم مینیمال رویه های برای یکنوایی

تابع صورت این در باشد. x ∈ ∂E و مینیمال مجموعه ی یک E کنید فرض .۷ .۲ قضیه

ΨE(r) =
Hn−۱(∂E ∩Br(x))

rn−۱

باشد. مخروط یک E اگر تنها و اگر است ثابت تابع این هم چنین است. صعودی تابع یک

ثابت همیشه مقدارش که می شویم متوجه مجموعه این برای یکنوایی فرمول نوشتن با ،F مجموعه ی حدی تعریف به توجه با
قوی تر مینیمال رویه های همواری اثبات برای نتیجه این از استفاده برای نهایی گام های است. مینیمال مخروط یک F درنتیجه و
از که همگرایی ای که کنید توجه است. مینیمال مخروط های رده بندی و حدی مخروط به انفجاریمان دنباله ی همگرایی کردن
تخمین نمی تواند باشد فضا در صفحه یک حدی مخروط که صورتی در حتی و نیست یکنواخت می شود نتیجه (۵ .۲) قضیه

بدهد. ما به را داریم نیاز اپسیلون-همواری قضیه در استفاده برای که یکنواختی
تنک بسیار نمی توانند مرزیشان نقاط حول مینیمال مجموعه های که می کنیم استفاده ویژگی این از یکنواخت همگرایی اثبات برای
معادل است. گوی آن شعاع با متناسب می کنند، اشغال مرزی نقطه ی یک حول گوی یک در که حجمی و باشند چگال بسیار یا
معادله ی جواب های برای انفجاری، دنباله ی یکنواخت همگرایی برای آن از استفاده و مینیمال رویه های چگالی تخمین این

دارد. کاربرد نیز حدس آن برای سوین اثبات در و شده اثبات نیز آلن-کن

بعد به وابسته تنها که c(n) ثابت صورت این در باشد. x ∈ ∂E و مینیمال مجموعه ی یک E ⊂ Rn کنید فرض .۸ .۲ قضیه
.|Br(x) ∩ E| ≥ c(n)rn که: طوری به دارد وجود است

این صورت در می کنند. میل E مینیمال رویه ی به L۱
loc در که باشند مینیمال رویه های از دنباله ای Ek کنید فرض .۹ .۲ نتیجه

می کند. میل E به L∞
loc در Ek

k > N هر ازای به که است موجود N ∈ N ،ϵ > ۰ هر و K مانند فشرده زیرمجموعه ی هر ازای به دهیم نشان باید اثبات.
: داریم

∂E ∩K ⊂ {x ∈ K : dist(x, ∂Ek) < ϵ} , ∂Ek ∩K ⊂ {x ∈ K : dist(x, ∂E) < ϵ}
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می شود). ثابت مشابها دیگر (حالت dist(xkj , ∂E) ≥ ϵ که موجودند xkj ∈ ∂Ekj ∩ K مانند نقاط از دنباله ای کنید فرض

.Bϵ/۲(x) ⊂ E
c یا Bϵ/۲(x) ⊂ Eo و dist(x, ∂E) ≥ ϵ داریم این صورت در باشد. xkj

دنباله ی حدی نقطه ی x کنید فرض
داریم: بالا قضیه ی و فرض بر بنا می شود. اثبات مشابهاً دیگر حالت .Bϵ/۲(x) ⊂ Eo کنید فرض

c(n)(
ϵ

۲ )n ≤ lim
kj→+∞

|Bϵ/۲(xkj
) ∩ Ec

kj
| = lim

kj→+∞

∫
B ϵ

۲
(xkj

)

χEc
kj

=

∫
B ϵ

۲
(x)

χEc = ۰

□ است. یکنواخت فشرده، مجموعه های روی بر رویه ها همگرایی نتیجه در و است تناقض که

هر درنتیجه و ندارد وجود نابدیهی مینیمال مخروط  پایین به ۷ بعد در شد اشاره قسمت این مقدمه ی در که همان طور
در ۱ بعد نقص با مینیمال رویه های هموار بودن قبلی قضایای و نتیجه این ترکیب است. فضا در صفحه یک مینیمال مخروط
اولین نیم فضاست). یک مینیمال مجموعه ی هر که گرفت نتیجه قوی تر صورت به می توان (حتی می دهد ما به را فضاها این

است: ۸ بعد در سایمونز مخروط نیز تکینگی با مینیمال مجموعه ای از مثال

Cs = {x ∈ R۸ : x۲
۱ + x۲

۲ + x۲
۳ + x۲

۴ = x۲
۵ + x۲

۶ + x۲
۷ + x۲

۸}

بعد با و بسته مجموعه ی یک n ≥ ۸ بعد در مینیمال مجموعه های تکینگی های مجموعه ی که کرده اثبات فدرر کلی تر حالت در
است. n− ۸ هاسدروف

دی جورجی حدس نظری انگیزه های .۳

می کنیم. بیان را حدس این مطرح شدن انگیزه های و بیان را دی جورجی حدس قسمت این در

که u ∈ C۲(Rn, [−۱,۱]) کنید فرض (دی جورجی- ۱۹۷۸). ۱ .۳ حدس

∆u = u۳ − u, ∂nu > ۰, |u| < ۱ (۱ .۳)

برداری یعنی است؛ یک بعدی تابعی u معادل طور به یا هستند فضا در ابرصفحه هایی u ترازهای سطح n ≤ ۸ در صورت این در
است. یک بعد در (۱ .۳) معادله ی از جوابی g که u(x) = g(x · ξ) که است موجود ξ ∈ Sn−۱ مانند

جهت همین به هستیم. Iϵ(u;Rn) انرژی تابعک کمینه های بررسی نیازمند دی جورجی حدس پشت شهود دریافت برای
می دهیم. ارائه تابعک این کمینه های برای دقیقی تعریف ابتدا

فشرده Ω در A که A ⊂ Ω هر ازای به هرگاه می نامیم Ω در Iϵ(u; Ω) انرژی تابعک کمینه کننده ی موضعاً را u تابع .۲ .۳ تعریف
باشیم: داشته است

Iϵ(u;A) ≤ Iϵ(u+ ϕ;A) ∀ϕ ∈ C∞
c (A)

است. تابعک آن کمینه کننده ی موضعاً یک انرژی تابعک یک کمینه ی از منظور بعد به این از

صورت این در است. مبدا مرکز به ϵ−۱ شعاع به گوی Bϵ−۱ که باشد I۱(u;Bϵ−۱) انرژی تابعک کمینه ی یک u کنید فرض
فضا کل در u تابع رفتار که دید می توان تعاریف به توجه با است. B۱ در Iϵ(u;B۱) انرژی تابعک کمینه ی یک uϵ(x) = u(xϵ )

انرژی تابعک حال است. واحد گوی در uϵ رفتار برابر می کند میل صفر به ϵ که زمانی ،Bϵ−۱ مانند فضا از بزرگ ناحیه هایی یا
بگیرید: نظر در را آلن-کن معادله ی به مربوط

Iϵ(u;B۱) =
∫
B۱

ϵ

۲ |∇u|۲ +
۱
ϵ

(۱ − u۲)۲

۴ (۲ .۳)

می کند میل صفر به ϵ که هنگامی می نامیم. تابعک این جنبشی و پتانسیل انرژی ترتیب به را ϵ
۲ |∇u|۲ و W (u) = (۱−u۲)۲

۴

خنثی کردن برای داریم انتظار تابعک این کمینه ی یک از بنابراین می کند. میل بی نهایت به تابعک این در پتانسیل انرژی ضریب
کند. اتخاذ را ±۱ به نزدیک مقادیر ممکن حد تا یعنی این و کند نزدیک صفر به ممکن حد تا را (۱−u۲)۲

۴ مقدار ضریب این اثر
انتظار پس می کند. جلوگیری ±۱ میان ناپیوسته و ناگهانی جهش های از نیز تابعک این جنبشی انرژی قسمت حال همین در

کند: رفتار زیر شکل شبیه Iϵ(−;B۱) کمینه کننده ی تابع کوچک کافی میزان به ϵ ازای به که داریم
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u ≃ ۱

u ≃ −۱

می شود: نتیجه یانگ۱ نامساوی از

Iϵ(u;B۱) =
∫
B۱

ϵ

۲ |∇u|۲ +
۱
ϵ

(۱ − u۲)۲

۴ ≥
∫
B۱

۱√
۲
(۱ − u۲)|∇u|

کنیم: بازنویسی زیر شکل به می توانیم را بالا عبارت راست سمت نقص-مساحت۲ رابطه ی از استفاده ∫با
B۱

۱√
۲
(۱ − u۲)|∇u| = ۱√

۲

∫ ۱

−۱
(

∫
u−۱(s)

(۱ − u۲)dHn−۱(x))ds =

۱√
۲

∫ ۱

−۱
(

∫
{u=s}

(۱ − s۲)dHn−۱(x))ds =
۱√
۲

∫ ۱

−۱
(۱ − s۲)Hn−۱(u = s)ds

داریم: پس

Iϵ(u;B۱) ≥
۱√
۲

∫ ۱

−۱
(۱ − s۲)Hn−۱(u = s)ds

برقراری شرط بنابر و باشند مبدا شعاع به واحد گوی در مینیمال رویه های u تراز های سطح اگر که می شود نتیجه بالا نامساوی از
یک نظر مورد تابع آنگاه ،|∇u| = ϵ√

۲ (۱ − u۲) باشیم داشته کردیم استفاده پاراگراف ابتدای در که یانگ نامساوی در تساوی
که ،u(x) = tanh( dΓ(x)√

۲ϵ ) می شود نتیجه آخر تساوی از ،u(۰) = ۰ کنیم فرض اگر است. Iϵ(u;B۱) انرژی تابعک برای کمینه
شده، ذکر انرژی تابعک  کمینه ی یک ترازهای سطح همه ی کلی حالت در اما است. Γ از x فاصله ی dΓ(x) و Γ = {u = ۰}
نزدیک ±۱ به که هایی s ازای به {u = s} آن گاه باشد، مینیمال رویه ی یک Γ = {u = ۰} اگر نیستند. مینیمال رویه های
یک Γ و نزدیک ±۱ به s که هنگامی طرفی از است. واحد گوی در مینیمال رویه ی یک کوچک، کافی میزان به ϵ و نیستند

بود. خواهد Iϵ(u;B۱) انرژی تابعک برای کمینه یک تقریباً است شده تعریف بالا شکل به که u تابع باشد، مینیمال رویه ی
می کند، میل صفر به ϵ که هنگامی Iϵ(u;B۱) انرژی تابعک کمینه  های ترازهای سطح که زد حدس می توان بالا نتایج به توجه با
جهت یک در می کنند میل آن به کمینه ها این که تابعی اگر که کنید توجه هم چینین می شود. نزدیک مینیمال رویه ی یک به
یک باید رویه این ۸ از کمتر بعد در برنشتاین قضیه ی بنابر و است تابع یک نمودار مینیمال، رویه ی این آن گاه باشد صعودی
در و شده تعریف فضا کل در که آلن-کن معادله ی از جواب هایی ترازهای سطح  می رود انتظار بنابرین باشد. فضا در ابرصفحه

باشند. فضا در ابرصفحه هایی صعودی اند جهت یک
مودیکا به متعلق مورد دراین نتایج اولین از یکی است. بوده بسیاری پژوهش های موضوع Iϵ(−;B۱) کمینه های مجانبی رفتار

کرد[۱۶]. اثبات را زیر قضیه ی Γ-همگرایی مفهوم از استفاده با که است

در همگرا زیردنباله ای صورت این در باشد. Iϵ(−;B۱) تابعک کمینه ی یک uϵ کنید فرض (مودیکا- ۱۹۷۹). ۳ .۳ قضیه
.uϵk → χE − χB۱\E که: است موجود B۱ از E مینیمال زیرمجموعه ی و uϵk مانند L۱

loc(B۱)

کافارلی توسط که Iϵ(−;B۱) انرژی تابعک کمینه های ترازهای سطح یکنواخت چگالی تخمین درمورد قضیه ای وسیله ی به
است. L۱

Loc(B۱) در همگرایی از قوی تر مودیکا قضیه ی در ترازها سطح همگرایی که نشان داد می توان شده، اثبات ۴ کوردوبا و ۳

می کنند. میل ∂E به فشرده زیرمجموعه های روی یکنواخت طور به ترازها سطح  این که داد نشان می توان واقع در
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صورت این در .u(۰) ≥ α که طوری به β < ۱ و α > −۱ ،Iϵ(−;B۱) انرژی تابعک از کمینه  یک u کنید فرض .۴ .۳ قضیه
است. پتانسیل تابع و بعد به وابسته ثابتی c = c(n,W ) که |{u > β} ∩Br| ≥ crn داریم: r ≥ r(α, β) برای

B۱ در Iϵk(−, B۱) کمینه ی یک uϵk صورت این  در باشد. فضا کل در I۱(−,Rn) تابعک از کمینه  یک u کنید فرض حال
که: است موجود uϵk مانند همگرایی زیردنباله ی مودیکا قضیه ی بنابر و است

uϵk → χE − χB۱/E

مینیمال رویه های حالت همانند کافارلی-کوردوبا چگالی فرمول از استفاده با حال باشد. مینیمال مجموعه ی یک E ⊂ B۱ و
{uϵk = ۰} = همگرایی خاص طور به است. یکنواخت فشرده مجموعه های بر uϵk سطح ترازهای همگرایی که می شود اثبات
در ابرصفحه یک ∂E ،n ≤ ۷ ازای به می دانیم می شود. نتیجه فشرده مجموعه های بر یکنواخت طور به ϵk{u = ۰} → ∂E

θk, lk مانند دنباله هایی می شود نتیجه B۱ در {uϵk = ۰} یکنواخت همگرایی از صورت این در است. {xn = ۰} مثلاً فضا،
داریم: و θk

lk
→ ۰ ،lk → +∞ که طوری به موجودند

{u = ۰} ∩Blk ⊂ {|xn| ≤ θk}.

تراز سطح از شعاعی به ارتفاع نسبت که کنیم محصور استوانه هایی در می توانیم را {u = ۰} تراز سطح که می کند بیان رابطه این
می کنند. تعبیر نیز بی نهایت۱ در صافی را نتیجه این می کند. میل صفر به میگیرند بر در که

در مودیکا مثال طور به دارد. وجود مینیمال رویه های و گینزبرگ-لانداو انرژی تابعک کمینه های میان نیز دیگری شباهت های
R حسب بر ER(u)

Rn−۱ آن گاه باشد ∆u − F (u) = ۰ معادله ی از کران دار جواب یک u و F ≥ F (۱) اگر که کرد اثبات ۱۹۸۹
آن در که است صعودی مقداری

ER(u) =

∫
Rn

۱
۲ |∇u|۲ + F (u)− F (۱).

دی جورجی حدس حول نتایج و اثبات ها .۴

اضافه  شرط این با ۲ بعد در حدس این اثبات با مورتولا۳ و مودیکا۲ را دی جورجی حدس مورد در نتایج اولین از یکی
قضایای از استفاده آن ها ایده ی .[۲] آوردند دست به هستند، توابع از هم-لیپ شیتز خانواده ای نمودار u ترازهای سطح که
بعد در کلی حالت در دی جورجی حدس بود. σ =

ux۱
ux۲

نسبت برای دیورژانسی فرم با بیضوی معادلات برای لیوویل مانند۴
برای [۴] کافارلی-برستیکی۷-نایرنبرگ۸ توسط که لیوویل مانندی نتایج از نیز آن ها شد. اثبات [۳] گویی۶ و قصوب۵ توسط ۲
اثباتی کبره۱۰ و امبروزیو۹ مشابه تکنیک های از استفاده با کردند. استفاده بود، شده داده توسعه شرودینگر عملگر طیف بررسی

.[۵] کردند ارا ئه n = ۳ ازای به دی جورجی حدس برای
ترتیب به یکنواخت طور به xn جهت در بی نهایت منفی و مثبت در جواب ها حد که اضافه شرط این با دی جورجی حدس
برای سپس و n ≤ ۳ در گویی و قصوب توسط ابتدا و می شود شناخته گیبونز۱۱ حدس اسم به است، یک منفی و مثبت برابر
سوین۱۷ شد. اثبات [۸] فرینا۱۶ و [۷] برستسکی-همل۱۴-مونئو۱۵ ،[۶] بارلو۱۲-بس۱۳-گویی توسط مستقل طور به ابعاد همه ی
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در .[۱] نماید اثبات n ≤ ۸ تا را دی جورجی حدس توانست آلن-کن معادله ی جواب های حد درمورد ساده فرضی با تنها
کرد. خواهیم بیان را دی جورجی حدس اثبات از ایده هایی ادامه ی

به معادلات از وسیع تری رده ی برای را دی جورجی حدس اصل در گویی و قصوب .۲ بعد در دی جورجی حدس .۱ .۴
معادله ی از کران دار جواب یک u : R۲ → R که می کنیم فرض ادامه در .F ∈ C۲(R) که کردند اثبات ∆u = F ′(u) شکل
به ν ∈ R۲\{۰} که ϕ = ϕx۰ = ∇u · ν = ∂νu می کنیم: تعریف x۰ ∈ R۲ هر ازای به .∂۲u > ۰ که ویژگی این با بالاست

داریم: صورت این در .∇u(x۰) · ν = ۰ باشیم: داشته که می شود انتخاب نحوی

∆ϕ = ∂۱۱ϕ+ ∂۲۲ϕ = ν · ∇(∂۱۱u) + ν · ∇(∂۲۲u) = ν · ∇(∆u)

شکل به بیضوی۱ عملگر به .(∆ − F ′′(u))ϕ = ∆ϕ − F ′′(u)ϕ = ۰ می کند: صدق روبه رو معادله ی در ϕ نتیجه در و
این طیفی ویژگی های Lu = ۰ معادله ی جواب های بر تاثیرگذار عوامل از یکی می گویند. شرودینگر عملگر L = −∆ − V  

می باشد. عملگر
جواب های ویژگی های درمورد برستیکی-کافارلی-نایرنبرگ از نتایجی پایه ی بر دی جورجی حدس از گویی و قصوب اثبات
[۴] در که بودند مسائلی از بعضی برای نقضی مثال یافتن پی در آن ها واقع در بود. بی کران دامنه های در بیضوی معادلات

کردند. پیدا ۲ بعد در دی جورجی حدس برای اثباتی آن نتیجه ی در و بود شده مطرح شرودینگر عملگر طیف درمورد
از: است عبارت L = −∆− V شرودینگر عملگر با متناظر انرژی تابعک

L(ϕ) =
∫
Rn |∇ϕ|۲ − V |ϕ|۲∫

Rn |ϕ|۲

است. C∞
c (Rn) بر تابعک این کمینه ی برابر L عملگر اساسی ویژه ی مقدار که می شود اثبات

این در باشد. Lu = ۰ معادله ی از جواب یک u ∈ C۲(Rn) و شرودینگر عملگر یک L = −∆ − V کنید فرض .۱ .۴ قضیه
می باشد.). L عملگر اساسی ویژه ی  مقدار λ۱(V )) λ۱(V ) ≤ ۰ داریم: صورت

است، عملگر این برای ویژه تابع یک u که نکته این و ϕR مانند خاصی برشی۲ توابع از از استفاده بر مبتنی قضیه این اثبات
می باشد.

λ۱(V ) < ۰ این صورت در باشد. V کران دار و هموار پتانسیل با Rn بر شرودینگری عملگر L = −∆−V کنید فرض .۲ .۴ قضیه
باشد. نداشته مثبتی جواب هیچ Lu = ۰ اگر تنها و اگر

Lu = ۰ کنید فرض همچنین باشد. V کران دار و هموار پتانسیل با شرودینگری عملگر L = −∆− V کنید فرض .۳ .۴ قضیه
.λ۱(V ) < ۰ داریم n = ۱,۲ اگر صورت این در کند. اتخاذ منفی مقادیر و مثبت مقادیر که باشد جوابی

به است ξR مانند فشرده تکیه گاه با برشی توابع از خاصی دسته ی وجود به وابسته (۱ .۴) قضیه همانند نیز قضیه این اثبات
که: طوری

ξR ∈ H۱(Rn), ξR
∣∣
BR

= ۱, lim
R→∞

∫
Rn

u۲|∇ξR|۲dx = ۰

قضیه ی سه دقیق اثبات مشاهده ی (برای نیست یکسان فضا کل در علامتش که باشد Lu = ۰ از جوابی u کنید فرض حال
مقدار می توانیم این به توجه با کنید.). مراجعه [۳] مقاله ی به می توانید کرد خواهیم اشاره آن به ادامه در که اکلند لم و ذکرشده

کنیم: بازنویسی زیر همانند را L(ξRu)

L(ξRu) =
∫
Rn u۲|∇ξR|۲dx∫
Rn(ξRu)۲dx

(۱ .۴)

به است H۱ در دنباله ای ξR|u| دنباله ی برشی توابع (۱ .۴) خاصیت به توجه با صورت این در .λ۱(V ) = ۰ که می کنیم فرض
دنباله ی یک که ξRu دنباله ی جمله ی هر به ۳ اکلند لم نام به تغییراتی لم از استفاده با سپس .limR→∞ L(ξRu) = ۰ که طوری
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کمینه کننده ی توابع در L مشتق برای بالایی کران لم این می دهیم. نسبت دیگری کمینه کننده ی تابع است، L برای کمینه کننده
فرض این با این گونه و است Lu = ۰ معادله ی برای جوابی نیز |u| کنیم ثابت می توانیم آن از استفاده با که می دهد ما به جدید

می رسیم. تناقض به است منفی یا مثبت تنها فضا بر u که
هستیم: زیر کمینه سازی مسأله ی حل نیازمند برشی توابع چنین یافتن برای موجودند؟ ابعاد همه ی در برشی توابع چنین آیا اما

inf{
∫

BR′\BR

|∇ξ|۲dx : ξ
∣∣
BR

= ۱, ξ
∣∣
∂BR′

= ۰}

بگیرید: نظر در را زیر تابع ابتدا ۲ بعد در مسأله این برای

ξR,R′(x) =
ln(|x|)− ln(R)

ln(R′)− ln(R)

داریم: صورت این ∫در
BR′\BR

|∇ξ|۲dx =
۱

ln(R/R′)

تابع نتیجه در

ξ۲
R(x) =


۱ x ∈ BR

ξR,R۲(x) x ∈ BR۲\BR

۰ o.w.

صورت به مسأله این بنیادین جواب  ۳ از بزرگتر بعد در اما است. قضیه برای مناسب برش تابع یک

ξR,R′(x) =
|x|۲−n −R۲−n

(R′)۲−n −R۲−n

مناسب قضیه اثبات در استفاده برای بنابراین و نمی کند میل صفر به R → ∞ که هنگامی تابع این H۱ نرم این حال با است.
نیستند.

به ν ∈ S۱ و کند صدق (۱ .۴) معادله ی در ،∂۲u > ۰ که شرط این با باشد کران دار تابعی u ∈ C۲(R۲) کنید فرض حال
این در .ϕx۰ = ϕ = ν · ∇u : می کنیم تعریف .ν · ∇u(x۰) = ۰ باشیم: داشته x۰ مانند دامنه در نقطه ای ازای به که طوری
(۱ .۴) قضیه ی و ∂۲ > ۰ فرض بنابر دارند. قرار −∆− F ′′(u) شرودینگر عملگر هسته ی در ∂۲u و تابع این که دیدیم صورت
داشته علامت یک باید تنها ϕ که بگوییم می توانیم (۳ .۴) قضیه ی بنابر طرفی از .λ۱(F ′′(u)) = ۰ بگوییم می توانیم (۲ .۴) و
صفر ثابت تابع برابر ϕ بیضوی عملگرهای برای ماکسیمم اصل بنابر نتیجه در .ϕ(x۰) = ۰ = minx∈R۲ ϕ داریم هم چنین باشد.

می شود. اثبات ۲ بعد برای دی جورجی حدس و است ثابت ν راستای در u و است

رویه های همواری برای دی جورجی اثبات از الهام با سوین دی جورجی. حدس از ضعیف تری نسخه ی از سوین اثبات .۲ .۴
شرط در که (۱ .۳) معادله ی جواب های ترازهای سطح کرد اثبات کمینه مینیمال

lim
xn→±∞

u(x′, xn) = ±۱ (۲ .۴)

ابرصفحه دارد شهرت ۱ صافی بهبودی به که او اصلی قضیه ی هستند. فضا در ابرصفحه هایی n ≤ ۸ ازای به می کنند صدق
تابعک بحرانی نقاط که می کنیم اثبات ابتدا می دهد. نشان را گینزبرگ-لانداو انرژی تابعک کمینه های ترازهای سطح بودن
تابعک این برای کمینه هایی می کنند صدق (۲ .۴) حدی شرط در که آلن-کن) معادله ی از (جواب هایی گینزبرگ-لانداو انرژی
نایرنبرگ لویس توسط اولین و دارد شهرت ۲ محرک صفحات روش  به می شود استفاده حکم این اثبات برای که روشی هستند.

است. شده داده توسعه

این در کند. صدق (۲ .۴) حدی شرط و (۱ .۳) دی جورجی حدس شرایط در u ∈ C۲(Rn, [−۱,۱]) کنید فرض .۴ .۴ لم
است. I تابعک موضعی کمینه ی یک u صورت

1Improvement of flatness
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است. u
∣∣
∂BR

مرزی شرایط و مبدا مرکز به باز گوی هر در آلن-کن معادله ی جواب تنها تابع این که می کنیم اثبات اثبات.
معادله ی از دیگری جواب v کنید فرض ∆v = v۳ − v x ∈ BR

v = u x ∈ ∂BR

(۳ .۴)

می کنیم تعریف
uT (x) = u(x′, xn + T ), tm = inf{t ≥ ۰ : v ≤ ut ∈ BR}.

u(x۰) > v(x۰) کنید فرض .u(x۰) ̸= v(x۰) که است موجود x۰ ∈ BR است، u به نسبت متفاوتی جواب v این که به توجه با
است موجود x۱ ∈ BR هم چنین .v ≤ utm داریم: تعریف بنابر .tm > ۰ داریم صورت این در است). مشابه دیگر حالت (اثبات

داریم: ∂nu > ۰ خاصیت بنابر .utm(x۱) = v(x۱) که: طوری به

utm

∣∣
∂Ω

> u
∣∣
∂Ω

= v
∣∣
∂Ω

هم با BR در باید v و utm که می شود نتیجه موضوع این از ماکسیمم اصل به توجه با باشد. BR به متعلق باید x۱ نقطه ی پس
□ باشند. برابر

میزان به ارتفاع با استوانه یک در I انرژی تابعک کمینه ی یک تراز سطح اگر که می کند بیان بهبود یافته صافی قضیه ی
می گیرد. قرار کوچک تر استوانه ی یک در دیگری مختصات دستگاه در آن گاه گرفت، قرار کوچک کافی

۰ ∈ {u = که طوری به باشد {|x′| ≤ l} × {|xn| ≤ l} استوانه ی در I انرژی تابعک کمینه ی یک u کنید فرض .۵ .۴ قضیه
و ۰ < η۱ < η۲ < ۱ مانند بعد به وابسته ثوابتی صورت این در بگیرید. نظر در را θ۰ > ۰ ثابت مقدار .۰} ⊂ {|xn| ≤ θ}

داریم: ،θ۰ ≤ θ و θ
l ≤ ϵ ≤ ϵ۰ که l و θ هر ازای به که طوری به است موجود ϵ۰ مانند F و θ۰ ،n به وابسته ثابتی

{u = ۰} ∩ ({|x′| ≤ η۲l} × {|xn| ≤ η۲l}) ⊂ {|x · ζ| ≤ η۱θ},

.ζ ∈ Sn−۱ یک ازای به

باشند موجود θk, lk, ξk دنباله های کنید فرض .u(۰) = ۰ و باشد Rn در I انرژی تابعک کمینه ی یک u کنید فرض حال
که

ξk ∈ Sn−۱ lk → +∞ θk
lk

→ ۰ (۴ .۴)

که: طوری به

{u = ۰} ∩ {|πξkx| ≤ lk} ∩ {|x · ξk| ≤ lk} ⊂ {|x · ξk| ≤ θk} (۵ .۴)

دستگاه یک در {u = ۰} ،۵ .۴ شرط بر بنا هست. نیز {|x′| ≤ lk} × {|xn| ≤ lk} استوانه ی در کمینه یک u فرض بر بنا
کافی میزان به را k می توان ϵ > ۰ هر برای ۴ .۴ شرط بر بنا می گیرد. قرار θk ارتفاع به کوتاه تری استوانه ی درون در مختصات
داشته اگر صورت این در .۰ < ϵ ≤ ϵ۰(θ۰) کنید فرض و بگیرید نظر در ثابت را θ۰ . θklk ≤ ϵ که نحوی به کرد انتخاب بزرگ
ارتفاع با استوانه ای در {u = ۰} آن در که یافت دیگری مختصات دستگاه ۵ .۴ قضیه ی از استفاده با می توان θ۰ ≤ θ باشیم
استوانه ای در {u = ۰} آن در که دارد وجود مختصاتی دستگاه کنیم فرض می توانیم قضیه این اعمال تکرار با گیرد. قرار کمتر

که: است موجود l′k یعنی می گیرد؛ قرار θ′k ارتفاع به

η۱θ۰ ≤ θ′k ≤ θ۰ ,
θ′k
l′k

≤ θk
lk

≤ ϵ (۶ .۴)

قرار θ۰ ارتفاع و Rn−۱ مقطع سطح با نواری در {u = ۰} که می شود نتیجه صفر به ϵ میل دادن با .l′k ≥ η۱
ϵ θ۰ داریم: بنابراین

است. صفحه یک {u = ۰} که می شود نتیجه بود دل بخواه مقداری θ۰ این که به توجه با می گیرد.
می شود. نتیجه I تابعک موضعی کمینه های ترازهای سطح برای هارنک نامساوی تعمیم از (۵ .۴) بهبودیافته صافی قضیه  ی
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اندازه  ی از پیچیده ای تقریب های شامل آلن-کن معادله ی جواب های ترازهای سطح برای هارنک نامساوی از سوین اثبات
است. نوشته این اهداف از خارج آن ها بیان و بررسی که است خطی زیرفضاهای بر تصویرشان و ترازها سطح از مجموعه هایی

دی جورجی حدس از تعمیم هایی .۵

.[۲۷] است یک بعدی تابع  یک R۳ در (−∆)۱/۲u+ f(u) = ۰ معادله ی از پایدار جواب هر کردند ثابت ۲ سرا و ۱ فیگالی
هستند: زیر انرژی تابعک از پایداری کمینه های واقع در معادله این پایدار ∫جواب های

{xn+۱≥۰}

۱
۲ |∇u|۲ dx dxn+۱ +

∫
{xn+۱=۰}

F (u) dx

که آنچه مشابه خواصی .[۲۶] شده اند مطرح کریستال ها پایداری و تحول بررسی نظریه ی در ابتدا انرژی ای تابعک های چنین
خاصیت نیز تابعک این مثال طور به هستند. نیز تابعک این به تعمیم قابل کردیم اثبات گینزبرگ-لانداو انرژی تابعک برای
بعد در پایدار مینیمال رویه های که است این سرا و فیگالی اثبات اساسی گام های از یکی دارد. را محیط تابعک به Γ-همگرایی

است. نشده اثبات بالاتر ابعاد برای مشابهش نسخه حال به تا که حکمی هستند. ابرصفحه ها تنها سه
تابعک و آلن-کن معادله ی برای را دی جورجی حدس با مرتبط احکام مشابه ابزارهای با سوین و شیونزی۴ والدینوچی۳،
چسبندگی جواب های یک بعدی تقارن توانسته اند داسیلوا۵ و سوین هم چنین .[۲۸] کرده اند اثبات p-لاپلاسین ها به وابسته انرژی

.[۲۹] کنند ثابت دو بعد در را F (D۲u) = f(u) غیرخطی کاملاً معادله ی یکنوای جهت یک در و کران دار

قدردانی و تشکر

نسخه ی مطالعه ی با که می دارد ابراز فتوحی دکتر آقای به نسبت را خود صمیمانه ی قدردانی مراتب مقاله این نویسنده
کردند. راهنمایی را او ارزنده شان پیشنهادهای ارائه ی و نوشته این اولیه ی
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