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شد. برگزار امسال خردادماه سوم در ۱۴۰۲ سال دانش جویی مسابقات برای شریف ریاضی علوم دانشکده ی تیم انتخاب آزمون چکیده.
گذراند. خواهیم نظر از را آن ها پاسخ و آزمون این مسائل بخش این در

مسئله ها .۱

که دارد (c, d) ناتهی باز زیربازه ی یک (a, b) ناتهی باز بازه ی  هر دهید نشان همگراست. صفر به an > ۰ دنباله ی (۱)
نیست. an دنباله ی از متمایز عضو ۱۴۰۲ حاصل جمع صورت به آن در عضوی هیچ

که دارد وجود a حقیقی عدد دهید نشان باشد. پیوسته مشتقات با مشتق پذیر سه بار تابعی f : R → R کنید فرض (۲)

f(a)f ′(a)f ′′(a)f ′′′(a) ≥ ۰

یا داده شده، طبیعی عدد هر برای که باشد یک از بزرگ تر صحیح اعداد از متناهی مجموعه ی یک S کنید فرض (۳)
یا S کنید ثابت باشد. اول آن به نسبت که دارد وجود S در عددی یا و کند عاد را آن که دارد وجود S در عددی

باشد. اول عدد یک آن ها ب.م.م که است عدد دو شامل یا است اول عدد یک شامل
نشان باشد. ماتریسی ضرب عمل با حقیقی) درایه های (با n × n ماتریس های از متناهی گروه یک G کنید فرض (۴)
بود. خواهد صفر هم گروه عناصر همه ی جمع آنگاه باشد، صفر گروه این عناصر همه ی (trace) اثر جمع اگر دهید

این شرط دارند. نفره سه تحقیقاتی گروه های تشکیل قصد دانشمند مساوی تعداد فرانسه و آلمان ایران، کشور سه از (۵)
داشته دانشمند کشور سه هر از گروه هر و کند شرکت می تواند گروه یک حداکثر در دانشمند هر که است این گروه ها
سازگار ب با الف اگر است. دوطرفه رابطه ی یک سازگاری باشند. سازگار هم با دانشمند سه هر ضمن در باشد.

است. سازگار الف با هم ب باشد،
سازگار دیگر کشور هر دانشمندان نصف با دانشمند هر اگر دانشمندان، از زوجی تعداد هر برای دهید نشان ابتدا
حداقل با دانشمند هر اگر دهید نشان سپس کرد. ایجاد هم تحقیقاتی گروه یک نتوان حتی که دارد وجود مثالی باشد،
کرد. افراز نفری سه مجاز گروه های به را دانشمندان همه ی می توان باشد، سازگار دیگر کشور هر دانشمندان سه چهارم
عنصر باشد. است) ناصفر ناصفر، عناصر ضرب (یعنی صحیح حوزه و یک دار جابه جایی، حلقه ی یک R کنید فرض (۶)
اگر دهید نشان .p|b یا p|a آنگاه p|ab اگر یعنی کند، صدق اقلیدس شرط در اگر می شود نامیده اول p وارون ناپذیر
آنگاه باشد، مولد متناهی بخش پذیرند p اول عنصر مثبت توان های همه ی بر که عناصری همه ی از متشکل I ایده آل
است. مینیمال ناصفر اول ایده آل های تمام بین در p توسط شده تولید ایده آل دهید نشان I = ۰ فرض با است. صفر

مسائل پاسخ .۲

دنباله متمایز عضو k حاصل جمع بصورت که حقیقی اعداد همه ی مجموعه ی را Sk مجموعه اول. مسئله ی پاسخ .۱ .۲
می کنیم. ثابت k روی استقرا با را حکم بگیرید. نظر در می شوند نوشته an

برای .b > ۰ کنید فرض پس ندارد؛ وجود اثبات برای چیزی ،b ≤ ۰ اگر است. شده داده (a, b) بازه و k = ۱ کنید فرض
پس دارند. قرار (c, b) در دنباله اعضای از متناهی تعداد فقط یعنی .an ̸∈ (c, b) پس ،an < c داریم بزرگ n و ۰ < c < b

نباشد. دنباله عضو هیچ شامل (c, d) که کرد انتخاب طوری را c < d < b می توان
۷۵



۷۶ ۷۶مسئله ها ۷۶مسئله ها مسئله ها

طوری را (c′, d) زیربازه شده، داده (a, b) بازه برای می کنیم. ثابت k + ۱ برای را آن ،k برای حکم درستی فرض با حال
است. (c′, d) وسط c = c′ + h پس کنید. فرض (c′, d) بازه طول نصف را h > ۰ باشد. نداشته اشتراک Sk با تا کنید انتخاب
دنباله از متمایز جمله k + ۱ جمع که s ∈ Sk+۱ دلخواه عضو حال .i > N برای ai < h که طوری به یافت می توان را N عدد
h از آخر جمله ی صورت این غیر در است؛ a۱, . . . , aN از یکی حتماً آخر جمله ی آنگاه s ∈ (c, d) اگر بگیرید. نظر در را است
می توان ،N روی استقرا با اکنون .(c′, d) تعریف نحوه با است متناقض که می افتد، (c′, d) در اول جمله ی k جمع و است، کمتر
بگیرید. نظر در را (c − a۱, d − a۱) بازه نیستند. آن در a۱, . . . , aN آخر جمله با مجموع های که یافت (c, d) از زیربازه ای
زیربازه ای d۱ = f + a۱ و c۱ = e + a۱ که (c۱, d۱) اکنون ندارد. اشتراک Sk با که طوری به یافت می توان را (e, f) زیربازه
زیربازه می توان ترتیب، همین به نیست. (i > N که ai هر (یا a۱ آخر جمله ی با Sk+۱ عضو هیچ شامل که است (c, d) از

آخر. الی و نیست. (i > N که ai هر یا a۱ (یا a۲ آخر جمله ی با Sk+۱ عضو هیچ شامل که یافت را (c۱, d۱) از (c۲, d۲)

می دهیم نشان است. جواب علامت تغییر نقطه دهند، علامت تغییر f ′′′ ،f ′′ ،f ′ ،f از کدام هر اگر دوم. مسئله ی پاسخ .۲ .۲
f(x) = f(۰) + f ′(۰)x+ آنگاه باشد. مثبت f ′′ کنید فرض هم علامت اند. f ′′ و f آنگاه ندهند علامت تغییر f ′′ ،f ′ ،f اگر
هم علامت و بزرگ x برای f(x) حتماً می دهد نتیجه که ،x هر برای f(x) > f(۰) + f ′(۰)x پس مناسب. c برای f ′′(c)x۲/۲
اینگونه نیز f باشد، منفی f ′′ اگر مشابه، طور به است. مثبت همه جا پس نمی دهد علامت تغییر f چون و است؛ مثبت f ′(۰) با

.x هر برای f ′(x)f ′′′(x) ≥ ۰ مشابه، طور به .x هر برای f(x)f ′′(x) ≥ ۰ بنابراین است.

نباشد. اول S عناصر از هیچ کدام به نسبت که بگیرید نظر در عددی کوچکترین را n طبیعی عدد سوم. مسئله ی پاسخ .۳ .۲
m ∈ S فرض، طبق دارد. وجود n چنین پس نیست؛ اول S عناصر از هیچ کدام به نسبت S عناصر تمام ضرب مثلا که شود توجه
می کند عاد را (n نتیجه در (و m که p اول عدد اینصورت غیر در است. تمام کار باشد، اول m اگر کند. عاد را n که دارد وجود
که آنجایی از باشد. اول n′ به نسبت که می شود یافت m′ ∈ S پس ،n′ < n کنید دقت .n′ = n/p دهید قرار و کنید انتخاب
m دو هر pd اگر زیرا است؛ m′ و m ب.م.م لزوماً p علاوه، به می کند. عاد را m′ حتماً p نیست، اول m′ به نسبت n = n′p

پس می کند، عاد بودند) اول هم به نسبت (که را n′ و m′ عدد دو d پس می کند، عاد نیز را m′ و n حتماً کند، عاد را m′ و
است. اول عددی ،p آنها، ب.م.م که هستند S عضو دو m′ و m نتیجه، در .d = ۱

یک G چون .A =
∑

Ai دهید قرار و بگیرید نظر در A۱, . . . , Am بصورت را G اعضای چهارم. مسئله ی پاسخ .۴ .۲
می دهد نتیجه که AiA = A دید می توان سیگما عناصر ترتیب تغییر با است ضربی گروه

A۲ = mA (۱ .۲)

Av = λv اگر است. تکرر) احتساب (با ویژه مقدار m دارای A بگیریم، نظر در مجاز را مختلط بردارهای و مقادیر اگر حال
پس است، A ویژه مقادیر جمع برابر trace(A) که آنجایی از .λ = m یا λ = ۰ یا پس .λ۲ = mλ می دهد نتیجه ۱ .۲ آنگاه
پس نوشت. A(A−mI) = ۰ بصورت می توان را ۱ .۲ رابطه است. وارون پذیر A−mI یعنی باشد، A ویژه مقدار نمی تواند m

A = A(A−mI)(A−mI)−۱ = ۰

سه بخشی گراف دهید. نشان F و M ،E با ترتیب به را کشور سه این دانشمندان مجموعه ی پنجم. مسئله ی پاسخ .۵ .۲
یک نشان دهنده می تواند ۳ طول به دور یک باشند. سازگاری روابط همان یال ها که بگیرید نظر در را E ∪M ∪ F رئوس با H

بگیرید. نظر در کشور هر دانشمندان تعداد را n می نامیم. سازگاری» «گراف را H باشد. تحقیقاتی گروه
M ،E از کدام هر که است این ایده بسازیم. ۳ طول به دور بدون سازگاری گراف یک باید و است زوج n اول، قسمت برای
هم به دو به دو را هستند وصل هم به زیر شکل مطابق که قسمت دو هر رئوس و می کنیم تقسیم مساوی قسمت دو به را F و

می کنیم. وصل
هر از گروه هر که طوری به کنید تقسیم سه نفره تحقیقاتی گروه های به را دانشمندان تمامی دلخواه به ابتدا دوم، قسمت برای
یک در که کنید تعریف دانشمند زوج تعداد صورت به تقسیمی چنین برای را «نارضایتی» کمیت باشد. داشته دانشمند کشور سه
عددی نارضایتی اگر می دهیم نشان ادامه در می نامیم. «ناراضی» را زوجی چنین نیستند. سازگار یکدیگر با ولی هستند گروه
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نارضایتی با تقسیمی به گام متناهی تعداد از پس که می دهد نتیجه این داد. کاهش را آن می توان ساده عملیاتی با باشد، مثبت
می رسیم. صفر

این است). مشابه فرانسوی یا آلمانی برای (استدلال نباشد سازگار هم گروهی هایش از یکی حداقل با ایرانی یک کنید فرض
آنجایی از باشند. سازگار جدیدشان هم گروهی های با نفر دو این که طوری به کنید جابجا دیگر «مناسب» ایرانی یک با را ایرانی

است. کمتر اکیداً جدید تقسیم بندی در نارضایتی نداده، رخ دیگر ناراضی زوج های در تغییری که
ملیتشان اساس بر را i-ام گروه اعضای و کنید، شماره گذاری ۱, . . . , n با را گروه ها مناسب. ایرانی یک وجود اثبات می ماند
نیست. سازگار F۱ یا M۱ از یکی حداقل با E۱ که کرد فرض می توان کلیت از کاستن بدون دهید. نشان Fi و Mi ،Ei صورت به
جابجا Ei با را E۱ وقت آن .F۱ و M۱ با Ei و باشد سازگار Fi و Mi با E۱ که طوری به هستیم i > ۱ مناسب اندیس دنبال به

می کنیم.
طوری به دارد وجود i اندیس n/۴ حداکثر همینطور نباشد. سازگار Mi با E۱ که طوری به دارد وجود i اندیس n/۴ حداکثر
نیز ۱ که شود توجه نباشد. سازگار Fi یا Mi از یکی با Ei که دارد وجود i اندیس n/۲ حداکثر پس نباشد. سازگار Fi با E۱ که
مجموعه دو این نباشد. سازگار Ei با F۱ یا M۱ که دارد وجود i اندیس n/۲ حداکثر مشابه طور به اندیس هاست. این از یکی
یک حداقل پس نیست. اندیس ها تمام شامل اجتماعشان پس دارند. عضو n/۲ حداکثر و هستند ۱ شامل هرکدام اخیر اندیس

دارد. وجود مطلوب اندیس

نوشت می توان پس است، بخش پذیر p بر x آنگاه x ∈ I اگر I؛ = p · I که کنید توجه ابتدا ششم. مسئله ی پاسخ .۶ .۲
.y ∈ I پس باشد، بخش پذیر p توان های همه ی بر باید y اما .x = py

است. yi = ai۱x۱ + ... + aimxm فرم به yi ∈ I و ،xi = pyi پس بگیرید. نظر در x۱, . . . , xm بصورت را I مولدهای
ماتریس در ضرب با که (I−pA)x = ۰ داریم بگیرید. نظر در (x۱, . . . , xm) ستونی بردار را x دهید. نشان A با را [aij ] ماتریس
حوزه R که آنجایی از و است، ناصفر نیز x آنگاه باشد ناصفر I اگر .det(I − pA)x = ۰ می آوریم بدست I − pA الحاقی
که می شود نتیجه صفربودنش از و است z ∈ R ،۱+ pz فرم به دترمینان این اما .det(I − pA) = ۰ می آید بدست بود صحیح

تناقض. است. وارون پذیر p

لزوماً p ̸∈ Q چون است. px۱ فرم به x ∈ Q هر آنگاه باشد، (p) داخل سره اول ایده آل یک Q اگر دوم، قسمت برای
p توان های همه ی بر x ∈ Q هر بنابراین آخر. الی و است px۳ فرم به و x۲ ∈ Q دوباره است. px۲ فرم به نتیجه در و x۱ ∈ Q

.Q = ۰ یعنی است؛ I = ۰ از عضوی نتیجه در است، بخش پذیر
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