






پیشͽفتار

اخير شماره شريف”، رياضͯ ”مجله انتشار در وقفه مدت�ها از بعد
بطور شريف صنعتͯ دانشͽاه رياضͯ، دانشͺده دانشجويان همت به

دارد. قرار شما اختيار در ͯͺترونيͺال
کارشناسͯ دانشجوي ͷي بعنوان ٧٢ و ٧١ سال�هاي در دارم ياد به
بازگشت از بعد و مͯ�خواندم را مجله مقالاتاين بسيار، اشتياق با خود
مجله اين ديͽر که متاسفشدم بسيار ٨٨ سال در شريف دانشͽاه به
آينده سال�هاي در مجله اين انتشار اميدوارم اکنون نمͯ�شود. منتشر

گردد. وزين�تر و پربارتر قبل سال از سال هر و يابد ادامه
قسمت بپذيريد، من از را برادرانه توصيه اين عزيز، دانشجويان
دانشͽاه اساتيد و درس کلاس�هاي از مͯ�آموزيد که رياضياتͯ از کمͯ
مطالعه و گروهͯ برنامه�هاي و يͺديͽر از را آن مهم�تر قسمت و است
دوستانͯ از بودم دانشجو من که زمانͯ آموخت. خواهيد انفرادي
رجائͯ علͯ رستͽار، آرش آجودانيان، مهزاد تͺلوبيفش، رامين مانند
بسيار بودند، دانشجو من مانند زمان آن در نيز آن�ها که ديͽران و

آموختم.
دانشͺده برنامه فوق و علمͯ کارهاي در که کنيد تلاش بنابراين
خود به متعلق که مجله اين شدن غنͯ�تر در نيز شما و کنيد همͺاري

باشيد. سهيم است، شما

باتشکر
جعفري امير
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ریاضیات زیباشناختͬ مبانͬ
رستͽار آرش دکتر

را هنر مصادیق طرفͬ از نماییم. برقرار ͬͽهماهن و وحدت ریاضیات علمͬ و هنری مبانͬ بین تا نموده�ایم سعͬ مقاله این در
ساختارهای تا مͬ�دهیم گسترش چنان را علم حوزه دیͽر طرف از و بͽیرد بر در را فلسفه و ریاضͬ حͺمت تا مͬ�دهیم توسعه چنان
بخشͬ وحدت برای را زمینه باطن عالم به علم خواستͽاه و مجردات عالم به هنر خواستͽاه انبساط شود. شامل را دانشمندان انسانͬ

مͬ�کند. فراهم ریاضیات حقیقت�شناسانه�ی و شناسانه زیبا ابعاد

متعالͬ هنر عنوان به ریاضیات
هنر و دانش بین مرز شناخت مسئله در مͬ�دانند، تجربͬ علوم بخصوص علوم، از بافته جدا تافته را ریاضیات بسیاری چند هر
و علم بودن اکتشافͬ در را هنر و عمل تمایز جوهر بتوان شاید مͬ�گیرند. قرار گروه ͷی در انسانͬ و تجربͬ علوم و ریاضیات
را هنرمند کار است. فعال�تر مراتب به هنر موضع و منفعل بسیار حقیقت برابر در معرفت و دانش موضع دانست. هنر آفرینشͽری
تا دانشمند باشد. هنر یͺسره یا علم سراسر که نیست کوششͬ هیچ گذارد. داوری به آن شناختͬ زیبائͬ ارزش یا سودمندی با باید
آنجا تا هنرمند و است؛ هنرمند مͬ�کند، ابداع ظریف شیوه�های و متناسب ابزارهای شناخت، و کشف هدف به رسیدن برای که آنجا
بر است زیبنده�تر دیدگاه، این با است. دانشمند برمͬ�آید، جهان به یافتن معرفت پͬ در خود هنری آفرینش هدف به رسیدن برای که
زندگͬ محیط کردن مهار و دادن تغییر کاربردی علوم غایͬ هدف مثلا نهاد. هنر نام دارند شهرت علم به که موضوع�هایͬ بعضͬ
راه از که مͬ�شوند استوار دانشͬ بنیاد بر عملͬ علوم تفͺر. اهل تا عملند اهل بیشتر مͬ�پردازند علوم این به که آنها است. انسان

مͬ�روند! پیش به عملͬ علوم فنͬ ابزارهای با خود نوبه�ی به محض علوم و مͬ�آید، ͹فراچن محض علوم
در خلاقیت و زیبا، ریاضͬ نظریه�ی ͷی خلق نمود. خلاصه ریاضͬ خلاقیت در را ریاضیات هنری ابعاد نمͬ�توان که مͬ�بینیم
دارند. مشابه انسانͬ و تجربͬ علوم در خلاقیت�ها این نوع دو هر حال این با نیستند. جنس ͷی در ریاضͬ نظریه�ی ͷی علمͬ کاربرد
دارد. زیبا تعریف ͷی حتͬ یا و زیبا برهان ͷی یا زیبا، قضیه�ی ͷی خلق به شباهت بسیار دیͽر علوم در نظریه�پردازی و فرضیه�سازی
از ریاضͬ نظریه�ی ͷی عملͬ کاربرد نمͬ�رسد. ریاضیات پای به نظریه�پردازی�ها این تجرید درجه�ی الهیات و فلسفه در جز هرچند
قابل جامعه�شناسͬ و ریاضͬ علوم تجرید درجه هرچند است. جامعه�شناسͬ نظریه ͷی کاربرد مشابه بسیار خلاقیت جنس لحاظ
تͺیه آن نمادین ساختار و علم این تجرد بر ناچاریم بدانیم علوم سایر از برتر را ریاضیات هنری ابعاد بخواهیم اگر نیستند. مقایسه
ندارند را ریاضیات با رقابت یارای الهیات و فلسفه جز به انسانͬ علوم از بسیاری و تجربͬ علوم از هیچͺدام معنͬ، این به کنیم.

مͬ�دانند. وسطͬ حͺمت و علوم باطن را ریاضیات بلͺه مͬ�زنند تͺیه ریاضیات به حقیقت اعماق به دسترسͬ برای همه بلͺه
مجردات عالم به محسوسات و ملموسات از را هنر مصداق�های ناچاریم ریاضیات، هنری ابعاد شناخت برای وصف، این با
نͽاه این با شوند. تصور هنری اثری ͷهری الهͬ ایدئولوژی ͷی و فلسفͬ نظریه�ی ͷی ریاضͬ، ساختار ͷی تا دهیم، توسعه
ناچاریم پس سنجید. را آنان زیبائͬ بتوان تا دید یͺپارچه باید فلسفیشان و ریاضͬ باطن با را انسانͬ و تجربͬ علوم زیباشناختͬ،
دیدگاه�های بین مبارکͬ آشتͬ این و بربͽیرد در نیز را آنان تئوری�ساز ذهن و دانشمندان جهان�بینͬ تا دهیم گسترش چنان را علم حوزه

است. ارسطویͬ انسان�گرایان و افلاطونͬ اساس�گرایان
عنوان به است. هستͬ لایه�های همه مطالعه آن اساس زیرا است مقدس و متعالͬ هنر ͷی ریاضیات ریاضیات، به نͽاه این با
انتقال برای است ابزاری آن از پس و است قدسͬ و باطنͬ ماهیت ͷی دارای که است طبیعت شناخت آن اساس کاربردی، علم
انسان هستͬ سراسر به آن کاربرد صحنه�ی اما است، کاربردی کلمه عمیق معنای به ریاضیات هنر دارد. قدسͬ ویژگͬ که معرفتͬ
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همه�جا به حقایق آن در که کند فراهم شرایطͬ و محیط و برود پیش مͬ�تواند خویش هنر طریق از تنها ریاضیات شده�است. گسترده
را خود الهیاتͬ و فلسفͬ نظام�های اینͺه از پیش ریاضیات مͬ�دهد، اجازه تاریخͬ ضبط�های که آنجا تا خاطر، همین به شود. منتشر

کرده�است. شͺل�دهͬ را خود هنری ابعاد بخشد، تͺامل
به ریاضͬ نظریه�ی هر نͽاه مͬ�نمایاند. را آن هم و مͬ�سازد پنهان را حقیقت که است پرده�ای هم ریاضیات چشم�انداز، این از
فراتر و شمرده�اند ͷʾسب را هنری صور اهمیت که هستند کسانͬ همیشه دانست. ریاضیات هنری صور از ͬͺی مͬ�توان را حقیقت
کسانͬ فراصوری�اند. حقایق وجود به معتقد که هستند متفͺرانͬ آن مͬ�ورزند دوری هنری صور از که کسانͬ رفته�اند. صور آن از
اما گذاشته�اند. کنار را پوسته و نیوشیده را آن عصاره�ی شͺسته، درهم را پوسته و قشر صوفیانه رازآلود زبان کارگیری به با که
صور انͺار و است چیزی خداوند رویت نتیجه در و جوهری و ذاتͬ حقیقت به رسیدن و مفهومͬ و پدیداری سطح ورای به نفوذ
آن، یافته�ی تحقق بعد در ریاضͬ معرفت صاحب است. دیͽری چیز بͺلͬ صور ورای انتزاعͬ-مثالͬ حقیقت نام به ریاضیات هنری
تا را حقیقت هنر زیرا مͬ�نماید، تصدیق را حقیقت با آن ارتباط و ریاضیات هنری صور معنای و اهمیت که است شخصͬ نخستین

است.[٢] حقیقت که مͬ�دهد اشاعه آنجا تا را قدسͬ امر حضور و است مقدس که مͬ�سازد منعͺس آنجا
کوتاه اکثرا که زیبا برهان�های دوم درجه�ی در و ریاضͬ قضایای زیبائͬ درک ریاضیات، زیبائͬ�شناسانه�ی درک برای بنابراین،
ریاضͬ حقایق باطن چارچوب در باید هستند یافته�تر توسعه تئوری ͷی از کوتاهͬ فصل که زیبا نظریات سوم درجه�ی در و هستند
در را آنها همه�ی و مͬ�کنند پنهان را حقیقت کشف در ریاضیدانان تلاش�های نوعͬ به موضوعه�ای اصل سیستم�های پذیرد. صورت
درایت نͺته، این مͬ�کند. مشͺل را ریاضͬ زیباشناسͬ ابعاد درک کشف، روند به دسترسͬ عدم مͬ�کنند. خلاصه وجودی قضایایͬ
به نو نͽاه این مͬ�نماید. آشͺار ما چشم پیش مͬ�نمودند مͺتوب را خود ریاضͬ اکتشافات روند که را اسلامͬ ریاضیدانان تعالͬ و
ارتباط ͹فرهن ریاضͬ، ادبیات ریاضیات، در تحقیق روش�های بر کنͬ بنیان و عمیق تاثیرات متعالͬ هنر ͷی عنوان به ریاضیات

خواهدداشت. او ارزشͬ جایͽاه و جامعه در ریاضیدان اجتماعͬ شخصیت ریاضیدانان،

ریاضیات زیباشناسͬ تاریخ

عنوان به افلاطون حال این با داده، نسبت الهͬ قدرت به را آن و کرده مطرح را هنرمند الهام منبع مسأله ادیسه در هومر چند هر
بنیادی مسائل سپس و کرد مدون را دموکریتوس و پارمنیدس تفͺرات زیباشناختͬ نتایج افلاطون دارد. شهرت زیباشناسͬ علم پدر
عنوان به را ریاضیات این و دارد قرار زیباشناسͬ مسائل مرکز در حقیقت و هنر ارتباط افلاطون دیدگاه از نمود. مطرح را زیباشناسͬ
به نیل طریقه شده�است. مطرح افلاطون توسط هستند دانش حامل یا واجد هنرها آیا که پرسش این مͬ�کند. معرفͬ متعالͬ هنر ͷی
زیبایͬ از یافته�است راه دلش در زیبایͬ به عشق که ”انسانͬ شده�است: توصیف چنین میهمانͬ رساله�ی در نحو کاملترین به زیبایͬ
فیلبوس رساله�ی در مͬ�رسد. زیبایͬ خودِ به عشق به بالاخره و علم خودِ و قوانین و نهادها زیبایͬ به سپس و روح زیبایͬ به جسم
ریاضͬ اندازه�گیری را آنها صحیح تناسب که مͬ�شوند ساخته دقتͬ با و جزبه�جز زیبا اشیا که مͬ�شود منجر نتیجه این به دقیقͬ بحث
در است آن به وابسته یا است اندازه زیبایͬ چون و است کمال و زیبایͬ بخش قوام همواره تقارن و ͷمتری کیفیات مͬ�کند. معلوم
او است. آن اصل از فروتر همیشه هنری اثر بنابراین مͬ�داند حقیقت تقلید را هنر افلاطون دارد. رفیعͬ مقام خوبͬ�ها نهایͬ فهرست

مͬ�داند. آن نشانͽر را الهیات و ریاضیات ارتباط که است قائل حقیقت ابراز هنر در عمده�ای نقش الهام برای
اجزاء نظم و ͬͽهماهن او دارد. زیباشناسانه احساسات شدن انͽیخته بر و زیبائͬ�شناسͬ انسانͬ ابعاد بر بیشتری تاکید ارسطو
با دیدگاه این و شوند عاقل تا مͬ�کند ͷکم انسانها به هنر ارسطو اعتقاد به مͬ�داند. زیبائͬ لذّت دلیل یافته�اند وحدت کل در که را
بشر ذاتͬ تراوشات از ریاضیات لذا و است فطری انسان در حقیقت تقلید ارسطو نظر از دارد. ͬͽهماهن ریاضیات عقلانͬ ابعاد

است.
ترتیب به منوط زیبایͬ که بود معتقد بابلͬ دیوجانس رواقͬ فیلسوف بودند. علاقمند بسیار منطق و معناشناسͬ مسائل به رواقیان
و مͬ�کند ابراز ترتیب و نظم با موضوع در را خود که است فضیلتͬ با مرتبط دارد وجود زیبایͬ در که لذّتͬ است. اجزاء آرایش و
با دیدگاه این است. طمانینه و آرامش به یافتن دست یعنͬ رواقͬ فلسفه�ی غایت وفق بر که است نفس عقلانͬ استعلای نشانه�ی لذا

مͬ�کند. تاکید ریاضیدانان اخلاق و ریاضیات هنر ارتباط بر بلͺه دارد. ͬͽهماهن ریاضͬ زیبایͬ مجرد ابعاد
هنر باطن و ظاهر تعامل نتیجه را هنر توسط عواطف برانͽیختن و داشتند مخالفت شدت به هنری ظاهرگرایͬ با اپیͺوریان

دارد. تطابق قدسͬ هنر عنوان به ریاضیات با که مͬ�دانستند
معقل اول تجلͬ در و است دانشͬ و تصور هر ورای که داشتند اعتقاد واحدی حقیقت به شهادت عالم ماورای در نوافلاطونیان
مدارج طرح در ایشان است. حیات و خلاقیت خواستͽاه و کلͬ نفس دوم تجلͬ در و عقل�اند معلوم که افلاطونͬ صور و است
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مطلق زیبایͬ به عشق همواره عشق ایشان نظر در مͬ�کنند. مطرح را زیبایͬ از اصیل نظریه�ای نورالانوار از وجود صدور نامتناهͬ
دارد. تطابق ریاضیات تجرید لایه�های با ایشان آراء بودند. قائل تمایز مطلق و نسبͬ زیبایͬ بین نوافلاطونیان است.

تاکید خود اعترافات کتاب در او مͬ�شوند. قائل تمایز اجزاء تناسب و زیبایͬ و کل زیبایͬ بین اوگوستین قدیس وسطͬ قرون در
با منطبق و یͺپارچه ترکیبͬ در را اجزاء و مͬ�آورد بوجود نظم عدد است. اساسͬ زیبایͬ برای هم و وجود برای هم عدد که مͬ�کند

مͬ�بخشد. وحدت و مͬ�کند مرتب غایب
همه�ی در است شهود خوشایند که مͬ�داند چیزی آن را زیبائͬ مͬ�داند، ابن�سینا مͺتب شاگرد را خود کویناسکه آ توماس قدیس
سوم شرط تابندگͬ. یا درخشندگͬ سوم ،ͬͽهماهن یا تناسب دوم کمال، یا درستͬ نخست است: شرط سه شامل زیبائͬ آن. مراتب
شهود باب در ما زیباشناسانه دیدگاه با این حقیقت. و الهͬ جمال از است رمزی نور آن در که است نوافلاطونیان ازسنت برگرفته

دارد. مطابقت ریاضͬ
نمودند. مطرح را هنری آثار تاویل مسئله و کردند اقتباس یهودیان و یونانیان از را تفسیر در تاویل روش کلیسا آباء همچنین
نمͬ�شد محسوب دینͬ هنر مسیحیان نزد ریاضیات که آنجا از شد؟ خواهد ریاضͬ تئوریهای تاویل به منجر این آیا که است این سوال

نͺردند. تلاشͬ جهت این در
الهیات رساله�ی و عشق درباره�ی رسانه�ی در جدید کادمͬ آ موسس فیپینو بود. افلاطونͬ فلسفه احیای رنسانسشاهد عصر آغاز
تمرکز این مͬ�شود. جدا بدن از اندازه�ای تا افلاطونͬ مʾثٌل نظاره�ی در استغراق با نفس که مͬ�سازد مطرح را نظریه این افلاطونͬ
تجربه�ی لازمه�ی همچنین و ندارد وجود هنوز که است چیزی آن پیش�بینͬ و واقع عالم از جدایͬ و هنرمندانه آفرینش لازمه�ی درونͬ
بار اولین برای که است معماری و پیͺرتراشͬ نقاشͬ، درباره�ی آلبرتͬ کتاب زیبا هنرهای باب در دوره این مهم آثار از است. زیبایͬ
و داوینچͬ لئوناردو او شاگرد یادداشت�های ساخت. مرتبط آن ریاضͬ مبانͬ با را هنر این و کرد معریف نقاشͬ هنر به را پرسپͺتیو
معرفͬ هنری اثر زیبائͬ و وحدت لازمه�ی را ریاضͬ علوم داشتند سعͬ نیز دورر آلبرشت از مرایا و مناظر علم و هندسه کتاب�های

کنند.[٣]
روانشناختͬ ابعاد بر بریتانیایͬ تجربه�گرایان حد از بیش اصرار و طبیعت از تقلید به دکارتͬ عقل�گرایان اندازه�ی از بیش تاکید
غرق بیستم و نوزدهم قرن ریاضیدانان زیباشناسانه تاملات از بسیار متاسفانه کردند. حͺومت غربͬ فلاسفه�ی آراء بر قرن�ها تا هنر
ریاضیات شͺوفایͬ دوران به حقیقت�شناسانه نͽاه آن موجب به که شده غربͬ فیلسوفان ذهن�گرای حداکثر یا مادی�گرا جو̰ همین در

مͬ�نماید. دشوار بسیار مدرن
تمدن در ریاضیات مورد در زیباشناسانه آراء ابراز بر را راه وجود مسئله و شناسͬ هستͬ بر اسلامͬ فلسفه مͺاتب تاکید متأسفانه
ریاضیات و علوم پیشرفت به هم شایانͬ ͷکم نداشتند، بازدارنده�ای نقش اگر مͺاتب این که گفت جرات به مͬ�توان بست. اسلامͬ

ننمودند. اسلامͬ تمدن در
به زمان هم و مقدس هنر ͷی عنوان به ریاضیات سازی تئوری برای را زمینه که درخشید چنان دیͽر سوی از اسلامͬ عرفان
ساخته اسلامͬ عرفان در آن تجرید لایه�های و انسانͬ ادراک ساختار باب در که دقیقͬ نظریات نمود. فراهم مقدس علم ͷی عنوان
اندلسͬ عربͬ ابن عرفانͬ مͺتب محصول که نظریات این اول موج حتͬ است. نظیر کم بشری تمدن تاریخ در است شده پرداخته و
مͺتب این اصیل ایده�های دارد. حͺومت دانته الهͬ کمدی مانند مسیحͬ عرفانͬ اسناد بر و یهودیان اصلͬ عرفانͬ کتب بر است،
متعالیه�ی حͺمت در فلسفه و عرفان همنشینͬ مقدمه�ی فتوحات این شد. پیروزمند ایرانͬ صوفͬ�گری در هندی عرفان آثار بر کاملا

مͬ�شود. شامل را توجهͬ جالب آراء زیبایͬ شناسͬ هستͬ مسائل در ملاصدرا

ریاضیات زیباشناسͬ فلسفه
ریاضیات در زیبایͬ ادراک موضوعات مͬ�پردازد. زیبایͬ ادراک به مربوط مفاهیم تحلیل به فلسفه از شاخه�ای عنوان به زیباشناسͬ
تجربه�ی ارزشزیباشناختͬ، مفاهیم مͬ�گیرند. قرار زیباشناختͬ تجربه�ی موضوع استکه تئوری�هایͬ و برهان�ها قضایا، تمامͬ شامل
شناخت برای هستند. مطالعه مورد هم ریاضیات زیباشناسͬ فلسفه�ی در مͬ�روند بͺار هنر فلسفه در که مفاهیمͬ تمام و زیباشناختͬ
ͷکم با شناختͬ ساختارهای کردن خلاصه فلسفͬ، نͽاه از منظور نوشتار این در که مͬ�کنیم تاکید هست، که آنطور زیبایͬ، ادراک
آیا که سوال این مثلا خواهیم�نمود. احراز مͬ�افزایند ساختارها این پیچیدگͬ به که فلسفͬ ایده�های از بنابراین، است. فلسفه زبان
موضوع ریاضیدان ͷی زیباشناسانه طبیعͬ حس که چرا نیست. ما توجه مورد دارد معنͬ زیباشناختͬ غیر و زیباشناختͬ نͽرش
پیچیدگͬ�هایͬ فیلسوف ͷی زیباشناسانه�ی احساسات مطالعه زیرا فیلسوف. ͷی زیباشناسانه�ی احساسات حس نه ماست موشͺافͬ

نمͬ�شود. یافت هرگز ریاضیدان ͷی ذهن در که دارد غیرطبیعͬ

٣



اجزاء نسبت مانند درونͬ نسبتهای هم است، شده بیان هنری صور زبان به که ریاضͬ حقیقت ͷی زیباشناسانه�ی بررسͬ در
توجه مورد باید است کرده خلق را آن که ریاضیدانͬ با ریاضͬ تئوری آن نسبت مانند بیرونͬ نسبت�های هم و همدیͽر به نظریه ͷی
مواجه آنها با که مشͺلاتͬ و آن بیان و فرمول�بندی ͬͽونͽوچ ریاضͬ حقیقیت ͷی کشف برای ریاضیدان تلاش�های بͽیرند. قرار
محدود حقیقت ادراک لذّت به نمͬ�توان را زیباشناختͬ لذت دامنه�ی پس هستند. ما توجه مورد دقیقا مͬ�آید فائق آنها بر و مͬ�شود
است. زیباشناختͬ امری نیز برهان ͷی در محاسباتͬ ابزارهای از صحیح استفاده�ی یا ظرافت یا پاکیزگͬ صحیح فهم مثلا کرد.
زیبا هنرهای از منظور آورد. حساب به زیبا هنرهای زمره�ی در را ریاضیات مͬ�توان حتͬ شناسͬ زیبا از گسترده�ای معنای چنین با
کارآمد بسیار ریاضیات زیباشناسͬ در زیبا هنرهای طبقه�بندی مͬ�شوند. خلق آنها به زیباشناسانه نͽرش خاطر به که است هنرهایͬ
زمان مفهوم با که ابعادی دیͽر دسته�ی و مͬ�شود مربوط فضا مفهوم به که است ریاضیات زیباشناختͬ ابعاد آن مهم دسته ͷی است.
مفهوم با که ابعادی مانند مقصودند؛ نیز مرکب هنری ابعاد هستند. ͷدینامی و ͷاستاتی ریاضیات همان دسته دو این دارد. سروکار

دارند. سروکار حرکت
ریاضیات در محسوس ارزش�های کند. عرضه ما به هنر عنوان به مͬ�تواند ریاضیات که دارد وجود مختلف ارزش نوع چندین
لایه�های به نمادین ارزش�های مͬ�یابند. معنا ریاضͬ هنری صور ساختاری تفاوت�های در صوری ارزشهای هستند. تصویری عموما
فلسفه در که باطن و ظاهر نمادین معنای همان به توجه با ظاهر در کثرت و باطن در وحدت نمایش ͬͽونͽچ و ریاضیات تجرید
تغییر همچون، ارزش�هایͬ کنیم، نͽاه هنری اثر ͷی عنوان به ریاضͬ تئوری ͷی شͺل�گیری تاریخ به اگر مͬ�پردازد. است موردنظر

مͬ�شوند. مطرح نیز جزء هر تطور یا تͺامل تعادل، و توازن مضمون،
که است نظری مستقل�نͽری شویم؟ آشنا آن بیرون از چیزهایͬ چه با باید بفهمیم درست بتوانیم را ریاضͬ اثر ͷی اینͺه برای
که مͬ�گوید نͽری زمینه نظر این برابر در نیستیم. محتاج دیͽری چیز به اثر آن خود جزء اثر، ͷی صحیح فهم و درک برای مͬ�گوید
عصری یا ریاضیدانان دیͽر آثار یا ریاضͬ تئوری خالق دیͽر آثار مطالعه شود. درک آن تمام و ˁتام محیط در ریاضͬ هنری اثر باید

دارند. اهمیت او نیات و مقاصد و هنری خالق ریاضͬ زندگͬ و مͬ�زیسته آن در ریاضیدان که
ندارند حقیقͬ وجود زیباشناختͬ ادراکِ موضوعات زیباساز ویژگͬ�های هستند مدّعͬ زیباشناسͬ در فاعلیت�گرای١ͬ نظریه�های
همراه زیباشناختͬ ادراک موضوع و مشاهده�گر حضور و است نسبͬ زیباشناختͬ ارزش اتّصاف لذا دارند. ذهنͬ وجود فقط بلͺه
زیباشناختͬ حقیقͬ ارزش به اعتقاد فاعلیت�گرا نظریات برخلاف عینیت�گرای٢ͬ نظریه�های است. الزامͬ زیباشناختͬ مفاهیم
چارچوب در عینیت�گرا و فاعلیت�گرا نظریات مشاهده�گر. ذهن نه مͬ�دانند موضوع آن مشخصه�ی را آن و دارند ادراک موضوعات
آن به بعد بخش در که مͬ�پیوندند هم به دو این بین ارتباط و ادراک، ساختار تجرد مراتب و ریاضͬ حقیقت تجرید لایه�های

خواهیم�پرداخت.
از کلͬ طور به که گفت مͬ�توان اما هستند، متنوع بͬ�اندازه مͬ�روند کار به هنری آثار منتقدین توسط که زیبایͬ ویژگͬ�های
پیچیدگͬ و کردیم بحث این از پیش کثرت در وحدت مورد در ”شدت”. و ”پیچیدگͬ” ”وحدت”، مͬ�کنند: پیروی عام قانون سه
زیباشناختͬ ادراکِ خوب موضوع ͷی که گفت باید شدت درباره�ی مͬ�کند. پیدا معنͬ چارچوب همان در زیباشناختͬ ساختارهای
مͬ�آورند. بوجود را زیباشناختͬ ادراک موضوعات عام ویژگͬ�های هم کنار در صفت سه این داشته�باشد. بارز کیفیت نوعͬ باید
عینیت�گرایان نزد است. ویژگͬ سه این وظیفه�ی مͬ�شود، مربوط زیباشناسͬ عام قوانین به که جایͬ تا هنری، اثر ارزش�گذاری یعنͬ
مͬ�دهد. انجام خوب را وظایفش حد چه تا هنری اثر ͷی اینͺه است. آن عام معنای به ”کاربرد” آن و است مطرح هم دیͽری ویژگͬ
معنͬ با خصوص به هنری، آثار مͬ�کند. بحث آن�ها مورد در فلسفه که هستند اصلͬ مفهوم سه زیبایͬ و خیر حقیقت،
ارتباط همین ریاضͬ زیباشناسͬ فلسفه�ی در دارند. ارتباط حقیقت با نوعͬ به همه داریم مدّنظر هنر از ما که یافته�ای توسعه�
باشد ریاضͬ حقیقت آن باطن برای کاملتری نماد ریاضͬ نظریه�ی ͷی اینͺه است. زیبایͬ اصلͬ ͷمح حقیقت و هنری اثر بین
با که فیزیͺدانانͬ همچنین نمͬ�پردازند. آن به زیباشناس فیلسوفان و است ریاضیدانان مختص که دارد زیباشناسانه�ای ویژگͬ�های
درگیرند. زیباشناسانه ویژگͬ�های این با دارند، سروکار آن�ها مناسب�ترین انتخاب و ͬͺفیزی نظریه�ی ͷمختلفی ریاضͬ فرمولبندیهای
در مستقلند ویژگͬ سه این آیا اینͺه هستند. زیباشناسانه ویژگͬ�های این عمده�ترین ”سادگͬ” و ”محاسبه�پذیری”، ”تعمیم�پذیری”،

نمͬ�گنجد. مقاله این حوصله�ی
این مͬ�توان ریاضͬ زیباشناسͬ در مͬ�شود. مطالعه انسان فطرت بر صدق محل با زیبا هنرهای در اخلاق یا خیر و هنر رابطه�ی
پیدا دسترسͬ ریاضͬ ایده�ی ͷی یه مͬ�توان طبیعͬ صورت به چطور اینͺه نمود. محدود انسانͬ ادراک ساختار مباحث به را رابطه
معتقدند که زیباشناسͬ فلاسفه دیدگاه برخلاف داد. پاسخ آن به انسانͬ ادراک ساختار چارچوب در باید که است سوالاتͬ از کرد،

subjectivism١

objectivism٢
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به ریاضͬ زیباشناسͬ فلسفه�ی در نیست، هنر مخاطب و آفریننده نفس تهذیب در آن ارزش با مطابق وجه هیچ به هنری اثر ارزش
اخلاق مقصود که است چیزی همان این و مͬ�کند ͷکم ریاضیدان ادراک ساختار تͺامل به ریاضͬ هنری اثر خلق که معتقدیم این
چرا است. هنرمند زیباشناسͬ آن و مͬ�کند رهنمون زیباشناسͬ فلسفه�ی از جدید شاخه�ای به را ما نͺته این انسانͬ. کمال یعنͬ است

است. هنرمند ادراک ساختار زیبایͬ تجلͬ هنری اثر زیبایͬ که

ریاضیدانان زیباشناسͬ
تسخیر مشوق هم که است چنان علوم به اسلام دیدگاه است. آنان انسانͬ ادراک ساختار زیباشناسͬ ریاضیدانان زیباشناسͬ از منظور
معنͬ این به توحیدند به مهارشده علوم همه�ی اسلامͬ نظرگاه از علم. بواسطه�ی عالم کمال مشوق هم و است انسان توسط طبیعت
عالیه�ی مراتب به نظر اسلام است. تاکید مورد هستͬ درجات این بین ارتباط شناخت و هستͬ درجات تمام در حقیقت شناخت که
علوم از ͷی هر اینͺه یا و دارند نقش انسان کمال در مختلف علوم ترتیب، این به مͬ�داند. غیب عالم از موجͬ را علوم و دارد علوم
و مͬ�کنند اشاره هستͬ عظمت از جنبه�هایͬ به علوم از ͷی هر دیͽر، طرف از مͬ�دهند. نشان را انسان کمالات از ابعادی مختلف
هستند. هم�آوا و ͹هم�آهن هستͬ جهان در چه و انسان ادراک ساختار در چه تجلیات این همه دارند. اشاراتͬ خالق درباره�ی ͷی هر

است. ͬͽهماهن این بر گواهͬ علوم کارآمدی
و مͬ�یابند نزول عالم هستͬ مراتب در الهͬ اسماء همانند دارند. صعودی و نزولͬ حرکت الهͬ اسماء مثل علوم وصف، این با
همه�ی و است الهͬ علوم در علوم همه�ی سرچشمه�های بازمͬ�گردند. توحید علم به و مͬ�کنند عروج کامل انسان هستͬ مراتب در
تئوریهای مرگ و حیات تولد، است. آنان سرچشمه�های وحدت بر گواه علوم ͬͽهماهن مͬ�پیوندند. سرچشمه�ها این به دوباره علوم

مͬ�شود. واقع عروج و نزول جریان در رودخانه�ی این در علمͬ
بنابراین مͬ�گیرد. کار به را انسان شناختͬ ابعاد همه�ی علوم ادراک و هستند انسان ابعاد همه�ی خدمت در علوم ترتیب، این به
هم قلبͬ، الهام و حدس هم ریاضͬ، تجرید و تفͺر هم طبیعͬ، مثال�های با درگیری و دست�ورزی هم ریاضͬ تئوری ͷی خلق در
مختلف لایه�های این و درگیرند ریاضیدان ذات هم و قدسͬ روشنͽر انوار هم و عقلͬ برهان هم روحانͬ، قوای و ساختارشناختͬ
هر است. ملموس�تر لایه�ی ͷی کننده�ی متجلͬ و مجردتر لایه�ی ͷی تجلͬ لایه�ای هر دارد. نمادین ارتباط یͺدیͽر با انسانͬ ادراک
خواندیم.[۵] نمادین ارتباط را آن که است ارتباطͬ همان این است. عمیق�تر درجه�ای ظاهر و دیͽر درجه�ای باطن شناخت، درجه�ی
کامل ریاضیات سرچشمه عنوان به الهͬ علوم به شدن وصل و آن�ها باطن عنوان به تجربͬ علوم به پیوستن با ریاضیات زیبایͬ
ادراکͬ ساختار و ریاضیدانان زیبایͬ برمͬ�گیرد. در را زیباشناختͬ ویژگͬ�های تمام و هستͬ مراتب تمام چارچوب این در و مͬ�شود
بیانجامد. بشر نوع خادم کاربردهای به و شود وصل توحید علم به آنان ادراکͬ ساختار در علم این که مͬ�شود کامل وقتͬ نیز آنان
و ریاضیدان مهندس، بین جامع ریاضیدان زیباترین و است کاربردی و محض ریاضیات بین جامع ریاضیات نوع زیباترین بنابراین

است. حͺیم
بͽوییم باید کنیم، بررسͬ کاربردی ابعاد و الهͬ سرچشمه�های از مستقل را محض ریاضیات زیباشناختͬ ابعاد بخواهیم اگر
در محض ریاضیدان زیبائͬ است، الهͬ علوم و تجربͬ علوم واسطه�ی و است وسطͬ حͺمت محض ریاضیات که همان�طور که
باطن و ظاهر معنͬ و ارتباط شناخت و الهͬ، اسماء صعود و نزول حقیقت، عروج و تجلͬ تخصیص، و تعمیم فرمالیسم شناخت

دارد. تطابق نیز ریاضیدانان زیباشناسانه�ی تجربیات با که مͬ�شود محدود

ریاضیات حقیقت و حقیقͬ ریاضیات
ریاضیات. حقیقتشناسͬ نیستجز ریاضیاتچیزی زیباشناسͬ الهͬ، علوم و تجربͬ علوم با آن ارتباط و ریاضͬ علوم حوزه بسط با
یافته�ی توسعه معنای به ریاضیات علم گفتیم که همان�طور حقیقتچیست. از آن بهره�ی که دانست باید ریاضͬ زیبایͬ شناخت برای
و است کدام آن مشهور معنا به ریاضیات اما مͬ�گیرد، کار به را شناخت لایه�های تمام و مͬ�برد بهره حقیقت لایه�های همه�ی از آن

چیست؟ حقیقت از آن بهره�ی
تجرید لایه�های این مͬ�پردازد، انسانͬ شناخت لایه�های همچنین و حقیقت هستͬ لایه�های شناخت و بررسͬ به چون انسان ذهن
وجودی ذهن در هستند ذهنͬ کاملا پدیده�ای که آن مشهور معنای همان به علوم سبب، این به مͬ�کنند. تجلͬ ذهن در آینه�ای همچون
دسترسͬ از که است چنان او کنͺاش�گر ذهن و انسان نفس ساختار اما است. برقرار نمادین ارتباط لایه�ها این بین و دارند لایه�لایه
یعنͬ حقیقͬ، وجود نه دارند ذهنͬ وجود تنها علوم ذهنͬ تجرید لایه�های از بسیاری نیست. امان در برون و درون شیطان و وهم
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اعتباری نمادین رابطه�ی ذهن در تجرید لایه�های از بسیاری بین نمادین رابطه�ی نیستند. ذهن به هستͬ تجرید لایه�های تجلیات از
فرمالیسم تمامͬ که نیست چنین بنابراین باشد. هستͬ مراتب در باطن و ظاهر بین ارتباط تجلͬ که حقیقͬ نمادین رابطه�ی نه است

باشند. حقیقت از تصویری یا باشند حقیقͬ قبول مورد علم̞ͬ تئوریهای تمامͬ و مدرن علوم
همه�ی اینͺه شویم. قائل تمایز آن غیر و است هستͬ مراتب تجلیات از که حقیقͬ ریاضیات بین که مͬ�شود منجر موشͺافͬ این
دانسته�اند ذهن عالم به محدود را علوم سایر و ریاضیات که است اشتباه این از ناشͬ بدانیم ریاضیات را بشر ریاضͬ�گونه�ی تفͺرات
عالم تنها نه است الهͬ علوم و تجربͬ علوم به متصل که ریاضیات علم حقیقت اما دیده�اند. ذهنͬ وجود مراتب واجد تنها را آن�ها و
عالم و عقلانͬ ادراک و عقل عالم و روحانͬ ادراک و روح عالم و قلبͬ ادراک و قلب عالم مانند را آن بواطن از بسیاری بلͺه ذهن

درنوردیده�است. نورانͬ ادراک و نور
تشخیصمͬ�دهد را آن به حمله استراتژی حدس نور به و مͬ�شناسد را علمͬ مسئله مفهومͬ ساختار تفͺر نور به موحˁد ریاضیدان
به و مͬ�کند تئوری�سازی را آن عقل نور به و مͬ�کند درک را آن باطنͬ حقیقت وحͬ نور به و مͬ�کند حل را مسئله آن الهام نور به و
مͬ�بخشد. کمال را او ادراکͬ ساختار و مͬ�گذارد تاثیر او ذات بر همه این مͬ�کند. منطبق حقیقت با را تئوری�ها قدسͬ نیˁر انوار

باشند. او اوصاف اینها که عالمͬ حال خوشا
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گروه�ها مقدماتͬ نظریه�ی در جالب قضیه�ای
فیلُم خشایار

قضیه این ͷکم به ابتͺاری مساله�ی سه حل و مقدماتͬ جبر در شور” ”قضیه�ی نام به قضیه�ای معرفͬ کوتاه مقاله�ی این هدف
از بیشتر چیز هیچ به دید خواهید ادامه در که گونه همان مرتبط، مسایل و مذکور قضیه�ی صورت فهمیدن برای واقع در است.
ادامه در که را نمادگذاری�هایͬ قضیه این صورت بیان از قبل نیستند. بدیهͬ وجه هیچ به مسائل این ولͬ نیست نیاز ١ جبر اطلاعات

مͬ�دهیم. شرح برد، خواهیم کار به

یاد�آوری و نمادگذاری
.x ∈ G و باشد آن از Hزیرگروهͬ و است گروه ͷی G کنید فرض

Hمͬ�نویسیم. < Gصورت به است G Hزیرگروه که را این •

مͬ�دهیم. نشان e به را G همانͬ عنصر •

مͬ�دهیم. نمایش Z(G) به را G مرکز و G′ به را G مشتق زیرگروه •

عبارت به است. آبلͬ آن از حاصل خارج�قسمتͬ گروه و است نرمال G در که است G از زیرگروهͬ کوچترین G مشتق •
دیͽر:

است. Gآبلͬ
L
و HدرGنرمال ⇐⇒ G′ ⊂ H

مͬ�دهیم. نشان o(x) با را x عنصر مرتبه�ی •

است. G Hدر اندیس [G : H] از منظور •

است: G از زیر زیرگروه ،G در x ( centralizer ) مرکزساز •
CG(x = {a ∈ G | ax = xa}

مجموعه�ی با ی�ͷبه�یͷاست تناظر در {axa−۱ | a ∈ G}مجموعه�ی Gیعنͬ در x ( conjugacy class ) کلاستزویجͬ •
متناهͬ x کلاستزویجͬ عناصر تعداد ،[G : CG(x)] < ∞ اگر لذا .G CG(x)از زیرگروه راست) (یا همدسته�هایچپ

بود. خواهد [G : CG(x)] برابر و

صورت به G Hدر ( normalizer ) نرمال�ساز •
NG(H) = {x ∈ G | xHx−۱ = H}

زیرگروه�های تعداد Hیعنͬ مزدوج�های تعداد است. نرمال آن Hدر Hاستکه Gشامل زیرگروه بزرگترین و تعریفمͬ�شود
.[G : NG(H)] با: است برابر G از xHx−۱

٧



G آنͽاه باشد، ( finitely generated ) متناهͬ” تولید ”با و Gآبلͬ اگر متناهͬ: تولید با آبلͬ گروه�های ساختاری قضیه�ی •
نوشت: دوری گروه�های از متناهͬ تعداد مستقیم جمع صورت به مͬ�توان را

G ∼= Zm ⊕ Zm۱ ⊕ · · · ⊕ Zmk

است. Z/nZ عضوی n دوری گروه Zn از منظور ،n ≥ ۲ هر برای آن در که

مͬ�پردازیم: شور قضیه�ی صورت بیان به حال
است. متناهͬ G′ صورت این در [G : Z(G)] < ∞ آن برای که باشد گروهͬ G کنید فرض :( Schur شور( قضیه�ی
در بیابید. J. Rotman نوشته�ی An Introduction to the Theory of Groups کتاب در مͬ�توانید را قضیه این اثبات

مͬ�پردازیم. قضیه این ͷکم به مسئله سه حل به ادامه،

است. دوری G کنید ثابت است. متناهͬ آن نابدیهͬ زیرگروه هر اندیس که است نامتناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١ مساله

اندیس یعنͬ مͬ�کند صدق مذکور ویژگͬ در هم H آنͽاه H ̸= {e} و H < G اگر است. آبلͬ G مͬ�کنیم ثابت ابتدا اثبات.
و [G : K] < ∞ داریم {e} ̸= K < H اگر و [G : H] < ∞ فرض بنابر که چرا است. متناهͬ آن غیربدیهͬ زیرگروه هر
در Z(G) ̸= {e} اگر که کنید توجه حال .[H : K] < ∞ داشت: خواهیم [G : K] = [G : H].[H : K] دلیل به بنابراین
با که [G : G′] < ∞ باید باشد، بدیهͬ غیر G′ اگر حال .| G′ |< ∞ شور قضیه�ی از لذا و [G : Z(G)] < ∞ صورت این
هر پس است. Gآبلͬ لذا و بدیهͬ G′ ،Z(G) ̸= {e} اگر پس نیست. ′Gامͺان�پذیری بودن متناهͬ و G بودن نامتناهͬ به توجه
G غیربدیهͬ زیرگروه�های برای این گفته�شده، پیشتر آنچه از است. آبلͬ مرکزش بودن نابدیهͬ صورت در مساله خاصیت با گروه

که: کردیم ثابت یعنͬ خواهدبود. برقرار هم
است. Hآبلͬ یا Z(H) = {e} ،G Hاز ̸= {e} زیرگروه هر برای :(*)

که: مͬ�کنیم ادعا نباشد. آبلͬ G کنید فرض مͬ�کنیم: استفاده خلف برهان از G بودن آبلͬ اثبات برای حال
x با z, y از ͷهری و باشند G از غیربدیهͬ عناصری x, y, z اگر است: ترایایͬ G − {e} در شدن جابه�جا رابطه�ی :(**)

مͬ�شوند. جابه�جا هم یͺدیͽر با z, y آنͽاه شوند، جابه�جا
CG(x) ̸= {e} ،x ∈ CG(x) چون ولͬ .y, z ∈ CG(x) مͬ�شوند جابه�جا x با z, y چون که کنید توجه (**) اثبات برای
داریم: CG(x)تعریف از که چرا نمͬ�دهد رخ اول حالت است. آبلͬ CG(x) یا و Z(CG(x)) = {e} مͬ�شود نتیجه (*) از لذا و
ثابت (**) و مͬ�شوند جابه�جا یͺدیͽر با آن از y, z عناصر مͬ�دهد نتیجه که بود خواهد آبلͬ CG(x) بنابراین .x ∈ Z(CG(x))

مͬ�گردد.
موجودند a, b ∈ G نیست، آبلͬ G چون مͬ�کشانیم: تناقض به را G بودن غیرآبلͬ بر مبنͬ خلف فرض (**) ͷکم به حال
[G : CG(a)] < ∞ مساله فرض از لذا و CG(a) ̸= {e} پس a ̸= e و a ∈ CG(a) حال .a, b ̸= e لذا .ab ̸= ba که
نشان این است. متناهͬ {biab−i | i ∈ N} مجموعه�ی بنابراین است. متناهͬ a تزویجͬ کلاس اعضای تعداد مͬ�دهد نتیجه که
آنͽاه br−s = e اگر .abr−s = br−sa دیͽر عبارت به یا brab−r = bsab−s که موجودند r > s با r, s ∈ N که مͬ�دهد
غیربدیهͬ زیرگروهͬ ⟨b⟩ است، Gنامتناهͬ چون لذا .۱ <|< b >|< ∞ بنابراین بود. b ̸= e و r > s که چرا ۱ < o(b) < ∞
مͬ�شود جابه�جا a با br−s لذا .br−s ̸= eپس دارد. تناقض مساله فرض با این است. نامتناهͬ [G : ⟨b⟩] آن برای که است G از
ترایایͬ G− {e} بر شدن جابه�جا رابطه�ی (**) بنابر چون پس مͬ�شود. جابه�جا هم b با br−s ولͬ .a, b, br−s ∈ G− {e} و

است. آبلͬ G و مͬ�رسیم تناقض به پس است. تناقض که مͬ�شوند جابه�جا هم با b و a است،
اگر .[G : ⟨x۱⟩] < فرض∞ طبق پس .x۱ ∈ G− {e} کنید فرض است: متناهͬ تولید Gبا که دید مͬ�توان راحتͬ به حال
.[G : ⟨x۱, x۲⟩] < [G : ⟨x۱⟩]پس انتخابکنید. x۲ ∈ G−⟨x۱⟩ صورتیͷعنصر این غیر در است. حل مساله Gکه = ⟨x۱⟩
. ... و مͬ�گیریم نظر در را x۳ ∈ G − ⟨x۱, x۲⟩ صورت این غیر در است. حل مساله حͺم که G = ⟨x۱, x۲⟩ اگر دوباره
آن برای که بود خواهد موجود rای و مͬ�رسد پایان به سرانجام فرایند این مͬ�شود، کم جدید زیرگروه اندیس مرحله هر در چون
آبلͬ گروه�های ساختاری قضیه�ی بنابر حال است. متناهͬ تولید با و آبلͬ G که کردیم ثابت اینجا تا پس .G = ⟨x۱, . . . , xr⟩
m۱, . . . ,mk یعنͬ k > ۰ اگر .m ∈ N و m۱, . . . ,mk ≥ ۲ آن در که G ∼= Zm ⊕ Zm۱ ⊕ · · · ⊕ Zmk

متناهͬ تولید با
چنین توسط شده تولید دوری زیرگروه که چرا نیست. امͺان�پذیر که دارد متناهͬ مرتبه�ی از e جز به Gعناصری آنͽاه باشند، موجود
فرض بنابر این و نیست متناهͬ G بودن نامتناهͬ دلیل به G در آن اندیس که بود خواهد غیربدیهͬ متناهͬ زیرگروه ͷی عناصری
(G در نتیجه در (و یͺریختͬ این راست سمت در Zm ،m ≥ ۲ اگر حال .mN آن در Gکه ∼= Zm لذا دهد. رخ نمͬ�تواند مساله

٨



تناقض در داریم G روی که شرطͬ با هم باز که دارد {(a, ۰, . . . , ۰) | a ∈ Z}صورت به نامتناهͬ اندیس از غیربدیهͬ زیرگروه
است. دوری G لذا .G ∼= Z mو = ۱ بنابراین است.

زیرگروه ͷی G اگر کنید ثابت است. نامتناهͬ همانͬ جز به عنصری هر مرتبه�ی آن در که باشد گروهͬ G کنید فرض .٢ مساله
است. دوری G آنͽاه باشد، داشته متناهͬ اندیس از دوری

فرضکرد کلیتمͬ�توان از کاسته�شدن بدون که کنید توجه ابتدا .[G : H] بنابراین Hمͬ�نامیم Gرا از مذکور دوری زیرگروه اثبات.
.[G : NG(H)] ≤ [G : H] < ∞ لذا Hو < NG(H) < G که چرا هست. هم نرمال فوق، خواص داشتن بر Hعلاوه که

که موجودند g۱, . . . , gs ∈ G بنابراین است Hمتناهͬ مزدوج�های تعداد پس
{xHx−۱ | x ∈ G} = {g۱Hg۱

−۱, . . . , gsHgs
−۱}

نتیجه در
∩x∈GxHx−۱ = ∩s

t=۱gtHgt
−۱

تساوی این از استفاده با و

[G : ∩x∈GxHx−۱] = [G : ∩s
t=۱gtHgt

−۱] ≤
s∏

t=۱

[G : gtHgt
−۱] = ([G : H])s < ∞

دوری خود است، H دوری زیرگروه در مشمول آنͺه دلیل به و است G از نرمال زیرگروهͬ وضوح به ∩x∈GxHx−۱ همچنین
H و آن تعویض با بنابراین و هست هم نرمال دارد، Hرا خواص تمامͬ که آن بر علاوه ،G از ∩x∈GxHx−۱ زیرگروه لذا است.
.H = ⟨y⟩ که است موجود y ∈ Gاستپس متناهͬ اندیس با نرمال دوری زیرگروه ͷیH که فرضکرد مͬ�توان لزوم صورت در
از آن عناصر همه�ی مͬ�دهد نتیجه که بود خواهد عضو N دارای G ،y = e اگر .[G : ⟨y⟩] = [G : H] = N کنید فرض
مͬ�کنیم ادعا .y ̸= e کنید فرض لذا است. برقرار حͺم حالت این در و ،G = {e} مساله مفروضات از لذا و متناهͬ�اند مرتبه�ی
دلیل به که داد تشͺیل را G/⟨y⟩ خارج�قسمتͬ گروه مͬ�توان است، نرمال G در ⟨y⟩ چون که کنید توجه اثبات برای .y ∈ Z(G)

مͬ�دهد: نتیجه این است. همانͬ آن عناصر از ͷهری Nام توان پس است. عضوی N ،[G : ⟨y⟩] = N

.xN ∈ ⟨y⟩ ،x ∈ G هر برای :(١)
mای ∈ Z ازای به بود، نرمال G در ⟨y⟩ چون مͬ�شود. جابه�جا y با x مͬ�دهیم نشان بͽیرید. دلخواه را x ∈ G حال
که گرفت طوری را k مͬ�توان (١) از .xykx−۱ = ymk ،k ∈ Z هر برای مͬ�دهد نتیجه ساده استقرایͬ حال .xyx−۱ = ym

.yk(m−۱) = e معادلا یا yk = ymk که مͬ�دهد نتیجه xykx−۱ = ymk بنابراین مͬ�شود. جابه�جا x با yk نتیجه در و xN = yk

،xN = yk چون .m = ۱ یا k = ۰ ،y ̸= e چون نتیجه در و ندارد متناهͬ مرتبه�ی از غیرهمانͬ عنصر G مساله فرض بنابر ولͬ
m چون ،m = ۱ هم اگر .xy = yx بنابراین و x = e مساله شرط از لذا و است متناهͬ x مرتبه�ی مͬ�دهد نتیجه اول حالت
بنابراین و مͬ�شود جابه�جا y با دلخواه x ∈ G هر که دادیم نشان نتیجه در .xy = yx هم باز ،xyx−۱ = ym که بود عددی

لذا: و ⟨y⟩ < Z(G) داریم حال .y ∈ Z(G)

[G : Z(G)] ≥ [G : ⟨y⟩] = N < ∞

بنابر چون دوباره حال و متناهͬ�اند مرتبه�ی از G′ عناصر تمامͬ پس است. متناهͬ G′ که مͬ�دهد نتیجه شور قضیه�ی بردن کار به
است. آبلͬ G لذا و G′ = {e}پس همانͬ�اند G متناهͬ مرتبه�ی عناصر فرض

صورت به را G در ⟨y⟩ چپ همدسته�های اگر لذا و [G⟨y⟩] = N داریم هست. هم متناهͬ تولید از G بودن، آبلͬ بر علاوه
است متناهͬ تولید با آبلͬ گروه ͷی Gپس .G = ⟨y, z۱, . . . , yN ⟩ نتیجه در و G = ∪N

i=۱zi⟨y⟩ بͽیریم، z۱⟨y⟩, . . . , zN ⟨y⟩
از غیر به متناهͬ مرتبه�ی از عنصری G چون دوباره .G ∼= Zm ⊕ Zm۱ ⊕ · · · ⊕ Zmk

گروه�ها این ساختاری قضیه�ی از حال و
نشان است کافͬ حل اتمام برای .m ∈ N Gکه ∼= Zm لذا شوند. ظاهر سمتچپ در نمͬ�توانند Zmi از ͷی هیچ ندارد، همانͬ

.m = ۱ که دهیم
برود: Zm از (b۱, . . . , bm) عنصر به y ،G ∼= Zm یͺریختͬ تحت اگر پس .xN ∈ ⟨y⟩ داشتیم x ∈ G هر برای (١) بنابر

∀(a۱, . . . , am) ∈ Zm : (Na۱, . . . , Nam) ∈ {(tb۱, . . . , tbm) | t ∈ Z}

پس نیست. امͺان�پذیر m ≥ ۲ حالت در وضوح به که خطͬ�اند وابسته�ی Z بر Zm عضو دو هر که مͬ�دهد نتیجه فوق گزاره�ی
مͬ�کند. تمام را اثبات که G ∼= Z mو = ۱

٩



مͬ�پردازیم. باشد قبلͬ مسائل از جالب�تر شاید که آخر مساله�ی به نهایت در

ͷی تشͺیل عناصر این کنید ثابت است. متناهͬ آن متناهͬ مرتبه�ی از عناصر تعداد که است گروهͬ G کنید فرض .٣ مساله
مͬ�دهند. زیرگروه

G زیرگروه A که دهیم نشان باید و | A |< قرض∞ طبق پس بͽیرید. G در متناهͬ مرتبه�ی از عناصر را A مجموعه�ی اثبات.
H = ⟨A⟩ اگر که چرا مͬ�کند. تولید را G گروه A که کرد فرض مͬ�توان کلیت از کاسته�شدن بدون که کنید توجه ابتدا است.
حال و بود خواهد H متناهͬ مرتبه�ی از عناصر تمامͬ زیرمجموعه�ی A ⊂ H مͬ�کنند، تولید A عناصر که باشد G از زیرگروهͬ
است. G زیرگروه ͷی بود، خواهد G از زیرگروهͬ خود H چون لذا و H از زیرگروهͬ A که مͬ�دهد نتیجه H برای حͺم اثبات

.G = ⟨A⟩ یعنͬ مͬ�کنند تولید را G گروه A به متعلق عناصر که مͬ�کنیم فرض پس
تعداد ،G روی مساله شرط بنابر بنابراین متناهͬ�اند. مرتبه�ی از x خود همانند x تزویجͬ کلاس عناصر تمامͬ ،x ∈ A اگر
x مرکزساز CG(x) آن در که [G : CG(x)] با برابر کلاس این عناصر تعداد ولͬ است. متناهͬ G در x تزویجͬ کلاس عناصر

گرفت: نتیجه مͬ�توان نامساوی�ها این از A بودن متناهͬ به توجه با .[G : CG(x)] < ∞ ،x ∈ A هر برای لذا است. G در
[G : ∩x∈ACG(x)] ≤

∏
x∈A

[G : CG(x)] < ∞ (١)

قرار مرکز در G عنصر ͷی G = ⟨A⟩ اینͺه دلیل به دارد. معنͬ | A |< ∞ دلیل به
∏

x∈A[G : CG(x)] که کنید توجه
که مͬ�دهد نتیجه (١) معادله�ی حال و ،Z(G) = ∩x∈ACG(x) پس شود. جابه�جا A عناصر تمامͬ با اگر تنها و اگر دارد

مͬ�کنیم: ادعا حال است. متناهͬ G مشتق زیرگروه شور قضیه�ی بنابر پس .[G : Z(G)] < ∞
باشد. متناهͬ G/G′ گروه در xG′ مرتبه�ی اگر تنها و اگر است متناهͬ G گروه در x مرتبه�ی x ∈ G هر برای ادعا:

G/G′ گروه در نتیجه در و xn = e nای ∈ N ازای به آنͽاه o(x) < ∞ ،G در اگر که کنید توجه ادعا این اثبات برای
کنید توجه حͺم عͺس اثبات برای است. متناهͬ مذکور گروه در xG′ مرتبه�ی مͬ�دهد نشان که (xG′)n = xnG′ = G′ داریم
داریم G در بنابراین و بود متناهͬ G′ ولͬ .xn ∈ G′ nای ∈ N ازای به باشد، متناهͬ G/G′ گروه در xG′ مرتبه�ی اگر که

مͬ�شود. ثابت هم دیͽر طرف و o(x) < ∞ مͬ�دهد نتیجه که (xn)|G
′| = xn|G′| = e

بود، G متناهͬ مرتبه�ی از عناصر مجموعه�ی تعریف بنابر A چون .A < G که مͬ�دهیم نشان فوق ادعای ͷکم به حال
تنها پس .x−۱ ∈ A آنͽاه x ∈ A اگر مͬ�دهد نشان که o(x) = o(x−۱) ،x ∈ G هر برای بردارد. در را G همانͬ عنصر
مرتبه�ی از عناصر y و x آنͽاه x, y ∈ A اگر است. ضرب به نسبت آن بودن بسته اثبات ،A بودن گروه اثبات در باقیمانده قسمت
مرتبه�ی نتیجه در است. آبلͬ گروه این ولͬ ′G/Gاند. متناهͬ مرتبه�ی از عناصر yG′ و xG′ فوق ادعای بنابر لذا و Gاند متناهͬ
xy ∈ G مرتبه�ی که مͬ�دهد نتیجه بالا ادعای از مجدد استفاده حال و است متناهͬ گروه این در هم (xG′)(yG′) = (xy)G′

مͬ�رساند. اتمام به را مساله حل این و xy ∈ A معادلا یا است متناهͬ
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ͬͺزاریس توپولوژی از کاربردهایͬ
طاهری ابوالفضل

هندسه�ی در که است مباحثͬ از ͬͺزاریس توپولوژی بپردازیم. ͬͺزاریس توپولوژی از کاربردهایͬ به مͬ�خواهیم نوشتار این در
پیوسته�اند. آن تحت چندجمله�ای�ها که است توپولوژی ضعیف�ترین واقع در و مͬ�شود مطرح چندجلمه�ای�ها بررسͬ برای جبری

مقدمات همین که مͬ�کنیم ارائه را -همیلتون کیلͬ قضیه�ی از اثباتͬ ٢ بخش در سپس مͬ�کنیم، مطرح را مقدماتͬ ابتدا ادامه در
این حوصله�ی از خارج آن�ها گفتن و دارد، نیاز بیش�تری پیش�نیازهای که مͬ�پردازیم مبحثͬ به ٣ بخش در اما است. کافͬ آن برای

کند. مراجعه Patrick Morandi از Field and Galois Theory یا و [٧] به مͬ�تواند خواننده و است نوشتار

مقدمات ١
این است. بار) n ) K × · · · ×K دکارتͬ حاصلضرب K روی آفین n-فضای ͷی از منظور باشد، میدان ͷی K کنید فرض
را صفحه n = ۲ حالت در و آفین خط را فضا این n = ۱ خاص حالت در مͬ�دهیم. نمایش A یا و An(K) یا ،Kn با را فضا

مͬ�نامیم. آفین
V (F ) با و مͬ�شود نامیده ابررویه١ ͷی F صفرهای مجموعه باشد، K[x۱, . . . , xn] در غیرثابت چندجمله�ای ͷی F اگر
آفین مسطح خم ͷی غیرثابت متغیره دو چندجمله�ای ͷی صفرهای دیͽر، عبارت به ،K۲ در صفحه ابر ͷی مͬ�شود. داده نماش

مͬ�شود. نامیده
مͬ�دهیم قرار ,K[x۱باشد. . . . , xn] در چندجمله�ای�ها از مجموعه ͷی S کنید فرض
V (S) = {p ∈ Kn | ∀F ∈ S;F (p) = ۰}

V (F۱, . . . , Fn) صورت به را V (S) صورت این در ،S = {F۱, . . . , Fk} اگر .F (S) = ∩F∈SV (F ) صورت این در
مͬ�دهیم. نمایش

باشد موجود S ⊂ K[x۱, . . . , xn] زیرمجموعه�ی اگر مͬ�شود نامیده آفین جبری مجموعه�ی ͷی X ⊂ Kn زیرمجموعه�ی
.X = V (S) که طوری به

مͬ�بینید: را آفین جبری مجموعه�های از ساده خواصͬ زیر در

.V (S۱) ⊃ V (S۲) داریم آنͽاه S۱ ⊂ S۲ اگر صورت این در S۱, S۲ ⊂ K[x۱, . . . , xn] کنید فرض •

.V (FG) = V (F ) ∪ V (G) آنͽاه F,G ∈ K[x۱, . . . , xn] اگر •

داشت: خواهیم ،S۱, S۲ ⊂ K[x۱, . . . , xn] کنید فرض •
V (S۱) ∪ V (S۲) = V ({fg : f ∈ S۱, g ∈ S۲}) = V (S)

است. آفین جبری مجموعه�ی ͷی آفین، جبری مجموعه�ی متناهͬ تعداد اجتماع مͬ�شود نتیجه فوق مطلب از

.V (۰) = Kn و V (۱) = ∅ •
١hyper surface
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.V (I) = V (S) آنͽاه باشد S وسیله�ی به شده تولید ایده�آل I و S ⊂ K[x۱, . . . , xn] اگر •

.V (∪αSα) = ∩αV (Sα) آنͽاه Sα ⊂ K[x۱, . . . , xn] اگر •

روی که K[x۱, . . . , xn] در چندجمله�ای�ها همه�ی مجموعه�ی باشد، Kn از زیرمجموعه�ای X و میدان ͷی K کنید فرض
مͬ�دهند. نمایش I(X) با را ایده�آل این ,K[x۱مͬ�دهند. . . . , xn] در ایده�آل ͷی تشͺیل مͬ�شوند Xصفر

I(X) = {F ∈ K[x۱, . . . , xn] | ∀a ∈ X;F (a) = ۰}

,K[x۱نسبت . . . , xn] در ایده�آل ͷیKn زیرمجموعه�ی هر به که گرفت نظر در نͽاشت ͷی عنوان به مͬ�توان را I که کنید توجه
مجموعه�ی ͷی K[x۱, . . . , xn] از زیرمجموعه هر به که شود گرفته نظر در نͽاشت ͷی عنوان به مͬ�تواند V همچنین مͬ�دهد.

مͬ�دهد. نسبت آفین جبری
مͬ�بینیم: را I خواص از برخͬ زیر در

.I(X) ⊃ I(Y ) Xآنͽاه ⊂ Y اگر صورت این X,Yدر ⊂ Kn کنید فرض •

،a۱, . . . , an ∈ K برای و ،I(Kn) = {۰} باشد Kنامتناهͬ اگر ،I(∅) = K[x۱, . . . , xn] •
I((a۱, . . . , an)) = (x۱ − a۱, . . . , xn − an)

جبری مجموعه�ی ͷیX اگر اگروتنها مͬ�افتد اتفاق تساوی Xو ⊂ V (I(X)) Xداریم ⊂ Kn زیرمجموعه�ی هر برای •
باشد. آفین

ایده�آل ͷی S اگر وتنها اگر مͬ�افتد اتفاق تساوی و S ⊂ I(V (S)) داریم S ⊂ K[x۱, . . . , xn] زیرمجموعه�ی هر برای •
باشد. آفین جبری مجموعه�ی ͷی

.I(∪αXα) = ∩αI(Xα) کلͬ طور به و I(X۱ ∪X۲) = I(X۱) ∩ I(X۲) •

این بسته�های که مͬ�کنیم تعریف صورت این به Kn روی را ͬͺزاریس ͬͺتوپولوژی ،n ≥ ۱ و باشد میدان ͷی K کنید فرض
روی توپولوژی ͷی آفین جبری مجموعه�های مͺمل که دید مͬ�توان راحتͬ به مͬ�گیریم. درنظر آفین جبری مجموعه�های را توپولوژی

مͬ�کند. Knتعریف

سره زیرمجموعه�ی دو اجتماع صورت به Xرا بتوان اگر گوییم تحویل�پذیر Xرا باشد، ͷتوپولوژی فضای ͷیX کنید فرض
مͬ�گوییم. تحویل�ناپذیر را آن نباشد Xتحویل�ناپذیر اگر نوشت. آن بسته و

,K[x۱باشد. . . . , xn] آول ایده�آل ͷی I(X) اگر وتنها اگر است Knتحویل�ناپذیر Xاز زیرمجموعه�ی ͷی .١ قضیه

است. Knتحویل�ناپذیر آنͽاه باشد، نامتناهͬ Kمیدان اگر مͬ�شود نتیجه فوق قضیه�ی از .٢ نتیجه

است. Knچͽال در باز و ناتهͬ مجموعه�ی هر آنͽاه باشد، نامتناهͬ Kمیدانͬ کنید فرض .٣ قضیه

کنید. مراجعه [٣] تا [١] به مͬ�توانید گزاره�ها اثبات مشاهده�ی و فوق، مطالب با بیشتر آشنایͬ برای

کیلͬ-همیلتون قضیه ٢
کیلͬ- قضیه�ی آن در که بود مقاله�ای او کارهای باارزش�ترین از ͬͺی اما داد، انجام بسیاری کارهای کیلͬ ماتریس�ها، نظریه�ی در

مͬ�کند. صدق خود مشخصه�ی چندجمله�ای در مربعͬ ماتریس هر مͬ�داشت بیان که شد مطرح همیلتون
قضیه�ی کیلͬ شد، منتشر کیلͬ از ١٨۵٨ سال در که A memoir on the theory of matrices عنوان تحت مقاله�ای در
۳× ۳ ماتریس�های به را آن مͬ�توان اینͺه دادن نشان و ۲× ۲ ماتریس�های برای محاسبه شامل اثبات کرد. اثبات را کیلͬ-همیلتون
در که نمͬ�دانم ”لازم کرد: اضافه همچنین داد. تعمیم کلͬ حالت به مͬ�توان را نتیجه که داشت بیان او سپس بود. داد، گسترش

کنم.” اثبات را قضیه درجه�ای، هر با ماتریس�های برای کلͬ، حالت
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سپس کرد. اثبات n = ۴ برای را قضیه ماتریس�ها، از استفاده بدون و کواترنیون�ها، از استفاده با کیلͬ از مستقل همیلتون
استفاده با بخش این در نامید. کیلͬ-همیلتون مساله را آن و پرداخت مهم مساله این به ماتریس�ها ͷکم با دیͽر مقاله�ای در کیلͬ

مͬ�کنیم. اثبات را کیلͬ-همیلتون قضیه ͬͺزاریس توپولوژی از
ماتریس�های مجموعه GLn(K) و مͬ�باشد K میدان در درایه�های با n × n ماتریس�های مجموعه Mn(K) از منظور

Kمͬ�باشد. میدان در درایه�های با وارون�پذیر
مͬ�کنیم: تعریف را {xi} از اولیه متقارن تابع kامین Kباشند. میدان در متغیرهایͬ x۱, . . . , xn کنید فرض

µk(x۱, . . . , xn)
∑

(xi۱ . . . xik)

است. {۱, . . . , n} از {i۱, . . . , ik} زیرمجموعه�های تمام روی مجموع این که
مͬ�آید: بدست اولیه متقارن توابع مورد در راحتͬ به زیر خواص

باشد؛ {xi} روی متقارن چندجمله�ای ͷی G کنید فرض •
G(x۱, . . . , xn) = G(xβ(۱), . . . , xβ(n))

µk(x۱, . . . , xn) اولیه متقارن توابع برحسب مͬ�توان را G آنͽاه باشد، برقرار n تا ١ روی جایͽشت�های تمامͬ برای
نوشت.

ریشه�ها، روی اولیه متقارن توابع وسیله�ی به f ضرایب آنͽاه باشد، ،f = xn + an−۱x
n−۱ + · · · + a۰ ،f ∈ Pn اگر •

مͬ�آید: بدست ،{ri}
an−k = (−۱)kµk(r۱, . . . , rn); k = ۱, . . . , n

ببینید. [۴] در را فوق مطالب اثبات

.pA(A) = ۰ آنͽاه pA(t) = det(tI −A) اگر باشد. A ∈ Mn(K) کنید فرض کیلͬ-همیلتون) (قضیه .۴ قضیه

جبری�اند. مجموعه�ی تͺراری ویژه مقادیر Mn(K)با در ماتریس�های مجموعه .۵ لم

چندجمله�ای این ریشه�های {r۱, . . . , rn} و باشد ماتریس این مشخصه چندجمله�ای pA و باشد ماتریس ͷیA فرضکنید اثبات.
از باشد. داشته تͺراری ریشه�ی pA اگر وتنها اگر است صفر تابع این .disc(pA) =

∏
i<j(ri − rj)

۲ مͬ�کنیم تعریف باشند.
صورتیͷچندجمله�ای به را آن پسمͬ�توان است، ثابت ریشه�ها روی {۱, . . . , n}شت�هایͽجای تمامͬ به نسبت disc(pA) طرفͬ
حسب بر pA ضرایب آنجاییͺه از همچنین نوشت. هستند، pA ضرایب همان که r۱, . . . , rn از اولیه متقارن توابع برحسب
ماتریس�هایͬ و Aاست درایه�های حسب بر چندجمله�ای ͷی disc(pA) پسکلا هستند بیان قابل A درایه�های از چندجمله�ای�هایͬ

جبری�اند. مجموعه�ی بنابراین و مͬ�کنند صدق چندجلمه�ای این در دارند تͺراری ویژه�ی مقادیر که

این در دارند. متمایز ویژه مقادیر که باشد K نامتناهͬ میدان روی n × n ماتریس�های مجموعه Dn(K) کنید فرض .۶ لم
است. چͽال ͬͺزاریس توپولوژی Mn(K)با صورتDn(K)در

نتیجه در و جبری�اند مجموعه�ی تͺراری ویژه�ی مقادیر با ماتریس�های مجموعه است. ناتهͬ وضوح Dn(K)به مجموعه�ی اثبات.
است. Mn(K)چͽال Dn(K)در که مͬ�شود نتیجه ٣ قضیه�ی به توجه با حال است. Dn(K)باز یعنͬ آن مͺمل

قطری T−۱AT که طوری به T ∈ GLn(K) ماتریس دارد وجود یعنͬ است، قطری�پذیر A ∈ Dn(K) ماتریس هر .٧ قضیه
است.

با متناظر ν۱, . . . , νn ویژه بردارهای ماتریس T و باشد λ۱, . . . , λn از ،A ویژه مقادیر قطری ماتریس D کنید فرض اثبات.
است کافͬ بنابراین و است وارون�پذیر T دهیم نشان است کافͬ پس .AT = TD آنͽاه باشد. ستونͬ صورت به λ۱, . . . , λn

صفر ͬͽهم aiها تمام که است ممͺن مقدار کمترین m که
∑m

i=۱ aiνi = ۰ کنید فرض خطͬ�اند. مستقل νiها دهیم نشان
با طرفͬ از .

∑m
i=۱ aiλiνi = ۰ مͬ�آوریم بدست دهید اثر A روی را تساوی طرفین حال .a۱ ̸= ۰ کرد فرض مͬ�توان پس نباشند.
داریم: یͺدیͽر، از اخیر رابطه�ی دو کردن کم با حال .

∑m
i=۱ aiλ۱νi = ۰ مͬ�آوریم بدست λ۱ در فوق تساوی ضرب

m∑
i=۱

aiλi −
m∑
i=۱

aiλ۱ = ۰ ⇒
m∑
i=۲

ai(λi − λ۱)νi = ۰

١٣



است. تناقض mدر بودن مینیمم فرض با که

مͬ�پردازیم. کیلͬ-همیلتون قضیه اثبات به حال

Dn(K) چون است. صفر تابع A → pA که f : Kn۲ → K مورفیسم دهیم نشان مͬ�خواهیم کیلͬ-همیلتون) (قضیه اثبات.
قطری�پذیر A ∈ Dn(K) قبل قضیه�ی به توجه با کنیم. ثابت A ∈ Dn(K) برای را حͺم است کافͬ است Mn(K)چͽال در

داریم: است.
pT−۱AT (T

−۱AT ) = T−۱pA(A)T

قطر درایه�های λ۱, . . . , λn که است قطری ماتریس A کنید فرض پس کنیم. ثابت قطری Aهای برای را حͺم است کافͬ بنابراین
به درایه�ها تمام و مͬ�کند عمل ماتریس درایه�های ͷت ͷت روی p مͬ�دهیم، اثر A روی را pA ،pA(A) محاسبه�ی برای باشند. آن
حاصل ماتریس و مͬ�شوند صفر pA اثر تحت که هستند ویژه مقادیر نیز اصلͬ قطر درایه�های است. صفر اصلͬ قطر درایه�های جز

مͬ�شود. ثابت حͺم بنابراین است. صفر ماتریس

اولیه پایه و نرمال پایه قضایای ٣
واریته�های بین مورفیسم�های خصوصیات با مͬ�توانیم را میدانͬ توسیع�های جبری خواص که دهیم نشان مͬ�خواهیم بخش این در
مطالب مͬ�دهیم. توسعه را است جبر در ساده قضیه�ی دو که نرمال پایه و اولیه پایه قضایای کاربرد عنوان به کنیم. بیان آفین
بیͽلری شهرام دکتر از Generalizations of the Primitive and Normal Basis Theorems مقاله�ی براساس بخش این

نمͬ�باشد. اینجا در آن�ها ذکر امͺان که مͬ�کنیم استفاده نیز [٧] از نتایجͬ و نمادگذاری از بخش این در مͬ�باشد.
از نتایج تمامͬ مͬ�کنیم. ثابت آن�ها زیرمجموعه�های و استاندارد آفین فضاهای روی ͬͺزاریس توپولوژی مورد در نتایجͬ ابتدا
میدانͬ توسیع که کرد خواهیم استفاده واقعیت این از قضیه این برای مͬ�پردازیم. اولیه اعضای قضیه به سپس مͬ�آید. تعاریفبدست
به E → Kn نشاننده F-جبر Kو ⊂ E میدان باشد داشته وجود اگر وتنها اگر است جدایͬ�پذیر نامتناهͬ، میدان�های از E/F

مͬ�دهد: نتیجه را اولیه اعضای قضیه�ی توسیع موضوع این باشد. چͽال ͬͺزاریس توپولوژی با آن تصویر که طوری

از متناهͬ مجموعه�ی ͷی S و باشد نامتناهͬ میدان�های از متناهͬ درجه جدایͬ�پذیر توسیع ͷی E/F کنید فرض .٨ قضیه
که طوری به دارد وجود a ∈ E نامتناهͬ آنͽاه باشد. F روی ناثابت چندجمله�ای�های

∀h ∈ S;E = F (h(a))

.NE/F (a) = ۱ و E = F [a] که طوری به دارد وجود a ∈ E نامتناهͬ که داد خواهیم نشان
نشاندن F-جبر ͷی اگر وتنها اگر گالواست نامتناهͬ، میدان�های روی n درجه�ی از E/F توسیع که مͬ�بینیم بعد مرحله�ی در
داشت: خواهیم مطلب این به توجه با باشد. چͽال ͬͺزاریس توپولوژی با آن تصویر که طوری به باشد داشته وجود E → En از

از متناهͬ مجموعه�ای S و باشد، نامتناهͬ میدان�های از متناهͬ درجه از گالوا توسیع ،E/F توسیع کنید فرض .٩ قضیه
داریم: h ∈ S هر برای که طوری به دارد وجود a ∈ E نامتناهͬ صورت این در باشد. F روی ناثابت چندجمله�ای�های

E = F (h(a)) •

است. E/F برای پایه ͷی {σ(h(a)) | σ ∈ Gal(E/F )} •

که توسیعͬ برای که مͬ�بینیم قضیه، این ͷکلاسی حالت در است. نرمال پایه و اولیه عضو قضیه توسیع واقع در قضیه این
پایه ͷی {σ(a) | σ ∈ Gal(E/F )} و NE/F (a) = ۱ و E = F (a) که دارد وجود a ∈ E نامتناهͬ تعداد است، E ̸= F

است. F روی E برای

١۴



ͬͺزاریس توپولوژی مورد در نتایجͬ
خودریختͬ هر صورت این در بͽیرید. نظر در Kn روی را ͬͺزاریس توپولوژی و باشد میدان ͷی K کنید فرض .١٠ گزاره

است. Knپیوسته از K-خطͬ

باز گوی ͷی وارون که دید مͬ�توان راحتͬ به است K-خطͬ تابع و مͬ�کنیم استفاده ͬͺزاریس توپولوژی از اینͺه به توجه با اثبات.
مͬ�دهد. نتیجه را حͺم این و است Knباز در

این در باشد. Kn از است برداری F-فضای ͷی V و باشد نامتناهͬ میدان�های از توسیع ͷی F ⊂ K کنید فرض .١١ گزاره
است. شده تولید V توسط که است برداری K-زیرفضای ͷی ،ͬͺزاریس توپولوژی Knبا در V بستار صورت

انتخاب V اعضای از VK برای پایه ͷی صورت این در باشد. V توسط شده تولید برداری K-زیرفضای ،VK فرضکنید اثبات.
.r = dimK VK که Krمͬ�برد ͬͺزاریس بسته ͷی به را VK که مͬ�شود Knیافت از f K-خطͬ خودریختͬ حال مͬ�کنیم.

Kr در F r دهیم نشان است کافͬ .F r ⊂ f(V ) ⊂ Kr داریم است. F-خطͬ و است همیومورفیسم f تعریف، به بنا
بͽیریم. بستار آمده بدست رابطه�ی از است کافͬ زیرا است، چͽال

نظر در را (λ۱, . . . , λr−۱) ∈ F r−۱ ثابت عضو .p = ۰ آنͽاه باشد صفر F r روی p ∈ K[x۱, . . . , xr] اگر مͬ�دهیم نشان
نتیجه این است. صفر چندجلمه�ای معادل بنابراین و دارد ریشه نامتناهͬ p(λ۱, . . . , λr−۱, xr) ∈ K[xr] چندجمله�ای بͽیرید.
استقرا ͷکم به حال است. صفر F r−۱ تمام روی K[x۱, . . . , xr−۱] در درایه�های با xr روی چندجلمه�ای عنوان به p مͬ�دهد

.p = ۰ مͬ�آید بدست

بستار صورت این در است. F شامل میدان K و باشد نامتناهͬ میدان�های از n درجه توسیع ͷی E/F کنید فرض .١٢ نتیجه
منظم نمایش تصویر

ξE/F : E → EndF (E)⊗F K = Mn(K)

x → (Lx : y → xy)⊗ ۱

است. n بعد از K-زیرفضای ͷی

که باشند چندجمله�ای�هایͬ pi ∈ K[x۱, . . . , xi] و مثبت صحیح عدد ͷی n و باشد نامتناهͬ میدان ͷیK کنید فرض .١٣ لم
نͽاشت: آنͽاه است. ناصفر i ≤ n تمام برای ∂pi

∂xi

p : Kn → Kn; (λ۱, . . . , λn) → (p۱(λ۱), . . . , pn(λ۱, . . . , λn))

دارد. چͽال ͬͺزاریس تصویر

مͬ�کنیم: تعریف اثبات.
λ̄ = (λ۱, . . . , λn) ∈ Kn; pi(λ̄) = pi(λ۱, . . . , λi)

q(p۱(λ̄), . . . , pn(λ̄)) = باشیم داشته λ̄ ∈ Kn برایهر و q ∈ K[T۱, . . . , Tn]برایچندجمله�ای اگر رویnثابتمͬ�کنیم استقرا با حال
.q = ۰ آنͽاه ،۰

و است نامتناهͬ زیرمجموعه�ای ،K روی تابع ͷی عنوان به p تصویر که مͬ�شود نتیجه p۱ بودن ناثابت از باشد، n = ۱ اگر
.q = ۰ پس باشد، داشته جواب بͬ�نهایت باید q(p۱(λ̄)) = ۰

داریم است، متغیر n از q چندجمله�ای مͬ�کنیم. ثابت n برای را حͺم است، درست n− ۱ برای حͺم کنید فرض حال

q =
m∑
r=۰

qrT
r
n ; qr ∈ K[T۱, . . . , Tn−۱]

نیست. ثابت pn(λ۱, . . . , λn−۱, Tn) چندجمله�ای که دارد وجود µ̄ := (λ۱, . . . , λn−۱) مͬ�شود نتیجه ∂pn

∂xn
̸= ۰ فرض از

q(p۱(µ̄), . . . , pn−۱(µ̄), Tn) مͬ�شود پسنتیجه است. Aنامتناهͬ = {pn(λ۱, . . . , λn−۱, λn) | λn ∈ K}مجموعه�ی بنابراین
داریم: rها تمامͬ برای بنابراین و هستند، آن ریشه�ی A اعضای تمامͬ زیرا دارد صفر بͬ�نهایت
∀µ̄ ∈ Kn−۱; qr(p۱(µ̄), . . . , pn−۱(µ̄), Tn) = ۰

.q = ۰ استقرا فرض بنابر و
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نͽاشت آنͽاه بͽیرید. نظر در ناثابت چندجمله�ای را p ∈ K[t] و نامتناهͬ Kمیدان کنید فرض .١۴ نتیجه
p̃ : Kn → Kn; (λ۱, . . . , λn) → (p(λ۱) . . . , p(λn))

دارد. چͽال تصویر

اولیه عضو قضیه
باشد. f(x) ∈ F [x] ناصفر چندجمله�ای ͷی ساده�ی ریشه�ی λ ∈ E عضو هر اگر مͬ�گوییم جدایͬ�پذیر را E/F توسیع

در که ξE/F نشاننده F-جبر ͷی باشد. نامتناهͬ میدان�های روی متناهͬ درجه با جدایͬ�پذیر توسیع ͷی E/F کنید فرض
تابعͬ که طوری به P ∈ GLn(K) دارد وجود ،[٧] تعریف و خوش�تعریفͬ به توجه با بͽیرید، نظر در را دیدیم فوق نتایج
این تصویر که ،ξ̄E/F : E → Kn مͬ�کند تعریف همیومورفیسم F-جبر ͷی مͬ�فرستد، P−۱ξE/F (x)P به را x ∈ E که
است. درست همیشه حͺم این عͺس که است شده داده نشان [٧] در واقع در است. ͬͺزاریس چͽال [٧] به توجه با همیومورفیسم

میدانͬ توسیع باشد، داشته وجود اگر وتنها اگر است جدایͬ�پذیر متناهͬ درجه از نامتناهͬ میدان�های از E/F توسیع .١۵ گزاره
است. چͽال ͬͺزاریس تصویر دارای که ξ̄E/F : E → Kn نشاننده F-جبر K/Fو

مͬ�کنیم: تعریف است. مثبتͬ صحیح عدد n و باشد نامتناهͬ Kمیدانͬ کنید فرض .١۶ تعریف
PK(n) = {(λ۱, . . . , λn) ∈ Kn : λi ̸= λj , ∀i ̸= j}

مجموعه�ی S و است نامتناهͬ میدان�های از متناهͬ درجه از جدای�پذیر توسیع E/F کنید فرض اولیه) عضو (قضیه .١٧ قضیه
داریم h ∈ S هر برای که طوری به دارد وجود a ∈ E نامتناهͬ صورت این در است. F روی ناثابت چندجمله�ای�های از متناهͬ

.E = F (h(a))

.n > ۱ کنید فرض بنابراین است. واضح حͺم n = ۱ برای صورت این در .n := dimF E دهید قرار اثبات.
صورت به را h ،h ∈ S هر برای بͽیرید. نظر در کردیم، تعریف بالا در که را PK(n) و ،ξ̄E/F : E → Kn ،K میدان
مجموعه�ی تعریف، به توجه با بͽیرید. نظر در آمد ١۴ نتیجه در که آن با متناظر مورفیسم را h̃ و بͽیرید نظر در E روی تابع ͷی
در ξ̄E/F (E) بودن چͽال به توجه با است. Kn از ناتهͬ زیرمجموعه�ی h̃−۱(Pn(K)) بنابراین و است ناتهͬ و باز PK(n)

داریم: ،Kn تحویل�ناپذیر فضای
ξ̄E/F (E) ∩ (∩h∈S h̃

−۱(PK(n))) ̸= ∅

داریم است همیومورفیسم F-جبر ͷی ξ̄E/F چون .h ∈ S و باشد مجموعه این در عضوی ξ̄E/F (a) کنید فرض حال
.ξ̄E/F (h(a)) ∈ PK(n) اگر وتنها اگر h̃(x̄iE/F (a)) ∈ PK(n) بنابراین .ξ̄E/F oh = h̃oξ̄E/F

h(a) مینیمال چندجمله�ای بنابراین است. n درجه Kاز روی ξ̄E/F (h(a)) مینیمال چندجمله�ای ،PK(n)تعریف به توجه با
بالا اشتراک ،ξ̄E/F (E) بنابراین Knو تحویل�ناپذیری به توجه با بعلاوه .E = F (h(a)) نتیجه در و است n درجه از F روی

است. نامتناهͬ مجموعه�ی ͷی

مجموعه فوق اثبات به توجه با ،E ̸= F کنید فرض

A := {aF ∗ | E = F (h(a)), ∀h ∈ S} ⊂ E∗

F ∗

است. نامتناهͬ

نامتناهͬ صورت این در باشد. متناهͬ بعد با نامتناهͬ میدان�های از جدایͬ�پذیر نابدیهͬ توسیع ͷی E/F کنید فرض .١٨ نتیجه
.NE/F (a) = ۱ و E = F (a) که طوری به دارد وجود a ∈ E

NE/F (a) = داریم بنابراین است. Kn = Dn(K) آن در که بͽیرید نظر در را ξ̄E/F : E → Kn نشاندن F-جبر اثبات.
.det(ξ̄E/F (a))

نظر در xn چندجمله�ای را S مجموعه�ی قضیه صورت در عبارتͬ به ،n = dimF E که S = {xn} دهیم قرار اگر حال
متناهͬ تعداد تنها اگر .a = bnNE/F (b)

−۱ دهیم قرار مͬ�توانیم حال .E = F (bn) که مͬ�یابیم طوری را b ∈ E∗ آنͽاه بͽیرید،

١۶



و U = x̃n−۱
(PK(n)) برای آنͽاه ،b۱, . . . , bk با متناظر a۱, . . . , ak مثلا کند، صدق مساله شرایط در که باشد داشته وجود a

داریم: C = {x ∈ Kn | xn − det(x) = ۰}
ξ̄E/F (E) ⊂ (Dn(K)) ∪ ξ̄E/F (b۱)C ∪ · · · ∪ ξ̄E/F (bk)C

است. تناقض Knدر تحویل�ناپذیری با که

نرمال پایه قضیه تعمیم

باشد. داشته عضو [E : F ] دقیقا E خودریختͬ�های F-جبر مجموعه�ی اگر گالواست متناهͬ درجه�ی با E/F جدایͬ�پذیر توسیع
قضیه�ی سپس و مͬ�کنیم استفاده مطلب این توصیف برای ͬͺزاریس توپولوژی از آوردیم، بدست کنون تا که نتایجͬ از استفاده با

مͬ�کنیم. ثابت را نرمال پایه
ξ : E → Kn نشاننده F-جبر Kو ⊃ E میدان باشد. n درجه با نامتناهͬ میدان�های از گالوا توسیع ͷیE/F فرضکنید
F-جبر تصویر i = ۱, . . . , n هر برای گالواست E/F چون است. چͽال ͬͺزاریس توپولوژی با آن تصویر که دارد وجود

است. درست همیشه نیز مطلب این عͺس مͬ�گیرد. قرار E در x → ξ̄E/F (x)i ضابطه�ی با πi : E → K منومورفیسم

ξ̄E/F : E → Dn(E) نشاننده F-جبر اگر وتنها اگر گالواست ،n درجه�ی با نامتناهͬ میدان�های از E/F توسیع .١٩ گزاره
باشد. چͽال ͬͺزاریس توپولوژی با آن تصویر که باشد داشته وجود

{۱, . . . , n} با را Gal(E/F ) اعضای است. نامتناهͬ میدان�ها روی n درجه�ی از گالوا توسیع E/F کنید فرض .٢٠ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف و مͬ�دهیم نمایش

NE(n) = {(λ۱, . . . , λn) ∈ En; det(λστ ) ̸= ۰}

{۱, . . . , n} به Gal(E/F ) از پوشا و ͷی به ͷی تابع ͷی f کنید فرض مͬ�کنیم: تعریف صورت این به را det(λστ ) آن در که
مͬ�باشد. a = f−۱(i)f−۱(j) که است λa آن ijام درایه�ی که مͬ�گیریم نظر در ماتریسͬ دترمینان را فوق دترمینان باشد.

چندجمله�ای�های از Sمجموعه�ای و نامتناهͬ، میدان�های از متناهͬ درجه�ی از گالوا E/Fیͷتوسیع فرضکنید نرمال) (پایه .٢١ قضیه
و E = F (h(a)) داریم h ∈ S هر برای که طوری به دارد وجود a ∈ E نامتناهͬ تعداد صورت این در باشد. F روی ناثابت

است. F روی E برای پایه ͷی {σ(h(a)) | σ ∈ Gal(E/F )}

اعضای قضیه شبیه حال .det(λστ ) = ± داریم λ := (۱, ۰, . . . , ۰) برای زیرا است. NE(n)ناتهͬ مͬ�دهیم نشان ابتدا اثبات.
مͬ�آوریم: بدست و مͬ�کنیم جابه�جا PE(n) ∩NE(n) با را PK(n) مجموعه�ی مͬ�دهیم. ادامه را اثبات اولیه

ξ̄E/F (E) ∩ (∩h∈S h̃
−۱(PE(n) ∩NE(n))) ̸= ∅

چون دیͽر، عبارت به .E = F (h(a)) بالا اثبات به توجه با .h ∈ S و باشد مجموعه این از عضوی ξ̄E/F (a) کنید فرض
به توجه با .det(λστ ) ̸= ۰ بنابراین λσ = σ(h(a)) داریم σ ∈ Gal(E/F ) هر برای ،λ := ξ̄E/F (h(a)) ∈ NE(n)

است. F روی E برای پایه ͷی {σ(h(a)) | σ ∈ Gal(E/F )} اینͺه اثبات با است ارز هم این [٧] از نتایجͬ

a ∈ E نامتناهͬ صورت این در باشد. متناهͬ بعد با نامتناهͬ میدان�های از نابدیهͬ گالوا توسیع E/F کنید فرض .٢٢ نتیجه
است. F روی E برای پایه ͷی {σ(a) | σ ∈ Gal(E/F )} و NE/F (a) = ۱ ،E = F (a) که طوری به دارد وجود

قدردانͬ و تشͺر
را قدردانͬ و تشͺر کمال بودن، مطالب این گردآوری در من راهنمای که محمودی غلامزاده محمد دکتر بزرگوار، استاد از پایان در

دارم.
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براور١ ثابت نقطه قضیه و اسپرنر لم
رایت٢ آلͺس

.f(x۰) = x۰ که است x۰ ∈ X مانند نقطه�ای f : X → X تابع برای ثابت نقطه�ی ͷی
براور به قضایا این مشهورترین از ͬͺی هستند. مفید بسیار آنالیز در مͬ�کنند صحبت توابع ثابت نقاط وجود مورد در که قضایایͬ

Dn؛ = {x ∈ Rn :| x |≤ ۱} کنید فرض مͬ�گردد. باز

است. ثابت نقطه�ی دارای f : Dn → Dn پیوسته تابع هر براور: ثابت نقطه قضیه
دهیم. ارائه است ترکیبیاتͬ مسئله ͷی که اسپرنر، لم از استفاده با n = حالت۲ در براور قضیه�ی برای اثباتͬ مͬ�خواهیم مقاله این در

مͬ�پردازیم. براور قضیه و اسپرنر لم به ادامه در
برای زیر اثبات نیست. سادگͬ این به مسئله بالاتر بعدهای برای اما است مقدماتͬ و ساده بسیار n = ۱ حالت برای براور قضیه

است: n = حالت۱

g(۱) ≥ ۰ صورت این در g(x) = x − f(x) مͬ�کنیم تعریف باشد. پیوسته تابعͬ f : [−۱, ۱] → [−۱, ۱] کنید فرض اثبات.
که مͬ�دهد نتیجه این و ،g(x۰) = ۰ که دارد وجود x۰ مانند نقطه�ای میانͬ مقدار قضیه به توجه با بنابراین .g(−۱) ≤ ۰ و

.f(x۰) = x۰

باشد. ثابت نقطه�ی دارای خودش به G از پیوسته تابع هر اگر مͬ�نامیم ثابت نقطه دامنه�ی ͷی را G ⊂ Rn مجموعه�ی .١ تعریف

در برداریم نقطه ͷی Dn از اگر است. ثابت نقطه دامنه�ی ͷی n ≥ ۱ برای Dn که مͬ�گوید براور ثابت نقطه�ی بنابراین
این روی مͬ�توانید راحتͬ (به نیستند ثابت نقطه دامنه�ی R و [۰, ۱] ∪ [۲, ۳] همچنین نیست، ثابت نقطه دامنه�ی دیͽر صورت این
نقطه قضیه�ی در اساسͬ نقشͬ است فشرده Dn که واقعیت این ندارند). ثابت نقطه�ی که کنید تعریف مناسب توابعͬ مجموعه�ها

دارد. براور ثابت

با پوشا و ͷبه�ی�ͷی پیوسته، باشد(تابعͬ همومورفیسم ͷی f : G → H و باشد ثابت نقطه دامنه�ی ͷی G کنید فرض .٢ قضیه
است. ثابت نقطه دامنه�ی ͷی Hنیز صورت این در پیوسته) وارون

نقطه�ای دارای بنابراین است پیوسته نیز f−۱ogof : G → Gصورت این در باشد پیوسته تابعͬ g : H → H فرضکنید اثبات.
داریم حال است. x۰ مانند ثابت

(f−۱ogof)(x۰) = x۰ ⇒ g(f(x۰)) = f(x۰)

است. g ثابت نقطه�ی f(x۰) بنابراین

ثابت نقطه�ی قضیه خاصبرای حالت در بنابراین است. ͷتوپولوژی خاصیتͬ ثابت، نقطه دامنه�ی که مͬ�دهد نشان فوق قضیه�ی
زیرا است ثابت نقطه دارای خودش به مثلث ͷی از پیوسته تابع هر دهیم نشان که است این معادل مسئله n = ۲ حالت در براور

دارد. وجود مثلث به دایره از پیوسته وارون با پوشا و ͷی به ͷی پیوسته، تابعͬ
Sperner’s Lemma and Brouwer’s Fixed Point Theorem - Alex Wright١

طاهری ابوالفضل ٢ترجمه�ی

١٩



مثلث�بندی نمونه ͷی :١ شͺل

اسپرنر لم

گوشه�های و کودک مثلث�های را ͷکوچ مثلث�های است. کوچͺتر مثلث�های به فوق مثلث تقسیم مثلث، ͷی از مثلث�بندی ͷی
باشند. داشته اشتراک مͬ�توانند یال ͷی یا راس ͷی در هم با مثلث دو و دارد وجود یال راس دو بین مͬ�نامیم. رئوس را مثلث�ها

که: طوری به است ٣ و ٢ ١و اعداد با مثلث�بندی ͷی رئوس روی بر برچسب�گذاری ͷی اسپرنر، برچسب�گذاری ͷی

شود. برچسب�گذاری ٣ ٢و ١و با اصلͬ مثلث گوشه�ی سه •

باشد. j یا iبرچسب دارای مͬ�کند وصل هم به را i, j که خطͬ روی راس هر •

است. ٣ ٢و ١و رئوس برچسب با کودک مثلث ͷی دارای اسپرنر برچسب�گذاری هر اسپرنر) (لم .٣ لم

دارای ،͹رن n + ۱ با ابرسطحͬ مثلث�بندی ͷی رن�͹آمیزی هر که صورت این به مͬ�شود داده تعمیم هم بالاتر ابعاد به اسپرنر لم
n برای مͬ�توان واقع در مͬ�آید بعدی ٢ حالت برای ادامه در که را اثباتͬ دارد. را ͹رن n+ ۱ تمامͬ که است کودک ابرسطح ͷی

داد. گسترش دلخواه

یال�های موضوع، این دیدن برای است. فرد مثلث، بیرونͬ سطح در ٢-١ یال�های تعداد که مͬ�پردازیم واقعیت این به ابتدا اثبات.
به را آن رئوس برچسب دو تفاضل که صورت این به دهیم مͬ� برچسب ͷی هستند ٢ یا ١ برچسب با رئوس دارای که را مرز روی
مͬ�شود دیده بود. خواهد ٠ برچسب دارای یال ٢-٢ و یال ١-١ هر و ±۱ برچسب دارای یال ٢-١ هر بنابراین مͬ�دهیم. نسبت آن
و شروع ١ با که مͬ�کنیم طͬ را ها ٢ و ١ از مسیری که کنید ١(دقت یعنͬ گوشه�هاست تفاضل با برابر برچسب�ها این مجموع که

است.) فرد یال�ها ٢-١ تعداد پس است فرد تغییرات تعداد پس مͬ�شود ختم ٢ به
مͬ�گیریم. درنظر اتاق برای در ͷی را یال ٢-١ هر و است اتاق ͷی کودک مثلث هر مͬ�کنیم. نͽاه خانه ͷی شͺل به مثلث به حال
مͬ�شود تمام صورتͬ در تنها مسیر ͷی مͬ�گذرد. درها از و مͬ�شود شروع مثلث خارج از که بͽیرید درنظر را بندی مثلث در مسیری
زیرا مͬ�شود مشخص یͺتا طور به مسیر ورودی ͷی انتخاب با علاوه به شویم. مثلث ٣-٢-١ ͷی وارد یا شویم خارج مثلث از که
چنین این تمامͬ باشند. مشترک مثلث ͷی در نمͬ�توانند مسیر دو که مͬ�دهد نتیجه این همچنین ندارد، ٢-١ یال سه مثلثͬ هیج
ͬͺی و شروع برای ͬͺی دارد مرز در یال ٢-١ جفت ͷی باشد مثلث از خروج آن انتهای که مسیر هر بͽیرید. نظر در را مسیرهایͬ
تعداد مرز روی یال�های ٢-١ تعداد اما مͬ�شوند شامل را مرز روی یال�های ٢-١ از زوجͬ تعداد مسیرها این بنابراین، پایان. برای

مͬ�شود. نتیجه حͺم پس مͬ�شود. ختم مثلث ٣-٢-١ به که دارد وجود مسیر ͷی حداقل بنابراین بود، فردی
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مثلث�ها در حرکت :٢ شͺل

مثلث ͷی در مسیرها از برخͬ :٣ شͺل
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یال�ها برچسب�گذاری :۴ شͺل

ساعتͽرد صورت به بیرونͬ، مثلث اسپرنر برچسب�گذاری که فرضکنید کلیت، از شدن کاسته بدون اسپرنر) قوی�تر (حالت .۴ لم
تعداد B و شده�اند علامت�گذاری ساعت عقربه�های جهت در که باشد ٣-٢-١ کودک مثلث�های تعداد A کنید فرض باشد.

.A−B = ۱ داریم صورت این در شده�اند. شماره�گذاری ساعت عقربه�های جهت خلاف که ٣-٢-١ مثلث�های

از بزرگتر و است فرد عددی که بود خواهد ٣-٢-١ کودک مثلث�های تعداد A+B صورت این در کنیم، ثابت را لم این اگر
دهد. نتیجه را لم این که مͬ�دهیم تغییر گونه�ای به را اسپرنر لم اثبات صفر.

دو دارای صورت این در باشد مشترک مثلث دو بین یال ͷی اگر مͬ�دهیم. نسبت برچسب ͷی مثلث�بندی در یال هر به اثبات.
دارای که بͽیرید درنظر را کودک مثلث ͷی در یال ͷی حال است. کودک مثلث ͷی به مربوط هرکدام که بود خواهد برچسب

مͬ�کنیم: تعریف را یال برچسب صورت این در است. ساعتͽرد جهت در j و i راسͬ برچسب
۰ j = i mod ۳
۱ j = i+ ۱ mod ۳
−۱ j = i− ۱ mod ۳

داریم: را زیر ویژگͬ�های یالͬ، برچسب�گذاری این مورد در

است، -٣ پادساعتͽرد ٣-٢-١ مثلث ͷی برای و است ٣ ساعتͽرد کودک٣-٢-١ مثلث ͷی یال�های برچسب�های مجموع •
است. صفر صورت این غیر در و

است. دیͽری در آن برچسب منفͬ مثلث، ͷی در آن برچسب صورت این در باشد مشترک مثلث دو بین یال ͷی اگر •

مجموع�های مجموع، با است برابر شده�است مثلثکودکحاصل ترکیبچند از که یͷچندضلعͬ یالͬ برچسب�های مجموع •
آن. تشͺیل�دهنده�ی کودک مثلث�های یالͬ برچسب�گذاری

مثلث ساعت�گرد صورت به که کرده�ایم است(فرض ١ برابر ضلع هر روی مجموع زیرا است ٣ بزرگ مثلث یال�های مجموع
یعنͬ است ٣ برابر کودک مثلث�های تمام برچسب�های مجموع سوم، ویژگͬ از استفاده با حال است.). شده برچسب�گذاری

۳A− ۳B = ۳ ⇒ A−B = ۱
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چندضلعͬ�ها مورد در سوم، ویژگͬ :۵ شͺل

باری٣ مرکزی مختصات
را مثلث عبارتͬ به مͬ�گیریم. نظر در مثلث رئوس وزن�دار میانͽین صورت به را مثلث ͷی درون نقطه ͷی باری مرکزی مختصات

شͺل به توان مͬ را مثلث نقطه�ی هر صورت این در بͽیرید، نظر در محدب پوش ͷی عنوان به
λ۱a+ λ۲b+ λ۳c

آن در که نوشت
λ۱ + λ۲ + λ۳ = ۱

است. ١ مجموعشان که است مرتب سه�تایͬ�های صورت به باری مرکزی مختصات پس است. مثلث رئوس مختصات a, b, c و
،(۰, ۱, ۰) ،(۱, ۰, ۰) ترتیب به آن�ها باری مرکزی مختصات صورت این در باشند مثلث راس سه (۱, ۰) ،(۰, ۱) ،(۰, ۰) اگر مثال برای

شود. (۱/۲, ۱/۴, ۱/۴) باید (۱/۴, ۱/۴) نقطه�ی باری مرکزی مختصات مثال این در است. (۰, ۰, ۱)

براور ثابت نقطه�ی قضیه�ی
است. ثابت نقطه�ی دارای خودش به مثلث از پیوسته تابع هر (n = ۲ برای ثابت (نقطه�ی .۵ قضیه

مرکزی مختصات در اگر (a, b, c) → (a′, b′, c′) مͬ�نویسیم باشد. خودش به T مثلث از پیوسته تابعͬ f کنید فرض اثبات.
(a, b, c) → کنید فرض مͬ�کنیم. برچسب�گذاری زیر صورت به را مثلث درون نقطه هر باشد. f(a, b, c) = (a′, b′, c′) باری

:(a′, b′, c′)

مͬ�گیریم. نظر در ١ را (a, b, c)برچسب صورت این در a′ < a اگر •

مͬ�گیریم. نظر در ٢ را (a, b, c)برچسب صورت این در b′ < b و a′ ≥ a اگر •

مͬ�گیریم. درنظر ٣ برابر را (a, b, c)برچسب صورت این در c′ < c اما b′ ≥ b و a′ ≥ a اگر •

پس ،c′ = c ،b′ = b ،a′ = a بنابراین c′ ≥ c ،b′ ≥ b ،a′ ≥ aصورت این در بیابیم برچسب ͷی (a, b, c) برای نتوانیم اگر
ثابت نقطه�ی صورت این غیر در کرده�ایم. برچسب�گذاری را نقاط تمامͬ که مͬ�کنیم فرض پس است. ثابت نقطه�ی ͷی (a, b, c)

است. ثابت حͺم و داریم
نباشد ثابت نقطه�ی نقطه، این اگر هستند. همͽرا نقطه ͷی به که برسیم ٣-٢-١ ͷکوچ مثلث�های از دنباله�ای به مͬ�خواهیم

مͬ�کنیم. بیان زیر صورت به را مطالب این هستند. برچسب ͷی دارای گوشه�ها تمامͬ که مͬ�برد سمت این به را ما f ͬͽپیوست

Barycentric Coordinate٣
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را زیر مطالب کنیم، نͽاه گوشه�ها به اگر است. اسپرنر برچسب�گذاری ͷی برچسب�گذاری این که دهیم نشان است لازم ابتدا
مͬ�یابیم:

نتیجه است، ثابت نقطه�ی (۱, ۰, پس(۰ ،a′ = ۱ صورت این در a′ ≥ ۱ اگر اینͺه به توجه با ،(۱, ۰, ۰) → (a′, b′, c′) اگر •
است. ١ برابر گوشه این برچسب پس .a′ < ۱ که مͬ�شود

پس است ثابت نقطه�ی گوشه این صورت این غیر در زیرا b < ۱ اما a′ ≥ ۰ صورت این در (۰, ۱, ۰) → (a′, b′, c′) اگر •
است. ٢ گوشه این برچسب

است. ٣ برابر (۰, ۰, برچسب(۱ مشابه طور به •

اگر که مͬ�بینیم کنیم، نͽاه هستند (۰, ۱, ۰) و (۱, ۰, ۰) بین واصل خط روی که کنیم نͽاه (a, b, ۰) شͺل به نقاط به اگر •
این غیر در زیرا است. ٢ یا ١ همواره برچسب بنابراین ،b′ < b یا a′ < a صورت این در (a, b, ۰) → (a′, b′, c′)

است. ثابت نقطه�ی نقطه، این و a = a′, b = b′, c = c′ بنابراین c′ ≥ ۰ و b′ ≥ b ،a′ ≥ aصورت

خط نقاط برچسب و است ٣ یا ٢ برابر (۰, ۱, ۰), (۰, ۰, ۱) بین واصل خط روی نقاط برچسب که دید مͬ�توان مشابه طور به •
است. ١ یا ٣ برابر (۱, ۰, ۰), (۰, ۰, ۱) بین

خواهیم�داشت. اسپرنر برچسب�گذاری ͷی کنیم برچسب�گذاری را مثلث�بندی ͷی طریق این به اگر بنابراین
رئوس بین فاصله�ی بیشترین مثلث�بندی ͷی مͬ�کند(قطر میل صفر به قطرشان که مͬ�گیریم نظر در را مثلث�بندی�ها از دنباله�ای حال
دارای مثلث این کنید فرض دارد. کودک مثلث ٣-٢-١ ͷی حداقل مثلث�بندی�ها این از کدام هر است). مثلث�بندی در مجاور

است: زیر رئوس
(xn,۱, yn,۱, zn,۱), (xn,۲, yn,۲, zn,۲), (xn,۳, yn,۳, zn,۳)

است دنباله�ای در nام مرحله�ی مثلث�بندی به مربوط مثلث که مͬ�دهد نشان nاندیس هستند. ٣ و ٢ و ١ برچسب دارای ترتیب به که
مͬ�کند. میل صفر به قطرش که

که مͬ�شود یافت همͽرا زیردنباله�ای همͽراست)، زیردنباله�ای دارای Rn در کراندار دنباله�ی (هر وایرشتراس۴ قضیه�ی به بنا حال
(xnk,i, ynk,i, znk,i) → (x, y, z)

قضیه�ی از مͬ�توانیم مͬ�کند.(همچنین میل صفر به مثلث قطر زیرا بͽیریم درنظر ͬͺی را زیردنباله سه مͬ�توانیم .۱ ≤ i ≤ ۳ برای
کنید: فرض حال است). (x, y, z) به همͽرا ۱ ≤ i ≤ ۳ هر برای که برسیم زیردنباله ͷی به و کنیم استفاده بار سه وایرشتراس

(xnk,i, ynk,i, znk,i) → (x′
nk,i

, y′nk,i
, z′nk,i

)

(x, y, z) → (x′, y′, z′)

اسپرنر): برچسب�گذاری به توجه داریم(با بنابراین
x′
nk,۱ ≤ xnk,۱

داریم: ͬͽپیوست بنابر و است، ١ برچسب دارای راس این چون
x′ ≤ x

است. ثابت نقطه�ی (x, y, z)پس .z′ ≤ z و y′ ≤ y مشابه طور به

زیادی بسیار بخش است. جالبͬ بسیار ͷنیͺت که کردیم ثابت را ͷتوپولوژی قضایای از ͬͺی اسپرنر، ترکیبیاتͬ لم از استفاده با
مͬ�شود. بیان فضاها مثلث�بندی یعنͬ ،ͷنیͺت این ͷکم به جبری توپولوژی از

دیفرانسیل معادلات نظریه در بازی�ها، در تعادل وجود اثبات برای بازی�ها نظریه�ی در فراوانͬ کاربردهای براور ثابت نقطه�ی قضیه�ی
دارد. ریاضیات بخش�های از دیͽر بسیاری و

Bolzano-Weierstrass۴
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مشتق�پذیرند؟ مقدار چه پیوسته توابع
خالدیان آرمان

مشتق�پذیر R از توجهͬ قابل زیرمجموعه�ی در حقیقͬ پیوسته تابع هر که مͬ�کردند فͺر ریاضͬ�دانان اکثر نوزدهم قرن اوایل در
وجود و بودند مشتق�پذیر خود دامنه�ی از توجهͬ قابل مجموعه�های در زمان آن تا شناخته�شده توابع اکثر که خاطر این به شاید است؛
بعد، به میلادی نوزدهم قرن چهارم دهه�ی از مͬ�آمد. ذهن از دور نباشد مشتق�پذیر نقطه�ای هیچ در اما باشد پیوسته R روی که تابعͬ
در یعنͬ بودند، مشتق�پذیر هیچ�جا اما پیوسته که کردند معرفͬ توابعͬ وایرشتراس خصوص به و ریمان بولتزانو، چون دانانͬ ریاضͬ
کرد. وارد وقت ریاضͬ جامعه�ی بر بزرگͬ شوک و بود فوق اداعای بر نقضعجیبͬ مثال این نبودند. مشتق�پذیر دامنه از جایͬ هیچ

بود: صورت این به کرد معرفͬ وایرشتراس که تابعͬ
ω : R → R, ۰ < a < ۱, ab > ۱+ ۳

π

۲

ω(x) =
∞∑
k=۰

ak cos(bkπx)

مͬ�کند. رفتار فراکتال�ها مانند به تابع نمودار
مطرح سوال این دگرگونͬ این از پس شدند. معرفͬ مختلف ریاضͬ�دان�های توسط زمان طول در دیͽری توابع نمونه، این از پس
حقیقͬ پیوسته�ی توابع تمام تقریبا شد؛ حیرت�انͽیز پاسخͬ به منجر که است بزرگ اندازه چه به توابع گونه این مجموعه�ی که شد

مشتق�پذیرند!! هیچ�جا
توابع مجموعه�ی و مͬ�دهیم نمایش C[a, b] با را سوپریمم متر با [a, b] بازه�ی روی پیوسته حقیقͬ توابع تمام مجموعه�ی
در خطͬ قطعه�قطعه توابع مجموعه�ی که مͬ�دانیم مͬ�دهیم. نشان ND[a, b] با را [a, b] در مشتق�پذیر هیچ�جا اما پیوسته حقیقͬ
خاصͬ دسته�ی از وایرشتراس(استفاده تابع ساخت مانند زد. تقریب توابع این با مͬ�توان را پیوسته تابع هر یعنͬ چͽالند C[a, b]

توابع تمام ,ND[aمجموعه�ی b] بستار یعنͬ است، چͽال C[a, b] ,ND[aدر b] که داد نشان مͬ�توان خطͬ) قطعه�قطعه توابع از
داریم. را زیر مقدمات منظور این برای است. این از بزرگتر حتͬ ND[a, b] واقع در است! C[a, b] در

مجموعه�ی هیچ M̄ یعنͬ آن بستار اگر گویند چͽال هیچ�جا Mرا آن، از Mزیرمجموعه�ای و باشد ͷمتری فضای ͷیX اگر
هیچ�جا X در Mkها همه�ی که M = ∪∞

k=۱Mk اگر گویند اول بئر دسته�ی از را M مجموعه�ی نشود. شامل را ناتهͬ باز
با R مانند کامل ͷمتری فضاهای همه�ی مثال عنوان به است. دوم بئر دسته�ی از گویند نباشد اول بئر دسته�ی Mاز اگر چͽال�اند.
کنید توجه است. دوم بئر دسته�ی از ͹گن اعداد و اول بئر دسته�ی از R در گویا اعداد مجموعه�ی دومند. بئر دسته�ی از معمولͬ متر

است. اول بئر دسته�ی از Q لذا است، چͽال هیچ�جا و است عضوی ͷت {qi} هر که Q = ∪∞
i=۱{qi} که

نشان ١٩٣١ سال در مازورکویچ و باناخ است. کامل (ͷتوپولوژی)ͷمتری فضای ͷی سوپریمم متر با C[a, b] که مͬ�دانیم
متناهͬ راست) یا (چپ ی�ͷطرفه مشتق که C[a, b] اعضای که داد نشان مͬ�توان است. دوم بئر دسته�ی از ND[a, b] که دادند
اعداد مانند است بزرگ خیلͬ C[a, b] در ND[a, b] یعنͬ نوعͬ به است اول نوع بئر دسته�ی از مشتق�پذیر) توابع جمله دارند(از

حقیقͬ! اعداد در ͹گن
دید ͷی به منجر که کرد بررسͬ اندازه نظریه�ی دیدگاه از مͬ�توان C[a, b] در ,ND[aرا b] ،ͷتوپولوژی ویژگͬ�ها این بر علاوه
مͬ�دهد نسبت را آن طول بازه، هر به ،µ͹لب اندازه بͽیرید. درنظر آن روی ͹لب اندازه�ی با را R مثال عنوان به مͬ�شود. احتمالاتͬ
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وایرشتراس تابع :١ شͺل

که کنید توجه حال است. صفر نقطه�ای ͷت هر اندازه�ی و µ[a, b] = b − a مثلا است. جمعͬ جدا هم از مجموعه�های روی و
نیست. بیان قابل R زیرمجموعه�ی هر برای اندازه

به باشد. آمده بدست R در باز مجموعه�های از مͺمل�گیری و شمارا اشتراک یا اجتماع از اگر است برل R در زیرمجموعه� ͷی
با است برابر Q مجموعه�ی اندازه�ی آنͽاه داد. نسبت اندازه مͬ�توان برل مجموعه�های

µ(Q) = µ({∪∞
i=۱qi}) =

∞∑
i=۱

µ({qi}) =
∑

۰ = ۰

مͬ�آورد. بوجود Q درباره�ی احتمالاتͬ دید ͷی این است. صفر آن طول و ندارد طول Q یعنͬ
مͬ�شود. احتمال اندازه�ی ͷی به تبدیل اندازه این آنͽاه بنشانیم را ͹لب اندازه�ی [۰, ۱] روی و کنیم محدود [۰, ۱] به را R اگر
گویا احتمال کنیم انتخاب [۰, ۱] بازه�ی در تصادفͬ عددی اگر یعنͬ است. صفر برابر [۰, ۱] در پیشامد ͷی عنوان Qبه رخداد احتمال
به است. دوم نوع بئر دسته�ی از Qc و اول نوع بئر دسته�ی از Q که کنید توجه !ͷی آن بودن ͹گن احتمال و است صفر آن بودن
بسیار دوم بئر دسته�ی ولͬ صفر تقریبا اول نوع بئر مجموعه�های رخداد احتمال ͷتوپولوژی فضاهای در که کرد تعبیر مͬ�توان نوعͬ

شایعند.
است. شایع بسیار C[a, b] در ND[a, b] یعنͬ داد، توسعه C[a, b] در ND[a, b] به مͬ�توان را بالا استدلال به شبیه

چون ولͬ ساخت را برل�ها یعنͬ ،B آن از استفاده با و کرد معین C[a, b] در را بازها مͬ�توان سوپریمم متر از استفاده با
نسبت آن به مͬ�توان را وینر اندازه�ی چون دیͽری اندازه�های اما داد، نسبت ͹لب اندازه�ی آن به نمͬ�توان است بعدی ,C[aبͬ�نهایت b]

همه�جا تقریبا آن مسیرهای که است تصادفͬ فرآیند ͷی براونͬ حرکت مͬ�شود. استفاده براونͬ حرکت بررسͬ در وینر اندازه�ی داد.
مشتق�ناپذیرند.

در آنͽاه گرفت، نظر در احتمال یا اندازه فضای ͷی عنوان به را (C[a, b],B, µw) مͬ�توان وینر، اندازه�ی ،µw از استفاده با
صفر اندازه مشتق�پذیرند، دامنه نقطه�ی ͷی در حتͬ که پیوسته�ای توابع مجموعه�ی و است شایع ,ND[aیͷمجموعه�ی b] فضا این
ND[a, b] و است؛ مشتق�پذیر صفر احتمال به شود انتخاب تابع ͷی تصادف به حقیقͬ پیوسته توابع مجموعه�ی از اگر یعنͬ است؛

است. شایع مجموعه�ی ͷی
آن از زیرمجموعه�ای که داد نشان مͬ�توان اما نیست. برل C[a, b] در ND[a, b] که است این آن و دارد وجود مشͺل ͷی اما
امتیاز اما است ͷتوپولوژی فضاهای در دوم نوع بئر دسته�ی اندازه�ی نظریه� مفهوم واقع در شایع است. ,C[aشایع b] در و است برل

دارد. را آن احتمالاتͬ نتایج چون بیشتری
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نمͬ�کنیم! انتخاب حرفه عنوان به را ریاضͬ ما
نصرالʓه�پور عماد

انجام ٢٠٠٨ سپتامبر ٣٠ در منین یوری با گلفاند میخاییل که است مصاحبه�ای انͽلیسͬ نسخه�ی از بازترجمه ͷی نوشته این
ببینید.) ) شده�است چاپ ” Troitsky Variant ” روسͬ روزنامه�ی در که است داده

است. آلمان بن در ͷپلان ماکس موسسه�ی نشسته باز علمͬ هیات جزو و است استاد Northwestern دانشͽاه در منین یوری
شماره ،۵۶ جلد Notices of AMS در مقاله انͽلیسͬ نسخه است. روسیه استͺلو ریاضͬ انستیتو در برجسته محقق همچنین او

شده�است. چاپ ١٢٧۴ تا ١٢۶٨ صفحه�ی ١٠

مͬ�کند! انتخاب را ما ریاضͬ ، نمͬ�کنیم انتخاب حرفه عنوان به را ریاضͬ ما

کرده�است؟ تغییر گذشته سال ۵٠ طͬ ریاضͬ تحقیق شیوه�ی آیا : (Gelfand) گلفاند
کار همانطور هستند ریاضیات زمینه�ی در تحقیق مشغول حاضر حال در که اشخاصͬ مͬ�کنم فͺر من : (Manin) منین
است ریاضͬ این بلͺه ، باشد ما طرف از حرفه عنوان به ریاضͬ انتخاب عدم آن دلیل شاید مͬ�شد! کار پیش سال ٢٠٠ که کنند مͬ

مͬ�کند. انتخاب را ما که
ندارد. وجود نسل هر در نفر هزار چند از بیش نوع آن از که کند مͬ انتخاب را خاصͬ افراد همیشه ریاضͬ و

طبیعͬ غیر تغییر این کرده�اند. تغییر مͬ�شود مطالعه ریاضͬ ها آن در که موسساتͬ یعنͬ کرده�است؛ تغییر ریاضͬ ی روشجامعه
آمدند بوجود دانشͽاه�ها و کادمͬ�ها آ لاگرانژ آن از بعد و نیوتون زمان در نیست.

تشیͺل را ریاضͬ جامعه�ی نامه�ها تبادل با مͬ�کردند دنبال هم ستاره�شناسͬ و کیمیاگری که آماتور ریاضͬ�دانان دوره این در
تحول باعث و شدند اضافه کامپیوترها ام ٢٠ قرن دوم نیمه�ی در پیش. سال ٣٠٠ حدودا آمدند بوجود مجلات آن از بعد دادند.

شدند. ریاضͬ
؟ نشد عوض مهمͬ چیز بیستم قرن دوم نیمه�ی تا لاگرانژ و نیوتون زمان از یعنͬ گلفاند:

پیشرفت سال�ها این طͬ کم کم سیستم این و ، شده تشͺیل مجلات و اکادمͬ�ها بعلاوه�ی دانشͽاه�ها از سیستم نه. منین:
کرده.

مشاهده مجله این در تغییری هیچ قعا وا ، شده مͬ چاپ ١٨٢۶ سال از که بͽیرید نظر در را (Crelle)سرل مجله�ی مثال طور به
از ͬͺی عنوان به شده�بود. چاپ آنجا در رادیͺال�ها توسط بالا به پنج ی درجه معادلات حل�ناپذیری مورد در آبل ی مقاله نمͬ�شود.

مͬ�کنم. قبول اشتیاق با را مقاله این هم حاضر حال در مجله تحریریه هیات اعضای
صورت و... پرپوزال�ها و گرنت�ها بوسیله�ی رابطه کرده. تغییر حرفه�ای های ریاضͬ�دان با جامعه ارتباط گذشته دهه�ی چند طͬ
کارهایͬ حساب نهایت در و مͬ�کنید ارزشͬ با کار چه بͽویید باید اول ، است غیرعادی خیلͬ چیزی همچین ریاضͬ در مͬ�گیرد.

بدهید. پس رو کرده�اید که
دارد؟ وجود دیͽری راه چه اما ، هستند عادی غیر ریاضͬ در گرنت�ها است. درست گلفاند:

کار حقوق برای هم من خوشبختانه موسسات. برای بودجه و افراد برای حقوق ، داریم احتیاج چیزی چه به ما خوب منین:
تامین را بودجه�ها ابن که نهادهای اما نمͬ�بینم. آن در مشͺلͬ و بن در هم سال ١۵ بلͺه مسͺو در تنها نه ، بودجه برای هم کردم
خدمات و صنعت نه است ͹فرهن از بخشͬ هم ریاضیات مͬ�کنند. آموزش و عمومͬ بهداشت ، ͹فرهن صرف را بودجه مͬ�کردند

آن�ها. شبیه چیزی یا
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نمͬ�شود؟ رکود موجب روش�ها این اما گلفاند:
نشده. که حال به تا منین:

است. ارزانͬ علم ریاضیات چون است ممͺن ریاضیات برای فقط مͬ�گویید شما که چیزی گلفاند:
منابع از همچنین و نمͬ�کنیم تحمیل خرجͬ ما دهیم؟ قرار بازار در را خودمان باید چرا ما ، گفته�ام همیشه من دقیقا، منین:

بͽذارید. آرامش در را ما و بدهید حقوق ما به نمͬ�کنیم؛ آلوده را محیط و نمͬ�کنیم مصرف طبیعͬ
آمد؟ پیش ریاضیات در تغییری چه آنها آمدن بوجود از بعد کردید، اشاره کامپوترها به شما گلفاند:

غیرمحتمل�ترین مͬ�توانیم ما واقعیتذهنͬ. بزرگدر ͬͺفیزی آزمایش�های انجام فرد به منحصر امͺان پیشآمد؟ تغییری چه منین:
را کارها این مͬ�توانست هم گاوس دهد! انجام کامپوتر بدون مͬ�توانست اویلر که کارهایͬ دقیق�تر طور به کنیم. آزمایش را چیزها
برای قوی کافͬ اندازه به تصور اگر بدهد. انجام رو کارها این مͬ�تواند میزش پشت نشستن با دانͬ ریاضͬ هر الان .اما بدهد انجام
فلان که برسد ذهنتان به ایده ͷی اگر کنید. آزمایش مͬ�توانند ندارید افلاطونͬ واقعیت این جلوه�های بعضͬ بین شدن قائل تمییز

کنند. ͷچ رو حدسشتون مقدار میلیون�ها برای و بشینید میت�وانند است برابر چیز فلان با چیز
به داشتند. وجود هم کامپیوتر از قبل افراد این واقع در دارند. تمایل کامپیوتر به ولͬ دارند ریاضͬ ذهن که شدند پیدا آدم�هایͬ
زگیر اینجا من همͺار حتͬ نمͬ�دانست. ریاضͬ واقع در که رامانوجان حتͬ مͬ�کرد. استقبال بشدت کامپیوتر از هم اویلر من نظر
فͺر من البته و کند، درک بهتر را افلاطونͬ واقعیت این کند مͬ ͷکم او به کامپیوتر کند. مͬ استفاده کارش در کامپیوتر از بخوبͬ

است. موثر واقعا مͬ�کنم
مͬ�کنند. کمͺم زمینه این در همͺارانم که خوشحالام و بͺند مͬ�تواند ͬͺکم چه مͬ�فهمم ولͬ نیستم آدمͬ همچین خودم من

داده�اند. انجام محض ریاضͬ برای کامپیوترهای که است کاری این
دارد؟ ساختاری چͽونه شما نظر به ، چیست نظری ͷفیزی و ریاضͬ ارتباط به راجع نظرشما گلفاند:

گاوس و لاگرنژ اویلر، نیوتون، زمان در کنم اشاره که است مهم کرده�است. تغییر من خود عمر طول در ارتباط این منین:
بیشتر برخͬ و ریاضͬ�دان بیشتر را خودشان بعضͬ�ها مͬ�کردند. فعالیت شاخه دو هر در افراد که بود ͷنزدی حدی به ارتباط این
قضیه کاملا بیشتم قرن در ولͬ داشت ادامه نوزدهم قرن پایان تا موضوع این بودند. مشابه کاملا واقعا در ولͬ مͬ�دانستند فیزی�ͷدان
فهمیدن به شروع خودش شهودی زبان با ١٩٠٧ سال در وقتͬ انشتین است. عام نسبیت ی نظریه تحول خوب مثال ͷی کرد. فرق
سال چند از بعد دارد. وجود ریاضیاتͬ همچین نمͬ�دانست بلͺه نبود، بلد را نظریه�اش نیاز مورد ریاضیات تنها نه کرد، عام نسبیت
من به باید ”تو نوشت گراسمن مایͺل دوستش به ای نامه ١٩١٢ سال در و برگشت گرانش به دوباره پرداخت کوانتم مطالعه�ی به که
انشتین آلبرت ͬͺفیزی قسمت گرانش، و عام نسبیت نظریه�ی بر ”مروری آنها مقاله�ی اولین . مͬ�شوم” دیوانه من من یا کنͬ ͷکم
پیدا را درست معادله�ی ولͬ کردند پیدا را درست زبان آن�ها بود. موفق نیمه آن�ها تلاش بود گراسمن، مارکل ریاضͬ قسمت ،
لاگرانژی چͽالͬ انتخاب با را درست معادلات هیلبرت شد. پیدا هیلبرت و انشتین توسط درست معادله�ی ١٩١۵ سال در نͺردند.
بود بزرگ متفͺر دو توسط نظیر بͬ همͺاری ͷی این شده�بود. فراموش انشتین توسط مدتͬ مساله این اهمیت کرد. پیدا درست
داشتند اعتقاد یͺدیͽر بینش به کاملا نظریه سازندگان کشاند. فرد اولین سر بر احمقانه نزاعͬ سمت به را تاریخدان�ها بدبختانه که
ادامه ١٩۵٠ سال تا فاصله این و گرفتند فاصله ͷفیزی و ریاضͬ که بود نقطه�ای این من برای مͬ�کردند. افتخار همͺاری این به و
شرودینͽر، معادله�ی هیلبرت، فضای مثل ریاضͬ مفاهیم به آن در که کردند پایه�گزاری را کوانتمͬ ͷانیͺم فیزی�ͷدان�ها کرد. پیدا
نیاز که ریاضیاتͬ همه�ی بود. فلسفه همچنین و ͷفیزی از جدیدی نوع کاملا این رسیدند. دلتا تابع و قطعیت عدم کنش، کوانتش
بنا را توپولوژی و تابعͬ آنالیز پایه�های و پرداختند هندسه آنالیزو یه ریاضͬ�دان�ها حین همین در کردند. متحول خودشان داشتند
تسرملو، کانتور، ایده�های محضکردن و کردن روشن برای منطق�دانها و فلاسفه فشار افتاد قرن اول نیمه در که مهمͬ اتفاق نهادند.
کاپیوتر علوم و بناها زیر بحران آن به امروزه که شد چیزی به منجر فͺر طرز این بود. بینهایت و مجموعه�ها مورد در بقیه و وایتهد
سازگاری راستͬ، و مدل�ها فرمال، زبان�های مͬ�دهد. اطلاعات بینهایت�ها مورد در متناهͬ زبان که پارادوکس این مͬ�شود. گفته
بود. بͬ�ربط مͬ�کردند زمان آن فیزی�ͷدان�ها که کارهایͬ به تقریبا ولͬ گرفتند قرار بررسͬ مورد مهمͬ خیلͬ مسائل ، بودن کامل و
ماشین�های بعد سال ١٠ بود. عالͬ ماشین! ͷی نوشته. ͷی نه است ماشین ͷی ریاضͬ استنتاج که گفت ما به و آمد ͹تورین بعد
قرن اولیه سوم ͷی در بود. آماده چیز همه و گذشت هم دیͽر سال ٢٠ سخت�افزار. و نرم�افزار جدایͬ اصل و داشتیم را نیومان فون
در ذهنͬ با دیͽری کس هیچ من و بود دان ͷفیزی ͷی هم و دان ریاضͬ ͷی هم ͷش بدون نیومان (فون بخصوص ذهن چند بجز
به دیͽر مدتͬ از بعد و مͬ�بردند پیش را خودشان کار موازی طور به فیزی�ͷدان�ها و ریاضͬ�دان�ها شناسم) نمͬ بیستم قرن در او ابعاد
اول را کارش او داد. ارائه کوانتش برای جدیدی روش و نوشت مسیر انتͽرال مورد در فاینمن ١٩۴٠ در نمͬ�کردند. توجه یͺدیͽر
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پایه�های بدون قوی ساختاری ، است معلق هوا در که مͬ�مانست ایفلͬ برج مثل او کار ریاضͬ نظر از کرد. شروع ریاضͬ صورت به
نشده. بهتر حاضر حال در وضعیت این نبود. چیزی هیچ پایه�ی بر ولͬ مͬ�داد درست جواب و داشت وجود مسیر انتͽرال ریاضͬ.
با ͷکلاسی میدان�های نظریه این در و آمد بوجود هسته�ای نیروهای کوانتمͬ میدان�های نظریه�ی ١٩۵٠ ی دهه در آن از بعد
میلز ͹یان معادلات شد. تبدیل دیفرانسیل هندسه در شناخته�شده معادله�ای به کنش معادله�ی و شدند ͬͺی ریاضͬ در هموستارها
فیزیͺدان�ها از بیشتر ما خوشایند) من (برای عجیبͬ طور به جلبشد. یͺدیͽر به شان توجه فیزیͺدان�ها و ریاضیدان�ها تا شدند پدیدار
کرده�اند تولید شناختͬ ابزار ͷی فاینمن انتͽرال و کوانتمͬ میدان�های نظریه ͷکم به آنها که مشخصشد ما. از آن�ها تا گرفتیم یاد
پشت ریاضیدان�ها آن از بعد بودند! کشف بلͺه نبودند اثبات آن�ها مͬ�کند. کشف را ریاضͬ حقیقت�های ازدیͽری پس ͬͺی که
روشصادق به آن�ها اثبات به شروع و دادتد شͺل تغییر قضایا شͺل به را کشفیات این و خواراندند را سرشان ، نشستند میزهاشون
مͬ�دانستیم ما گفتند فیزیͺدان�ها و دارد. معنͬ ریاضͬ نظر از دادند انجام فیزیͺدان�ها که کاری مͬ�دهد نشان این کردند. خودمان
چه انتظار و بپرسیم سوالاتͬ چه که گرفتیم یاد فیزی�ͷدان�ها از ما متشͺریم. شما توجه از صورت هر به است درست ما کار که
رفته( دست از فرصت نام با خودش گبیس سخرانͬ در دایسون فریمن مͬ�کند. کار همیشه که قانونͬ باشیم داشته جواب�هایͬ
دست�دادند. از یͺدیͽر به توجه عدم دلیل به جدید اکتشافات فرصت فیزی�ͷدان�ها و ریاضیدان�ها چͽونه که کرده توصیف (١٩٧٢
نظریه دایسون چون نشد لͬ وجبرهای ماژولار فرم�های بین عمیق�تر ارتباط متوجه که مͬ�کرد اعتراف او که بود اینجا جالب قسمت

شد پدیدار ویتن آن بعداز نمͬ�زد! حرف فیزی�ͷدان دایسون با کار اعداد
قوی خیلͬ ریاضیاتͬ که است ذهنͬ توانایͬ استاد او هوا. در معلق ایفل برج این از ریاضͬ تولید در فردش به منحصر استعداد با
ͷی بلͺه نیست، مͬ�پردازد تجربͬ اتفاقات توصیف به که ͬͺفیزی جهان او کار آغازین نقطه�ی مͬ�کند. تولید ͬͺفیزی شهود با اما
ضعیفͬ های پایه ولͬ است ریاضͬ کاملا که سازوکاری توموگاما. شوینͽر، فاینمن، دنیای توصیف برای که است ذهنͬ سازوکار

است. قوی ریاضͬ پایه�ی فاقد که ساخته�شده عظیمͬ ساختار ͷی من نظر به دارد.
بسازند؟ آن برای ای پایه مͬ�کنند سعͬ یا کردند زندگͬ آن با و ندارد، وجود پایه�ای که شدند بزرگ ایده این با همه پس گلفاند:
بدست فاینمن انتͽرال از تقریب�هایͬ ریاضیدان�ها نرسیده�اند. عمومͬ موفقیت به شده انجام که تلاش�هایͬ از ͷی هیچ منین:
استفاده براونͬ حرکت لعه�ی مطا برای تئوری این ساخته�شد. ٢٠ دهه اولیه سال�های حدودا که وینر انتͽرال مثال طور به آوردند
نیستند. کافͬ فاینمن انتͽرال کاربردهای همه�ی برای که محدودند بحدی آنها همه�ی ولͬ دارند وجود هم دیͽر تئوری چند مͬ�شده.
تولید عالͬ ریاضیات حاظر حال در که ریاضͬ ساختار با مقایسه قابل و است ͷکوچ قدرت نظر از ریاضͬ تئوری ͷی عنوان به

نیست. مͬ�کند
جهان به بزودی که دارم امید ولͬ مͬ�دهد ادامه کارش به چطور ساختار این بͺشد کار از دست ویتن که وقتͬ نمͬ�دانم من
مثال طور به مͬ�زند، حدس ویتن که است تئوری�هایͬ کردن ثابت مشغول که شده تولید ͷکوچ تشͺیلات ͷی بیاید. هم ریاضͬ
کوانتمͬ میدان�های نظریه و ͷهموتوپی توپولوژی واقع در بوده. موفق و شناخته�شده که ͷتوپولوژی کوانتمͬ های میدان نظریه
افتاده�است. اتفاق این واقع در مͬ�شوند. تبدیل جدید پایه�های زبان به دارند مͬ�کنم فͺر من که کردند رشد حدی به ͷتوپولوژی
این ولͬ کنید قضاوت مͬ�خواهید جور هر مͬ�توانید شما نداشته. ریشه�ای او از قبل ریاضیات در بینهایت�ها مورد در کانتور تئوری
با نهایت در جدید. ریاضیات آوردن وجود به برای جدید راه ͷی و ریاضͬ به کردن فͺر برای جدید راه ͷی بود جدیدی ریاضیات
که کردند درست ͷپراگماتی مبانیͬ آنها بود. قبول مورد ریاضیات این بورباکͬ نظر به داشت وجود که تناقضاتͬ و بحث�ها وجود
شد. عرضه ما به ساختͬ ریاضͬ�دانان و منطق�دان�ها توسط که نرمال مبانͬ مقابل در ، شد استفاده ریاضیدانان همه�ی بوسیله دهه�ها
وجود مجرد ای مجموعه نظریه�ی روش این از زیادی منتقدان دارند. متفاوتͬ نظر بورباکͬ مورد در روس ریاضͬ�دانان گلفاند:

رفته. دست از زیادی فرصت�های و شده ͷفیزی از گرفتن فاصله باعث موضوع این که دارند اعتقاد بعضا و دارد
چͽونه حاضر حال در نیستند متوجه که مͬ�دهد نشان مͬ�کنند نفرین را بورباکͬ آنها اینͺه نیست. مهم موضوع این واقعا منین:
اینͺه وجود با قدم این اما داد. انجام کانتتور که کاری مانند بود تاریخͬ قدم ͷی کرد بورباکͬ که کاری مͬ�شوند. انجام کارها
بود ریاضͬ برای عمومͬ زبان ͷی ساختن بلͺه ریاضͬ برای فلسفͬ مبنای ͷی کردن بنا نه بود. ساده بسیار داشت مهمͬ خیلͬ نقش
استفاده هم منطق خود و جبری هندسه حتͬ یا تابعͬ آنالیز گراف، نظریه توپولوژی، احتمال، در کردن بحث برای آن از مͬ�شد که
گروه، مͬ�شوند. ساخته اولیه ساختارهای تعاریف بعد زیرمجموعه... عضو، ، مجموعه کنید مͬ شروع ساده لغت چند با شما کرد.
وجود هم بالاتری های لایه است ممͺن هستند. خودمان اصطلاحات دوم ی لایه اسم�ها این ”... فرمال زبان ،ͷتوپولوژی فضای
را مفاهیم و میͺنند صحبت یͺدیͽر با مردم اینها دادن قرار هم کنار وبوسیله است مشابه آنها ساخت روشهای ولͬ داشته�باشند
از است. استنتاج قوانین و روابط مشخصو لغات تعدادی ی بعلاوه حروف از ای مجموعه فرمال زبان ͷی دهند. مͬ انتقال واضح
فلسفͬ طور به که است آور تعجب وقتͬ رسد. نمͬ نظر به عحیب خیلͬ و شود مͬ طبیعͬ کاملا گودل بودن ناکامل نظریه نظر این
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کاملا کاری بورباکͬ نتیجه در من! خدای آه ندارد، متناهͬ مولد خاص ساختار ͷی گوید مͬ قضیه این حقیقت در ولͬ شود، بیان
داده. انجام کنند مͬ فͺر ها این چیزی از متفاوت

افتاد؟ خواهد انفاقاتͬ چه آینده سال ٢٠ در شما نظر به نهایت در گلفاند:
ͷی دفعه هر نیافتاده. اتفاقͬ چنین هم گذشته سال ٣٠٠ در من نظر به چون کنم نمͬ بینͬ پیش انقلابͬ تحول من منین:
با سخرانͬ ͷی اتفاقا بشناسند. را آن کنند مͬ سعͬ عجیبͬ های روش به ریاضͬ�دان�ها و آید مͬ کار روی قدرتمند و جدید شهود
بررسͬ کلومͽروف پیچیدگͬ تئوری تا قدیم زمان از را صحیح اعداد ایده�ی تحول من کرده�بودم. آماده نشد برگزار که مضمون این
ولͬ دارند وجود هایͬ تفاوت مختلف های حوزه در داشته. وجود ثابت ایده ͷی همیشه نͺردم. استفاده جدید ریاضیات از و کردم
خیلͬ تغییر رو این از نشده. فراموش چیز هیچ داشته. ادامه و بوده تغییر بدون و ثابت همیشه ایده ولͬ است. بیان طرز در فقط
ͷی خلاصه طور به منظور شد. خواهد حاصل نامیدم ریاضͬ ͷپراگماتی مبانͬ آنچه در تغییراتͬ احتمالا کنم. نمͬ پیشبینͬ را بزرگͬ
های تئوری و بالا مرتبه های کتͽوری فاینمن، های انتͽرال مثلا است. ایده پر و جدید بخور بدرد های ابزار برای مناسب کدگزاری
دارد. وجود فعال ریاضیدانان ذهن و مقالات در که مطالب قبول و گزاری ارزش جدید های روش هممچنین و ͷهموتوپی جبرهای
نسخه سر بر بحث داشت خواهد هم مختلف ی نسخه چند احتمالا که شوند بیان واضحͬ بصورت ͷپراگماتی مبانͬ این وقتͬ
اشتراکاتͬ همیشه دارد وجود مختلف، کاری دانان ریاضͬ بین های ایده در که تنوعͬ وجود با ولͬ گرفت خواهد صورت بهتر ی
صحبت به شروع من وقتͬ کرده. رسوخ ما ذهن در ای مجموعه ی نظریه تفͺر بورباکͬ و کانتور از بعد حال هر به دارد. وجود
میدان خطͬ، فضای ،ͷتوپولوژی فضای کنم. مͬ استفاده بورباکͬ های ساختار و اصطلاحات از کنم مͬ موضوعͬ مورد در کردن
جدیدی چیز مورد در وقتͬ دهم. انجام دیͽری طور را کار این نمیتوانم من ! ... بنیادی گروه متناهͬ، جبری توسیع حقیقͬ، اعداد
شده مͬ نامیده ب و الف که داشته وجود قبلا آن مثل ͬͺوی است ب خاصیت و الف خاصیت با مجموعه ͷی گویم مͬ میͺنم فͺر
ما وقتͬ نامم. مͬ د و ج را آن و دهم مͬ تغییر کمͬ را اصول من شده مͬ نامیده الف و الف که بوده هم دیͽری شبیه چیز ͷی ،
ی شیوه با شرایطͬ و کنیم مͬ شروع کانتور ی گسسته ی مجموعه ͷی با کنیم مͬ را کار این همیشه کنیم مͬ زدن حرف به شروع

مͬ�گذاریم. آن روی بورباکͬ
که مͬ�شوند توصیف پیچیده های تئوری صورت به تغییرات این ها روز این داده. رخ هم روانشناسانه اساسͬ تغییر ͷی اما
جایͽزین راست) ی هندسͬ(نیمͺره ساختار با طبیعͬ اعداد مثال طور به قدیمͬ های فرم و ساختارهای که مͬ�شود دیده آنها ی بوسیله
سختͬ به که مͬ�پردازیم ͬͽگن های فضا بررسͬ به ما هستند گسسته اعضای از ابری که گسسته های مجموعه جای به اند. شده
اگر مهمند. شدن دفرم حد در فضاها بلͺه نیستند مهم ها فضا خود میان این در و مͬ�کنیم مپ دیͽری به را ͬͺی ، مͬ�شوند دفرم
مهم شͺلشان و بعد که میͺنیم بیان فضا ͷی ͬͽپیوست های موئلفه بوسیله�ی برگردیم گسسته عه�های مجمو به دوباره بخواهیم ما
و بود کانتور های مپ آن�ها بین های مپ که شدند مͬ دیده توپولوژی با کانتور های مجموعه شͺل به ها فضا این قبلا نیست.

. ... و مͬ�شدند بررسͬ پͬ هموتو حد در آنها از بعضͬ
چپͬ ی نیمͺره تصویر ، است افتادن اتفاق حال در ریاضͬ�دانان جمعͬ گاهͬ آ در شدگͬ برعͺس ͷی که مطمئنم تقریبا من
شوند مͬ ساخته فضا ͷی همبندی های موئلفه از گسسته مجموعه�های است. اولیه ایده�ی به شدن تبدیل حال در جهان ͷوهموتوپی

شده�است. تعریف هموتوپͬ حد در که
بینهایت آنقدر ما نͽاه اند. شده هایͬ چیز همچین یا جاذب های مجموعه ، همبندی های موئلفه کانتور ی ها نقطه واقع در

کنیم. تقسیم را متناهͬ نا مجموعه دو باید متناهͬ های مجموعه ساختن برای که است شده
داشت. تعبیر به نیاز که بود هیریͽلیف نوشته ͷی شͺل به اول هست. هم فاینمن های انتͽرال بررسͬ برای موازی راه ͷی این
واضحͬ ریاضیات همه که شد ظاهر مختلفͬ های انالوژی با که بودند مشخص همه تعبیر چهارم و سوم و دوم و اول های قدم

بازی). اسباب (مدل�های داشتند
انتͽرال هستند(البته واگرا آنهم های جمله بلͺه ندارد حد تنها نه که باشید داشته فرمال یͷسری استشما ممͺن مرحله ͷی در
مͬ�شود. واگرا هم باز سری ولͬ . شود مͬ متناهͬ و مͬ�کنید رگولار را جمله هر مصنوعͬ صورت به شما بعد بعدند) متناهͬ های
و مͬ�شود. پیدا متناهͬ جواب ͷی بͬ�نهایت همه این میان از نهایت در و کردند. درست ها سری خود از تعبیری آنها همین برای
ͷپراگماتی مبانͬ و عجیب روش�های این بین ما آنالوژی ͷی من مͬ�شود. تولید جذاب خیلͬ ریاضͬ تئوری سری ͷی میان دراین

مͬ�بینم. است ͷهمولوژی جبر و تئوری کتͽوری قالب در که
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(I) خودارجاع١ͬ درباره�ی
اکبرطباطبایͬ حسین امیر

مقدمه ١
است.” نادرست مقاله این جمله�ی ”اولین

دست نیست. غیرعادی هم قدرها آن گزاره این باشید منصف اگر اما کرده�ام؛ شروع غیرعادی جمله�ای با را مقدمه که مͬ�پذیرم
نحوی ساختار در و است جمله ͷی حقیقتا زبان، دستور نظر از که معنͬ این به است، فارسͬ زبان درست�ساخت جمله�ی ͷی کم
معنادار کلامͬ کم دست اما گفته�ام بͬ�ربط ظاهر به جمله�ای چه اگر کنم ادعا مͬ�توانم حداقل من بنابراین نͽرفته. صورت خطایͬ آن

باشد. داشته هم معنایͬ لاجرم فارسͬ ساخت درست گزاره�ی هر داریم انتظار که ساده دلیل این به کرده�ام. ادا
بیابید... را گزاره این معنای کنید سعͬ و کنید نͽاه مͬ�نامیم A را آن که مقدمه اول جمله�ی به دیͽر بار ͷی حال

خلف برهان از باشد داشته معنایͬ نمͬ�تواند A دهیم نشان اینͺه برای چرا؟ اما بͬ�معناست. اساسا جمله این است؛ درست
Aصادق فرضمͬ�کنیم شروع برای کاذب. یا است صادق یا صورت این در باشد؛ Aمعنادار فرضکنید بنابراین مͬ�گیریم. ͷکم
این اما است. نادرست گزاره�ای مͬ�شوید، مواجه آن با که گزاره�ای اولین مقاله، این خواندن به مͬ�کنید شروع وقتͬ یعنͬ این و باشد
تناقض. است، A بودن صادق بر مبنͬ اولمان فرض خلاف دقیقا این و باشد کاذب باید A پس A؛ خود جز نیست چیزی گزاره
”اولین بودن نادرست معنای به Aکذب ولͬ باشد. کاذب A که است این راه تنها کنیم فرض معنادار را A باشد قرار اگر درنتیجه
وقتͬ .A گزاره�ی این است عجیبͬ پدیده�ی تناقض. هم باز و ،A صدق یعنͬ که بود خواهد است.” نادرست مقاله این جمله�ی
است: این جواب کرده�ایم؟ اشتباه کار کجای آن. صدق نادرستͬ�اش، فرض از و مͬ�شود، نتیجه کذبش فرضمͬ�کنیم، را آن درستͬ

کجا! هیچ
در چیز چه بͬ�معنا. عمیقا واقع در اما فارسͬ، زبان در معنادار ظاهر به جمله�ای است؛ متناقض گزاره�ی ͷی حقیقتا A گزاره�ی

درآمده�است؟ آب از مشͺل�ساز A از ویژگͬ�ای چه بپرسیم است بهتر یا است غیرعادی A گزاره�ی
جمله این درباره�ی که چه آن درحقیقت خودارجاعͬ. جز نیست چیزی مͬ�دهد تشͺیل را مقاله این اصلͬ هسته�ی که پاسخ،
بررسͬ دقیق�تر، بیان به یا مͬ�زند حرف نیز خودش درباره�ی فارسͬ، زبان معمولͬ جملات برخلاف A که است این است غیرطبیعͬ
برای تلاش زیرا نخواهدبود؛ عجیب هم خیلͬ A غیرمنتظره�ی رفتار منظر این از مͬ�دهد». ارجاع خودش «به را درستͬ�اش ارزش
کند. قضاوت خودش درباره�ی خودش بخواهند است جرمͬ ارتͺاب به متهم که کسͬ از که است این مشابه دقیقا A معنای یافتن
هر آن تبع به و بدانیم مهمل آوردیم، بالا در که مثالͬ به مشابهتش سبب به را A جمله�ی بتوانیم که مͬ�رسد نظر به تفاسیر، این با
بͬ�معنایند». ظاهرشان، برخلاف فارسͬ، زبان در جملات از «برخͬ که: بپذیریم را کلͬ اصل این و را. زبان در خودارجاعͬ گزاره�ی
از برخͬ حتͬ یا و نادرست” اندازه�ای تا و است درست اندازه�ای تا ادعایͬ ”هر است”، صادق جمله ”این جملات مثال، عنوان به

خواهندبود. بͬ�معنا جملات زمره�ی در نخوان” را جمله ”این یا و نͺن” اطاعت را فرمان ”این مانند امری جملات
و خودارجاعند که دارند وجود بسیاری جملات انتظار، برخلاف که اینجاست کار مشͺل نیست. سادگͬ�ها این به مساله اما
متهم مثال (با مͬ�کند ادعا را خودش صدق تنها است” صادق جمله ”این جمله�ی مثلا نیستند. دردسرساز ،A مانند آن�ها از بسیاری

١Self-Reference

٣٣



جملات که است درست که کنید ادعا مͬ�توانید شما حال این با نیست. پارادکسیͺال وجه هیچ به مطلب این و کنید) مقایسه
تنها نه زبان معنادار جملات گستره�ی از حذفشان غیرمعمولند، بسیار که آنجا از اما نیستند ساز مساله که هستند هم خودارجاعͬ
جملات شر از هم و مͬ�کند رها دردسرساز جملات شر از هم را ما بلͺه نخواهدزد، ما استفاده�ی مورد زبان به صدمه�ای هیچ
بشری دانش عمیق حقایق از بسیاری زیرا نیست. معقول مͬ�رسد نظر به اول نͽاه در که آن�قدرها ادعا این متاسفانه نامعمول.
خودارجاعند. جملاتͬ گفته�شده�است بشری” ”دانش درباره�ی حال به تا چه آن همه�ی مثال عنوان به دارند. خودارجاع ساختاری
یا و زبان�شناسͬ به مربوط گزاره�های درباره�ی طور همین است. بحث مورد بشری دانش همان از بخشͬ هم جملات این خود زیرا
هم عاقلانه بلͺه نیست، صرفه به تنها نه بͬ�معنایͬ، اتهام به جملات این حذف یعنͬ ما، ابتدایͬ موضع بنابراین ذهن. فلسفه�ی مثلا
جمله�ای نیز بͬ�معنایند” ظاهرشان برخلاف فارسͬ زبان جملات از ”برخͬ یعنͬ ما اولیه�ی اصل همین که کنید نخواهدبود.(توجه

مͬ�کند!!!) پاک را خودش همه از اول درآمدنش، اجرا به محض به ما، اول اصل یعنͬ شود. حذف باید و خواهدبود خودارجاع
در سوال این به معنارا! مفهوم حفظشان و مͬ�برد بین از را ما بشری دانش از اعظمͬ بخش گزاره�ها این حذف چیست؟ حل راه

مقاله. این درباره�ی اندکͬ آن از قبل اما بازخواهیم�گشت، بعد بخش�های
ریاضͬ. مساله�ای تا است زبان�شناختͬ تحلیلͬ بیشتر خودارجاعͬ و معناداری مفاهیم این که کرده�باشید فͺر این به شاید
برای خطرشان از اگر فلسفͬ، لحاظ به چه و تاریخͬ لحاظ به چه ریاضیات، برای خودارجاعͬ�ها این خطر که بͽویم باید درجواب،
یا و ریاضیات مبانͬ حوزه�ی در بیستم قرن اوایل تلاش�های تمام مثلا نبوده�است. نیز کمتر نبوده�باشد بیشتر طبیعͬ زبان�شناسͬ
حوزه�ی در که است دلیل همین به دانست. بͬ�اهمیت ظاهر به خودارجاعͬ�های همین برای پاسخͬ مͬ�توان را جدید منطق تدوین
نظیر مثال�هایͬ خورده�اند. شما گوش به ”پارادکس” پیشوند با اکثرا که دارند وجود خودارجاعͬ�ها از بسیاری مثال�های ریاضیات
از متشͺل جنͽلͬ است؛ انبوه جنͽل این از اندکͬ نمونه�های تنها بورالͬ-فورت۴ͬ پارادکس و ریچارد٣ پارادکس راسل٢، پارادکس
در رفت، آن ذکر مقدمه ابتدای در آنچه مانند ͬͺی مͬ�برند؛ بهره خودشان خاص ادبیات از کدام هر که مختلف پارادوکس�هایͬ
جنͽل این که اینجاست جالب نͺته�ی اما مجموعه�ها. نظریه�ی حوزه�ی در راست پارادکس مانند دیͽری و معنا، و صدق حوزه�ی
که قدر همان ریاضیات برای که روحͬ برخوردارند؛ مشترک روح ͷی از همه گویͬ ظاهریشان تعدد برخلاف پارادوکس�ها از انبوه
این ایجاد روش دقیق�تر، یا و خودارجاع گزاره�های جز نیست چیزی مشترک روح این است. بوده نیز سازنده بوده، دردسرآفرین
مقاله این در چه آن نامیده�مͬ�شود. ”قطری�سازی” اختصار به یا و کانتور۵” ”قطری�سازی تاریخͬ دلایل به که روشͬ خودارجاعͬ�ها.

است. مشترک روح همین بسط و شرح آنیم پͬ در
روح یافتن اما است حیاتͬ پارادکس�ها برای راه�حلͬ یافتن که است درست که کنید فͺر این�طور خودتان پیش است ممͺن حال
این که است سوال همین به پاسخ برای و است بجایͬ سوال خواهدداشت؟ ارزشͬ چه آن�ها کردن متحد یا آن�ها، همه�ی مشترک

خواهیم�کرد. اضافه را خط چند
که وقتͬ بهتر تعبیر به با و باشند متناقض ما ابتدایͬ فرض�های که وقتͬ است، درست مͬ�شود؟ حاصل وقت چه پارادکس ͷی
برای تلاش یعنͬ پارادکس ͷی ظهور غیرمستقیم طور به بنابراین بوده�باشیم. انͽار سهل انداره از بیش پیش�فرض�هایمان انتخاب در
ابتدای پارادکس همین مثلا دهد، رخ شهودی کاملا حوزه�ای در پارادکس این اگر حال امͺان. سرحد تا پیش�فرض�هایمان کاهش
مطالعه�ی مورد باید و نیستند معقول هم چنان آن ما، معقول ظاهر به و شهودی پیش�فرض�های که مͬ�شود این معنایش مقدمه،
با ما بنابراین معقولند. هم و ساده�اند هم پیش�فرض�ها این اما شوند. حذف کاملا آن�ها از برخͬ حتͬ شاید و گرفته قرار بیشتری
پارادکس ͷی معنا این به شهودی�مان. و ساده مبانͬ دادن دست از یا و پارادکس�ها میان در زندگͬ یا مواجه�خواهیم�بود: گزینه دو
عمیقا گزینه�ی دو میان است انتخابͬ خواهیم�دید- مقاله این ادامه�ی در که پارادکس�هایͬ -مانند ما اولیه�ی شهودهای حوزه�ی در

نارضایت�بخش.
خواهدکرد. حاصل عمیق نتایجͬ پیش�فرض�هایمان، کردن” ”محدود عملا و پارادکس�ها حل برای تلاش همین وجود، این با
مقدمه) ابتدای (پارادکس دروغͽو٧ پارادکس همین از متفاوت خوانشͬ از است شاهͺاری نمونه�ی گودل۶، ناتمامیت قضایای مثلا
تعیین برای کلͬ روش ͷی یافتن یعنͬ پارادکس�ها، حل برای کلͬ روش ͷی یافتن بنابراین محدودکننده! عامل ͷی عنوان به
قضیه�ی را آن (که پارادکس�ها اصلͬ روح یافتن برای مقاله، این ادامه�ی در را ما تلاش مطلب این ما. دانش ذاتͬ محدودیت�های

٢Russell’s Paradox
٣Richard’s Paradox
۴Burali-Forti paradox
۵Cantor’s diagonalization
۶Godel’s incompleteness theorems
٧Liar Paradox
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مͬ�کند. توجیه نامیده�ایم) ثابت نقطه
معرفͬ به نامیده�ایم صوری�سازی را آن ما که اول، بخش است. بخشاصلͬ دو شامل خواهیددید، ادامه در چه آن آخر، کلام اما و
از توصیفͬ با را کار مͬ�دهند اجازه ما به ممͺن معنای کلͬ�ترین به که دارد اختصاص توصیفͬ ساختارهای به موسوم ساختارهایͬ
تولید باز را خودارجاعͬ�ها به ͬͺمت مفاهیم جهان، درون به توصیفات مجموعه�ی از ترجمه�ای ͷکم به و کرده شروع جهان ͷی

کنیم. ارائه ثابت نقطه قضیه�ی به موسوم قضیه�ای صورت به و کرده
را بسیاری اساسͬ قضایای وجود این با است، ابتدایͬ و ساده فوق�العاده ثابت نقطه قضیه اثبات و ساختارها این معرفͬ چه اگر
ساختارهای به قضیه این اعمال از مͬ�توان که نتایجͬ بررسͬ یعنͬ است؛ مقاله دوم بخش وظیفه�ی این و گرفت نتیجه آن از مͬ�توان
شماره�های در و مقاله این در که مͬ�آوریم را نتایج این از فهرستͬ ادامه در آورد. بدست مجموعه�ها نظریه و منطق شده�ی شناخته

شد: خواهند بررسͬ و بحث بعد،

طبیعͬ زبان�های در صدق تعریف�ناپذیری و دروغͽو پارادکس (١

مجموعه�ها نظریه�ی در مفهومͬ-مصداقͬ تناظر کردن محدود لزوم و راسل پارادکس (٢

واحد زبان ͷی در تعریف�پذیری مفهوم تعریف�ناپذیری و ریچارد پارادکس (٣

حقیقͬ اعداد روی ممͺن ترتیبͬ�های خوش تعریف�ناپذیری و ͹کونی پارادکس (۴
کانتور٨ توانͬ مجموعه قضیه�ی (۵

قوی کافͬ اندازه�ی به نظریه�های برای گودل ناتمامیت قضایای (۶

اول مرتبه حساب برای لب٩ قضیه (٧
١٠ͬͺتارس صدق تعریف�ناپذیری قضیه (٨

بازگشتͬ توابع نظریه در بازگشت١١ قضیه (٩

الͽوریتم١٣ ͷی توقف مساله تصمیم�ناپذیری و رایس١٢ قضیه ١٠

صوری�سازی ٢
کردن مدل برای اما کنیم. مدل دقیق و صوری نحوی به را خودارجاعͬ یعنͬ پارادکس�ها، اصلͬ روح مͬ�کنیم تلاش بخش این در

خواهیم�داشت؟ نیاز چیزهایͬ چه به خودارجاعͬ مفهوم
مورد اشیای تعبیری به و مͬ�شود ارجاع آن�ها به که اشیایͬ اول دسته�ی داریم. نیاز اشیا از دسته دو به کم دست اول وهله�ی در
دسته اعضای به که اشیایͬ دوم دسته�ی و واقعͬ جهان ͷی اشیای مانند مͬ�دهیم) نشان M با را مجموعه (این هستند، ما مطالعه
نمونه�ای مͬ�کنند توصیف را جهان ͷی اشیای که زبان ͷی جملات مثلا مͬ�دهیم) نشان L با را مجموعه (واین مͬ�کنند ارجاع اول
کافͬ خودارجاعͬ ͷی ایجاد برای همین�ها اما مͬ�آیند. بدست اشیا از دسته دو این تداخل از خودارجاعͬ�ها هستند. دوم دسته�ی از
M یعنͬ مطالعه مورد اشیای به آن ͷکم به L درون اشیای که عملͬ داریم؛ نیاز هم ارجاع عمل ͷی به دوم وهله�ی در نیست.
جهان در شͬ ͷی برای (L (اعضای زبان فرمول ͷی صدق تعیین جز نیست چیزی ارجاع عمل بالا، مثال در مثلا مͬ�دهند. ارجاع

.(M ) خارج
Mمتناظر اشیای از بخشͬ با Lرا اشیای بتوانیم باید لاجرم خودارجاعͬ�ها، تولید Lو Mو بین تداخل ایجاد برای نهایت در و
کند. ارجاع بتواند نیز خودش متناظر به دقیق�تر بیان به یا خودش، به کند Mارجاع اعضای به مͬ�تواند تنها که L عضو ͷی تا کنیم

بͽنجانیم: تعریف ͷی قالب در را شهودی مفاهیم این دهید اجازه حال
٨Cantor’s power set theorem
٩Lob’s theorem

١٠Tarski’s theorem of underfinability of truth
١١Recursion theorem
١٢Rice theorem
١٣Undecidibility of halting problem
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هرگاه: مͬ�نامیم ساختار ͷی اختصار به یا توصیفͬ ساختار ͷی را S = (M,L, ., ⌈ مرتب(⌈ چهارتایͬ .١ تعریف

باشند. ناتهͬ مجموعه�ی Mدو و L (i)

باشد. L به L×M از تابع ͷی . عمل (ii)

Mباشد. به L از ͷی به ͷی تابع ͷی ⌈ ⌉ (iii)

مͬ�نامیم. S ساختار مترجم تابع و ارجاع عمل ترتیب به را ⌈ ⌉ تابع و . عمل

∅, X ∈ Y که طوری به Xباشد زیرمجموعه�های از مجموعه�ای Y ⊂ P (X) و دلخواه مجموعه�ی ͷیX کنید فرض .٢ مثال
کنید: تعریف مقابل صورت به را . عمل حال .|Y | ≤ |X| علاوه به و

. : Y ×X → Y

A.a =

{
X a ∈ A

∅ a /∈ A

چهارتایͬ صورت این در ،(|Y | ≤ |X| زیرا دارد وجود تابعͬ (چنین f : Y → X که نظربͽیرید در طوری را f ͷی به ͷی تابع و
بود. خواهد f مترجم تابع و . ارجاع عمل با توصیفͬ ساختار ͷی S = (X,Y, ., f)

ناآشنایͬ. ارجاع عمل هم و دارد غریبͬ و عجیب فرض�های هم که دلیل این به احتمالا است. غیرطبیعͬ مثالͬ نظر به فوق مثال
کنیم. پا و دست مثال این برای شهودی مͬ�کنیم سعͬ ادامه در

(که Y اعضای از ما منظور صورت این در کنیم. تعبیر اطرافمان جهان اشیای از متشͺل مجموعه�ای به را X کنید فرض
اعضای مثلا مشترکند. صفت ͷی کم دست دارای که بود خواهد اشیا این از خانواده�هایͬ هستند)، X از زیرمجموعه�ای هرکدام
مثال عنوان به دارند؛ مشترک صفتͬ که اشیا این از خانواده�هایͬ ،Y اعضای و باشند اتاق ͷی درون اشیای همه�ی مͬ�توانند X
در که مͬ�شود تعبیر این به ∅, X ∈ Y که شرط این صورت این در بود. خواهد Y اعضای از ͬͺی چوبͬ، اشیای همه�ی مجموعه�ی
دومͬ و نیست) برابر خودش با شͬ ͷی که صفت این (مثلا ندارد مصداقͬ هیچ اولͬ که دارد وجود صفت دو کم دست ما جهان
این جز نیست چیزی .|Y | ≤ |X| شرط و است) برابر خودش با شͬ ͷی که صفت این (مثلا است جهان اشیای همه�ی صفت
در انͽار صورت این غیر در زیرا باشد؛ بحثمان مورد اشیای تعداد اندازه به مͬ�تواند حداکثر ما بررسͬ مورد صفات تعداد که قید
چطور جهان این موجودات بͽیرید. نظر در را عضوی دو جهان ͷی) فهمند غیرقابل جهان، آن در که دارند وجود صفاتͬ ما جهان
از بزرگتر اعداد نمͬ�توانند که حالͬ در کنند، پیدا درکͬ نیست بیشتر چهارتا که جهانشان، زیرمجموعه�های همه�ی درباره�ی مͬ�توانند

بفهمند). را دو
از مصداقͬ موردنظر، شͬ آیا که است این شͬ ͷی به صفت ͷی ارجاع از منظور طبیعتا ارجاع. عمل مفهوم بررسͬ اما و
بͽیرید، نظر در صفر عدد نماینده را ∅ مجموعه�ی و ͷی عدد نماینده�ی را X مجموعه�ی اگر بنابراین خیر! یا هست صفت آن
عنوان به ∅ و X تصور که است ذکر به (لازم بود خواهد شͬ ͷی به صفت ͷی ارجاع طبیعͬ عمل همان دقیقا S ارجاع عمل
مطلب این به اینجا در ما اما مͬ�کنند، حمل نیز را دیͽری معانͬ آن�ها و است نادرست ͷی و صفر برای قراردادی صرفا نمادهایͬ

نخواهیم�پرداخت).
چون اندکͬ، مͬ�گوییم کنیم. روشن اندکͬ را زبان مفهوم داشت خواهیم نیاز مقاله، این قضایای اکثر بیان و بعد مثال ارائه برای
در نه ریاضͬ، صوری زبان�های برای حتͬ زبان، ͷی موشͺافانه�ی بررسͬ و است بوده منظور همین برای تلاش جدید، منطق همه�ی
جزئیات وارد و مͬ�کنیم قناعت زبان ͷی از شهودی تعریفͬ به طبیعتا بنابراین آن. نیاز مورد حتͬ نه و است مقاله این حوصله�ی

نخواهیم�شد. مطلب این بͬ�شمار
موسوم خاص قوانینͬ از تبعیت به که گزاره�هاست، از مجموعه�ای زبان ͷی» صورت ساده�ترین در چیست؟ زبان ͷی از منظور
است؛ فریبͺارانه اندکͬ واقع در اما است خوبͬ تعریف نظر به مͬ�کنند». حمل را خاص معنایͬ و مͬ�شوند ساخته زبان دستور به
به را مقدمه اول (پارادکس نیست ساده�ای مساله ابدا که مͬ�کند تحویل معنا مفهوم بررسͬ مساله به را زبان ͷی تعریف مساله زیرا
زیرا بود نخواهد زبان از ما استفاده�ی برای مانعͬ معناست، چه به گزاره ͷی صدق و چیست معنا اینͺه حال این با آورید). خاطر
مͬ�گریزد. دشوار مساله�ی این از ذاتا که است گونه�ای به شد خواهند گرفته کار به مقاله این در زبان درباره�ی که تحلیل�هایͬ ساختار
یعنͬ بͽوییم سخن زبان از تعریفمان ابتدایͬ بخش درباره�ی اندکͬ است لازم آن از قبل اما گشت بازخواهیم مطلب این به ادامه در

نحو! یا زبان دستور
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دلخواه زبان ͷیL فرضکنید حال زبان. آن متغیرهای درباره�ی است مختصری تحلیل ماست، نیاز مورد زبان ͷی نحو از آنچه
اشیای برای متغیرهایͬ باشند؛ متغیرها از مختلفͬ انواع شامل مͬ�توانند کلͬ حالت در L زبان گزاره�های صورت این در باشد.
برگزینیم زبان ͷی برای را متغیر نوع کدام اینͺه تعیین گزاره�ها. خود برای متغیرهایͬ حتͬ یا و روابط و توابع برای متغیرهایͬ جهان،
منطقͬ فردی، متغیرهای انتخاب باشد، جهان در موجود اشیای بحث، موضوع اگر چیست. ما سخن دامنه�ی که است این به بسته
حال این با رابطه�ای. متغیرهای انتخاب بͽوییم، سخن اشیا بین روابط یا و صفات درباره�ی بخواهیم که صورتͬ در و بود خواهد

نیست. دقیق مرزبندی ͷی این و بͽوید اشیا بین روابط درباره�ی ی بسیار جملات مͬ�تواند هم فردی متغیرهای با زبان ͷی
ͷکوچ حروف با را زبان این فردی متغیرهای قرارداد، بنابر صورت این در باشد. زبان ͷی L کنید فرض نمادگذاری:
X۰, X۱, X۲, . . . بزرگ حروف با را ... و گزاره�ای رابطه�ای، تابعͬ، از اعم زبان، دیͽر متغیرهای و x, y, z, . . . با یا و x۰, x۱, . . .

مͬ�دهیم. ,X,Yنمایش Z, . . . با یا و
نیست! لطف از خالͬ چندمثال ارائه�ی زبان، جمله�های در کاربردشان طرز و متغیرها این تمایز شدن روشن برای

شده�است. مجهز (X ) گزاره�ای متغیر ͷی و (x ) فردی متغیر ͷی به که باشد ما معمولͬ فارسͬ زبان همان L فرضکنید .٣ مثال
و است فردی متغیر یم x زیرا خواهدبود؛ ما زبان ساخت درست فرمول ͷی A(x) = است” سفید x ” گزاره مثلا صورت این در

مͬ�کند. اشاره ما اطراف جهان اشیای به مͬ�رود، انتظار که طور همان
زبان ساخت درست جمله�ی ͷی A(c) = است” سفید ”برف گزاره�ی باشد، برف واژه�ی برای نمادی c = ”برف” اگر مثلا
است L زبان ساخت درست فرمول ͷی B بͽیرید. درنظر را B(X) = است” نادرست X ” گزاره�ی حال بود. خواهد فارسͬ
معنا مͬ�تواند که است گزاره ͷی برای تنها صدق، ما نظر از که دلیل این به مͬ�کند؛ ارجاع زبان، در گزاره ͷی به X آن در زیرا

گزاره�ی کنیم، جایͽذاری B Xدر جای به را A(c) جمله�ی اگر بنابراین داشته�باشد.
B(A(c)) = است” ”A(c)نادرست = است» نادرست ” است سفید «”برف

نیست. درست اما است ساخت درست جمله�ای که آمد خواهد بدست

بازگردیم. معنا، مساله�ی تحلیل یعنͬ اصلͬ�مان، مسیر به تا آماده�ایم اکنون
کنیم، روشن را L گزاره�های صدق معادلا یا و معنا مفهوم اینͺه برای باشد. زبان ͷی گزاره�های از مجموعه�ای L کنید فرض
مجموعه�ای T فرضکنید علاوه به و باشند موجود قواعدی چنین فرضکنید کند. معین را گزاره�ها صدق تا کنیم وضع قواعدی باید
اگر فارسͬ زبان در مثلا قواعد). از خانواده آن به نسبت صادق گزاره�های طبیعتا (البته صادق گزاره�های همه�ی از متشͺل باشد
قواعد که شرط این به البته است. T از عضوی بنابراین و بود خواهد صادق گزاره�ی ͷی ”A آنͽاه A ”اگر باشد، گزاره ͷی A

بͽیریم. درنظر طبیعͬ فارسͬ زبان در صدق بررسͬ آشنای و طبیعͬ قواعد همان صدق، تعیین برای را فوق�الذکر
دشوار قسمت همین دقیقا این و گزاره�هاست صدق تعیˁن برای قواعدی تعیین یا و T مجموعه�ی همین تعیین معنا مساله�ی
و مͬ�زنیم دور را دشوار قسمت این است، مفروض مجموعه�ای T اینͺه فرض با ما وجود این با رفت. آن ذکر که معناست مساله�ی

مͬ�آیند. دست به T مجموعه�ی مختلف انتخاب�های از که مͬ�کنیم معطوف نتایجͬ به را توجهمان
هم صدق به حتͬ گاهͬ که مختلفͬ ساختارهای به نتایجمان اعمال برای را ما دست بعدها صدق، مفهوم گذاشتن آزاد نوع این
گزاره�های یعنͬ گرفت؛ درنظر صدق مبنای ͷی مͬ�توان را L صوری زبان ͷی در T نظریه�ی هر مثلا بازمͬ�گزارد. نیستند، مربوط

بود. خواهند L زبان صادق�های همان T درون

T و است منطق این گزاره�های همه مجموعه�ی L آن در که است L = (L, T مرتب( دوتایͬ ،L منطق ͷی از منظور .۴ تعریف
مͬ�نامیم. آن معناشناس١۴ͬ را T و L زبان را L مͬ�کند. معین را L صادق گزاره�های همه�ی که L از زیرمجموعه�ای

”L ”زبان عبارت از نرود، اشتباه بیم که هرجا باشد، نزدی�ͷتر فͺر واقعͬ حرکت به ما استدلال�های نحوه اینͺه برای تبصره:
.”L طبیعͬ ”زبان خواهیم�گفت تنها طبیعͬ”، زبان ͷی در L ”منطق جای به مثلا خواهیم�کرد. استفاده ”L ”منطق جای به

فنͬ پیچیدگͬ�های دچار را خودمان اینͺه برای کنیم. معرفͬ را توصیفͬ ساختارهای انواع مهم�ترین از ͬͺی تا آماده�ایم اکنون
خواهیم�کرد. ارائه آشنا مثال ͷی قالب در را ساختارها از نوع این نͺرده�باشیم مساله کلͬ حالت

گزاره�ای متغیر ͷی به که است فارسͬ زبان گزاره�های همه�ی مجموعه�ی L آن در که بͽیرید نظر در را L = (L, T ) منطق .۵ مثال
صادق طبیعͬ طور به ما که گزاره�هایͬ همه�ی از است متشͺل یعنͬ ماست؛ زبان طبیعͬ معناشناسͬ همان T و شده�اند مجهز Xنیز

١۴Semantics
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برای معادل گزاره�ی دو طبیعتا بنابراین است، اهمیت حائز کذبیͷگزاره و صدق تنها معناشناسانه نͽاه از که آنجایͬ از مͬ�پنداریم.
ارزی هم کلاس�های خودگزاره�ها، با کارکردن جای به که است طبیعͬ بنابراین مͬ�شوند. تلقͬ برابر حتͬ و دارند یͺسانͬ ارزش ما
∀X (A(X) ⇐⇒ B(X)) هرگاه B(X)معادلند A(X)و فرمول�های کنید (توجه بͽیریم نظر ≡در رابطه�ی به نسبت را آن�ها

باشد). T از عضوی
بͽیرید: نظر در را مقابل عمل و کرده تعریف L = (L/ ≡) برابر را هم�ارزی کلاس�های این فضای }حال

. : L× L → L

[A(X)].[B(X)] = [A(B)]

. عمل اینͺه بررسͬ مͬ�آید. دست A(X) در X جای به B کردن جانشین از که است گزاره�ای A(B) از منظور آن در که
مͬ�شود. محول خواننده به و نیست سختͬ کار است، خوش�تعریف

idL آنجائیͺه از بͽیرید. نظر در است، L مجموعه�ی روی همانͬ تابع idL آن در که را S = (L,L, ., idL) چهارتایͬ حال
خواهدبود. توصیفͬ ساختار ͷی S چهارتایͬ است، ͷبه�ی�ͷی تابع

استفاده روزمره�مان فارسͬ زبان در روزه هر ما که است عملͬ شده�ی صوری ساختار، این که دید خواهید کنید، دقت خوب اگر
”برف » بͽوییم مثلا و کنیم نظر اظهار گزاره�هایش درباره فارسͬ زبان همین درون مͬ�توانیم که است عمل همین ͷکم به و مͬ�کنیم

ببینید). را ٢-٢ (مثال است» نادرست است” سفید

مͬ�تواند چقد خودش درباره اظهارنظر برای زبان ͷی آزادی دهیم نشان تا کرد خواهیم استفاده آتͬ بخش در مثال این از
باشد. دردسرساز

و بیان را ثابت نقطه قضیه یعنͬ مقاله، این اصلͬ قضیه آماده�ایم اکنون زبان، ͷی ساختار درباره�ی کوتاه مقدمات این از پس
قرارداد. ͷی آن از قبل اما کنیم. اثبات

صورت: این در باشد، توصیفͬ ساختار ͷی S = (M,L, ., ⌈ ⌉) اگر نمادگذاری:

خواهیم�کرد. استفاده A.m جای به Am نماد از نرود، اشتباه بیم که mهرجا ∈ M هر و A ∈ L هر برای (i)

ضرب ⌈B⌉ ∈ M که آنجا از کنید (توجه است A.⌈B⌉ عضو AB یا و A.B از منظور A,B ∈ L عضو دو هر برای (ii)
ما فنͬ، دلایل به اما گرفت. نظر در نیز L روی عملͬ عنوان به مͬ�توان را . عمل بنابراین بود). خواهد خوش�تعریف A.B

از اولیه�مان تعریف نتایج از ͬͺی عنوان به را آن داده�ایم ترجیح و نͽرفته�ایم توصیفͬ ساختارهای تعریف مبنای را عمل این
دست�آوریم. به ارجاع عمل

از منظور ۱ ≥ i ≥ n که Aiها ∈ L انتخاب هر برای نیست، شرکت�پذیر لزوما (ii)) (بند L روی . عمل که آنجا از (iii)
.A۱.(A۲.(. . . (An−۱.An) . . . ) از است عبارت A۱A۲ . . . An

وجود Cای ∈ L اگر .A ∈ L و باشد توصیفͬ ساختار ͷی S = (M,L, ., ⌈ ⌉) کنید فرض ثابت). نقظه (قضیه .۶ قضیه
Dای ∈ L یعنͬ دارد. ثابت نقطه�ی A صورت این در ،ABB = CB باشیم داشته B ∈ L هر برای که طوری به داشته�باشد

.AD = D که طوری به دارد وجود

خواهیم�داشت B = C برای بنابراین ABB = CB داریم B ∈ L هر برای که آنجا از .D = CC کنید تعریف اثبات.
مͬ�خواستیم. که است همان این و AD = D یعنͬ که ACC = CC

خواهیم�داد. قرار آزمون مورد را قضیه این توانایͬ آتͬ بخش�های در کنید؛ صبر اندکͬ نه؟ است، ساده اندازه از بیش
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اجتماعͬ قوانین بر فرمال نͽرشͬ
غنͬ�زاده اوژن

انسانͬ جمعیت�های به که مͬ�آید چنین نظر به تاریخͬ، نظر از چیست؟ در انسانͬ جامعه�ی ͷی و انسان�ها از جمعͬ بین تفاوت
مͬ�توان امر، این دقیق�تر بررسͬ برای شود. فرما حͺم آن اعضای بین مشترک” ”قانون نوعͬ که داد نسبت را جامعه نام مͬ�توان زمانͬ
عملͬ مͬ�تواند زمان هر در که مͬ�کنیم تعریف کلͬ موجودی را انسان ͷی مدل، این در جست. بهره جمعیت برای کلͬ مدل ͷی از
اینͺه به توجه با دارد. قرار وضعیت�ها از مجموعه�ای میان در وضعیتͬ در نیز زمان هر در و دهد انجام عمل�ها از مجموعه�ای میان از
در را انسان هر بتوان که داراست را لازم کلیت نظر به تعریفͬ چنین نداده�ایم، قرار وضعیت�ها یا عمل�ها مجموعه�ی روی شرایطͬ

قرارداد. آن چهارچوب
این که کنید دقت مͬ�گوییم. ”جمعیت” دارند وضعیت�ها و عمل�ها از یͺسانͬ مجموعه�های که انسان�ها از مجموعه�ای به حال،
اجتماع را افراد ͷت ͷت وضعیت�های و عمل�ها مجموعه�های مͬ�توان صورت هر در چه مͬ�آید، نظر به کلͬ بسیار تعریفͬ نیز تعریف

داد. قرار جمعیت ͷی فرد هر وضعیت�های مجموعه�ی و عمل�ها مجموعه�ی عنوان به را حاصل و گرفت
بتوانند آن اعضای که مͬ�کنیم تلقͬ ”جامعه” زمانͬ را ”جمعیت” ͷی بود، خواهد گن�͹تری تعریف دارای میان، این در جامعه
مشͬ خط عنوان به را آن اما شود، تلقͬ نمͬ�تواند ”تعریف” ͷی مثابه به طبعا تلقͬ چنین کنند. زندگͬ یͺدیͽر کنار در درگیری بدون
ͷی اعضای توانایͬ گرایͬ، ایده�آل از نظر صرف چه برمͬ�گزینیم، شده ذکر مدل در جامعه برای تعریفͬ ارایه�ی برای تلاش در خود
و جمعیت ͷی بین تمیزی واقعا که مͬ�آید نظر به قیدی کم�ترین هم، زندگͬ در اخلال بدون یͺدیͽر کنار در زندگͬ برای جمعیت

است. جامعه ͷی
تصمیم اعضا این از تن دو فرضکنید بعلاوه، فرضکنید. را یͷعضو از بیش با جمعیتͬ بحث، مورد تمیز شدن واضح�تر برای
کنید فرض مثال، برای مͬ�سازد. ممͺن غیر را دیͽری توسط دیͽر عمل انجام ͬͺی توسط ͷهری انجام که مͬ�گیرند عملͬ انجام به
که کوهستانͬ مسیری از همزمان مͬ�خواهند دو هر یا دارند، آن خوردن به تصمیم دو هر و یافته�اند را یͺسان سیب ͷی نفر دو هر
به نفر دو : است تصور قابل حد دو شرایطͬ، چنین در مشͺل حل برای کنند. عبور کند عبور آن از زمان در مͬ�تواند نفر ͷی فقط
کنند رجوع ثالثͬ قاضͬ به نفر دو اینͺه یا کنند، تصمیم�گیری برود جلوتر کسͬ چه که این یا سیب مورد در و بپردازند گو و گفت
جمعیت اعضای تمامͬ روش، دو این از ͷی هر اتخاذ با که کنید دقت کند. تصمیم�گیری وی تا نیست) جمعیت عضو از الزاما (که
عبارت به نͽیرد، صورت اعضا بین ”برخوردی” که صورتͬ در چراکه کنند، زندگͬ یͺدیͽر کنار در جامعه ͷی مثابه به مͬ�توانند
و ندارد وجود یͺدیͽر کنار در جمعیت اعضای ”زندگͬ” برای ”مشͺلͬ” نباشد، یͺدیͽر با تداخل در عضو چند یا ͷی اعمال دیͽر

شده. پیش�بینͬ آن رفع برای حلͬ راه بͽیرد، صورت نیز ”برخوردی” که هنͽامͬ
یͷ”برخورد” خود عضو چند یا دو بین یͷوضعیت تشخیصاین�که احتمالا شده�باشد، اختیار دوم حد که حالتͬ در دقتکنید،
مͬ�رسد بنظر ذهن از دور و گرفته�ایم، نادیده را اعضا بین ارتباط نوعͬ به حد این در (چراکه شده سپرده ثالث قاضͬ به نیز نه یا است
و ناظر نوعͬ به ثالث قاضͬ بنابراین کنند)، عمل یͺسان نه یا است ”برخورد” وضعیت ͷی این�که تشخیص در انسان�ها تمامͬ که

کند. قضاوت را آن و دهد، تشخیص را هربرخوردی تا بود خواهد ما جمعیت اعضای اعمال ͷت ͷت کننده�ی هدایت
موارد از بسیاری در تجربه به انسان�ها بین گو و گفت مͬ�آیند. نظر به ذهن از دور بسیار عمل در حل راه دو این از ͷی هر اما
که حلͬ راه حقیقت، در بنشیند. قضاوت به تا نیست دست در ثالثͬ قاضͬ نیز موارد از دیͽری بسیار در بعلاوه و است، ناکارآمد
کنار در قوانین از مجموعه�ای وضع آن و است، حد دو این بینابین راه�حلͬ یافتند، دست آن به تاریخ طول در انسانͬ جمعیت�های
پیچیدگͬ علت (به هستند دارا را ارتباط قابلیت انسان دو هر نوعͬ، به که کنیم فرض اگر است. ثالث قاضͬ به رجوع یا و مذاکره
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هیچ�گاه وجود، صورت در ثالث، قاضͬ که فرضکنیم بعلاوه و مͬ�پرهیزیم) آن دقیق تعریف از باشد، داشته مͬ�تواند ارتباط این که
تͺرار با ضمنا و آن، بودن ”برخورد” مورد در وی قضاوت وضعیت، ͷی تͺرار با (یعنͬ نمͬ�دهد تغییر را قضاوت برای خود روش
حͺم ”جامعه” بر قانونͬ هیچ که است حالتͬ اول، حد صورت این در بود)، خواهد یͺسان آن مورد در وی قضاوت ”برخورد”، ͷی
است حالتͬ دوم حد و است، ایشان بین برخوردهای راه�گشای اعضا بین ارتباط و گو و گفت از زیادی حجم نتیجه در و نیست فرما
بین گو و گفت و ارتباط به نیازی هیچ نتیجه در و است حاکم اعضا رفتارهای ͷت ͷت بر جامع و سخت�گیرانه قانونͬ نوعͬ به که
در ولͬ نشده) وضع آن بر محدودیتͬ حقیقت، (در است زیاد بسیار عضو هر عمل آزادی اول حالت در که کنید دقت نیست. اعضا
(قاضͬ است کم بسیار اعضا عمل آزادی دوم، حالت در و مͬ�شود، انجام ناکارآمد بسیار اعضا میان برخورد رجوع و رفع عوض
تصمیم�گیری سریعا ثالث قاضͬ کنیم فرض که (درصورتͬ ولͬ کند) منع یا و بررسͬ را اعضا رفتارهای ͷت ͷت است قادر ثالث
نظر به بنابراین، مͬ�شوند). پیش�گیری ثالث قاضͬ توسط آن�ها از بسیاری حتͬ (یا مͬ�شوند حل کارآمد بسیار برخورد�ها مͬ�کند)
آزادی شده، وضع قوانین بودن سخت�گیرانه و جامعیت به بسته که مͬ�آید بوجود راه�حل�ها از طیفͬ حد، دو این بین که مͬ�آید چنین
وضعیت این از واضحͬ (مثال مͬ�شود بیشتر یا و کمتر یͺدیͽر با ارتباط به آن�ها اتͺای و عوضنیاز در و شده کم یا زیاد اعضا عمل

کرد). مشاهده تهران ͬͺترافی قوانین شدن سخت�گیرانه�تر سیر در مͬ�توان را
و یͺدیͽرند، با ارتباط برقراری به قادر روشͬ به انسانͬ دو هر مدل، این در انسان از ما تعریف ورای اینͺه فرض با بنابراین،
است، فوق�الذکر طیف در حلͬ راه حقیقت در ”جامعه” و ”جمعیت” بین تمیز هر اینͺه فرض با شد گفته چه آن به توجه با بعلاوه
مذاکره، قابلیت گرفتن پیش�فرض با که معناست این به گفتیم چه آن حقیقت، در مͬ�پردازیم. خود مدل در جامعه دقیق تعریف به
انسان�ها از مجموعه�ای حقیقت در جامعه، این، بنابر اعضاست؛ بین اجتماعͬ” ”قانون از نوعͬ وجود جمعیت و جامعه میان تمیز
وجود با اینͺه به توجه با که کنید (دقت است یͺسان اجتماعͬ قوانین از مجموعه�ای و یͺسان بالقوه�ی وضعیت�های و عمل�ها با
است، متصور خاصهم�چنان گروه یا فرد ͷی برای خاص وضعیت�های و عمل�ها وضعیت�ها، و عمل�ها مجموعه�های بودن یͺسان
تعبیری به بلͺه نیست، قوانین این مقابل در افراد همه�ی مطلق برابری معنͬ به اجتماعͬ” ”قوانین مجموعه�ی بودن ”یͺسان” بنابراین
ارایه�ی برای بنابراین، مͬ�شود). گرفته نظر در قانون” مقابل ”برابری معنای به امروزی جوامع در که است چیزی آن دقیق معنای

دهیم. ارایه اجتماعͬ” ”قانون از دقیق تعریفͬ کافیست جامعه، از دقیق تعریفͬ
مشترک” ”زبانͬ در که است نیاز شهودی نظر از باشند، فهم قابل اعضا همه�ی برای باید قوانین اینͺه به توجه با که کنید دقت
مجموعه�ی بین ضمنا و زبان گزاره�های بین رابطه�ی⫤ دارای که ،L مانند اول، مرتبه�ی زبانͬ موضوع، این حل برای باشند. بیان قابل
مجموعه�ای و A مانند بالقوه، اعمال از مشترک مجموعه�ای علاوه، به مͬ�گیریم. مفروض را است زبان گزاره�های و وضعیت�ها
که مͬ�شود اطلاق (a, ϕ) مانند مرتبͬ زوج به قانونͬ، محدودیت ͷی مͬ�گیریم. نظر در را S مانند بالقوه وضعیت�های از مشترک
اگر s ∈ S برای که معناست این به زوج این و دارد، وجود (a, ϕ) زوج ͷی حداکثر a ∈ A هر برای ضمنا و ،ϕ ∈ L و a ∈ A

کننده�ی وصف کلͬ�ترین ϕ که معناست این به (a, ϕ) زوج درحقیقت، است. ممنوع a عمل انجام s وضعیت در آن�گاه ، s ⊨ ϕ

دقت است. اجتماعͬ محدودیت�های از مجموعه�ای اجتماعͬ”، ”قانون ͷی حال است. ممنوع a انجام آن طͬ که است شرایطͬ
چنین اجتماعͬ قوانین روی کوچͺتری رابطه�ی است. تعریف قابل نیز بودن سخت�گیرانه�تر مفهوم اجتماعͬ، قانون دو برای کنید،

: داشته�باشیم اگر فقط و اگر sl < sl′ مͬ�گوییم که مͬ�شود تعریف
∀(a, ϕ) ∈ sl∃(a, ϕ′) ∈ sl′, ϕ ⊨ ϕ′

وضع نتیجه�ی در که باشد وضعیت�هایͬ مجموعه�ی Sa اگر چراکه است، سخت�گیرانه�تر sl از sl′ که معناست این به حقیقت در که
داریم: است، ممنوع آن�ها در a انجام sl′ وضع نتیجه�ی در که وضعیت�هایͬ مجموعه�ی Sa′ و است ممنوع آن�ها در a عمل انجام sl

Sa = {s ∈ S | ∃(a, ϕ) ∈ sl, s ⊨ ϕ}

Sa′ = {s ∈ S | ∃(a, ϕ′) ∈ sl′, s ⊨ ϕ′}

s ∈ S → ∃(a, ϕ) ∈ sl, s ⊨ ϕ

(a, ϕ) ∈ sl → ∃(a, ϕ′) ∈ sl′, ϕ → ϕ′

s ⊨ ϕ, ϕ ⊨ ϕ′ → s ⊨ ϕ′

⇒ ∃(a, ϕ′) ∈ sl′, s ⊨ ϕ′
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⇒ s ∈ Sa′ ⇒ Sa ⊂ Sa′

مͬ�داند. مجاز کمتری شرایط در را خاص عمل ͷی انجام sl وضع به نسبت sl′ قانون وضع بنابراین،
علاوه به و دارند، یͺسانͬ بالقوه�ی اعمال و بالقوه وضعیت�های که موجوداتͬ�اند جامعه این اعضای گفته�شد، آنچه به بنا حال،
مشخص که طیفͬ سر ͷی که کنید دقت دارند. گاهͬ آ نیز قانون به یͺسانͬ زبان به همه شده��باشد وضع جامعه بر نیز قانونͬ اگر
حتͬ بنابراین مͬ�شوند، فصل و حل گو و گفت طریق از برخوردها تمامͬ و نشده وضع جامعه بر قانونͬ هیچ که بود حالتͬ کردیم
مͬ�آید. حساب به انسانͬ جامعه�ی ͷی ذکر مورد جمعیت همچنان نیز نشده�باشد وضع بحث مورد انسان�های جمعیت بر قانونͬ اگر
هر در قوانین که است وضعیتͬ طیف، دیͽر سر و است، ”آنارشیستͬ” روز سیاسͬ نثر به جامعه�ای معرف طیف، سر این حقیقت، در
مͬ�توان که مͬ�کند، دیͺته ایشان به را افراد رفتار�های تمامͬ ثالثͬ قاضͬ دیͽر عبارت به یا مͬ�دانند، مجاز را عمل ͷی فقط وضعیت
فردی آزادی باشند، سخت�گیرانه�تر قوانین هرچه حقیقت در دانست. ثالث) (قاضͬ مطلق دیͺتاتوری سلطه�ی تحت جامعه�ای را آن
رفتار�های به نسبت بیشتری پیش�بینͬ قدرت فرد عوضهر در اما مͬ�رود، پیش دیͺتاتوری سمت به بیشتر جامعه و مͬ�شود کمتر افراد
باشد قیمت این به است ممͺن این هرچند مͬ�شود، کارآمدتر و راحت�تر بسیار افراد بین برخورد کنترل نتیجه در و دارد افراد سایر
آزادی قوانین کردن کم با دیͽر طرف از شود. ناممͺن کلا حتͬ که بهینه طریق از تنها نه فرد ͷی برای خاص هدف ͷی تحقق که
کاملا جامعه�ی معرف که است قانون سهل�گیرانه�ترین بوضوح باشد، تهͬ که (قانونͬ مͬ�یابد افزایش توجهͬ قابل مقدار به فردی
مͬ�پذیرد، انجام ناکارآمد بسیار شیوه�ای به و دارد گو و گفت بر افراد اتͺای به نیاز برخورد حل یا و پیش�گیری اما است) آنارشیستͬ
برخورد�های که است ممͺن مͬ�رسد، نظر به ممͺن بهینه شیوه�ی به افراد برای اهداف از گسترده�ای طیف تحقق نظر به که هرچند و
ناممͺن کاملا مطلق) دیͺتاتوری حالت (مانند بلͺه بهینه شیوه�ی به تنها نه اهداف تحقق از مانع خود مذاکره هزینه�ی و افراد بین

شود.
در حقیقت در مͬ�دهد. سوق خوب” ”قانون به راجع دقیقͬ تعریف ارایه�ی سمت به را ما طیف سر دو به راجع بحث این
برای آن یافتن مساله�ی محاسباتͬ دقیق تعریف و خوب” ”قانون تعریف به جامعه، این اعضای ریاضͬ تعریف از پس بحث ادامه�ی
را فضا تعریف، بستر اینͺه برای مͬ�پردازیم. آن پیچیدگͬ میزان و مساله این حل�پذیری بررسͬ به سپس و مͬ�پردازیم جامعه ͷی
پیروی قانون ͷی از اعضا همه�ی مͬ�کنیم فرض هرچند نمͬ�کنیم، تثبیت جامعه در را قانون بͽذارد، باز مذکور مساله�ی طرح برای
مͬ�شویم. متصور آن برای بالقوه” قوانین از ”مجموعه�ای دهیم، نسبت را ثابتͬ قانون جامعه به اینͺه جای به امر، این برای مͬ�کنند.

است: زیر شͺل به پنج�تای ͷی دقیق طور به انسانͬ، جامعه�ی ͷی عضو ͷی شد، گفته آن�چه به توجه با
(S,L,A, SL, T )

قوانین مجموعه�ی SL بالقوه، عمل�های مجموعه�ی A مشترک، اول مرتبه�ی زبان L بالقوه، وضعیت�های مجموعه�ی S آن در که
قانون که شرایطͬ در و خاص عمل ͷی انجام با خاص، وضعیت ͷی در فرد ͷی که مͬ�کند مشخص که است تابعͬ T و بالقوه،

یعنͬ: شود، دچار است ممͺن وضعیت�هایͬ چه به باشد، شده وضع خاصͬ
T = S ×A× SL → ۲S

یعنͬ: باشند، قانون مطیع افراد تمامͬ که مͬ�کنیم فرض بحث، ادامه�ی برای
∀s ∈ S, a ∈ A, sl ∈ SL; s ⊨ ϕ ∧ (a, ϕ) ∈ sl → T (s, a, sl) = ∅

یعنͬ: است، سازگار قوانین بودن سخت�گیرانه�تر از ما تعریف با T تعریف که مͬ�کنیم فرض علاوه، به
∀s ∈ S, a ∈ A, sl, sl′ ∈ SL; sl < sl′ → T (s, a, sl′) ⊂ T (s, a, sl)

اعضای از مجموعه�ای جامعه است، شده مشخص خود�به�خود نیز جامعه تعریف اکنون جامعه، اعضای و قانون تعریف به توجه با
دارند. مشترک بالقوه�ی قانون�های و عمل�ها وضعیت�ها، که است جامعه

هردو مطلق دیͺتاتوری یا مطلق بͬ�قانونͬ شد، ذکر چنانچه بپردازیم. خوب” ”قانون از خود شهود فرمال�سازی به باید اکنون
دسترسͬ که است قانونͬ حقیقت در خوب” ”قانون بنابراین، سازند. غیرممͺن افراد برای را خاصͬ اهداف به دسترسͬ مͬ�توانند
از بسیاری در نظر به قانونͬ چنین وجود کند. تضمین را آن�ها به بهینه دسترسͬ که سازد، میسر تنها نه فرد هر برای را اهداف این به
مورد اهداف به دسترسͬ که است قانونͬ که مͬ�پردازیم، مفید” ”قانون تعریف به شرط، این تقلیل با بنابراین است، ناممͺن حالات
مفید قانون بنابراین کرد، تعبیر خاص وضعیت ͷی به مͬ�توان بسادگͬ، را هدف ͷی که کنید دقت کند. تضمین فرد هر برای را نظر
وضعیت�های تمامͬ احتمالا که کنید دقت نماید. تضمین را دلخواه وضعیت هر به وضعیت هر از فرد هر رسیدن که است قانونͬ
احساسرضایتمͬ�کند)، خود همسایه�ی کشتن با یͷنفر که وضعیتͬ مثال (برای بͽیرند قرار قانون نیستتحتحمایت قرار هدف

۴١



کسͬ نیست قرار احتمالا مثال (برای برسد خود مطلوب وضعیت به بتواند وضعیتͬ هر از کس هر نیست قرار واقعا احتمالا علاوه به
”حالات نام به بالقوه وضعیت�های از زیرمجموعه�ای بنابراین، شود). رییس�جمهور زمانͬ بتواند شده مرتͺب زنجیره�ای قتل�های که
هر حرکت است قرار دیͽر عبارت به بپردازد، حالات این در افراد از حمایت به قانون است قرار که مͬ�کنیم مشخص را کانونͬ”
ما کاری چهارچوب بر محدودیتͬ ملاحظه این که کنید دقت کند. تضمین را دیͽر کانونͬ وضعیت به کانونͬ وضعیت ͷی از فرد
وضعیت کانونͬ، حالات دامنه�ی در که کنید دقت بعلاوه، نͺرده�ایم. وضع کانونͬ حالات مجموعه�ی بر شرطͬ چه نمͬ�کند، ایجاد
نمͬ�دهد. بازگشت غیرقابل اهداف بودن دسترس در برای تضمینͬ وضع مورد قانون و داشت، نخواهد وجود نیز برگشت غیرقابل
تعریف تابعͬ را قانونͬ” ”برنامه�ی ͷی ،sl شده�ی تثبیت قانون با و جامعه، ͷی در مͬ�کنیم. بیان دقیق�تر را شد بیان شهودا آن�چه

یعنͬ: نͽیرد، غیرقانونͬ تصمیمͬ وضعیتͬ هیچ در برنامه طوریͺه به ،DO : S → A ،DO مانند مͬ�کنیم
∀(a, ϕ) ∈ sl, s ⊨ ϕ → DO(s) ̸= a

برنامه این اجرای نتیجه�ی در استکه وضعیت�ها از دنباله�ای برنامه این ”اجرا”ی دلخواه، وضعیتشروع هر و قانونͬ برنامه�ی هر برای
.si+۱ ∈ T (si, DO(si), sl) طوریͺه به s۰, s۱, s۲, . . . مانند دنباله�ایست کنیم، شروع s۰ وضعیت از اگر یعنͬ مͬ�آیند، بوجود
قانون قانون، ͷی مͬ�گوییم باشد، شده مشخص ،F ⊂ S که ،F کانونͬ حالات مجموعه�ی ما جامعه�ی در اگر صورت، این در
باشد. s۲ شامل ،s۱ از شروع با آن اجرای هر که باشد موجود قانونͬ برنامه�ای ،s۱, s۲ ∈ F هر برای اگر، فقط و اگر است، مفیدی
خارج اتفاقاتͬ چه اینͺه از مستقل که معناست این به حقیقت در باشد s۲ شامل باید برنامه اجرا”ی ”هر که شرط این که کنید، دقت
مͬ�کند. نیل خود مقصود به حال هر به فرد دهند) انجام اعمالͬ چه افراد سایر اینͺه مثال، (برای مͬ�دهد رخ فرد ͷی چهارچوب از
جامعه�ای کنید فرض است: تعریف قابل دقیق طور به ،١USLP مفید، قانون کردن پیدا مساله�ی حال گفتیم، آنچه به توجه با
قانون اگر است. شده داده F ⊂ S ،F کانونͬ وضعیت�های مجموعه�ی و (S,L,A, SL, T ) پارامترهای با انسانͬ اعضای با
کلͬ، حالت ،در USLP مساله�ی کن. اعلام را آن وجود عدم صورت این غیر در و کن پیدا را آن دارد وجود جامعه این برای مفیدی
چندجمله�ای زمان در را آن مͬ�توان خاصͬ، شرایط تحت اما داده�اند۴، نشان در[١] تننهولتز٣ و شوهام٢ چنانچه است، NP-hard

کرد. حل
طور به و نیست، حاکم جامعه محتمل وضعیت�های بر ساختاری هیچ شده، تعریف کلͬ چهارچوب در که کنید، دقت
بسیار جوامع واقعیت، در نشده. وضع قرارمͬ�دهند تاثیر تحت را خاص عمل ͷی نتیجه�ی که قوانینͬ تعداد بر محدودیتͬ خاص
خواهد بزرگ بسیار احتمالا کلͬ به�طور محتمل وضعیت�های مجموعه�ی که هرچند مثال، برای هستند. ما فرایض از ساختاریافته�تر
ͷی هر وضعیت دکارتͬ ضرب حاصل نهایت در فرد وضعیت که شد متصور ”اجزا”یͬ جامعه عضو هر برای مͬ�توان معمولا بود،
بودن خاص احساسͬ شرایط با و خاص موقعیت ͷی در ظهر از بعد دو ساعت فرد ͷی وضعیت اگر مثال، برای اجزاست. این از
این ͷت ͷت وضعیت حاصل نهایت در او وضعیت و گرفت نظر در او برای را احساسͬ شرایط و مͺان زمان، اجزای مͬ�توان باشد،

بود. خواهد اجزا
که کنید فرض دقیق�تر، به�طور مͬ�شود. اطلاق محتمل وضعیت�های مجموعه�ی بودن ”پیمانه�ای”۵ اصطلاحا خاصیت، این به
اجزا این از ͷهری که به�طوری فرضکرد O(log(n))جزء جامعه اعضای برای بتوان اگر باشد، n محتمل وضعیت�های کل تعداد
مجموعه�ی مͬ�گوییم کرد، مشخص اجزاء این حالات دکارتͬ ضرب با بتوان را عضو هر وضعیت و داشته�باشد، حالت ثابتͬ تعداد

است. ”پیمانه�ای” محتمل وضعیت�های
کمͬ خاصتعداد شرایط ͷی در معمولا باشند، زیاد بسیار است ممͺن حاکم قوانین تعداد واقعیت در این�که وجود با علاوه، به
ͷی وضعیت قرمز، چراغ پشت ایستادن هنͽام احتمالا مثال، برای مͬ�گذارند. تاثیر خاص عضو ͷی اعمال حاصل روی آن�ها از
مجموعه�ی فرضکه این با دقیق�تر، طور به گرفت. نخواهد قرار ͬͺمل معاملات یا مالیاتͬ قوانین تاثیر تحت وی اعمال به بسته فرد
جزء ͷخاصی وضعیت ͷی تغییر اگر است، ”پیمانه�ای” عمل�ها مجموعه�ی مͬ�گوییم است، ”پیمانه�ای” خود محتمل وضعیت�های

بͽیرد. قرار قانون ثابتͬ تعداد تاثیر تحت افراد) وضعیت�های اجزاء (از خاص
مساله�ی حل آن�ها برای که مͬ�یابیم، دست پیمانه�ای جامعه�ای به عمل�ها، و وضعیت�ها بودن پیمانه�ای یعنͬ شرط، دو این اعمال با
از خود مفید اجتماعͬ قانون برای جستجو فضای اصولا شرایطͬ چنین در چراکه است، امͺان�پذیر چندجمله�ای زمان در USLP
مرتبط کانونͬ وضعیت�های از ثابتͬ تعداد به ͷی هر که داریم جزء O(log(n)) ابعاد در دقیق�تر، طور به است. چندجمله�ای ابعاد

١Useful Social Law Problem
٢Yoav Shoham
٣Moshe Tennenholtz

داد. کاهش USLP به چندجمله�ای زمان در مͬ�توان را ٣SAT که دادند نشان تننهولتز و شوهام حقیقت ۴در
۵Modular
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دسترسͬ�پذیر بررسͬ قانونͬ، چنین هر برای بعلاوه، است. چندجمله�ای محتمل اجتماعͬ قوانین تعداد کل نتیجه در و مͬ�شوند،
وضعیت�های تعداد چراکه است، امͺان�پذیر چندجمله�ای زمان در نیز دیͽر کانونͬ وضعیت�های تمامͬ از کانونͬ وضعیت هر بودن
جستجوی بنابراین، است. امͺان�پذیر چندجمله�ای زمان در کانونͬ وضعیت�های از جفت هر دسترسͬ�پذیری بررسͬ بعلاوه و کانونͬ،

مͬ�شود. امͺان�پذیر چندجمله�ای زمان در فضا کل
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اجتماعͬ شبͺه�های در فروش و بازاریابͬ
فضلͬ محمدامین
نی�ͷپرتو نسترن

چͺیده

تعاملات از عظیم حجم این شده�است. موجب را جامعه افراد میان ارتباطات حجم افزایش تͺنولوژی و دانش پیشرفت
محققان علاقه�ی مورد امروزه که مͬ�شود ͬͽفرهن و تجاری اجتماعͬ، فعالیت�های گسترش برای مناسبͬ بسترهای ایجاد باعث
بیان به داریم قصد مقاله این در گرفته�است. قرار ... و کامپیوتر علوم اجتماعͬ، علوم اقتصاد، از اعم دانش مختلف حوزه�های
چالش�های که کالا فروش برای قیمت� تعیین و تبلیغات بازاریابͬ، زمینه�ی در اطلاعات فن�آوری حوزه�ی در موجود علمͬ نتایج

بپردازیم. است، اقتصادی شرکت�های بزرگ

مقدمه ١
در عموما ارتباطات این به مربوط اطلاعات شده�است. انسان�ها بین ارتباط جدید شͺل�های آمدن وجود به باعث سایبر فضای
فراوانͬ کاربرد�های که کرد استخراج آن�ها از بالا سطح دانش و کرده مجردسازی را آن�ها مͬ�توان که مͬ�شود ذخیره داده پایͽاه�های

دارند.[٧و٨]
ذخیره قابل یا و شده�است ذخیره داده پایͽاه ͷی در آن اطلاعات که است انسانͬ تعامل بستر هر اجتماعͬ، شبͺه�های از ما منظور
پیام�ͷهای وب، پایͽاه�های در رابطه�ای و معنایͬ اطلاعات مخابرات، شبͺه�ی مشترکین تماس�های اطلاعات مانند مͬ�باشد. شدن
انجام اطلاعات دست این از دانش استخراج با رابطه در فراوانͬ پژوهش�های تاکنون . ... و همراه تلفن شبͺه�های در شده ارسال
وجود تجاری و تحقیقاتͬ کاربردهای از وسیعͬ بازه�ی نشده�اند. تجاری محصولات به منتج و بوده نظری آن�ها اکثر که شده�است
سپتامبر[١٠]. ١١ تروریست�های کردن پیدا تا [٩] گرفته اجتماعͬ تحقیقات از کرده�اند. تمرکز آن�ها روی پژوهش�ها این که دارد
ͷی خریداران که است بدیهͬ امر این مͬ�پردازیم. قیمت�گذاری و بازاریابͬ با مرتبط پژوهش�های بررسͬ به ما مقاله این در
مقاله�ی در خواهدبود. موثر کنیم اتخاذ مͬ�بایستͬ که قیمت�گذاری مͺانیزم رد این و مͬ�گذارند تاثیر همدیͽر روی خاص کالای

گردیده�اند. طبقه�بندی و شده�اند معرفͬ دارند تاثیر آن�ها فروش روی اجتماعͬ شبͺه�های که کالاهایͬ [٢]
این از دارد. ͬͽبست مͬ�کنند استفاده کالا آن از که جامعه از افرادی تعداد به گونه�ای به خریداران برای کالاها گونه این ارزش

دارد) آن�ها ارزش بر افراد تعداد که تاثیری نوع لحاظ (از کرد. تقسیم دسته ٣ به مͬ�توان را کالاها دید

گروه این برای رفته�اند. فروش به که است کالاهایͬ تعداد از مستقیم تاثیر تحت کننده مصرف برای آن�ها ارزش که کالاهایͬ •
تعداد با متناسب خریدار، برای فͺس یا تلفن مانند کالاهایͬ است. ارتباطͬ تͺنولوژی�های به مربوط کالاهای مثال، بهترین
کالای کاربری باشد، بیشتر افراد این تعداد چه هر که است بدیهͬ زیرا مͬ�کنند، استفاده کالا آن از که است جامعه از افرادی

مͬ�یابد. افزایش فرد برای شده خریداری

قرار کالا از رفته فروش به تعداد از غیرمستقیم تاثیر تحت آن�ها ارزش که هستند کالاهایͬ کالاها، این از دیͽری دسته�ی •
عنوان به مͬ�باشد. کالاها نمونه این از مثال�هایͬ ... و عامل سیستم کامپیوتر، افزار سخت کامپیوتری، بازی�های مͬ�گیرد.
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مدل آن برای که نرم�افزارهایͬ تعداد باشد، بزرگتر کالا فروش بازار اندازه�ی چه هر کامپیوتر، سخت�افزار درباره�ی مثال
مͬ�گردد. بیشتر مͬ�شود نوشته سخت�افزاری

آن فروش از پس خدمات بودن دسترس در و کیفیت که مͬ�دهند تشͺیل پایا کالاهای را کالاها، مدل این از سوم دسته�ی •
تعداد هرچند مثال برای مͬ�باشد، خوبͬ مثال کالاها مدل این برای خودرو مثال آن. از رفته فروش به اندازه�ی با است متناسب
خواهند�شد. عرضه بهتر قیمت و بالاتر کیفیت با تعویض یا و تعمیر خدمات باشد زیاد خودرو نوعͬ از رسیده فروش به

برمͬ�گردد. هستند عضو خریدار شبͺه�ی همان در که افرادی تعداد به خریدار برای کالا ارزش کالاها از دسته این سه هر در
مثلا باشد، متفاوت مͬ�تواند کالا آن نوع و بازار حسب بر مͬ�انجامد شبͺه�ای تاثیرات این به که کالا ͷی فروش شبͺه�ی اندازه�ی
مجموع است ممͺن دیͽر مواردی در بیانجامد، شبͺه�هایͬ چنین ایجاد به است ممͺن کننده تولید ͷی وجود تنها خودرو بازار در

.[٢] است گونه این صوت ضبط دستͽاه مثال عنوان به شود. منجر تاثیراتͬ چنین ایجاد به بازار در شرکت چند تولیدات
تابع ͷی خریداران برای معمولا اجتماعͬ شبͺه�های در فروش و بازاریابͬ با مرتبط پژوهش�های در شده ارائه مدلسازی�های در
کننده�ی مشخص νi(S) ،S ⊂ V اگر است. خریداران مجموعه�ی V از منظور که مͬ�شود گرفته نظر در νi : ۲V → R+ ارزش
خریده�اند را نظر مورد کالای جامعه افراد از S زیرمجموعه�ی که هنͽامͬ فروش مورد کالای برای iام فرد که است ارزشͬ میزان
مͬ�کند اقدام خرید برای فرد آن صورتͬ در مͬ�دهد پیشنهاد iامͬ فرد به را pقیمت کالا ͷی خرید برای فرد ͷی به که هنͽامͬ دارد.

.νi(S) ≥ p که
مͬ�شوند: تقسیم دسته سه به ما دیدگاه از گرفته�اند قرار مطالعه مورد پژوهشͽران توسط که فروشͬ مدل�های

جنس هر قیمت مͬ�کنیم نیست(فرض خریداران دریافتͬ پول از ما سود مدل این در :( zero pricing صفر( قیمت مدل -١
خریداران تعداد کردند بیشینه هدف و است نظر مورد آن که مͬ�بریم ضمنͬ سود ͷی خرید هر ازای به بلͺه است) صفر
که کالایͬ به نسبت (خریداران است منفͬ خریداران از بسیاری برای ابتدا در νi(∅) که است این بر فرض مͬ�باشد.
به آن�ها تشویق با که است خریداران از اولیه مجموعه�ی کردن پیدا عموما مدل این در دارند) اینرسͬ بفروشیم مͬ�خواهیم
مدل این کاربرد شده�است. بررسͬ مقاله این دوم قسمت در مدل این شوند. متمایل خرید به جامعه از زیادی عده�ی خرید،

است. بهینه تبلیغات ایده�های آوردن دست به در بیشتر

قیمت این که مͬ�دهیم پیشنهاد خاص قیمت ͷی خریدار هر به مدل این در :( privete pricing ) خصوصͬ قیمت مدل -٢
حد تا که است فروش برای استراتژی کردن پیدا مسئله مهم قسمت دارد. ͬͽبست داریم وی ارزش تابع از ما که شهودی به
دوره�گردی عنوان به روش این از ما ببریم. بهره سود و قیمت افزایش جهت در یͺدیͽر روی خریداران تاثیرگذاری از امͺان

شده�است. بررسͬ مقاله این سوم قسمت در مدل این مͬ�کنیم. یاد

برای مدل این در است. جامعه در فروش واقعیت به مدل نزدیͺترین مدل این :( public pricing ) عمومͬ قیمت مدل -٣
قیمت داریم سعͬ مͬ�شوند. مطلع آن از هم�زمان خریداران همه�ی و مͬ�شود اعلام عمومͬ صورت به قیمت ͷی کالا ͷی
باشد. بیشینه شده اعلام قیمت در مͬ�کنند خریداری را کالا که افرادی تعداد حاصلضرب که باشد اندازه�ای به شده اعلام

گرفته�است. قرار بررسͬ مورد مقاله این چهارم قسمت در مدل این

تبلیغات و صفر قیمت مدل ٢
اهمیت مͬ�پردازیم. اجتماعͬ شبͺه ͷی در کالا) ͷی (خرید رفتار ͷی شدن فراگیر ͬͽونͽچ بررسͬ و مدلسازی به قسمت این در
دارد. کاربرد کالا ͷی فروش بردن بالا و تبلیغات حوزه�ی در بیشتر زد حدس مͬ�توان قسمت این عنوان از که همان�طور بحث این
کالا مصرف به بلقوه کننده�های مصرف از گروهͬ ابتدا که اینͽونه�اند مͬ�شوند مطرح زمینه این در که موثری استراتژی�های
فروش از حدی به منجر جامعه در آن�ها تاثیر سپس مͬ�شود)، داده قرار آن�ها اختیار در کالا از مجانͬ نمونه�ای (مثلا مͬ�شوند تشویق

مͬ�گردد.
گروه برای ویژگͬ�هایͬ چه با افرادی چه که است این کردند مطرح حوزه این در [١١و١٢] ریچاردسون و دومینͽوس که سوالͬ

شود. حاصل فروش حداکثر تا شوند انتخاب اولیه
) تقریبͬ الͽوریتم ͷی و مͬ�پردازد تعاملͬ سیتم�های در ( operational model ) عملͬ مدل�های بررسͬ به [٣] در

مفاهیم اساس بر آن اثبات که مͬ�دهد ارائه مدل�ها این در رفتار ͷی تاثیر حوزه کردن حداکثر برای (approximation algorithm
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A سازی بیشینه مسئله�ی برای α فاکتور با AL تقریبͬ الͽوریتم مͬ�باشد. [۴] (submodular function) سابمادولار توابع
مقاله این در است. αOPT حداقل آن پاسخ اما نمͬ�رسد. ( OPT ) بهینه و دقیق جواب به که است چندجمله�ای الͽوریتمͬ
به نسبت شده ارائه الͽوریتم برتری دهنده�ی نشان که شده ارائه داده�ها از مجموعه�ای روی بر الͽوریتم اجرای و پیاده�سازی نتایج

مͬ�باشد. مرکزی) راس�های یا درجه بیشترین با راس�ها (انتخاب حوزه این در معمول اکتشافͬ توابع
صورت به را یͺدیͽر بر افراد تاثیر و مͬ�گیریم نظر در شبͺه در راسͬ بلقوه مشتری هر برای مقاله، این در شده بحث مدل دو در
اصلͬ هدف مدل دو این در غیرفعال، و فعال دارد، حالت دو شبͺه این در نیز راس هر مͬ�دهیم. نشان آن�ها بین جهت�دار یالͬ
سرانجام مͬ�یابد، افزایش آن فعال همسایه�های تعداد زمان گذشت با است، فعال غیر ν راس ابتدا در است: رفتاری چنین مدلسازی
توضیحات مͬ�گذارد. اثر خود غیرفعال همسایه�های روی و مͬ�شود فعال خوبͬ احتمال به فعالش همسایه�های تاثیر تحت راس آن

است: زیر شرح به اختصارا مدل دو این

مͬ�گیریم. نظر در آستانه ͷی شبͺه در راس هر برای مدل این در :( Linear Threshold Model ) آستانه حد خطͬ مدل .١
هنͽامͬ مدل این در مشخصمͬ�شود. آن�ها بین یال برای bν,ω وزن ͷی گرفتن نظر در با همسایه� راس�های بر راس هر تاثیر

مͬ�یابد. تغییر فعال به غیرفعال از آن حالت مͬ�شود، بیشتر آستانه�اش از راس ͷی همسایه�ها تاثیر مجموع ∑که
ωهمسایهνاست

bν,ω ≥ θν

مͬ�دهیم. نسبت pω,ν احتمال ͷی شبͺه یال هر به مدل این در :( Independent CascadeModel ) مستقل انتشار مدل .٢
تنها تلاش� این کند، فعال را راسهمسایه مͬ�تواند آمده همسایه�اش با آن یال روی بر که احتمالͬ به مͬ�شود فعال راسͬ هرگاه
همسایه�اش راس شدن فعال در تاثیری راس آن دیͽر نشود، فعال همسایه راس تلاش یͺبار با اگر و مͬ�گیرد صورت یͺبار

مͬ�کنند). تلاش دیͽران کردن فعال برای مستقلا (راس�ها ندارد

الͽوریتم ١.٢

راسͬ Kمرحله، در که صورت این به است، مسئله این برای حریصانه ساده�ی راه�حل ارائه�شده، مدل این برای [٣] در که الͽوریتمͬ
۱− ۱

e −ϵتقریب فاکتور اثبات [٣] در اصلͬ دست�آورد مͬ�کنیم. انتخاب را دارد شبͺه در فعال غیر راس�های بر را تاثیر بیشترین که
f : ۲V → R+ تابع داده�است. انجام سابمادولار توابع مفاهیم چارچوب در هم را اثبات این که است حریصانه الͽوریتم برای
و S زیرمجموعه�ی هر ازای به اگر وفقط اگر است سابمادولار مرجع متناهͬ مجموعه�ی ͷی زیرمجموعه�های روی بر شده تعریف

داشته�باشیم: S ⊂ T که T

∀ν∈V f(S ∪ {ν})− f(S) ≥ f(T ∪ {ν})− f(T )

در آن مزیت مͬ�باشد. ضعیف�تر آن از معنایͬ فهم لحاظ از که شده�است ارائه اول تعریف معادل سابمادولار توابع از دیͽری تعریف
است: بیان توانایͬ

f(S) + f(T ) ≥ f(S ∪ T ) + f(S ∩ T )

است: این است شده استفاده [٣] در که ویژگͬ�هایͬ جمله از دارند، توجهͬ جالب ویژگͬ�های سابمادولار توابع
( NP-Complete ) ان�پͬ�تمام عضوی k زیرمجموعه�های برای نامنفͬ و ی�ͷنوا سابمادولار تابع ͷی مقدار کردن بیشینه
در اما است) مسئله این داده�شده�ی کاهش نمونه�ی ( set cover ) راسͬ پوشش مسئله�ی که داد نشان مͬ�توان اثبات (برای است.

مͬ�دهد. جواب ۱− ۱
e تقریب با مسئله این برای حریصانه الͽوریتم که است شده داده نشان [١٣و١١] مقاله�ی

مرحله k در مͬ�کنیم: تعریف گونه این را S عضوی k مجموعه�ی ،f نامنفͬ و یͺنوا سابمادولار تابع برای [١۴و١۵] .١ قضیه
که باشد عضوی k مجموعه�ای S∗ اگر که مͬ�شود ثابت مͬ�کنیم. اضافه S به را مͬ�کند زیاد را f مقدار بقیه از بیشتر که عضوی

داریم: f(S) برای مͬ�کند، بیشینه را f مقدار

f(S) ≥ (۱− ۱
e
).f(S∗)

راس�ها از اولیه مجموعه�ی اگر مͬ�شود: تعریف صورت این به σ(A) تابع شده مطرح مسئله در چارچوب این از استفاده برای
۱ − ۱

e تقریب فاکتور اثبات برای حال .[٣] است σ(A) شبͺه در فعال راس�های نهایͬ تعداد باشد، A شده تعریف مدل دو در
شده�است. اثبات جداگانه صورت به مستقل انتشار مدل برای خاصیت این است. سابمادولار σ(A) تابع که شود ثابت کافیست
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است. سابمادولار σ(.) تابع مستقل، انتشار مدل از نمونه هر برای [٣] .٢ قضیه

است. ان�پͬ�تمام مستقل انتشار مدل در رفتار کردن بیشینه [٣] .٣ قضیه

شده�است. اثبات σ(A) تابع برای خاصیت این مستقل انتشار مدل با آن بودن معادل اثبات با آستانه، خطͬ مدل درباره�ی ولͬ

است. سابمادولار σ(.) تابع آستانه، خطͬ مدل از نمونه هر برای [٣] .۴ قضیه

است. زیر تعریف با مستقل انتشار مدل معادل آستانه خطͬ مدل A اولیه مجموعه�ی هر برای [٣] .۵ قضیه
احتمال به یا و مͬ�یابد اختصاص آن به ١ احتمال و مͬ�شود انتخاب bν,ω احتمال به ورودی یال�های از ͬͺی راس، هر ازای به

نمͬ�شود. انتخاب یالͬ ۱−
∑

ω bω,ν

است. ان�پͬ�تمام آستانه حد خطͬ مدل در رفتار بیشینه�سازی مسئله [٣] .۶ قضیه

دوره�گرد فروشندگͬ و قیمتخصوصͬ تعیین ٣
به ترتیب آن طبق و مشخصکرده را آن�ها از ترتیبͬ داریم قصد مͬ�گذارند. تاثیر همدیͽر روی که داریم خریدار تعدادی مدل این در
مراجعه که کسͬ هر به مͬ�گوییم) فروش استراتژی ، مشخصمͬ�شود جایͽشت ͷی صورت به که ترتیت این (به کنیم مراجعه آن�ها
فرض معمولا داریم. شخص آن ارزش تابع به نسبت که است شهودی به وابسته قیمت این که مͬ�دهیم ارائه قیمت ͷی مͬ�کنیم
بهینه ترتیب که است این هدف .( Fi,S) ) مͬ�دانیم S هر و i هر ازای به را ارزش تابع مقدار تجمعͬ احتمال توزیع تابع مͬ�کنیم
عنوان به شوند. ما از خرید به حاضر خریداران از تعداد بیشترین که نحوی به بیابیم را آن با متناظر قیمت�های دنباله�ی همچنین و
ارزش تابع مقدار دارد. ∞واحد تاثیر الف روی ب ب. و الف داریم: خریدار دو فقط که بͽیرید درنظر را حالتͬ بدیهͬ مثال ͷی
صفر ما سود کنیم معرفͬ الف به را کالا ابتدا اگر است. صفر ب و الف برای است نͺرده خرید کس هیچ که صفر لحظه�ی در
الف روی دهیم، وی به مجانͬ را کالا و کنیم پیشنهاد ب به ابتدا اگر ولͬ نمͬ�شوند. خرید به حاضر قیمتͬ هیچ ازای به زیرا مͬ�شود

مͬ�شود. خرید به حاضر قیمتͬ هر ازای به و ∞مͬ�شود آن ارزش تابع بعد به آن از و مͬ�گذارد ∞تاثیر اندازه�ی به
که هنͽامͬ مͬ�دانیم مͬ�دهد. ارائه کوته�نظرانه قیمت ͷی ارزش تابع و احتمال توزیع تابع حسب بر [١٣] از نقل به [١] در
است برابر شود خریداری F (p)ارزش تابع تجمعͬ احتمال توزیع با خریداری توسط اینͺه احتمال مͬ�دهد ارائه را pقیمت فروشنده
p∗(۱−F (p∗)) که مͬ�گیریم نظر در p∗ با برابر را کوته�نظرانه قیمت است. p(۱−F (p)) با برابر ما سود پس است. ۱−F (p) با

شود. بیشینه آن در
S مجموعه�ی اگر آورد دست به نظرانه کوته قیمت�های با مͬ�تواند iام بازیͺن که مͬ�کنیم تعریف سودی میزان را Ri(S) تابع

خریده�باشند. را نظر مورد کالای انسان�ها از
مانند دیͽری فرض�های گرفتن نظر در همچنین و است مثبت همدیͽر روی خریداران تاثیرات که حالتͬ برای مسئله این [١] در
سود تابع یا ( νi(S) ) بازیͺنان ارزش تابع برای ( monotone hazard rate ) مثبت هازارد رشد سرعت یا بودن سابمادولار
تئوری در که است ویژگͬ�ای مثبت هازارد رشد سرعت شده�است. بررسͬ مختلف ( setting ) پیͺربندی�های در ،( Ri(S) )
h(t) = f(t)

۱−F (t) اگر وفقط اگر است مثبت هازارد رشد سرعت دارای νi تابع مͬ�گوییم .[١٣] مͬ�گیرد قرار استفاده مورد حراج�ها
دیͽر عبارت به مͬ�باشد. آن تجمعͬ چͽالͬ تابع F (t) و است νi توزیع احتمال چͽالͬ تابع f(t)تعریف این در باشد. صعودی

مͬ�پردازیم. بیان�شده خصوصͬ قیمت استراتژی�های و الͽوریتم�ها بیان به ادامه در است. t از νi(S) بودن کمتر احتمال F (t)

قیمتخصوصͬ استراتژی�های ١.٣
نتایج و مقاله این در مطرح�شده پیͺربندی�های ادامه در کرده�است. بررسͬ را فروش مدل این که است مقاله�ای تنها [١] مقاله�ی

مͬ�کنیم: بیان شده مطرح فرض�های به توجه با را پیͺربندی هر به مربوط

تعداد به ͬͽبست فقط νi(S) به مربوط تجمعͬ توزیع تابع پیͺربندی این در :( symmetric setting ) متقارن پیͺربندی .١
پیدا حالت این در .k =| S | که گرفت درنظر Fk صورت به مͬ�توان را νi(S) تجمعͬ توزیع تابع یعنͬ دارد. S اعضای

است. امͺان�پذیر چندجمله�ای زمان در دوره�گرد فروشند�گͬ بهینه استراتژی کردن
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است. محاسبه قابل چندجمله�ای زمان در ارزش تابع در شرایطͬ هر با بهینه استراتژی متقارن، پیͺربندی در [١] .٧ قضیه

) پویاست برنامه�سازی بر مبتنͬ روشͬ است شده بیان قضیه این اثبات برای بهینه استراتژی محاسبه�ی برای که روشͬ
.( dynamic programming

ارزش توابع مقادیر و احتمال توزیع تابع روی فرضͬ هیچ پیͺربندی این در :( general setting ) عمومͬ پیͺربندی .٢
است. ان�پͬ�تمام بهینه استراتژی کردن پیدا که شده�است ثابت حالت این در نمͬ�شود.

شده�باشند داده ارزش توابع مقادیر خود که حالتͬ در حتͬ بهینه استراتژی کردن پیدا عمومͬ پیͺربندی در [١] .٨ قضیه
است. ان�پͬ�تمام باشند) ضربه تابع احتمال توزیع توابع (یعنͬ

این با خصوصͬ قیمت استراتژی�های پیͺربندی این در :( influence and exploit ) استخراج و ترغیت پیͺربندی .٣
به مجانͬ صورت به کالا و مͬ�شوند انتخاب خریداران مجموعه�ی ͷی ابتدا آن�ها در که مͬ�گیرند قرار بررسͬ مورد خاصیت
که دیͽری خریداران تاثیر و گرفته نظر در دیͽر خریداران بر را مجموعه این تاثیر فقط بعد مراحل در مͬ�شوند. داده آن�ها
بعد مقاله). این دوم قسمت در موجود ایده�های مشابه (چیزی مͬ�گیریم نادیده را مͬ�کنند خرید به اقدام بعدی زمان�های در
آن�ها ارزش تابع احتمال توزیع با متناسب قیمت ͷی آن�ها از کدام هر به و کرده انتخاب را خریداران از جایͽشت ͷب آن از

مͬ�دهیم. ارائه

مͬ�آید، دست به صورتجمعͬ به وزن�دار جهت بدون یͷگراف روی از ارزش توابع که حالتͬ در پیͺربندی این ابتدا [١] در
گراف ͷی حالت این در که است این منظور است. شده ارائه آن برای ۲

۳ فاکتور با تقریبͬ الͽوریتم ͷی و شده�است بررسͬ
j و j روی i (یعنͬ است هم روی یال آن مربوط خریداران تاثیر کننده�ی مشخص یال هر وزن که داریم بͬ�جهت وزن�دار
بازه�ی از ( uniform ) یͺنواخت صورت به νi(S) مͬ�کنیم فرض حالت این در مͬ�گذارند). تاثیر ωi,j اندازه�ی به i روی

مͬ�شود. انتخاب [۰,
∑

j∈S∪{i} ωi,j

پیͺربندی پیاده�سازی که دارد مجموعه�یAوجود باشند، بالا صورت به تعریفشده ارزش توابع که حالتͬ در [١] .٩ قضیه
مͬ�انجامد. دوره�گرد فروشندگͬ استراتژی بهترین سود ۱

۲ به حداقل آن توسط استخراج و ترغیب

شده�است. اثبات پیͺربندی این مورد در عمومͬ�تر قضیه�ی ͷی ٨ اثبات ایده�ی از استفاده با

باشد. سابمادولار و نامنفͬ صعودی، S ⊂ V − {i} هر و i ∈ V هر برای Ri(S) تابع که کنید فرض [١] .١٠ قضیه
که دارد وجود A مجموعه�ی صورت این در باشند. مثبت هازارد رشد سرعت دارای ارزش توابع کنید فرض همچنین
مͬ�انجامد. دوره�گرد فروشندگͬ استراتژی بهترین سود e

۴e−۲ به حداقل آن توسط استخراج و ترغیب پیͺربندی پیاده�سازی

شده�است. بیان دوره�گرد فروشندگͬ بهینه�ی استراتژی و استخراج و ترغیب پیͺربندی در بهینه استراتژی بین ارتباط [١] در
دست به مͬ�توان استخراج و ترغیب استراتژی در که است سودی میزان با برابر g(A) =

∑
i∈V−A Ri(A) تابع کنید فرض

آورد.

حداقل g(A) که مͬ�کند حساب نحوی به را A مجموعه�ی ͷی که دارد وجود چندجمله�ای زمان با الͽوریتم ͷی [١] .١١ قضیه
باشد. استخراج و ترغیب پیͺربندی در بهینه سود از ۱

۳

است. ( local search ) محلͬ جستجوی بر مبتنͬ اس�ت شده معرفͬ مقاله این در مجموعه این محاسبه�ی برای که الͽوریتمͬ
نحوی به مͬ�کنیم حذف را عضو ͷی آن از یا مͬ�کنیم اضافه آن به را عضوی گام هر در مͬ�گیریم. نظر در اولیه مجموعه�ی ͷی ابتدا
مبتنͬ الͽوریتم این چرا اینͺه اثبات O(nتاست.

۳

ϵ ) حداکثر گام�ها تعداد که مͬ�شود ثابت شد. برابر ۱+ ϵ
n۲ آن برای g تابع مقدار که

سابمادولار توابع بیشینه�سازی برای [١۶] در که نتیجه�ایست به توجه با مͬ�کند پیدا دست تقریب ضریب این به محلͬ جستجوی بر
شده�است. ارائه تابع بودن نزولͬ یا صعودی به توجه بدون

این در است. آن ماکزیمم اندازه�ی M کنید فرض و است. سابمادولار غیرمنفͬ تابع ͷی g(.) تابع کنید فرض [١۶] .١٢ قضیه
.g(A) ≥ ۱

۳M که مͬ�انجامد A مجموعه�ی به دادیم توضیح بالا در که محلͬ جستجوی الͽوریتم صورت
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حالتͬ در مستقیم طور به [١] در امر این است. سابمادولار تابع ͷی g(.) که کنیم ثابت باید ابتدا ١١ قضیه�ی از استفاده برای
گردیده�است. اثبات باشند سابمادولار و نامنفͬ صعودی، سود توابع که

نامنفͬ g(A) =
∑

i∈V−A Ri(A) تابع آنͽاه باشند، صعودی و سابمادولار نامنفͬ، i هر Riبرای توابع تمام اگر [١] .١٣ قضیه
بود. خواهد سابمادولار و

عمده فروشندگͬ و عمومͬ قیمت تعیین ۴
در شده اشاره که همانطور مͬ�شود. اجتماعͬ شبͺه�های در عمومͬ قیمت�گذاری به مربوط شده�است بررسͬ [۶] در که رفتاری
(تعریف آن�ها ارزش تابع میزان که افرادی مͬ�شوند. مطلع آن از همه و مͬ�شود اعلام عمومͬ طور به قیمت ͷی عمومͬ قمیت�گذاری
رفتار بر افراد تاثیر فرض با مقاله این در ( νi : ۲V → R+ شͺل به تابعͬ صورت به قبل قسمت�های مانند خریداران ارزش تابع

گردد. محاسبه سود حداکثر آوردن بدست برای بهینه�ای قیمت�ها) از مجموعه�ای (یا قیمت شده سعͬ یͺدیͽر
توجه با فرد هر مͬ�کند. اعلام شبͺه در عمومͬ صورت به t زمان در را pt قیمت ابتدا فروشنده عمومͬ قیمت�گذاری مدل در
تغییر را کالا قیمت بازار رسیدن تعادل به از بعد مͬ�تواند مدل این در فروشنده مͬ�کند. اقدام آن خرید عدم یا خرید به نسبت آن به
افرادی مجموعه�ی S حالت این در باشد. νi(S) > pt مقدار اگر مͬ�کند کالا خرید به اقدام فرد ͷی قبل قسمت�های همانند دهد.

کرده�اند. کالا خرید به اقدام حال به تا که است
را B۱(S, p) تابع باشد. p با برابر کالا قیمت و کردند خریداری را کالا S مجموعه�ی افراد شبͺه در زمان ͷی در کنید فرض
متناسب را کالا ارزش i فرد برای اگر ترتیب این به مͬ�شود. تعریف کردند خریداری مرحله ͷی از بعد را کالا که افرادی مجموعه�ی

مͬ�کنیم: تعریف گونه این به را B۱(S, p) تابع بͽیریم، بازار شرایط با
B۱(S, p) = {i | νi > p} ∪ S

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به بازگشتͬ صورت به کردند خریداری را کالا مرحله k از بعد که افرادی ترتیب این به
Bk(S, p) = B۱(Bk−۱(S, p), p)

B(S, p) = و رسیده تعادل به شبͺه مͬ�گوییم حالت این در نشود، کالا خرید به حاضر کسͬ دیͽر که مͬ�یابد ادامه جایͬ تا روند این
مͬ�شود. تعریف مͬ�خرند pقیمت با را کالا که افرادی نهایͬ مجموعه� را Bk(S, p)

عمومͬ قیمت استراتژی�های ١.۴
نتایج و مقاله این در شده مطرح پیͺربندی�های ادامه در کرده�است. بررسͬ را فروش مدل این که است مقاله�ای تنها [۶] مقاله�ی

مͬ�کنیم: بیان مطرح�شده فرض�های به توجه با را پیͺربندی هر به مربوط

دهد. تغییر آن�را نمͬ�تواند و کند اعلام قیمت بار ͷی تنها دارد حق فروشنده مسئله این در قطعͬ: Basic(١) پیͺربندی (١
اینجا در مسئله ترتیب این به هستیم. مطلع قطعͬ صورت به خریداران ارزش توابع مقدار از که شده�است فرض همچنین
صورت به اعدادی مقاله این در شود. بیشینه p × B(∅, p) که کنیم اعلام نحوی به را p قیمت که است گونه این
دارد. قرار {β۱, . . . , βn} مجموعه�ی در بهینه قیمت که مͬ�شود ثابت و مͬ�شود تعریف βi = sup{p | i ∈ B(∅, p)}
در الͽوریتم این شده�است. ارائه بهینه قیمت آوردن دست به و اعداد این محاسبه�ی برای حریصانه الͽوریتم ͷی [١٧] در

مͬ�کند. کار O(n۲ logn) زمان

در که است این مسئله فرض کند. اعلام روز k در قیمت k مͬ�تواند فروشنده مسئله این در قطعͬ: Basic(k) پیͺربندی (٢
تعداد که کنیم اعلام روز k برای قیمت k که مͬ�شود تعریف این�گونه مسئله ترتیب این به مͬ�رسد. تعادل به شبͺه روز هر
هستیم. مطلع قطعͬ صورت به ارزش توابع مقادیر از که است این بر فرض قبلͬ حالت مانند گردد. بیشینه خریداران نهایͬ
شود. کمینه

∑k
i=۱ pi | Si − Si−۱ | که است {pi}ki=۱ صورت به قیمت�ها از دنباله�ای کردن پیدا هدف پیͺربندی این در

ͷی [١٧و۶] در ,B(Si−۱است. pi) برابر و مͬ�کنند خرید به اقدام iام روز در که است خریدارانͬ مجموعه�ی Si از منظور
O(n۲ log n+ n۲k) زمان در ارائه�شده الͽوریتم مͬ�کند. محاسبه را قیمت�ها از دنباله این که شده�است ارائه پویا الͽوریتم

مͬ�کند. کار
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زیرا باشد مطلع ارزش توابع مقادیر از فروشنده کنیم قبول که است بعید خیلͬ واقعیت در غیرقطعͬ: Basic(١) پیͺربندی (٣
مͬ�دانیم. را ارزش توابع احتمال توزیع که مͬ�شود فرض آن جای به است. خریداران خصوصͬ اطلاعات جزو مقادیر این
فرض احتمال توزیع و غیرقطعͬ مقادیر ارزش توابع برای که تفاوت این با است Basic(١) پیͺربندی مشابه پیͺربندی این

مͬ�شود.
قیمت اعلام با که است سودی میزان و خریداران تعداد ترتیب به که مͬ�شوند تعریف Cp Xpو متغیرهای پیͺربندی این در
E[CpOPT ] که هستیم pOPT دنبال به حالت این در .E[Cp] = p × E[Xp] داریم: که است بدیهͬ مͬ�آیند. بدست p

شود. بیشینه
،ϵ > ۰ هر ازای به که است تقریبͬ الͽوریتم�های از گونه�ای FPTAS شده�است. ارائه FPTAS ͷی پیͺربندی این برای
را جزییات زیر قضیه�ی است. ۱

ϵ و ورودی تعداد برحسب چندجمله�ای FPTAS زمان باشد. α(۱− ϵ) مͬ�تواند آن فاکتور
مͬ�کند: مشخص

زمان با الͽوریتم ͷی t ≥ ۱ mو ≥ ۳ صحیح مقدار و ϵ > ۰ مقدار هر و p داده�شده�ی قیمت هر برای [۶و١٧] .١۴ قضیه

۱− em log
max{pi}
۱+ϵ

tm حداقل احتمال با که مͬ�کند پیدا نحوی به را pقیمت که دارد O(nوجود
۳t۲m
ϵ۲ × log

max{pi}
۱+ϵ ) اجرای

.E[Cp] = E[COPT × ۱−ϵ
(۱+ϵ)۲ خواهیم�داشت:

مدلسازی ارزشغیرقطعͬ توابع با که است قطعͬ Basic(k) پیͺربندی مشابه پیͺربندی این غیرقطعͬ: Basic(k) پیͺربندی (۴
شده�است: پیدا FPTAS ͷی نیز پیͺربندی این برای [١٧] در همچنین و [۶] در مͬ�شود.

حداقل آن سود که مͬ�کند پیدا نحوی به را قیمت�ها از بهینه�ای دنباله�ی که دارد وجود پویایͬ الͽوریتم [۶و١٧] .١۵ قضیه

O(
n۵ log

max{pi}
۱+ϵ

ϵ۲ ×(log logmax{pi})+k log۲(max{pi}))اجرای زمان در الͽوریتم این است. بهینه سود ۱−ϵ
۲(۱+ϵ)

مͬ�کند. کار

در قیمت که هنͽامͬ ولͬ کند تعیید روز k در را کالا قیمت مͬ�تواند فروشنده پیͺربندی این در : Rapid(k) پیͺربندی (۵
این در حقیقت در مͬ�کنیم. اعمال را روز همان تغییرات تنها و برسد تعادل به نمͬ�دهیم اجازه بازار به مشخصشد روز ͷی
و [۶] در هم روز. همان در نه و مͬ�شود دیده بعدی روز در روز ͷی در خرید به مربوط تاثیرات کرده�ایم فرض پیͺربندی

ندارد. وجود مسئله این برای α فاکتور با تقریبͬ الͽوریتم هیچ که شده�است ثابت [١٧] در هم

ندارد. وجود P ̸= NP شرط به α فاکتور با تقریبͬ الͽوریتم هیچ Rapid(k) برای [۶و١٧] .١۶ قضیه

problem ) مستقل مجموعه�ی مسئله�ی [۶] در شده�است. اتخاذ متفاوتͬ شیوه�های [١٧] و [۶] در قضیه این اثبات برای
داده�شده�اند. کاهش مسئله این به ( subset sum problem ) مجموعه زیر جمع مسئله�ی [١٧] در و ( independent set

گیری نتیجه ۵
محققان کار نتایج شدند. بررسͬ فروش و بازاریابͬ الͽوریتم�های و استراتژی�ها سیاست�ها، بر اجتماعͬ شبͺه�های تاثیر مقاله این در
بیان شده�اند مطرح زمینه این در که مسائلͬ و پیͺربندی�ها مدلسازی�ها، انواع شدند. ارائه امر این در رایانه علوم و اقتصادی علوم

گرفتند. قرار مطالعه مورد آن�ها جزییات از مختصری شرح و گردیدند

مراجع

[1] [1] J.Hartline, V.S.Mirrokni and M.Sundarajan, Optimal Marketing Strategies over social net-
works , In WWW, Pages 189-198, 2008.

[2] M.Katz and C.Shapiro, Network exernalities, competition and compatibility , American Eco-
nomics Review, 75(3):424-40, June 1985.

۵٠



[3] D.Kempe, J.Kleinberg, and Eva Tardos, Maximizing the spread of influence through a social
network , In KDD 03, pages 137-146, New York, Ny, USA, 2003, ACM.

[4] [4] E.Mossel and S.Roch,On the submodularity of influence in social networks , In STOC’07:
Proceedings of the thirty-ninth annual ACM symposium on Theory of computing, pages 128-
134, New York, NY, USA, 2007, ACM.

[5] D.Kempe, J.Kleinberg, and Eva Tardos, Influential nodes in a diffusion model for social net-
works , In in ICALP, pages 1127-1138. Springer Verlag, 2005.

[6] H. Akhlaghpour, M. Ghodsi, N. Haghpanah, H. Mahini, A. Nikzad, Iterative Pricing with Pos-
itive Network Externalities , 5th Workshop on Ad Auctions, Stanford, 2009.

[7] http://www.orgnet.com/sna.html

[8] http://en.wikipedia.org/wiki/Social-network

[9] Carrington, Peter J., John Scott and Stanley Wasserman (Eds.). 2005,Models and Methods
in Social Network Analysis , New York: Cambridge University Press. ISBN 9780521809597.

[10] V. Krebs, Uncloaking Terrorist Networks, FirstMonday, 2001, available at
http://firstmonday.org/htbin/ cgiwrap/bin/ojs/index.php/fm/article/view/941/863 .

[11] P.domingos , M.Richardson, Mining the network value of the customers , seventh interna-
tional conference on knowledge discovery and data mining, 2001.

[12] M. Richardson, P. Domingos, Mining Knowledge-Sharing Sites for Viral Marketing , Eighth
Intl.

[13] R. Myerson, Optimal auction design , Mathematics of Operations Research, 6(1):58-
73,1981.

[14] G. Nemhauser, L. Wolsey, M. Fisher, An analysis of the approximations for maximizing sub-
modular set functions , Mathematical Programming, 14(1978), 265–294.

[15] G. Cornuejols, M. Fisher, G. Nemhauser, Location of Bank Accounts to Optimize Float ,
Management Science, 23(1977).

[16] Uriel Fiege, Vahab S.Mirrokni, and Jan Vondark, Maximizing non-monotone, submodular
functions , in FOCS’07: Proceeding of the 48th annual IEEE Symposium on Foundations of
Computer Science(FOCS’07) pages 461-471, Washington, DC, USA, 2007, IEEE Computer
Society.

مهندسͬ دانشͺدهͬ کامپیوتر، نرمافزار دکتری رسالهͬ پیشنهاد ، ͬͺترونیͺال بازارهای در نوین الͽوریتمهای مهینͬ ح. [١٧]
.١٣٨٧ مهر شریف، صنعتͬ دانشͽاه کامپیوتر،

۵١



اجتماعͬ پدیده�های شبیه�سازی و عامل-گرا١ مدلسازی
آموزگار مسعود

مقدمه
جهان اشیا نیز مولͺول�ها و پیچیده! حال عین در و ساده مͬ�دهند، تشͺیل را مولͺول�ها اتم�ها، و را اتم�ها بنیادین، ذرات ما، جهان در
میͺروارگانیسم�ها و بافت�ها نیز سلول�ها و مͬ�سازند را زنده سلول�های ،ͷارگانی پیچیده�ی مولͺول�های میان این در مͬ�سازند. را
قادر را انسان که هستند سلول�ها از خاصͬ نوع نورون�ها، مͬ�آورند. بوجود را اکوسیستم�ها نیز ارگانیسم�ها و مͬ�دهند تشͺیل را

مͬ�دهند. تشͺیل را اجتماعͬ ساختارهای دیͽر و گروه�ها دیͽر، هم کنار در انسان�ها باشد. گاه خودآ که مͬ�سازند

پیچیدگͬ�ها

خاص، روشͬ با فریم�ورک٢ ͷی لایه�های از ͷی هر برای یͺدیͽر، با آن�ها تقابلͬ مد و کلیدی اجزای و بخش�ها شناسایͬ طریق از قبلا
کلیتͬ بلͺه نبوده�اند؛ دست٣ͬ پایین بخش�های از انبوهͬ یا خوشه�ها لایه�ها، این از ͷهری اما بود توضیح قابل لایه آن مفهوم و هویت
بسیار موفقیت به توجه با برداشتند. در را جدیدی نظم و ویژگͬ�ها که بوده�اند متعامل و مرتبط ساختارهایͬ دارای که داشتند پیچیده
روش�های کارآمدتر، و پیچیده�تر کلیت ͷی به ساده اجزای سری ͷی (سازماندهͬ) تبدیل ͬͽونͽچ تشریح در قبلͬ روش�های کم
کنند. بیرون صحنه از را قبلͬ ناکارآمد روش�های توانسته�اند پیچیدگͬ” ”نظریه یا پیچیدگͬ” شناخت ”علم جمله از جدید علمͬ
ساده اجزای از زیادی تعداد از پویا سیستم�های این واقع در مͬ�شود. اطلاق انطباقͬ پیچیده�ی سیستم�های به ”پیچیدگͬ” کلمه عموما
در بیشتر پیچیدگͬ شناخت علم اصلͬ کارایͬ شوند. سازگار خود تغییر در دائما محیط با مͬ�توانند که شده�اند تشͺیل غیرخطͬ و
ی�ͷپارچه و باثبات تاحدودی ماکروسͺوپͬ الͽوهای به پایینͬ سطح اجزای از تعدادی تقابل چͽونه که است یافته تمرکز حوزه این

شده�اند؟ تبدیل

عامل-گرا مدل�سازی اصلͬ ویژگͬ�های

و مایͺروشبیه�سازی۵ ریاض۴ͬ مدلسازی جمله از مدلسازی دیͽر روش�های با آن تفاوت به باید عامل-گرا مدلسازی توضیح در
که تفاوت این با دارد کامپیوتری برنامه�نویسͬ در شͬ�گرا روش به زیادی شباهت مدلسازی نوع این کرد. اشاره ۶ͷداینامی سیستم
در کند. پردازش را خود جهان از گرفته ورودی�های چͽونه و باشد داشته تعامل خود جهان با چͽونه که مͬ�کند تعیین خود عامل بر

١Agent-based moddeling
٢framwork
٣low level
۴Mathematical Modelling
۵Micro simulation
۶System Dynamic

۵٢



با است ممͺن عمل این و کند انتخاب را عامل�ها دیͽر با متقابل عمل خود مͬ�تواند عامل هر ͷداینامی سیستم برخلاف روش این
با را دارد وجود اجتماعͬ سیستم در که پیچیدگͬ�هایͬ مͬ�توان لذا باشد. متفاوت دارد مشابهͬ کاملا درونͬ مقادیر که عاملͬ عمل

داد. نشان شبیه�سازی�ها در خوبͬ تقریب با مدل این
پردازنده�های وجود با چون ندارد وجود برایعامل�ها شده استفاده المان�های تعداد در محدودیتͬ روشمدلسازی، این در همچنین

کرد. شبیه�سازی همزمان بطور را زیاد المان�های با عامل میلیون�ها مͬ�توان قوی،

اجتماعͬ علوم در عامل�گرا مدلسازی

بدین نیست، بینͬ پیش اجتماعͬ، علوم در عامل-گرا شبیه�سازی و مدلسازی اولیه هدف که شود تاکید موضوع این بر باید ابتدا در
دارای عامل-گرا مدل�های پس ندارد. وجود آن�ها همانندسازی امͺان که هستند پیچیده آنقدر معمولا اجتماعͬ پروسه�های که معنͬ

نیستند. کارآمد کردن، پیش�بینͬ نظیر اهدافͬ برای لازم دقت
توجه با واقع در است. قبلͬ تئوری�های کردن فرمالایز یا جدید تئوری�های ایجاد به ͷکم عامل-گرا مدلسازی اصلͬ هدف
شبیه�سازی شود)، حفظ آن تمامیت و ͬͽپارچͺی که طوری (به است تئوری ͷی فرمول�بندی شامل که کردن فرمالایز پروسه�ی به
نسبت کامپیوتری شبیه�سازی که دید این با پس مͬ�کند. ایفا را طبیعͬ علوم در ریاضیات نقش همان اجتماعͬ علوم در کامپیوتری
خوب ویژگͬ�های از را زیر موارد مͬ�توان است، کردن فرمالایز برای مناسب�تری بسیار روش اجتماعͬ علوم برای ریاضͬ مدل�های به

برشمرد: عامل-گرا مدل�سازی

دارند. ریاضͬ تͺنی�ͷهای به نسبت کمتری انتزاع و هستند رساتر و واضح�تر بسیار برنامه�نویسͬ زبان�های •

ریاضͬ. معادله�های با تا کرد پیاده�سازی را موازی پروسه�های مͬ�توان راحتͬ به کامپیوتری برنامه�های با •

آن�ها ویرایش تسهیل باعث این و هستند ساخت�یافته�تر بنابراین مͬ�شوند، ساخته نرم�افزار مهندسͬ مبانͬ براساس برنامه�ها •
هستند. ویژگͬ این فاقد ریاضیاتͬ سیستم�های معمولا که مͬ�شود

نͽاه در متفاوت مردمͬ شبیه�سازی برای مثال (برای است ساده�تر بسیار همͽن عامل�های با سیستم�هایͬ شبیه�سازی امͺان •
است. سخت�تر نسبتا ریاضیات از استفاده با امر این که توانایͬ�هایشان) و دانش میزان آن�ها، اجتماعͬ

مͬ�گیرند. تصمیم دارند که دانشͬ میزان و موقعیت به توجه با که محدود٧ عقلانیت با عامل�هایͬ کردن مدل امͺان •

تعادل. از خارج پروسه�هایͬ کردن مدل امͺان •

عامل-گرا مدلسازی ابزار�های و محیط�ها

از: عبارتند هستند، رایج عامل-گرا مدلسازی برای که رایجͬ محیط�های

NetLogo، Mason، Repast

بیشتر که است این کرد فراموش نباید که جالبͬ و مهم نͺته�ی ولͬ شوند. بررسͬ هرکدام که است خارج متن این حوصله�ی از که
سیستم�های کردن مدل در راحتͬ بخاطر این که هستند پایتون٩ یا جاوا٨ نویسͬ برنامه زبان�های پایه�ی بر عامل-گرا مدلسازی ابزارهای
است آمده جاوا برنامه�نویسͬ زبان برای عامل-گرا مدلسازی برای که کتابخانه آخرین جمله از است. زبان�ها این توسط چندعاملͬ

باشد. نیز آن�ها قدرتمندترین مͬ�رسد نظر به که کرد اشاره JADE به مͬ�توان
٧Boundedly rational
٨Java
٩Python
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آنلاین الͽوریتم�های
حسینͬ کاوه
اول بخش

مقدمه
مطالعه کاربردی حوزه�ها�ی از بسیاری در آنلاین مسایل بوده�اند. واقع توجه مورد بسیار آنلاین الͽوریتم�های گذشته سال ٢٠ طول در

محاسباتͬ. مالͬ امور و شبͺه برنامه�ریزی، ساختار�ها، داده عامل، سیستم�های در منابع مدیریت جمله از شده�اند،
این مͬ�کند. دریافت را σ = σ(۱), σ(۲), . . . , σ(m) درخواست�های از دنباله�ای آنلاین الͽوریتم ͷی رسمͬ طور به
اطلاع σ(t′) ،t′ > tدرخواست�های از الͽوریتم σ(t)درخواست به پاسخ هنͽام شوند. داده پاسخ ترتیبورود به باید درخواست�ها
درخواست�هاست. دنباله�ی برای شده پرداخت کلͬ هزینه کردن کمینه هدف مͬ�طلبد. را هزینه�ای درخواست هر به دادن پاسخ ندارد.
بایستͬ الͽوریتم و مͬ�کند تولید را درخواست�ها دشمن گرفت. نظر در درخواست١ به پاسخ بازی ͷی عنوان به مͬ�توان را فرایند این
آنلاین الͽوریتم روش این در مͬ�سنجد[۴]. رقابتͬ تحلیل روش به معمولا را آنلاین الͽوریتم�های کارایͬ دهد. پاسخ کدام هر به
پاسخͬ مرحله هر در مͬ�تواند و دارد اطلاع اول همان از ،σ درخواست�ها، دنباله�ی از که OPT بهینه�ی آفلاین٢ الͽوریتم با ALG

مͬ�شود. مقایسه بدهد، کمینه هزینه�ی با

مͬ�دهد. نشان را OPT و ALG الͽوریتم�های هزینه�ی ترتیب به )OPT )(σ) و ALG(σ) و شده داده σ کنید فرض .١ تعریف
همه�ی برای ،ALG(σ) ≤ c.OPT(σ) + b که طوری به باشد داشته وجود b ثابت اگر مͬ�نامیم c-رقابت٣ͬ را ALG الͽوریتم

.σ دنباله�های

است. حالت بدترین در الͽوریتم تحلیل برای قوی ابزاری رقابتͬ تحلیل است گفتنͬ

اولیه نتایج

است. شده مطرح تعاملͬ محاسبات حوزه�ی در که است مسئله�ای قدیمͬ�ترین احتمالا و مهم مسایل از ͬͺی صفحه�بندی۴ مسئله�ی
حافظه�ی ͷی هستیم. حافظه لایه دو دارای مسئله این در مͬ�شود. ناشͬ حافظه مراتب سلسله با CPU توسط داده تعامل از مسئله
CPU است. شده تقسیم مساوی بخش�های۵ به اطلاعات .M۲ کم سرعت ولͬ بالاتر ظرفیت با ͷی و M۱ سریع و ظرفیت کم
به درخواست هر که مͬ�کند دریافت درخواست دنباله�ای سیستم کند. اطلاعات M۱تبادل حافظه�ی با مͬ�تواند تنها مستقیم طور به
داشته M۱وجود در مربوطه بخش اگر وتنها اگر داد جواب مͬ�توان بلافاصله را درخواست مͬ�شود. مربوط اطلاعات از بخش ͷی

١Request answer game
٢Offline algorithm
٣c-Competitive
۴Paging
۵Page
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داده پاسخ درخواست و مͬ�شود M۱آورده M۲به حافظه�ی از مربوط بخش سپس مͬ�دهد. رخ خطا۶ ͷی صورت این غیر در باشد،
الͽوریتم شود. باز بخشجدید برای جا تا مͬ�شود M۱حذف فعلͬ بخش�های از ͬͺیM۱ به بخش ͷی کردن کپͬ بار هر با مͬ�شود.
تمایل که هزینه�ای گیرد. صورت آنلاین شͺل به باید هم تصمیم این شود. حذف بخش�ها از ͷی کدام مͬ�کند تعیین صفحه�بندی

خطاهاست. تعداد داریم آن کردن کمینه به
شده�اند: آورده زیر در صفحه�بندی الͽوریتم�های عمده�ترین

است. شده استفاده بقیه از کمتر اخیرا که کن حذف را بخشͬ شده٧): استفاده کمترین (اخیرا LRU •

است. M۱باقͬ�ماند در بقیه به نسبت بیشتری زمان که کن حذف را بخشͬ خروج٨ͬ): ورودی-اولین (اولین FIFO •

است. شده وارد حافظه به که کن حذف را بخشͬ آخرین خروج٩ͬ): ورودی-اولین (آخرین LIFO •

است. شده استفاده کمتر بقیه از اخیرا که کن حذف را بخشͬ شده١٠): استفاده کمترین (اخیرا LFU •

باشد. بخش k ،M۱ ظرفیت کنید فرض کرده�اند. بررسͬ را اول الͽوریتم دو کارایͬ تارجان[۴] سلیتورو

هستند. k-رقابتͬ هردو FIFO و LRU .٢ قضیه

مͬ�شود. اثبات مشابه شͺل به هم FIFO الͽوریتم برای است. k-رقابتͬ LRU، مͬ�دهیم نشان اثبات.
نشان بایستͬ باشد. ͬͺیM۱ حافظه�ی در LRU و آفلاین) بهینه�ی (الͽوریتم MIN الͽوریتم اولیه�ی پیͺربندی١١ کنید فرض

.σCLRU(σ) ≤ k.CMIN(σ) ،σ دنباله�ی هر برای M۱و حافظه�ی در اولیه بخش k هر برای دهیم
مͬ�کنیم تقسیم مرحله١٢ چند به را σ دنباله�ی مͬ�کنیم. بررسͬ خاص ای σ دنباله�ی هر برای را LRU عملیات

σ = σ۱, . . . [σi+۱, . . . , σj ], [σj+۱, . . . , σl], . . .

که مͬ�یابد پایان σj با مرحله اولین مثال برای داده�است. رخ خطا هم آن عضو آخرین در و است خطا k دقیقا دارای مرحله هر که
j = min{t : LRU has k page faults in σi+۱, . . . , σt}

که مͬ�دهیم نشان دارد. خطا k ، LRUتعریف بنابر مͬ�کنیم. بررسͬ MIN و LRU دوی هر برای را مرحله ͷی هزینه�ی حالت
مͬ�کنیم. بررسͬ را متفاوت حالت دو باشد. داشته خطا ͷی حداقل بایستͬ مرحله هر در MIN الͽوریتم

است: زیر شͺل به مرحله بنابراین مͬ�کند. خطا pبخش ͷی برای بار دو LRU یͺسان مرحله�ی در :١ حالت
. . . , [σi+۱, . . . , σp۱ = p, . . . , σp۲ = p, . . . , σj ], . . .

از اخیرا p که صورتͬ در تنها مͬ�شود M۱حذف از دوباره و M۱آورده�مͬ�شود به p ،p روی خطا اولین از پس که کنید توجه
موجود دیͽر بخش k همه�ی که مͬ�دهد نشان دهد رخ p روی دیͽری خطای ͷی اگر بنابراین استفاده�شده�باشد. کمتر بقیه
k + ۱ بنابراین شده�اند. M۱ وارد p به دوم درخواست از قبل و p روی خطا اولین از پس هستند، σp۲ از قبل که M۱ در

داشته�باشد. خطا ͷی حداقل مرحله هر در MIN یعنͬ این درخواست�شده�اند. مرحله این در مختلف بخش

مͬ�کند. خطا مختلف بخش k روی LRU :٢ حالت
صورتگرفته�است. مرحله شروع از قبل که (pمثلا) خطایͬ آخرین اینͺه به توجه با مͬ�کنیم. بررسͬ را حالت زیر دو اینجا در

مͬ�دهد. رخ خطا دوباره p روی فعلͬ، مرحله�ی در الف)
σi = p, [σi+۱, . . . , p . . . , σj ]

بخش�های به درخواست k بایستͬ دهد رخ p روی خطا دومین اینͺه از قبل است. ١ حالت به شبیه بسیار حالت این
الͽوریتم بنابراین دارد. متفاوتوجود بخش�های به درخواست k+ ۱ کلا فعلͬ مرحله�ی در بنابراین داده�شود، p از غیر

دارد. خطا ͷی حداقل هم مرحله این در MIN
۶Page Fault
٧Least recently used
٨First-in First-out
٩Last-In-First-Out
١٠Least-Frequently-Used
١١Configuration
١٢Phase
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ندارد. وجود p روی خطایͬ هیچ فعلͬ مرحله�ی در ب)
σi = p, [σi+۱, . . . , σj ]

مرحله�ی طول در که شود توجه باشد. M۱موجود در p بایستͬ مرحله شروع از قبل مͬ�کنیم. بررسͬ را MIN رفتار
باید MIN آن�ها همه�ی دادن جا برای بنابراین نیستند. p آن�ها از کدام هیچ که مͬ�رسند متفاوت درخواست k فعلͬ

کند. حذف را p

نزدیم. حرفͬ مرحله اولین شروع از قبل خطاهای به راجع ولͬ .CMIN(phase) ≥ ۱ مرحله هر برای حالت�ها همه�ی در دادیم نشان
باشد. یͺسان باید دو هر برای خطا اولین گرفته�ایم یͺسان را الͽوریتم دو هر برای اولیه پیͺربندی اینͺه به توجه با

هستند. k-رقابتͬ همه که دارد وجود الͽوریتم�ها از کلͬ�تری دسته�ی
مرحله هر ابتدای در مͬ�دهد. پاسخ مرحله چند در را درخواست�ها دنباله�ی علامت�گذاری الͽوریتم علامت�گذاری١٣.
ͬͺی خطا بروز هنͽام مͬ�شود. علامت�دار بخش آن مͬ�شود لازم بخش ͷی هرگاه هستند. علامت بدون حافظه بخش�های همه�ی
همه�ی که وقتͬ مͬ�شود تمام مرحله ͷی مͬ�شود. حذف و شده انتخاب دلخواه طور به نیست علامت�دار که حافظه بخش�های از
شروع جدید مرحله�ی ͷی و مͬ�شود پاک علامت�ها همه�ی صورت این در کند. بروز یͷخطا و هستند علامت�دار حافظه بخش�های

مͬ�شود.
بررسͬ [٢و٣] در علامت�گذاری استراتژی�های کلͬ طور به است. علامت�گذاری الͽوریتم نوع ͷی واقع در LRU الͽوریتم
حالت بهترین در قطعͬ الͽوریتم�های واقع در است. k-رقابتͬ علامت�گذاری الͽوریتم هر که داد نشان [۵] ١۴͹تورین شده�اند.

هستند. k-رقابتͬ
شͺل به و دارد نام MIN الͽوریتم شده�است. ارایه [١] بلادی١۵ توسط صفحه�بندی مسئله�ی برای آفلاین بهینه�ی الͽوریتم ͷی

مͬ�کند. عمل زیر
مͬ�شود. درخواست دوباره بقیه از دورتر آینده�ی در که کن حذف را بخشͬ خطا بروز هنͽام : MIN

دارد. را خطا تعداد کمترین الͽوریتم این درخواست�ها از دنباله هر روی که داد نشان بلادی

است. صفحه�بندی مسئله�ی برای آفلاین بهینه�ی الͽوریتم ͷی MIN الͽوریتم [١] .٣ قضیه

عبارت به باشد. k از کمتر آن رقابت١۶ͬ ضریب که ندارد وجود صفحه�بندی مسئله�ی برای آنلاین قطعͬ الͽوریتم [۴] .۴ قضیه
در .CA(σ

A) ≥ k.CMIN(σ
A) که طوری به دارد وجود σA = σA

۱ . . . σA
n مانند دنباله�ای A آنلاین الͽوریتم هر برای دیͽر

کرد. انتخاب بخش k + ۱ مجموعه�های از مͬ�توان را دنباله این واقع

است. شده حذف σA
۱ . . . σA

i−۱ به دادن پاسخ از M۱پس از که باشد بخشͬ σA
i کنید فرض اثبات.

داریم: است شده انتخاب بخش k + ۱ بین از که σ متناهͬ دنباله�ی هر برای .۵ لم

CMIN(σ) ≤
| σ |
k

هیچ σi+۱, . . . , σi+k−۱ از کدام هیچ روی MIN مͬ�دهیم نشان مͬ�آورد. وجود به MIN برای خطا ͷی σi کنید فرض اثبات.
بخش k + ۱ دقیقا اینͺه به توجه با مͬ�کند. حذف σi به پاسخ برای MIN که باشد بخشͬ p کنید فرض داشت. نخواهد خطایͬ
درخواست p بعدی درخواست از قبل M۱باید در موجود دیͽر بخش هر که شود توجه دهد. رخ p روی باید بعدی خطای داریم،
جدا بعدی خطای از را σi درخواست k − ۱ حداقل بنابراین مͬ�شود.) داده درخواست همه از بعد p تعریف بر شود.(بنا داده

مͬ�کند.

حالت بهترین در A پس .CA(σ) = kl ≥ k.CMIN(σ) بنابراین باشد. kl طول به σA پیشوند ͷی σ کنید فرض حال
است. k-رقابتͬ

١٣Marking
١۴Toring
١۵Belady
١۶Competitive ratio
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