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تغییرات حساب در مستقیم روش

صفدری محمد دکتر

مقدمه ١

قائم صفحه ی در را B = (x۲, y۲) و A = (x۱, y۱) نقطه دو

بیابیم نقطه دو این بین خم م خواهیم یرید. ب نظر در فضا در

تاثیر تحت تنها و اک اصط بدون که را ذره ای هرگاه که طوری به

در کند، حرکت خم روی تواند م تنها و م کند، حرکت گرانش

مسئله به مسئله این برسد. B به زمان کمترین در کنیم رها A

معروف زمان) کمترین معنای به لغت (در Brachistochrone

است.

شد. گرفته نظر در ١۶٣٨ در گالیله توسط بار اولین مسئله این

١۶٩۶ در برنول یوهان کند. حل را آن کامل طور به نتوانست وی اما

را ریاضیدانان و کرد مطرح Acta Eruditorum مجله در را مسئله

جمله از نفر چند وی به پاسخ در کرد. دعوت آن حل برای تلاش به

برای حل هایی راه برنول ژاکوب بزرگترش برادر و لوپیتال لایبنیتز،

کردند. ارائه مسئله

بدون را نامه اش ول کرد ارائه مسئله این برای حل راه هم نیوتن

گفته نیوتن حل راه به راجع مشهوری نقل در برنول فرستاد. نام

شناختم”. پنجه اش جای از را ”شیر که است

خواهیم کنیم حل جدید روش های با را مسئله این بخواهیم اگر

داشت:

∆t =

∫ t۲

t۱

dt =

∫ t۲

t۱

ds

v

B در ذره که زمان t۲ و است A در ذره که است زمان t۱ جا این در

زمان که است این هدف است. ذره سرعت v = ds
dt همچنین است.

ارتفاع y اگر باشد. داشته را ن مم مقدار کمترین ∆t یعن حرکت

ثابت گرانش شتاب با حرکت در انرژی پایستگ خاطر به باشد، ذره

(x(y), y) صورت به نظر مورد خم کنید فرض .v =
√

۲gy داریم g

که م دانیم آنگاه باشد. شده داده

ds =
√

dx۲ + dy۲ =

√
(
dx

dy
)۲ + ۱ dy

داشت خواهیم پس

∆t =

∫ y۲

y۱

√
(dx/dy)۲ + ۱

۲gy
dy

انتگرال مقدار که x(y) تابع کردن پیدا به شد تبدیل مسئله بنابراین

x(y۲) = x۲ ، x(y۱) = x۱ مرزی شرایط در و رساند حداقل به را بالا

کند. صدق

تعمیم را آن ذارید ب بپردازیم بالا مسئله حل به آنکه از پیش

است. تغییرات حساب اصل مسئله از ساده مثال بالا مسئله دهیم.

F : Ω× R× Rn → R و دار کران باز ی Ω ⊂ Rn کنید فرض

مقدار که بیابیم را u : Ω → R تابع خواهیم م باشد. پیوسته تابع

تابعک

I[u] :=

∫
Ω

F (x, u(x),∇u(x)) dx

در کند. صدق u|∂Ω = u۰|∂Ω مرزی شرط در و رساند حداقل به را

است. شده داده مرزی مقدار ی u۰ : Ω̄ → R این جا

١



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی تغییرات حساب در مستقیم روش شریف ریاض مجله ی

بالا صورت به مهندس و علوم ریاضیات، در بسیاری مسائل

ی از بالا بندی فرمول فیزی در خاص طور به شوند. م بیان

بنیادی نظریات تمام تقریبا م نامند. لاگرانژی بندی فرمول را مسئله

فرمول قابل یا م شوند بندی فرمول لاگرانژی صورت به فیزی در

به و م دهند نمایش L با را F معمولا فیزی متون در هستند. بندی

م دهند نمایش S با را I و م گویند، لاگرانژی ال چ یا لاگرانژی آن

لاگرانژی کلاسی انی م در مثال عنوان به م گویند. کنش آن به و

آن پتانسیل انرژی و جنبش انرژی تفاضل برابر ذرات سیستم ی

است. سیستم

اویلر‐لاگرانژ معادله ٢

نظر در R برد با تابع عنوان به توان م را I برگردیم. اصل مسئله به

فضای این درباره هستند. Ω̄ روی توابع از فضایی آن دامنه که گرفت

است کاف فعلا کرد. خواهیم صحبت مفصل طور به جلوتر توابع

این هدف م باشند. u۰ با برابر ∂Ω روی فضا این اعضای که بدانیم

شبیه با باشد. I مینیمم نقطه که بیابیم فضا این در را u تابع که است

I اگر که زد حدس م توان متناه بعد دیفرانسیل حساب با سازی

م شد. صفر برابر م بایست u نقطه در آن مشتق بود، پذیر مشتق

صورت به تا ذارید ب فعلا کرد دقیق را مطلب این م توان اگرچه

است Ω̄ روی تابع v کنید فرض یریم. ب مشتق u در I از فرمال

که دارد را برداری نقش واقع در v است. صفر برابر ∂Ω روی که

u+ tv تابع t ∈ R هر برای یریم. ب مشتق آن جهت در خواهیم م

داریم حال است. I دامنه به متعلق پس است، u۰ برابر Ω مرز روی

I[u+ tv] =

∫
Ω

F (x, u+ tv,∇u+ t∇v) dx

خواهیم دهیم قرار صفر برابر را t و یریم ب مشتق t به نسبت اگر

داشت

۰ = I ′[u] =

∫
Ω

∇uF (x, u,∇u)v+∇ξF (x, u,∇u) ·∇xv dx

کرده ایم. ذاری جای آن در را ∇u که F در است متغیری ξ این جا در

است x به نسبت که را v مشتق نیاید پیش ابهام اینکه برای همچنین

از م توانیم بالا انتگرال دوم جمله در اکنون داده ایم. نمایش ∇xv با

روی v چون که کنید توجه کنیم. استفاده جزء به جزء گیری انتگرال

داشت. نخواهیم مرزی جمله گیری انتگرال این در است صفر ∂Ω

پس

۰ =
∫
Ω

[∇uF −∇x(∇ξF )]v dx

معادله در u تابع پس است. برقرار v هر برای تساوی این اما

م کند صدق زیر پاره ای دیفرانسیل

∇uF (x, u,∇u)−∇x(∇ξF (x, u,∇u)) = ۰

م گویند. اویلر‐لاگرانژ معادله آن به که

قابل اطلاعات م توان اویلر‐لاگرانژ معادله از استفاده با

خاص طور به آورد. دست به u یعن مسئله جواب به راجع توجه

عادی دیفرانسیل معادله ی اویلر‐لاگرانژ معادله که ، ی بعد در

مشخص کامل طور به را جواب م توان موارد از بسیاری در است،

معادله یرید. ب نظر در را Brachistochrone مسأله مثلا کرد.

(توجه م آید دست به زیر صورت به مسأله این برای اویلر‐لاگرانژ

است). جواب u = x(y) و y مستقل متغیر مسأله این در که کنید

F (y, u, ξ) =

√
ξ۲ + ۱
۲gy

∇uF (y, x, x′)−∇y(∇ξF (y, x, x′)) = ۰

داریم و است ∇uF = ۰ پس ندارد بستگ u به F ول

∇y(∇ξF (y, x, x′)) = ۰ ⇒ ∇ξF (y, x, x′) = c

داریم حال است. ثابت عدد ی c که

∇ξF =
ξ√

(۲gy)(ξ۲ + ۱)

م شود اویلر‐لاگرانژ معادله بنابراین

x′√
(۲gy)(x′۲ + ۱)

= c ⇒ x′۲

y(x′۲ + ۱)
= ۲gc۲ =:

۱
۲a

شده تعریف صورت این به راحت برای که است ثابت a این جا در

داشت خواهیم کنیم حل x′ برای را معادله این اگر است.

x′ =

√
y

۲a− y
⇒ x =

∫ √
y

۲a− y
dy
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م آوریم دست به y = a(۱− cosθ) متغیر تغییر با

x =

∫ √
a(۱− cos θ)

a(۱+ cos θ)
a sin θ dθ =

∫
a tan

θ

۲
sin θ dθ

=

∫
a(۱− cos θ) dθ = a(θ − sin θ) + C

پارامتری صورت به م توان را جواب خم نتیجه در

x = a(θ − sin θ) + C

y = a(۱− cos θ)

دو از خم که شوند تعیین طوری باید C و a ثابت های داد. نمایش

از قسمت واقع در خم این ذرد. ب B و A انتهایی و ابتدایی نقطه

در که دایره ی روی ثابت نقطه ی که خم است، لوئید سی ی

م کند. ط است راست خط ی روی حرکت حال

که وقت اما کاراست، بعدی ی حالت در فوق روش چه اگر

حالت این در زیرا برد. کار به را آن نم توان است بیشتر ی از بعد

این و م باشد پاره ای دیفرانسیل معادله ی اویلر‐لاگرانژ معادله

صریح طور به نم توان خاص خیل حالت های در جز به را معادلات

معادله دهیم نشان آنکه برای موارد از بسیاری در واقع در کرد. حل

و دارد مینیمم I تابعک که م کنیم ثابت دارد جواب اویلر‐لاگرانژ

دکتری تز در ریمان را روش این م کند. صدق معادله در آن مینیمم

کند. ثابت را ریمان نگاشت قضیه تا برد کار به ١٨۵١ در خود

صفحه از ساده همبند و باز سره زیرمجموعه هر م گوید قضیه این

گوی به تحلیل و پوشا ، ی به ی نگاشت ی با م توان را مختلط

تا داشت احتیاج ریمان قضیه،  این اثبات برای کرد. تصویر واحد

کند: حل را زیر پاره ای دیفرانسیل معادله ∆u = ۰ in Ω

u = g on ∂Ω

تابع g و است شده داده ساده همبند باز ی Ω ⊂ C این جا در

∆u = ∂۲u
∂x۲ +

∂۲u
∂y۲ همچنین م باشد. ∂Ω روی مشخص و پیوسته

است. u تابع لاپلاسین

اویلر‐لاگرانژ معادله ∆u = ۰ معادله که دید م توان سادگ به

تابعک متناظر

I[u] =

∫
Ω

|∇u|۲dxdy =

∫
Ω

(
∂u

∂x
)۲ + (

∂u

∂y
)۲dxdy

است کران دار پایین از تابعک این چون که کرد فرض ریمان است.

نامید. دیریشله» «اصل را خود فرض این وی دارد. مینیمم حتما پس

ول م رسید. نظر به اثبات به بی نیاز و معقول فرض این زمان آن در

از نامتناه بعد با فضای ی I تابعک دامنه که داشت نظر در باید

درباره لزوما داریم متناه البعد فضاهای از که شهودی و است توابع

را پیوستگ و حد مفاهیم که وایرشتراس، کارل نیست. درست آن

نشان وی یافت. را دیریشله اصل برای نقض مثال اولین کرد، دقیق

تابعک که داد

I[u] =

∫ ۱

۰
x(u′(x))۲dx

u : [۰, ۱] → R توابع بین در است، کران دار پایین از وضوح به که

با نم کند. اختیار را خود مینیمم u(۰) = u(۱) = ۰ مرزی شرط با

تابعک ها، برخ برای دیریشله اصل که داد نشان هیلبرت حال، این

است. درست داشت، نظر در ریمان که تابعک جمله از

خود مسائل مشهور لیست از نوزدهم مسأله همچنین هیلبرت

کرد، ارائه ریاضیدانان الملل بین کنگره در ١٩٠٠ سال در که را

I تابعک اگر که پرسید وی داد. اختصاص تغییرات حساب به

کننده مینیمم تابع آیا باشد شده تعریف F تحلیل تابع ی توسط

D۲
ξξF که کنیم فرض باید البته است؟ تحلیل تابع ی نیز I

است. محدب ξ به نسبت F یعن است، معین مثبت ماتریس ی

ی متناظر اویلر‐لاگرانژ معادله که است این معادل فرض این

مثبت هیلبرت نوزدهم مسأله پاسخ باشد. بیضوی دیفرانسیل معادله

برداشت. ١٩٠۴ در برنستاین را آن اثبات راه در قدم اولین است.

تحلیل آنگاه است C۳ تابع u کنیم فرض اگر که کرد ثابت او

و کردند تلاش مسأله این حل برای ری دی ریاضیدانان است.

کنند. ضعیف تر را u بودن C۳ یعن اولیه همواری فرض توانستند

م پردازیم، آن به ادامه در که تغییرات، حساب در مستقیم روش اما

نتیجه هم را همواری ضعیف تر فرض های این با جواب هایی وجود

نوین ابزارهای به احتیاج اثبات شدن کامل برای بنابراین نم دهد.

این کنند. ضعیف تر هم باز را u روی اولیه همواری فرض تا بود

و جیورج دی انیو ایتالیایی ریاضیدان توسط مستقل طور به کار

مسأله حل و شد انجام ١٩۵٧ در نش جان ایی آمری ریاضیدان

گردید. کامل دو این توسط هیلبرت نوزدهم

٣
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سوبولف فضاهای و مستقیم روش ٣

اویلر‐ معادله حل است بیشتر ی از بعد وقت دیدیم که طور همان

اینکه اثبات برای بنابراین نیست. پذیر ان ام سادگ به لاگرانژ

را ری دی روش تا داریم نیاز دارد u مثل مینیمم نقطه I تابعک

مینیمم I که کنیم ثابت مستقیم طور به م خواهیم یعن بریم. کار به

مشتق از اویلر‐لاگرانژ معادله که آورید یاد به م کند. اختیار را خود

بدون را مینیمم م خواهیم ما پس بود. آمده دست به I از گیری

م کنیم فرض بعد به این جا از سادگ برای کنیم. پیدا گیری مشتق

است: شده تعریف زیر صورت به I که

I[u] =

∫
Ω

F (∇u(x)) dx

فرض همچنین ندارد. بستگ u و x به F که م کنیم فرض یعن

است تابع I : X → R که م دانیم است. C ۱ تابع F م کنیم

مقدار ∂Ω روی که است توابع از فضایی ،X یعن آن، دامنه که

م کنیم. صحبت جلوتر کم X درباره م کنند. اختیار را مشخص

فشرده نم تواند بنابراین نیست، کران دار X که م گوییم را این فعلا

یریم. ب کم متناه بعد در خود شهود از کم ذارید ب حال باشد.

چون کنیم. پیدا را f : R → R تابع مینیمم م خواهیم کنید فرض

گیریم. بهره معمول روش های از نم توانیم نیست فشرده f دامنه

ی م آیند. کار به حالت این در که دارند وجود ابزارهایی ول

م کند. استفاده ساده ای بسیار ایده از که است محدب آنالیز آنها از

دارد. مینیمم شویم مطمئن تا ذاریم ب f روی شرایط م خواهیم

مفید فرض ی است. کران دار پایین از f که کنیم فرض باید اولا

اما باشد. پیوسته) نتیجه در (و محدب تابع f که است این ر دی

از و محدب R روی ex تابع مثلا نیستند. کاف فرض ها این هنوز

اینکه برای نم کند. اختیار را خود مینیمم ول است کران دار پایین

بینهایت در f حد که کنیم فرض است کاف کنیم غلبه ل مش این بر

مینیمم حتما f شرایط این با ببینیم که است ساده است. نامتناه

ساده شرط های همین که است این جالب کرد. خواهد اختیار را خود

اما م کند. تضمین را مینیمم وجود هم نامتناه بعد با فضاهای در

فضای که کنیم مشخص باید دهیم توضیح را مطلب این آنکه از پیش

چیست. X

یرید. ب نظر در را ۱ ≤ p < ∞ عدد و Ω ⊂ Rn کران دار باز

صورت به را Ω روی p‐انتگرال پذیر توابع فضای

Lp(Ω) := {f : Ω → R |
∫
Ω

|f |pdx < ∞}

نرم که هستند نرم دار برداری فضای Lp فضاهای م کنیم. تعریف

صورت به f ∈ Lp

∥f∥Lp := (

∫
Ω

|f |pdx)
۱
p

م آید: دست به سادگ به Lp نرم طبیع خواص م شود. تعریف
∥f∥Lp = ۰ ⇔ f = ۰ a.e.

c ∈ R ⇒ ∥cf∥Lp = |c| ∥f∥Lp

∥f + g∥Lp ≤ ∥f∥Lp + ∥g∥Lp

به Lp فضای در را g و f تابع دو هر فاصله م توان نرم از استفاده با

با Lp فضای که داد نشان م توان کرد. تعریف ∥f − g∥Lp صورت

فضای کامل نرم دار فضاهای به است. کامل فضای ی متری این

م گویند. نیز باناخ

کار به I تابعک دامنه عنوان به نم توان را Lp فضاهای خود

حت Lp توابع و یریم ب مشتق توابع از باید I تعریف برای زیرا برد.

در C ۱ توابع فضای را I دامنه بخواهیم اگر البته نیستند. هم پیوسته

مستقیم اثبات اینکه برای برم خوریم. ل مش به باز یریم ب نظر

باید پس است. سخت بسیار C ۱ توابع فضای در مینیمم وجود

توابع فضای و Lp فضای بین نوع به که بیابیم توابع از فضایی

اگر داریم. احتیاج ضعیف مشتق مفهوم به کار این برای باشد. C ۱

محمل که بود هموار تابع ϕ و بود پذیر مشتق w : Ω → R تابع

م نویسیم حالت این (در بود Ω درون {ϕ = ۰} مجموعه یعن آن

م آوردیم دست به جزء به جزء مشتق گیری با آنگاه ( ϕ ∈ C∞
c (Ω)

∫
Ω
w∇iϕdx = −

∫
Ω
ϕ∇iw dx i = ۱, . . . , n

انتگرال این در بنابراین است صفر ∂Ω همسای در ϕ که کنید توجه

از خیل همانند اکنون نداریم. مرزی جمله جزء به جزء گیری

م بریم. کار به تعریف عنوان به را فوق قضیه ریاضیات، در تعمیم ها

برای اگر است w تابع ضعیف مشتق v = (v۱, v۲, . . . , vn) م گوییم

۴
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باشیم: داشته ϕ ∈ C∞
c (Ω) هر

∫
Ω
w∇iϕdx = −

∫
Ω
ϕ vi dx i = ۱, ۲, . . . , n

کم با که داد نشان م توان .∇w = v م نویسیم حالت این در

معن به جا همه تقریبا دارد ضعیف مشتق که تابع اضاف شرایط

ضعیف مشتق برابر آن کلاسی مشتق و است پذیر مشتق کلاسی

مشتق جا همه تقریبا که توابع که داشت توجه باید ول است. آن

تابع مثال عنوان به نیستند. پذیر مشتق ضعیف معن به لزوما پذیرند

برای م توانید است. پذیر مشتق مبدأ، در جز به R روی f(x) = |x|

و است پذیر مشتق هم ضعیف صورت به f که دهید نشان تمرین

داریم

f ′(x) =

 ۱ x > ۰

−۱ x < ۰

ظاهر انتگرال ی در که است تابع ضعیف مشتق که کنید توجه

تغییر صفر اندازه مجموعه ی در را آن مقادیر اگر و است، شده

ضعیف مشتق اصولا بنابراین نم کند. تغییر انتگرال مقدار دهیم

R روی را زیر تابع حال جا. همه نه و م شود تعریف جا همه تقریبا

یرید. ب نظر در

g(x) =

 ۱ x > ۰

۰ x ≤ ۰

عنوان به است. پذیر مشتق جا همه مبدأ در جز به هم تابع این

مشتق ضعیف صورت به g که دهید نشان م توانید ر دی تمرین

باشد، پذیر مشتق ضعیف صورت به g اگر (راهنمایی: نیست. پذیر

باشد.) صفر جا همه تقریبا باید آن ضعیف مشتق

I تابعک مناسب دامنه م توانیم مفاهیم این از استفاده با حال

زیر صورت به را W ۱,p(Ω) سوبولف فضاهای ابتدا کنیم. پیدا را

م کنیم: تعریف

W ۱,p(Ω) := {f ∈ Lp(Ω) |

و است پذیر مشتق ضعیف صورت به f

∇if ∈ Lp(Ω) i = ۱, ۲, . . . , n}

صورت به فضاها این نرم هستند. باناخ فضای هم سوبولف فضاهای

∥f∥W ۱,p := (∥f∥pLp +
n∑
i=۱

∥∇if∥pLp)
۱
p

م شود. تعریف

که دهیم قرار X فضای را I تابعک دامنه م توانیم اکنون

X := {w ∈ W ۱,p(Ω) | w = u۰ on ∂Ω}

روی I مقدار اینکه برای است. شده داده مرزی مقدار u۰ این جا در

داریم: C, b > ۰ برای که کنیم م فرض باشد متناه X

|F (ξ)| ≤ C|ξ|p + b (١)

نتیجه در

|I[w]| ≤
∫
Ω

|F (∇w)| dx+ b|Ω|

≤ C

∫
Ω

|∇w|pdx+ b|Ω|

< ∞

در و F که م کنیم فرض همچنین است. Ω حجم |Ω| از منظور که

دهید قرار باشند. کران دار پایین از I نتیجه

m := inf
w∈X

I[w] > −∞

که دارد وجود X در uk دنباله اینفیمم تعریف طبق صورت این در

که است این u مینیمم نقطه یافتن برای قدم اولین .I[uk] → m

نوع از باید یعن دارد. را هم زیردنباله ای uk دنباله دهیم نشان

W ۱,p در uk دنباله که م دهیم نشان ابتدا کنیم. استفاده فشردگ

برای نامتناه بعد با فضاهای در کران داری گرچه است. کران دار

مطلب این اثبات برای است. لازم شرط ول نیست کاف فشردگ

c, a > ۰ برای م کنیم فرض پس ذاریم. ب F روی اضافه شرط باید

داریم

F (ξ) ≥ c|ξ|p − a (٢)

تابع حد که داشتیم متناه بعد در که است فرض متناظر فرض این

(coercivity) وادارندگ فرض این به شود. نامتناه بینهایت در

۵



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی تغییرات حساب در مستقیم روش شریف ریاض مجله ی

داریم w ∈ X برای که م دهد نتیجه نامساوی این م گویند.

I[w] ≥ c

∫
Ω

|∇w|pdx− a|Ω|

≥ c۱∥w∥W ۱,p − c۲

(٣)

کرده ایم استفاده هم پوانکاره نامساوی از ما این جا در .c۱, c۲ > ۰ که

داریم است u۰ برابر ∂Ω روی که w ∈ W ۱,p برای م گوید که

∥w∥Lp ≤ C۱∥∇w∥Lp + C۲

(اثبات دارند بستگ u۰ و Ω به فقط و ندارند بستگ w به C۱, C۲ که

.( [٣] در

با است. کران دار I[uk] دنباله پس I[uk] → m چون حال

است. کران دار هم ∥uk∥W ۱,p که م آوریم دست به ٣ از استفاده

لزوما W ۱,p کران دار زیرمجموعه های گفتیم قبلا که طور همان اما

متری به نسبت این جا در فشردگ که کنید توجه نیستند. فشرده

حال این با م شود. تعریف آن نرم توسط که است W ۱,p روی

p > ۱ وقت W ۱,p کران دار زیرمجموعه های که داد نشان م توان

ضعیف فشردگ را فشردگ این هستند. فشرده معنا ی به است

و ukj دنباله زیر م توانیم ضعیف فشردگ از استفاده با م نامند.
۱
q + ۱

p = ۱ که v ∈ W ۱,q هر برای که کنیم پیدا را u ∈ W ۱,p تابع

باشیم داشته ∫است
Ω

ukjv +∇ukj · ∇v dx →
∫
Ω

uv +∇u · ∇v dx

و راست هم u به ضعیف طور به ukj
که م گوییم حالت این در

این به که را u ∈ W ۱,p تابع که داریم توقع .ukj ⇀ u م نویسیم

u که داد نشان م توان باشد. I تابعک مینیمم نقطه یافتیم صورت

.I[u] = m دهیم نشان که م ماند تنها پس است. u۰ برابر ∂Ω روی

پیوسته ضعیف رایی هم به نسبت I که است کاف کار این برای

قوی بسیار شرط ضعیف رایی هم به نسبت پیوستگ اما باشد.

صورت به باید F م دهد نتیجه که است

F (ξ) = a۱ · ξ + a۲

I تابعک ر دی عبارت به ثابت اند. بردارهایی a۱, a۲ ∈ Rn که باشد،

خوشبختانه است. خط غیر I موارد بیشتر در ول باشد، خط باید

پیوستگ قدرت همه به احتیاج است مینیمم u اینکه اثبات برای

که م دهد نتیجه پیوستگ زیرا نداریم.

I[u] = lim I[ukj ] = m

بدانیم که داریم نیاز تنها ما اما

I[u] ≤ lim I[ukj ] = m

تعریف از I[u] ≥ m نامساوی یعن تساوی ر دی نیمه که کنید توجه

گفت م توان پس بود. I اینفیمم مقدار m چون م شود. نتیجه m

اصطلاحا بالا شرط به داریم. احتیاج پیوستگ از نیم به فقط ما که

ضعیف  رایی هم از که آنجا از و م شود گفته پایین از نیم پیوستگ
است.١ پایین از ضعیف نیم پیوسته I م گوییم کرده ایم استفاده

به نسبت I پیوستگ کنیم. بحث دقیق غیر کم ذارید ب حال

داشته معادلا یا باشد خط F که بود این معادل ضعیف رایی هم

باشیم

F (tξ۱ + (۱− t)ξ۲) = tF (ξ۱) + (۱− t)F (ξ۲)

باشد ضعیف نیم پیوسته I بخواهیم اگر .t ∈ [۰, ۱] و ξ۱, ξ۲ ∈ R که

یعن باشد، کاف آن برای بالا تساوی از نیم که داشت توقع م توان

باشیم داشته

F (tξ۱ + (۱− t)ξ۲) ≤ tF (ξ۱) + (۱− t)F (ξ۲)

به م توانیم اکنون .F بودن محدب ر م نیست چیزی رابطه این

F بودن محدب که دهیم نشان سادگ به و کنیم استدلال دقیق طور

کنید فرض است. پایین از ضعیف نیم پیوسته I که م دهد نتیجه

آنگاه ،uj ⇀ u

I[uj ] =

∫
Ω

F (∇uj) dx

≥
∫
Ω

F (∇u) +∇ξF (∇u) · (∇uj −∇u) dx

(۴)

نمودار بر مماس صفحه که کرده ایم استفاده مطلب این از این جا در

در مماس صفحه یعن دارد. قرار نمودار زیر کاملا محدب تابع ی

معادله با که ∇u(x) نقطه هر

F (∇u(x)) +∇ξF (∇u(x)) · (y −∇u(x))

هستند. ی lim inf و lim این جا در ول کنیم استفاده lim inf از lim جای به باید باشیم دقیق بخواهیم اگر ١

۶
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دهیم قرار است کاف حال است. F (y) نمودار زیر است شده داده

یریم. ب انتگرال نامساوی طرفین از و y = ∇uj(x)

j → ∞ وقت طرفین از اگر برم گردیم. ۴ نامساوی به اکنون

داشت خواهیم یریم ب حد

lim I[uj ] ≥ I[u] + lim

∫
Ω

∇ξF (∇u) · (∇uj −∇u) dx

∇ξF (∇u) اگر یعن راست. هم ∇u به ضعیف طور به ∇uj اما

است. صفر برابر بالا نامساوی در راست سمت حد آنگاه باشد Lq در

م کنیم فرض م افتد اتفاق این شویم مطمئن اینکه برای

|∇ξF (ζ)| ≤ C|ζ|p−۱ (۵)

داشت خواهیم آنگاه

|∇ξF (∇u)| ≤ C|∇u|p−۱

پس q = p
p−۱ زیرا |∇u|p−۱ ∈ Lq ∫اما

Ω

(|∇u|p−۱)qdx =

∫
Ω

|∇u|pdx < ∞

نامساوی های در و باشد C ۱ و محدب F اگر که دادیم نشان نتیجه در

اختیار X روی را خود مینیمم I تابعک آنگاه کند صدق ۵ و ٢ و ١

م کند.

و p = ۲ دهیم قرار اگر مثال عنوان به

I[w] =

∫
Ω

|∇w|۲dx

در یعن کرد. خواهد اختیار u مثل نقطه ای در را خود مینیمم I آنگاه

ابتدای استدلال اگر کنیم. اثبات را دیریشله اصل شده ایم موفق واقع

ϕ ∈ C∞
c (Ω) هر برای یریم ب مشتق u در I از و کنیم تکرار را مقاله

که م آوریم دست ∫به
Ω

n∑
i=۱

∇iu∇iϕdx = ۰

مشتق هم ∇u که ( [٣] در (اثبات دهیم نشان بتوانیم اگر حال

که م شود نتیجه دارد ∫ضعیف
Ω

(
n∑
i=۱

D۲
iiu)ϕdx = ۰

باشیم داشته باید است برقرار ϕ هر برای تساوی این چون

∆u =
∑

D۲
iiu = ۰ a.e.

کنیم. حل را لاپلاس معادله توانستیم یعن

مینیمال رویه های و پلاتو مسئله  ۴

رویه ای م خواهیم یرید. ب نظر در R۳ در را C بسته و ساده خم

مقدار کمترین آن مساحت و باشد C آن مرز که کنیم پیدا R۳ در

مسأله این م نامند. مینیمال رویه ی را رویه ای چنین باشد. ن مم

پلاتو مسأله آن به اما کرد، مطرح ١٧۶٠ در لاگرانژ بار اولین را

رفتار که بود نوزدهم قرن در بلژی دان فیزی پلاتو م شود. گفته

صابون حباب های انرژی چون م کرد. مطالعه را صابون حباب های

تمایل فیزی سیستم های و آن هاست سطح مساحت با متناسب

به صابون حباب های برسانند، حداقل به را خود انرژی که دارند

نشده حل مدت ها تا پلاتو مسأله درم آیند. مینیمال رویه های ل ش

شد. حل داگلاس و رادو توسط مستقلا ١٩٣٠ در اینکه تا ماند باق

تحمیل C خم روی اضاف شرط هیچ و بود نوآورانه تر داگلاس روش

که بود نفری دو از ی داگلاس مسأله این حل خاطر به نم کرد.

کردند. دریافت را فیلدز مدال اولین ١٩٣۶ سال در

دنبالش به که مینیمال رویه که کنیم فرض ذارید ب سادگ برای

C خم همچنین است. Ω ⊂ R۲ باز روی u تابع نمودار م گردیم

صورت این در است. شده داده u۰ مرزی مقدار ی نمودار توسط

یعن نمودار مساحت متناظر انتگرال مقدار u

I[u] =

∫
Ω

√
۱+ |∇u|۲ dx

صورت به F تابع حالت این در م رساند. حداقل به را

F (ξ) =
√

۱+ |ξ|۲

داریم و است

|F (ξ)| ≤ ۱+ |ξ|

باشیم داشته باید که م بینیم کنیم مقایسه ١ نامساوی با را این اگر

به ببریم کار به را مستقیم روش بخواهیم اگر ول .p = ۱

فشرده Wلزوما ۱,۱ کران دار زیرمجموعه های زیرا برم خوریم. ل مش

٧



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی تغییرات حساب در مستقیم روش شریف ریاض مجله ی

به دارد. وجود هم L۱ فضای در واقع در ل مش این نیستند. ضعیف

توابع دنباله مثال عنوان

fn(x) =

 n x ∈ [۰, ۱
n ]

۰ x /∈ [۰, ۱
n ]

دنباله این پس .∥fn∥L۱ = ۱ داریم یرید. ب نظر در L۱((−۱, ۱)) در را

دنباله ای زیر هیچ که دید م شود سادگ به اما است. کران دار L۱ در

رایی هم که کنید (توجه شود. را هم ضعیف طور به که ندارد

خارج که توابع فضای یعن فضا آن دوگان کم با L۱ در ضعیف

این به م شود. تعریف هستند، کران دار صفر اندازه مجموعه ی

م گوییم.) L∞ فضای دوگان، فضای

دهیم. گسترش Wرا ۱,۱ فضای م بایست ل مش این بر غلبه برای

هست W ۱,۱ در دار کران دنباله ی که است این در ل مش ریشه زیرا

طور به که ندارد زیردنباله ای هیچ بنابراین و ندارد، حدی نقطه که

تغییرات با توابع فضای بزرگتر فضای این شود. را هم ضعیف

برای م دهیم. نمایش BV (Ω) با را آن که است Ω روی کران دار

دهیم. تعمیم را ضعیف مشتق تعریف تا داریم لازم فضا این تعریف

علامت اندازه های هرگاه است BV به متعلق w ∈ L۱ تابع م گوییم

به باشند داشته وجود Ω روی ( تکنی خواص برخ (با µi دار

باشیم داشته ϕ ∈ C∞
c (Ω) هر برای طوری

∫
Ω
w∇iϕdx = −

∫
Ω
ϕdµi i = ۱, ۲, . . . , n

که بود (∇iw)dx برابر µi اندازه قبل تعریف در که کنید توجه

که بود w ضعیف مشتق ∇iw و است استاندارد لب اندازه dx

تابع ی نه w ضعیف مشتق این جا در ول بود. انتگرال پذیر تابع

توابع این درباره بیشتر جزئیات است. اندازه ی ه بل پذیر، انتگرال

ابزارهای به BVاحتیاج توابع مطالعه ببینید. [۴] منبع در م توانید را

اشاره فقط این جا در دارد. اندازه هندس نظریه جمله از آنالیز پیشرفته

به BV کران دار مجموعه های زیر که کرد ثابت م توان که م کنیم

برای را مستقیم روش م شود بنابراین و هستند فشرده ضعیف طور

برد. کار به مینیمال رویه های یافتن
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آرتین L‐توابع تا اویلر زتای تابع از

چراغ عل

مقدمه ١

و اول اعداد ی مطالعه ریاضیات، در قدیم بسیار مسائل از ی

بود کس اولین اقلیدس١ است. طبیع اعداد در ها آن توزیع بررس

در اویلر٢ او از بعد دارد. وجود اول عدد نهایت بی کرد اثبات که

استفاده با بار اولین برای ،[١] نهایت، بی آنالیز بر ای مقدمه کتاب

در کند. م ثابت را اول اعداد تعداد بودن نهایت بی آنالیز، از

سری این که کند م اثبات و کرده بررس را
∑
اول p

۱
p

سری او واقع

اول اعداد بیشتر شناخت جهت در گام و واگراست نهایت بی به

اعداد تحلیل نظریه برای شروع او اثبات این همچنین برداشت.

از بعض و کند م تعریف را زتا تابع او سپس آید. م حساب به

،١٨۴٠ سال در له٣ دیری اویلر، از پس آورد. م بدست را آن مقادیر

اویلر زتای تابع ای، پیمانه صحیح اعداد های مشخصه از استفاده با

م ثابت را خود معروف قضیه آن از استفاده با و دهد م گسترش را

دارد.” وجود اول عدد نهایت بی اولیه، حسابی تصاعد هر ”در کند:

همین به و دهد م نمایش L نماد با را یافته گسترش توابع این او

مقاله در ریمان۵ شوند. م معروف L‐توابع۴ به توابع نوع این دلیل

تابع شود، م محسوب اعداد نظریه در او ی مقاله تنها که ،[٢] ی

اگر کند م ادعا و دهد م گسترش مختلط اعداد به را اویلر زتای

اعداد قضیه آنگاه نباشند، خاص های محدوده در زتا تابع صفرهای

مقاله این در او همچنین آید. م بدست آن) از بهتر حت (و اول

این کند. م مطرح را ریمان فرض نام به ریاضیات حدس مهمترین

م صحبت خاص ی ناحیه در زتا تابع صفرهای مورد در حدس

اول اعداد توزیع از بیشتری درک بودن، درست صورت در که کند

زتا تابع ددکیند۶ او از بعد شود. م ر دی مسائل از بسیاری تعداد و

اطلاعات دهد م نشان و دهد م گسترش عددی های میدان به را
آرتین٧ اند. شده کدگذاری توابع آن در عددی های میدان از مهم

L‐توابع ،[٣] او، از شده منتشر ی مقاله دومین در و ١٩٢٣ سال در

محسوب له دیری L‐توابع گسترش که کند م تعریف را جدیدی

های میدان از بالاتری درک L‐توابع و زتا توابع مانند و شوند م

دهند. م ما به عددی

آرتین L‐توابع معرف برای تاریخ روندی رو، پیش مقاله در

اثبات طرح ها، اثبات بیشتر در همچنین است. شده گرفته کار به

سادگ برای همچنین است. شده داده ارجاع خواننده یا شده داده

است. شده گرفته نظر در گویا اعداد میدان های توسیع فقط
١Euclid
٢Euler
٣Dirichlet
۴L-functions
۵Riemann
۶Dedekind
٧Artin
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٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی آرتین L‐توابع تا اویلر زتای تابع از شریف ریاض مجله ی

اول اعداد تعداد بودن نامتناه ٢

بودن نهایت بی از را خود اثبات میلاد، از قبل سال ٣٠٠ در اقلیدس

که آنجایی از اقلیدس، خود اثبات در البته دهد. م ارائه اول اعداد

این هایی مثال برای فقط او نبوده، مرسوم اعداد برای نمادگذاری

حالت برای او منظور است مشخص ول دهد م توضیح را روش

است. بوده کل

دارد. وجود اول عدد نهایت بی ( (اقلیدس قضیه.

اعداد تنها p۱, p۲, . . . , pn و نباشد طور این کنید فرض برهان.

تجزیه اول اعداد به عدد هر که آنجایی از صورت این در باشند. اول

اعداد این از ی حداقل باید Nنیز = p۱p۲ · · · pn+۱ عدد شود، م

پس ،pi|p۱p۲ · · · pn بوضوح که حال در باشد. داشته را pi مثل اول

pi|N − p۱p۲ · · · pn = ۱

□ است. تناقض که

تعداد بودن نامتناه اثبات برای جدیدی ی ایده ،[١] در اویلر

مسائل حل برای آنالیزی دیدگاه که کند م عرضه اول اعداد

دهد. م اعداد نظریه ”گسسته”

دارند. وجود اول عدد نهایت بی ( (اویلر قضیه.

را کاف دقت و است اویلر خود اثبات اثبات، این تبصره.

کرد. دقیق آنرا توان م ول ندارد،

یرید: ب نظر در را زیر عدد برهان.

Pn = (
۱

۱− ۱
۲n

)(
۱

۱− ۱
۳n

)(
۱

۱− ۱
۵n

) · · ·

صورت این در کنند. م تغییر اول اعداد روی . . . ،۵ ،٣ ،٢ اعداد که

داریم: ۱
۱−x =

∞∑
n=۰

xn بسط از

Pn = (۱+
۱
۲n

+
۱

۲۲n
+ · · · )(۱+ ۱

۳n
+

۱
۳۲n + · · · ) · · ·

به تا ی تجزیه که این از استفاده و هم در جملات این ضرب با و

داریم: دارد، وجود اول اعداد

Pn = ۱+
۱
۲n

+
۱
۳n

+
۱
۴n

+ · · · (١)

گیریم: م اریتم ل Pn ضربی فرم از حال

logPn = log( ۱
۱− ۱

۲n
) + log( ۱

۱− ۱
۳n

) + log( ۱
۱− ۱

۵n
) + · · ·

کنیم: م استفاده log( ۱
۱−x ) =

∞∑
m=۱

xm

m
بسط از و

logPn = (
۱
۲n

+
۱
۲
(

۱
۲۲n

) +
۱
۳
(

۱
۲۳n

) + · · · ) +

(
۱
۳n

+
۱
۲
(

۱
۳۲n ) +

۱
۳
(

۱
۳۳n ) + · · · )+

· · ·

داریم: آن آرایش دادن تغییر با حال

logPn = (
۱
۲n

+
۱
۳n

+
۱
۵n

+ · · · ) +

۱
۲
(

۱
۲۲n

+
۱

۳۲n +
۱

۵۲n
+ · · · ) +

۱
۳
(

۱
۲۳n

+
۱

۳۳n +
۱

۵۳n
+ · · · ) +

· · ·

(٢)

:( ۱ ) از داریم و دهیم م قرار ١ برابر را n حال

P۱ = ۱+
۱
۲
+

۱
۳
+ · · · = log( ۱

۱− ۱
) = log ∞

: ( ۲ ) از و

logP۱ = (
۱
۲
+

۱
۳
+

۱
۵
+ · · · ) +

۱
۲
(
۱
۲۲

+
۱
۳۲ +

۱
۵۲

+ · · · ) +

۱
۳
(
۱
۲۳

+
۱
۳۳ +

۱
۵۳

+ · · · ) +

· · ·
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انتگرال، آزمون طبق مثلا بالا، سری بعد به دوم جملات مجموع حال

داریم: و بود خواهد متناه مقداری

logP۱ = log log ∞ ≈ ۱
۲
+

۱
۳
+

۱
۵
+ · · ·

□ است. تمام کار و

آن گام هر ول ندارد را کاف دقت بالا اثبات که است واضح

م متوجه کردن دقیق از پس و کرد دقیق روند همین با توان م را

که: شویم

∑
p≤x

۱
p
∼ log log x

اویلر زتای تابع ٣

که کند م استفاده Pn نام به موجودی از قبل قضیه اثبات در اویلر

Pn =
۱
۱n

+
۱
۲n

+
۱
۳n

+ · · ·

دهد: م ارائه خود زتای تابع برای را زیر تعریف اویلر پس

زیر ل ش به ۱ < s حقیق اعداد برای اویلر زتای تابع تعریف.

شود: م تعریف

ζ(s) =
∞∑
n=۱

۱
ns

همچنین Pnو = ζ(n) داشتیم قبل قضیه اثبات در واقع، در پس

این تری کل حالت برای اویلر که داشتیم ضربی فرم ی Pn برای

میدهد: ارائه را ضربی فرم

داریم: ۱ < s برای ( (اویلر قضیه.

ζ(s) =
∏
اول p

(
۱

۱− ۱
ps

)

از بزرگتر طبیع اعداد تای ی تجزیه دلیل به قبل، مانند برهان.

□ اول. اعداد به ١

گویند. م زتا تابع ٨ اویلری تجزیه ضربی، فرم این به

آورد: بدست را تابع این مقدار چند اویلر

داریم: n ∈ N برای ( (اویلر قضیه.

ζ(۲n) =
۲۲n−۱π۲n

(۲n)!
|B۲n|

هستند. برنول اعداد Bnها که

تابع مقادیر کرد سع ،
∞∑
n=۱

nkxn سری بررس با اویلر همچنین

تابع برای دقیق تعریف او اگرچه کند. پیدا منف اعداد برای را ζ

مانند آنرا که دانست م احتمالا ول نداشت(!) منف اعداد در زتا

داد. گسترش حقیق اعداد کل به توان م فاکتوریل تابع

( (اویلر قضیه.

ζ(۱− n)

ζ(n)
=

۲۱−ncos(nπ۲ )n!

πn

در طریق دو به که کند م مطرح را زیر حدس اویلر همچنین

شود. م اثبات ریمان مقاله

،s مثبت حقیق عدد هر برای ( (اویلر حدس.

ζ(۱− s)

ζ(s)
=

۲۱−scos ( sπ۲ )Γ(s+ ۱)
πs

با و است حقیق اعداد کل به فاکتوریل توسیع Γ(s) تابع که

شود: م تعریف زیر رابطه

Γ(s) =

∫ ∞

۰
e−xxs

dx

x

له دیری L‐توابع ۴

کند: م ثابت را خود معروف ی قضیه ،١٨۴٠ سال در له دیری
٨Euler factorization

١١



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی آرتین L‐توابع تا اویلر زتای تابع از شریف ریاض مجله ی

اول هم به نسبت طبیع عدد دو m و r اگر ( له (دیری قضیه.

عدد نهایت بی {mk + r|k ∈ N} حسابی تصاعد در آنگاه باشند،

دارد. وجود اول

زتا تابع دادن تعمیم به مجبور له دیری قضیه، این اثبات برای

بی به واگرا
∑
p
m
≡r

۱
p

کند اثبات که بود این او ی ایده واقع در شد.

برای یرد. ب نتیجه را اش قضیه آن از استفاده با و است نهایت

تعریف را له دیری های مشخصه ابتدا باید له دیری تعریفL‐توابع

کنیم:

م m پیمانه به له دیری مشخصه ی را χ : Z → C تابع تعریف.

باشد: داشته را زیر خواص هرگاه نامیم

χ(a) = ۰ نباشد: اول m به نسبت a اگر •

|χ(a)| = ۱ باشد: اول m به نسبت a اگر •

بودن) ضربی (کاملا χ(a)χ(b) = χ(ab) آنگاه a, b ∈ Z اگر •

χ(k +m) = χ(k) داریم: k ∈ Z همه برای •

از همومورفیسم ی واقع در له دیری ی مشخصه پس

بدیه مشخصه را χ۰ ≡ ۱ تابع همچنین است. C∗ به (Z/mZ)∗

نامیم. م

L‐تابع باشد. له دیری ی مشخصه ی χ کنید فرض تعریف.

کنیم: م تعریف زیر ل ش به را آن به وابسته ی له دیری

L(s, χ) =
∞∑
n=۱

χ(n)

ns

راست هم ۱ < s برای بالا سری باشد، بدیه مشخصه χ اگر

است. اویلر زتای تابع با برابر و

راست. هم ۰ < s برای بالا سری نباشد، بدیه مشخصه χ اگر

از mرا پیمانه به متفاوت اعداد که دارد را خاصیت این تابع این

باشد ۴ پیمانه به له دیری ی مشخصه χ۱ اگر مثلا کند. م ”جدا” هم

L‐تابع آنگاه شود، م شناسایی χ۱(۳) = −۱ و χ۱(۱) = ۱ با که

با: است برابر آن به وابسته

L(s, χ۱) =

∞∑
n=۱

χ۱(n)

ns
=

∑
n

۴
≡۱

۱
ns

−
∑
n

۴
≡۳

۱
ns

اویلری تجزیه ،χ بودن ضربی کاملا دلیل به L‐توابع همچنین

دارند:

برای صورت این در باشد. له دیری L‐تابع ,L(sی χ) اگر قضیه.

داریم: شود م تعریف L‐تابع که هایی s

L(s, χ) =
∏
اول p

(
۱

۱− χ(p)
ps

)

، ۱
۱−x تیلور بسط و χ بودن ضربی کاملا از استفاده با برهان.

داریم:

L(s, χ) =
∏
اول p

(
۱

۱− χ(p)
ps

)

=
∏
اول p

(۱+
χ(p)

ps
+
χ(p۲s)

p۲s
+ · · · )

=

∞∑
n=۱

χ(n)

ns

مثلا دارد. زیادی اهمیت s = ۱ نقطه در L‐توابع مقدار معمولا

احتیاج آن به خود قضیه اثبات برای له دیری که م ح ترین مهم

بود: زیر قضیه داشت

آنگاه باشد نابدیه له دیری مشخصه ی χ اگر ( له (دیری قضیه.

. L(۱, χ) ̸= ۰

m پیمانه به اول اعداد L‐توابع، از استفاده با له دیری سپس

م ثابت اول، اعداد از ها دسته آن از کدام هر برای و کند م جدا

کند:

باشند، اول هم به نسبت طبیع عدد دو r mو اگر ( له (دیری قضیه.

که: دارد وجود ( m و r به (وابسته A ثابت گاه آن

∑
p
m
≡r,p≤x

۱
p
=

۱
ϕ(m)

log log x+A+O(
۱

log x )

١٢



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی آرتین L‐توابع تا اویلر زتای تابع از شریف ریاض مجله ی

. [۴] از ٧ فصل به شود رجوع برهان.

م اثبات واقع در و دهد م نتیجه را له دیری قضیه قضیه، این

نیز متفاوت اول m به نسبت های r برای اول اعداد ” ال ”چ کند

است. سان ی

ریمان زتای تابع ۵

اعداد تمام به را اویلر زتای تابع ،[٢] خود، معروف مقاله در ریمان

”قضیه اثبات برای تلاش آن از استفاده با و دهد م گسترش مختلط

کند: م اول” اعداد

مثبت حقیق عدد ی x کنید فرض ( اول اعداد (قضیه قضیه.

کنید. تعریف x تا ١ از اول اعداد تعداد با برابر را π(x) تابع و باشد

داریم: صورت این در

π(x) ∼ x

log x

کند. م میل نهایت بی به x وقت π(x)
x/log x

→ ۱ یعن این که

گسترش Re s > ۱ با s مختلط اعداد به را ζ تابع ریمان ابتدا

طور به Re s > ۱ ی محدوده برای
∑ ۱

ns
سری واقع در دهد. م

داد. گسترش توان م ناحیه این در را زتا تابع و راست هم مطلق

به را زتا تابع توانست و بوده قوی بسیار مختلط آنالیز در ریمان

اویلر حدس و دهد گسترش مختلط ی صفحه کل به انتگرال ل ش

روش دو با را است) معروف زتا تابع تابع معادله به اکنون (که

کند. اثبات

مختلط صفحه به توان م را اویلر زتای تابع ( (ریمان قضیه.

نقطه در ١ ی مانده با ساده قطب ی بجز که بطوری داد گسترش

باشد. تحلیل نقاط بقیه در ،s = ۱

نتیجه توان م مختلط آنالیز در ای ساده نسبتا قضیه با همچنین

هست. نیز تا ی گسترش این که گرفت

به ریمان زتای تابع کم به را اول اعداد قضیه توان م حال

کرد: بیان ری دی ل ش

ریمان زتای تابع نشدن صفر با است معادل اول اعداد قضیه قضیه.

. {s ∈ C|Re s = ۱} خط روی

.[۴] از ١٣ فصل به شود رجوع برهان.

مورد در و کند م مطرح اش مقاله در را حدس ریمان همچنین

نویسد: م آن

علاقه موضوع این از دقیق اثبات به کس است ن مم ...”

گذاشته کنار را آن اثبات کردن پیدا برای تلاش من ول باشد، داشته

نیست.” نیاز من تحقیق هدف برای موضوع این زیرا ام،

کند: م ادعا و گرفته نام ریمان” ”فرض حدس این

نوار روی ریمان زتای تابع از صفری اگر ( ریمان٩ (فرض حدس.

خط روی صفر آن گاه آن باشد، داشته قرار {s ∈ C|۰ < Re s < ۱}

دارد. قرار { ۱
۲ + it|t ∈ R} بحران

معادل و است شده بسیاری های تلاش تاکنون حدس این برای

حل تاکنون وجود این با ول است، شده یافت آن برای بسیاری های

حساب به ریاضیات نشده حل مسائل ترین سخت جزء و است نشده

آید. م

به توان م ها آن جمله از که دارد بسیاری نتایج ریمان فرض

کرد: اشاره π(x) از بهتری تقریب
١٠ اریتم ل انتگرال اگر و باشد درست ریمان فرض اگر نتیجه.

گاه: آن کنیم، تعریف Li(x) =
∫ x

۲
dt

log t
برابر را

|π(x)− Li(x)| < ۱
۸π

√
x log x

.

. [۵] به شود رجوع برهان.

طور به توان م زتا، تابع مانند نیز را له دیری L‐توابع

فرض مانند حدس و داد گسترش صفحه کل به ١١ مرومورفی

کرد: بندی فرمول ها آن برای ریمان
٩Riemann Hypothesis (RH)

١٠Logarithmic integral
١١Meromorphic

١٣



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی آرتین L‐توابع تا اویلر زتای تابع از شریف ریاض مجله ی

له دیری مشخصه ی χ اگر ( ریمان١٢ یافته تعمیم (فرض حدس.

بحران نوار روی L(s, χ) تابع از صفری و باشد

روی صفر آن گاه آن باشد، داشته قرار {s ∈ C|۰ < Re s < ۱}

است. گرفته قرار { ۱
۲ + it|t ∈ R} بحران خط

اعداد جبری نظریه ۶

از استفاده با که است اعداد نظریه از قسمت اعداد جبری نظریه

و گویا اعداد صحیح، اعداد ی مطالعه به مجرد، جبر های تکنی

با توان م را اعداد نظریه سوالات پردازد. م ها آن های توسیع

استفاده با و کرد جدیدی بندی فرمول اعداد جبری نظریه از استفاده

پرداخت. ها آن بررس به متنوع جبری ساختارهای جبری خواص از
١٣ دیوفانت معادلات از بسیاری حل در مخصوصا اعداد جبری نظریه

کند. م کم

ساختارهای و ها ایده بعض با خواننده کنیم م فرض این جا در

نظریه ها، میدان توسیع میدان، ایدآل، حلقه، مثل معمول جبری

است. آشنا گالوا١۴

برای کند. رجوع [۶] به تواند م مفاهیم این درک برای خواننده

م تعریف و کنیم م کار گویا اعداد های توسیع با فقط ما سادگ

کنیم:

میدان از متناه توسیع جبری، عددی میدان ی از منظور تعریف.

است. گویا اعداد

،Q(
√
d) های میدان عددی، های میدان از مهم هایی مثال

اولیه n‐ام ی ریشه ی ζn و صحیح عدد ی d که هستند Q(ζn)

مثل دیوفانت معادلات از بسیاری حل در ها میدان این است. واحد

کنند. م کم فرما آخر قضیه

ی در هرگاه گوییم م جبری صحیح عدد ی z ∈ C به تعریف.

کند: صدق زیر فرم به ای چندجمله

p(x) = xn + an−۱x
n−۱ + · · ·+ a۰ (ai ∈ Z)

ی مجموعه عددی”، میدان ی صحیح اعداد ”حلقه از منظور

که کنید بررس توانید م است. میدان آن در موجود صحیح اعداد

معمول ضرب و جمع با عددی، میدان ی در صحیح اعداد حلقه

اعداد ”حلقه دهند. م یل تش را حلقه ی ساختار مختلط، اعداد

هستند Z ، معمول صحیح اعداد همان گویا” اعداد میدان صحیح

را . . . و اول اعداد به تجزیه مانند بسیاری خواص Z حالت این در و

میدان ی در صحیح اعداد خاص، حالت این برخلاف ول دارد.

ه بل شوند، نم تجزیه حلقه آن در موجود اول اعداد به لزوما عددی

است: درست صحیح اعداد حلقه های ایدآل برای تا ی تجزیه

اعداد ی حلقه RK و عددی میدان ی Q ⊆ K کنید فرض قضیه.

ناصفر ایدآل هر صورت این در باشد. میدان آن در موجود صحیح

نوشت. زیر ل ش به توان م را I ⊆ RK

I = Pα۱
۱ Pα۲

۲ · · ·Pαn
n

مثبت صحیح اعداد ها αi و RK از اول هایی ایدآل ها Pi که

تاست. ی شت جای حد در تجزیه این هستند.

.[٧] به شود رجوع برهان.

حلقه RK و عددی میدان توسیع ی Q ⊆ K کنید فرض حال

گویا اول عدد ی p ∈ Z و باشد میدان آن در موجود صحیح اعداد

ایدآل ی pRK صورت این در است)، Z در اول عدد (منظور

ایدآل این تجزیه به مند علاقه ما و دهد م یل تش RK در ناصفر

به مثلا RK در ایدآل این هستیم. RK در موجود اول های ایدآل به

شود: م تجزیه زیر ل ش

pRK = P
eP۱/p
۱ P

eP۲/p
۲ · · ·PePn/p

n

صحیح اعداد ePi/pها و هستند RK در اول های ایدآل Piها که

شوند. م نامیده p روی اول های ایدآل ،Pi اول های ایدآل مثبت.

و ۱ < ePi/p ای، i برای اگر گوییم ای شاخه ، p ∈ Z اول عدد به
١٢Generalized Riemann Hypothesis (GRH)
١٣Diophantine equations
١۴Galois

١۴



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی آرتین L‐توابع تا اویلر زتای تابع از شریف ریاض مجله ی

به همچنین گوییم. ای شاخه غیر اول، عدد آن به صورت این غیر در

توان م شود. م گفته p روی Pi انشعاب اندیس ePi/p اعداد

، متناه توسیع ی در ای شاخه اول اعداد تعداد که کرد ثابت

وجود انشعاب نظریه در ری دی مهم عدد همچنین است. متناه

م تعریف ل ش این به که ،p روی Pi ای مانده درجه نام به دارد

شود:

میدان Z/pZ ⊆ RK/P گاه آن باشد، p روی P اگر تعریف.

P ای مانده درجه [RK/P : Z/pZ] و بود خواهند متناه هایی

شود. م داده نمایش fP/p با و شود م گفته p روی

در باشد. گالوا توسیع K/Q کنیم م فرض بعد، به این جا از

انشعاب، اندیس و ای مانده درجه که کرد اثبات توان م حالت این

ر دی عبارت به است. ثابت عددی p روی اول های ایدآل همه برای

بالا: نمادگذاری با

ePi/p = ePj/p, fPi/p = fPj/p

ها. i, j همه برای

نقش انشعاب نظریه در که کنیم م تعریف را هایی گروه حال

کنند: م ایفا را مهم

K/Qباشد توسیع گالوای Gal(K/Q)گروه کنید فرض تعریف.

ایدآل به p اول عدد تجزیه pRK = P
eP۱/p
۱ P

eP۲/p
۲ · · ·PePn/p

n و

گروه نام به گروه Pi هر برای صورت این در باشد. RK اول های

شود: م تعریف زیر ل ش به تجزیه١۵

DPi = {σ ∈ Gal(K/Q)|σ(Pi) = Pi}

در را f : DPi → Gal( R
Pi
/ Z
pZ ) همومورفیسم توان م حال

شود: م تعریف زیر ل ش به که گرفت نظر

نگه ثابت را Pi ،σ صورت این در σ ∈ DPi کنید فرض

Z/pZ که بطوری دهد م R/Pi از اتومورفیسم پس و دارد م

این با برابر را f(σ) عضو توان م پس دارد. م نگه ثابت را

ثابت توان م همچنین کرد. تعریف Gal( R
Pi
/ Z
pZ ) از اتومورفیسم

پوشاست. f که کرد

توان م همومورفیسم این از استفاده با را ری دی گروه حال

L‐توابع ای شاخه های مولفه تعریف در گروه (این کرد تعریف

آید): م کار به آرتین

f همومورفیسم ی هسته با برابر را P ١۶ اینرس گروه تعریف.

واقع: در دهیم. م نشان IP با و کنیم م تعریف

IP = {σ ∈ DP|∀r ∈ RK , σ(r)− r ∈ P}

داریم: ریخت ی اول قضیه از استفاده با

DP

IP
∼= Gal(

R

Pi
/
Z
pZ

)

DPj مزدوج (IPi) DPi که دید توان م سادگ به همچنین

,iها. j همه برای است (IPj )

داریم: را زیر قضیه همچنین

|DP| = eP/pfP/p و |IP| = eP/p داریم قضیه.

تعریف را فروبنیوس اتومورفیسم که هستیم موقعیت در حال

کنیم:
R
Pi
/Fp پس دهند. نمایش Fp با را Z/pZ که است معمول

های میدان نظریه با و است متناه های میدان از متناه توسیع ی

و هستند گالوا همواره ها توسیع این که داد نشان توان م متناه

م تولید σ : x 7→ xp عنصر با و است دوری ها آن گالوای گروه

شود. م گفته توسیع این فروبنیوس اتومورفیسم عنصر، این به شود.

FrobP/p : x 7→ xp با که است دوری )Galگروه R
Pi
/ Z
pZ ) پس

و باشد ای غیرشاخه اول عدد p کنید فرض حال شود. م تولید

این در باشند. p روی اول های ایدآل P۱,P۲, . . . ,Pn قبل مانند

داریم: و iها همه برای IPi = {۱} بالا قضیه از صورت

Gal(K/Q) ⊇ DPi
∼= Gal(

R

Pi
/
Z
pZ

)

١۵Decomposition group
١۶Inertia group

١۵



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی آرتین L‐توابع تا اویلر زتای تابع از شریف ریاض مجله ی

عنوان به را Gal( R
Pi
/ Z
pZ ) در موجود اتومورفیسم توان م پس

۰ ≤) DPiها که آنجایی از و کرد نگاه Gal(K/Q) در عنصری

رند دی ی مزدوج نیز آنها های مولد پس رند، دی ی مزدوج (i ≤ n

p روی اول ایدآل (به p اول عدد فروبنیوس اتومورفیسم توان م و

Gal(K/Q)تعریف در ازدواج ی مولفه آن با برابر را نیست) وابسته

دهیم. م نشان Frobp با ما که کرد

ددکیند زتای توابع ٧

با و داد گسترش عددی های میدان برای را ریمان زتای تابع ددکیند

حلقه به را صحیح اعداد در موجود خواص از تعدادی آن از استفاده

ریمان فرض همچنین داد. گسترش عددی های میدان صحیح اعداد

در نتایج که است شده بندی فرمول آن برای نیز یافته١٧ گسترش

دارد. عددی میدان آن در اول های ایدآل به اول اعداد تجزیه ی نحوه

را نُرم١٨ نام به مفهوم باید ابتدا ددکیند زتای تابع تعریف برای

کنیم: تعریف

RK صحیح اعداد حلقه با عددی میدان Kی کنید فرض تعریف.

،I نُرم از منظور صورت این در .RK ناصفر ایدآل ی I و باشد

شود. م داده نمایش NK/Q(I) با و است RK در I اندیس

کرد: تعریف را ددکیند زتای تابع توان م حال

زیر ل ش به ،K عددی میدان برای ددکیند زتای تابع تعریف.

شود: م تعریف

ζK(s) =
∑

I⊆RK

۱
(NK/Q(I))s

کند. م حرکت RK ناصفر های ایدآل روی I که

راست. هم Re s > ۱ با مختلط s برای تابع این

زتای تابع K = Q حالت در که دید توان م سادگ به اولا

است. ریمان زتای تابع همان ددکیند،

م نُرم تابع بودن ضربی دلیل به نیز ددکیند، زتای تابع برای

کرد: پیدا اویلر فرم به ای تجزیه توان

داریم: Re s > ۱ با مختلط s برای قضیه.

ζK(s) =
∏

P⊆RK

(
۱

۱−NK/Q(P )−s
)

کند. م حرکت RK ناصفر اول های ایدآل روی P که

طور به مختلط صفحه کل به را تابع این توانست ه١٩ ه

پیدا آن برای تابع ای معادله همچنین و دهد گسترش مرومورفی

شد: بندی فرمول آن برای ریمان فرض مانند حدس پس و کند

،K عددی میدان هر برای یافته) گسترش ریمان (فرض حدس.

آن گاه آن باشد، {s ∈ C|۰ < Re s < ۱} در ζK(s) از صفری اگر

دارد. قرار Re s = ۱
۲ خط روی صفر

متناه های گروه خط نمایش ٨

های مشخصه از توسیع ی به آرتین L‐توابع تعریف برای ما

بخش این در که داریم نیاز ها گروه خط های نمایش نام به له دیری

شود. م پرداخته آن مقدمات به

است. متناه گروه ی G کنیم م فرض همیشه بخش این در

خط عمل ی ،G از خط نمایش ی از ما منظور تعریف.

مختلط اعداد روی بعد متناه V برداری فضای ی بر G گروه

همومورفیسم ی G گروه خط نمایش ی ر، دی عبارت به است.

شود. م گفته G‐فضا ی ،V به است. ρ : G→ GLn(V )

نمایش است. V بعد تعریف، طبق ، خط نمایش ی درجه

سره زیرفضای هیچ هرگاه است ناپذیر تحویل نمایش ی (ρ, V )

(ρ′, V ′) و (ρ, V ) خط نمایش دو باشد. Gنداشته عمل تحت پایا

باشند، ی G‐فضا عنوان به V ′ و V هرگاه شوند م نامیده معادل

f : V → V ′ خط ایزومورفیسم ی که معناست این به مفهوم این
١٧Extended Riemann Hypothesis (ERH)
١٨Norm
١٩Hecke

١۶
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که: بطوری باشد

f ◦ ρ(g) = ρ′(g) ◦ f

ناپذیر تحویل های نمایش مستقیم جمع به (ρ, V ) خط نمایش هر

ر: دی عبارت به شود. م تجزیه خط

V = V۱ ⊕ V۲ ⊕ · · · ⊕ Vs

ناپذیرند. تحویل هایی نمایش Viها و هستند G‐فضا Viها که

است: زیر تابع با برابر (ρ, V ) نمایش ی ی مشخصه

χ : G→ C, χ(σ) = Tr(ρ(σ))

ازدواج ی مولفه به فقط ماتریس ی اثر٢٠ که جایی آن از که است

نمایش دو ماند. م ثابت ازدواج حد در χ پس دارد، بستگ آن

مشخصه باشند. مساوی ها آن های مشخصه اگر تنها و اگر معادلند

شود. م نامیده ٢١ اصل ی مشخصه است، ١ برابر همواره که ای

آرتین L‐توابع ٩

فرض و باشد G گالوای گروه با گالوا توسیع ی K/Q کنید فرض

،v ∈ V و σ ∈ G برای باشد. G از خط نمایش ی (ρ, V ) کنید

دهیم. م نمایش σv با را ρ(σ)v عمل

p روی اول ایدآل ی P و اول عدد ی p ∈ Z کنید فرض

P/p اینرس گروه IP و تجزیه گروه DP اگر صورت این در باشد.

فروبنیوس عنصر با DP/IP قبل، های بخش نتایج از گاه آن باشد،

درون ی فروبنیوس اتومورفیسم پس و شود م تولید FrobP/p

بعد متناه فضای ریخت

V IP := {v ∈ V |∀i ∈ IP; iv = v}

را FrobP/p اتومورفیسم مشخصه” ای ”چندجمله توان م و است

کرد: تعریف زیر تابع با

Charpol(FrobP/p)(t) = Det(I − tFrobP/p)

در FrobP/p که دانیم م قبل های بخش از کنیم. م تعریف

چندجمله که آنجا از پس شود. م مشخص p خود با ازدواج حد

ای چندجمله این پس است، ی مزدوج های ماتریس مشخصه ای

روی اول ایدآل انتخاب به و شود م مشخص p با فقط مشخصه،

ندارد. بستگ آن

کرد: تعریف را آرتین L‐توابع توان م حال

گروه با متناه گالوای توسیع ی K/Q کنید فرض تعریف.

تابع با G خط نمایش ی (ρ, V ) کنید فرض باشد. G گالوای

فرم با χ یا ρ به وابسته آرتین L‐تابع گاه آن باشد. χ ی مشخصه

شود: م تعریف زیر ضربی

L(s, χ,K/Q) =
∏
pاول

۱
Charpol(Frobp)(N(p)−s)

روی مطلق و نواخت ی طور به آرتین L‐تابع ،δ > ۰ هر برای

راست. هم Re s ≥ ۱+ δ ی ناحیه

را ریمان زتای تابع ،χ۰ ≡ ۱ اصل ی مشخصه برای (١ قضیه.

کنیم: م دریافت

L(s, χ۰,K) = ζ(s)

گاه آن باشند، Q گالوای های توسیع L ⊇ K ⊇ Q اگر (٢

L(s, χ,K/Q) = L(s, χ, L/Q)

از مشخصه ی عنوان به را Gal(K/Q) از χ ی مشخصه که

ببینیم. Gal(L/Q)

٢٠Trace
٢١Principal character

١٧
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گاه آن باشند، Gal(K/Q از مشخصه دو χ۲ و χ۱ اگر (٣

L(s, χ۱ + χ۲,K/Q) = L(s, χ۱,K/Q)L(s, χ۲,K/Q)

های نمایش ناپذیر تحویل های مشخصه χαها اگر (۴

که: بطوری دارند وجود rα ∈ C آنگاه باشند، Gal(K/Q)

ζK(s) = ζ(s)
∏

L(s, χα,K/Q)rα

.[٨] در ۵ فصل از ۴٬٢ قضیه به شود رجوع برهان.

گالوای (توسیع باشد آبل توسیع که حالت در آرتین L‐تابع

شود م سان ی له دیری L‐تابع با ،( آبل گالوای گروه با متناه

دارد نیاز ای رده های میدان نظریه کم به آن اثبات که آنجایی از اما

کند. رجوع [٨] کتاب به تواند م علاقمند خواننده

مختلط صفحه به مرومورفی طور به آرتین L‐توابع همچنین

تابع تابع ی معادله مانند تابع ی معادله ی و یابد م گسترش

غیر مشخصه اگر که کند م ادعا آرتین حدس همچنین دارند. زتا

گسترش تحلیل طور به آن به وابسته آرتین L‐تابع آنگاه باشد، اصل

یابد: م

، غیراصل ناپذیر تحویل مشخصه هر برای ( (آرتین حدس.

صفحه کل به تحلیل گسترش ی L(s, χ,K/Q) آرتین L‐تابع

دارد. مختلط

دارد، زیادی بسیار نتایج بودن، درست صورت در آرتین حدس

عددی. های میدان از L/K توسیع برای ζL(s)
ζK(s) بودن تحلیل مثلا

مثلا دارد. زیادی بسیار کاربردهای آرتین L‐توابع همچنین

کم ما به له دیری قضیه اثبات در له دیری L‐توابع که گونه همان

(قضیه یافته گسترش له دیری قضیه حل در آرتین L‐توابع کنند، م

مشخص در ها آن همچنین دارند. کاربرد ( چبوتارف٢٢ ال چ

های ایدآل از استفاده با عددی، های میدان جبری های توسیع کردن

توسط برنامه این کنند. م کم عددی میدان آن خود در موجود

جبری نظریه در زیادی کاربردهای و بود شده پیشنهاد کرونکر٢٣

بندی فرمول به که دارند نتایج و دارند اعداد تحلیل نظریه و اعداد

منجر ” لنگلندز٢۴ ”برنامه نام به اعداد نظریه در فعال بسیار برنامه ی

شوند. م

قدردان

مطالب. حروفچین به کم برای حیدرشاه محمدامین از ر تش با
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پایین بعد توپولوژی در کاربردهایی و گره فلور همولوژی

اصفهان حبیبی سامان

گره ها نظریه ١

کنید تصور م نامیم. لینک را آن ها کنید. نگاه ١ تصویر به

کاملا که شده اند درست منعطف بسیار ماده ای از لینک هایمان

نم شوند. نیز پاره و دارد را شدن فشرده و شدن کشیده قابلیت

هم به فشردن و کشیدن با را شده داده نشان لینک های م توان آیا

کرد؟ تبدیل

راست). (سمت پر سه گره چپ)، (سمت بدیه گره .١ تصویر

به باشیم مطمئن م توانیم چطور نیابیم تبدیل شان برای راه اگر

اشیا این مطالعه به لینک ها و گره ها نظریه نم شوند؟ تبدیل هم

خم l اجتماع R۳ در L l‐مولفه ای لینک ی واقع در م پردازد.

ی به نشسته اند. R۳ در هموار طور به که مجزا ست بسته ساده

هم به که را لینک هایی م خواهیم م گوییم. گره همبند، لینک

معادل را L۲ و L۱ لینک های یریم. ب معادل هم با را م شوند تبدیل

هموار نگاشت یعن باشند. محیط ایزوتوپی هم با اگر م گوییم

هر برای Ht = H|R۳×{t} که باشد موجود H : R۳ × [۰, ۱] → R۳

.١H۱(L۱) = L۲ ، H۰ = idR۳ باشد، دیفیومورفیسم ی t ∈ [۰, ۱]

آن ها مطالعه جای به لینک ها، مطالعه شدن ساده تر برای ابتدا

م کنیم. نگاه صفحه ی روی آن ها تصویر به بعدی، سه فضای در

روی به افکنش prP : R۳ → P و R۳ در لینک L کنید فرض

،P عموم انتخاب ی برای باشد. P ⊂ R۳ جهتدار صفحه ی

نقطه متناه با غوطه ور سازی ی L لینک به prP نگاشت تحدید

از که را لینک از قسمت مضاعف، نقطه ی در است. مضاعف

به م دهیم. نشان شده بریده خم ی با را م شود رد ر دی تکه زیر

تصویر م گوییم. لینک دیاگرام ،P صفحه روی آمده بدست تصویر

م بینیم. ٢ در را دیاگرام چند

راست). (سمت دیاگرام چپ)، (سمت تریفویل دیاگرام .٢ تصویر

م نامیم بدیه را K گره م کنیم. شروع ساده گره های مطالعه از

نخورده گره واقع (در باشد ایزوتوپی (R۳ (در اقلیدس دایره با اگر

باشد).
شده است. ترسیم بعدی ٣ فضای در لینک ها از همسای ی درواقع لینک ها شدن دیده بهتر برای ١ تصویر در کنید ١دقت

١٩
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هم به نسبت p, q > ۱ صحیح عدد دو اگر چنبره ای. گره

تعریف زیر نقاط مجموعه صورت به Tp,q چنبره ای گره باشند، اول

م شود،

{(z۱, z۲) ∈ C۲|z۱z̄۱ + z۲z̄۲ = ۱, zp۱ + zq۲ = ۰} ⊂ S۳. (١)

رسم نخورده گره استاندارد چنبره ی روی م توان را گره این

بار p را جغرافیایی عرض و بار q را جغرافیایی طول ه بطوری کرد

٣ تصویر در را Tp,q چنبره ای گره برای دیاگرام ی م کند. قطع

م بینید.

.Tp,q چنبره ای گره .٣ تصویر

سمت در را تریفویل برای دیاگرام م نامیم، پر سه گره را T۲,۳

و اگر است بدیه گره Tp,q بعلاوه م کنید. مشاهده ٢ تصویر چپ

.q = ±۱ یا p = ±۱ اگر فقط

ساختار های شناخت و طبقه بندی ، ریاض عموم اهداف از ی

این گاه توپولوژی در است. جبری و هندس مختلف

کتگوری در هومئومورفیسم حد (در ذات خمینه ها برای طبقه بندی

در خط قطعه قطعه هومئوموررفیسم ، توپولوژی خمینه های

کتگوری در دیفیومورفیسم و خط قطعه قطعه خمینه های کتگوری

ی زیرخمینه های مطالعه به نیز گاه است. هموار) خمینه های

بررس محیط ایزوتوپی های حد در را آن ها و پرداخته خمینه

نتیجه که داریم بودن معادل از مفهوم حالت هر در بنابراین م کنیم.

ویژگ هایی به بود. خواهد اشیا این از هم ارزی کلاس های یل تش آن

م کنند. اختیار ثابت مقدار کلاس هر روی که علاقه مندیم

تکنی مان هستیم روبه رو لینک ها جمله از پیچیده اشیا با وقت

ساده تری فضاهای در را که آن ها است این معمولا مطالعه  شان برای

(مثل جبری ساختار ی یا عدد ی لینک هر به مثلا کنیم. کد

سپس و دهیم نسبت ناوردا، صورت به برداری)، فضای یا گروه ی

لینک دو نبودن یا بودن ی مورد در ساده تر ساختار این کم به

کنیم. قضاوت

هر به م توان مثلا ساده اند، ساختار هایی ساختار ها این گاه

بیان را گره آن پیچیدگ نوع به که داد نسبت عدد ی گره

فشرده و همبند رویه های رده بندی برای که روش (شبیه م کند

کاف به اندازه عددی ناوردا های گره ها مورد در اما م شود) استفاده

پیچیده تری ساختار های از م توان نم دهند. تمییز هم از را گره ها

آنگاه اما داد. تمییز هم از را بیشتری گره های بتوان تا کرد استفاده

برای شد. خواهند مطالعه سخت باعث ساختار خود پیچیدگ های

مطالعه در قدرتمندی ناوردای گره مل م فضای بنیادی گروه نمونه

کرده اید. حساب گره دو برای را گروه این کنید تصور اما گره هاست

سوال نه، یا ی اند آمده بدست گروه های آیا که سوال این خود حال

م شود. محسوب ل مش

گره ها، نظریه در عددی ناوردای سه اول گام در نوشته این در

بعدی چهار گونای و گره٢ سایفرت گونای گره، شدن باز عدد یعن

در چندجمله ای ناورداهای سراغ به سپس کرد. خواهیم معرف را گره

نظریه در همولوژی ناوردای ی نیز انتها در و م رویم گره ها نظریه

گره های دادن تمییز در تنها نه ناورداها این م کنیم. معرف گره ها

و گره ها از توپولوژی اطلاعات ه بل دارند کاربرد هم از مختلف

م کنند. ذخیره خود در نیز مل شان م فضای

گره ها نظریه در عددی ناورداهای ٢

از خاص تقاطع ی یرید. ب نظر در L لینک برای دیاگرام ی

تقاطع این در م توانید کنید تصور کنید. انتخاب را دیاگرام این

برسید جدیدی دیاگرام به ،۴ ل ش داده، عبور هم از را گره رشته های

و است ی قبل دیاگرام با شده داده نمایش دیس از خارج که

برعکس. یا زیرگذر به روگذر از یافته، تغییر آن تقاطع دیس درون
٢Seifert Genus of Knot

٢٠
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راست). (سمت L− چپ)، (سمت L+ .۴ تصویر

بدیه گره به م توان تقاطع، تغییر متناه تعداد با K گره هر برای

عدد را، بدیه گره به رسیدن برای نیاز مورد تعداد کمترین رسید.

سخت م دهیم. نمایش u(K) با را آن و م نامیم K گره شدن باز

K گره از دیاگرام چه نم دانیم که است این در u(K) محاسبه

م دهد. بدست را کمیت این کمینه مقدار که است

گره شدن باز عدد میلنور٣). حدس ضعیف (صورت ١ قضیه

.u(Tp,q) =
(p−۱)(q−۱)

۲ با است برابر (p, q) = ۱ که Tp,q چنبره ای

با م توان را چنبره ای گره دهیم نشان که است ساده نسبتا

اینکه اما (تمرین). کرد تبدیل بدیه گره به تقاطع تغییر (p−۱)(q−۱)
۲

کمتری تعداد با چنبره ای گره کردن باز برای روش هیچ کنیم اثبات

حدس این است. برانگیز چالش مساله ندارد وجود تقاطع تغییر

(سال مروکا۵ و کرونهایمر۴ توسط بار نخستین (١٩۶٨ (سال میلنور

ی از طرح شد. اثبات پیمانه ای نظریه ابزارهای کم به (١٩٩٢

همولوژی در شده ذخیره اطلاعات کم به حقیقت این برای اثبات

کرد. خواهیم ارائه ه ای شب

م کنند کران که رویه هایی کم به م توان را لینک ها و گره ها

هموار و فشرده مرزدار، رویه همواره K گره هر برای کرد. مطالعه

رویه ی را آن باشد. K همان آن مرز ه بطوری دارد وجود R۳ در

رویه های گره هر برای .۵ تصویر م نامیم، K گره برای سایفرت

مختلف. گوناهای با است، موجود مختلف سایفرت

. گره برای سایفرت رویه ی .۵ تصویر

با برابر را م دهیم نشان g(L) با را آن که ،K گره سایفرت گونای

م کنیم. تعریف K گره سایفرت رویه های همه گونای کمینه

گره ناوردای سایفرت، گونای که است واضح تعریف صورت از

است.

محاسبه سخت دیدیم، گره شدن باز عدد مورد در آنچه با مشابه

K شده داده گره برای دهیم نشان که است این در سایفرت گونای

تنها بدیه گره ندارد. وجود کمتر گونای با سایفرت رویه ای هیچ

است. صفر گونای با گره

برابر (p, q) = ۱ که Tp,q چنبره ای گره سایفرت گونای .٢ قضیه

.g(Tp,q) =
(p−۱)(q−۱)

۲ با است

نیست ل مش چندان (p−۱)(q−۱)
۲ گونای با رویه ای یافتن

چنبره ای گره های ساندر ال چندجمله ای مطالعه کم به (تمرین).

گره هاست. این برای ن مم گونای کمینه این داد خواهیم نشان

گره چهاربعدی گونای گره ها مطالعه برای ر دی ناوردای ی

در نقطه ی افزودن با باشد. R۳نشسته Kدر گره کنید فرض است.

چهار گونای م نشیند. S۳ در گره و شده تبدیل S۳ به R۳ بی نهایت

تعریف اینگونه م دهیم نمایش gs(K) با را آن که K گره بعدی

م شود:

صورت به که F هموار و جهت پذیر فشرده، همبند، رویه

برابر آن مرز و است نشسته D۴ در (F, ∂F ) ⊂ (D۴, ∂D۴ = S۳)

٣Milnor’s Conjecture
۴Peter Kronheimer
۵Tomasz Mrowka
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م نامیم. K گره برای برش رویه ی را ،∂F = K است، K گره با

دارد. وجود مختلف برش رویه های گره هر برای

صحیح عدد

gs(K) = min{g(F )| است K برای برش رویه {ی (٢)

برای (یا برش را K گره م نامیم. K گره بعدی چهار گونای را

دیس یعن ،gs(K) = ۰ اگر م گوییم ( برش هموار طور به تاکید

است. K برش رویه هموار

رویه های همه و کنیم ضعیف را بودن هموار شرط اگر

رویه توپولوژی دیس کنیم، دخیل تعریف در را توپولوژی

صفر گونای K گره هر برای و بود خواهد گره ها تمام برای برش ای

حد در را K گره برگزید. میانه ای شرط م توان اما م آید. بدست

موجود D۴ در D توپولوژی دیس اگر م گوییم برش توپولوژی

ی D۴ در D دیس نقطه هر در بعلاوه و D ∩ S۳ = K که باشد

باشد. موجود عمود D۲ راستای

ی افزودن از بعد ،F سایفرت رویه با R۳ در K گره هر برای

برش رویه ی م توان ،S۳ به F و K انتقال و بی نهایت در نقطه

آن مرز نه (و F رویه درون است کاف است. D۴ مرز S۳ ساخت.

رویه ی به تا دهید هل هموار) صورت (به D۴ درون به کم را)

هر با طرف از .gs(K) ≤ g(K) پس برسید. K گره برای برش

م کند تغییر واحد ی حداکثر بعدی چهار گونای تقاطع تغییر بار

.gs(K) ≤ u(K) نتیجه در

 

گره بعدی چهار گونای میلنور). حدس قوی (صورت ٣ قضیه

.gs(Tp,q) =
(p−۱)(q−۱)

۲ با است برابر (p, q) = ۱ که Tp,q چنبره ای

ما م کند. اثبات نیز را گزاره این مروکا و کرونهایمر برهان

ارائه ه ای شب همولوژی کم به قضیه این برای برهان کلیت نیز

م دهیم.

از لینک ها تمییز در گره ها نظریه در ابزار ها موثرترین از ی

چندجمله ای ناورداهای عددی شان، کمیت های محاسبه و ر دی ی

هستند.

ساندر ال چند جمله ای ٣

گره ها نظریه در قدرتمندی ناوردای ١٩٢٣ سال در ساندر۶ ال جیمز

دهد نسبت لوران چندجمله ای ی لینک هر به توانست وی یافت.

به اما م باشد آن دیاگرام ی روی از محاسبه قابل اینکه با که

اولین این شاید نیست. وابسته م دهد نمایش را لینک که دیاگرام

نمونه برای بود. ر دی ی از لینک ها دادن تمییز در سیستماتی روش

ساندر ال چندجمله ای و است ١ بدیه گره ساندر ال چندجمله ای

نیستند. ایزوتوپی هم با گره دو این نتیجه در .۱− t+ t−۱ تریفول

چندجمله ای محاسبه برای وریتم ال روش های زمان گذر با چند هر

اما آمد، بدست لینک شده داده دیاگرام ی حسب بر ساندر ال

این جا در داشت. توپولوژی ذات ساندر ال جیمز اولیه تعریف

چند هر م دهیم. ارائه را آن کلاسی تعریف مختصر طور به ابتدا

این محاسبه روش تنها و کرده رد را بخش این م تواند خواننده

کند. مشاهده را چندجمله ای

آن باری همسای ی باشد، S۳ در لینک L کنید فرض

تعدادی از مجزایی اجتماع nd(L) م دهیم. نمایش nd(L) با را

X = یعن L لینک همسای ی مل م بستار است. توپر چنبره

سایفرت رویه ی F اگر م نامیم. لینک بیرون را S۳ − nd(L)

قرار لینک بیرون ناحیه در که آن از قسمت باشد، L لینک برای

از است. دیفیومورفیسم F خود با گیری) بستار از (بعد م گیرد

ی م دهیم. نمایش F همان با نیز را اخیر رویه جهت همین

که ،F × [−۱,+۱] یرید، ب نظر در X در را رویه این همسای

از را X اصطلاحا حال است. گرفته قرار F × {۰} لایه در F خود

بستار آن از سپس گرفته نظر در را X−F ابتدا یعن م بریم، F روی

باز همسای ی F جای به که است آن به شبیه این کار م گیریم.

مرزدار بعدی سه خمینه کنیم، کم X از را F × (−۱,+۱) مثلا ،F

م نامیم. Y را آمده بدست فشرده

وجود F × {−۱} و F × {+۱} یعن ،F مشابه دونسخه Y در

F− و F+ با را رویه ها این هستند. Y مرزی مولفه های این ها دارند.

نظر در را Y نسخه شمارا بی نهایت مجزای اجتماع م دهیم. نشان

برای کنید. اندیس گذاری صحیح اعداد با را نسخه ها این یرید. ب
۶James Alexander
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مرز به را دارد i که اندیس Y از نسخه ای از F+ مرز صحیح، i هر

که آنجایی از م چسبانیم. دارد i+ ۱ که اندیس Y از نسخه ای از F−

طبیع نگاشت ی هستند F از کپی ی دو هر مرزی مولفه دو این

انجام نگاشت همین کم به را چسباندن است. موجود میان شان

بعدی سه خمینه ی عمل (بی نهایت) این انجام از بعد م دهیم.

نمایش X∞ با را خمینه این داشت. خواهیم مرز بدون فشرده همبند

بسته خمینه این روی طبیع نسبتا خود‐هومومرفیسم ی م دهیم.

X∞ از x نقطه هر ،t : X∞ → X∞ است، موجود بعدی سه

که است ای Y نسخه هم اندیس آن و م کند مشخص را ی اندیس

که نقاط ر م است. م کرده زندگ Y آن در چسباندن، عمل از پیش

م کنند. مشخص را متوال دو اندیس نقاط این بوده اند، Y مرز روی

یرید ب نظر در را بیشتر ی با اندیس خمینه در نقطه همین معادل

نشان y با را آن دهید)، انجام را کار همین نیز مرزی نقاط مورد (در

ضرایب با X∞ اول همولوژی .t(x) = y م دهیم قرار م دهیم.

در نگاشت ی t نگاشت یرید. ب نظر در را ،H۱(X∞,Z) صحیح،

گروه روی القایی نگاشت این معادلا یا م کند، القا همولوژی سطح

م کند. عمل آبل گروه هر روی نیز Z بعلاوه م کند. عمل همولوژی

روی صحیح) ضرایب با لوران (چندجمله های Z[t−۱, t] نتیجه در

‐Z[t−۱, t] ی H۱(X∞;Z) پس م کند. عمل همولوژی گروه

یرید. ب نظر در را مدول این نمایش ماتریس ی است. مدول

عدد ی برای ،±t±n ضریب ی حد در ماتریس این دترمینان

شده، انتخاب سایفرت رویه به یعن است، لینک ناوردای ،n طبیع

در ضرب با م توان ندارد. بستگ مدول برای شده انتخاب نمایش یا

نرمال را چندجمله ای این ( منف یا مثبت علامت (با t از مناسبی توان

شود). ١ با برابر ١ در آن مقدار هم و باشد متقارن هم ه (بطوری کرد

م گوییم. متقارن ساندر ال چندجمله ای را آمده بدست چندجمله ای

م دهیم. نمایش ∆L(t) با را L لینک ساندر ال چندجمله ای

رابطه در متقارن ساندر ال چندجمله ای داد نشان کانوی جان

که م کند، صدق ∆L+(t) − ∆L−(t) = (t−
۱
۲ − t

۱
۲ )∆L۰(t)

،D۰ و D−،D+ دیاگرام شان، که هستند لینک هایی L۰ و L−،L+

در که است آن چنان دیس داخل و هم مشابه دیس ی خارج

شده. داده نشان ۶ تصویر

.۶ تصویر

برای ∆O(t) = ۱ که نکته این همراه به رابطه این داشتن واقع در

است. کاف لینک هر ساندر ال چندجمله ای محاسبه

توپولوژی اطلاعات حاوی چندجمله ای این گفتیم که همانطور

است. آن مل م و لینک درباره

از ∆K(t) ساندر ال چندجمله ای با R۳ در گره ای K اگر .۴ قضیه

.g(K) ≥ d(K) آنگاه باشد g(K) سایفرت گونای و d(K) درجه

کران م توان ساندر ال چندجمله ای محاسبه کم به نتیجه در

نشان م توان چند هر کرد، ارائه گره سایفرت گونای برای پایین

بزرگ دلخواه هر اندازه به م تواند g(K)−d(K) مقدار م توان داد

شود.

ساندر ال چندجمله ای چراکه م دهد نتیجه را ٢ قضیه ،۴ قضیه

نتیجه در .∆Tp,q = tk (tpq−۱)(t−۱)
(tp−۱)(tq−۱) با است برابر Tp,q چنبره ای گره

.g(Tp,q) =
(p−۱)(q−۱)

۲

م کنیم. معرف گره ها مطالعه برای قدرتمند تری ابزار ادامه در

را زیر گره های شد معرف این جا به تا که ابزارهایی با تمرین.

کنید. بررس

.٧ تصویر
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گره فلور همولوژی ۴

و اوجوات٨ پیتر توسط بار نخستین که فلور٧، ارد هی همولوژی

بعدی ٣ خمینه های مطالعه برای نارودایی شد، معرف سابو٩ سلطان

هندسه تکنی های کردن منتقل کم به که است جهت پذیر و بسته
راسموسن١٠ وب جی شد. تعریف ارد هی نمودارهای به همتافته

برای را ناوردا این از نسخه ای سابو و اجوات مستقل طور به و

که ناوردا این دادند، ارائه بعدی  سه خمینه های درون لینک های

بنیادی گروه در (که لینک هر به م شود نامیده گره فلور همولوژی

همولوژی گروه تعدادی بعدی سه خمینه ی درون است) بدیه

هستند. لینک این ناوردای گروه ها این که م دهد نسبت
یو١٢ مانولس چیپریان سپس و سارکار١١ سوچاریت بعد مدت

به (S۳ (یا R۳ درون لینک های برای را ناوردا این تا یافتند راه هایی

، ترکیبیات نسخه این به کنند. محاسبه و تعریف ترکیبیات صورت

همولوژی اصل نسخه با که چند هر م شود گفته ه ای شب همولوژی

است. ریخت ی گره فلور

،S۳ در L لینک برای ه ای شب همولوژی نسخه ساده ترین

F = میدان روی بعد متناه برداری فضای ی ،ĜH(L) یعن

یعن است شده مجهز دوگانه مدرج سازی ی به که است Z/۲Z

ĜH(L) ه ای شب همولوژی .ĜH(L) = ⊕d,s∈ZĜHd(L, s)

ĜC(G, ∂̂) است، دوگانه مدرج سازی به مجهز همبافت همولوژی

نوع روی از همبافت این .ĜC(G) = ⊕d,s∈ZĜCd(G, s) که

محاسبه قابل L لینک از G ه ای شب دیاگرام نام به دیاگرام، از خاص

و است

∂̂ : ĜCd(G, s) → ĜCd−۱(G, s).

را همولوژی ناوردای این م توان که است این جالب نکته

از خانواده ای به گرفت. نظر در ساندر ال چندجمله ای از تعمیم

مثل دوگانه اند، مدرج سازی دارای که متناه بعد با برداری فضاهای

نسبت پوآنکاره چندجمله ای نام به چندجمله ای ه ای، شب همولوژی

م کند. ذخیره خود در را برداری فضاهای بعد که م دهیم

PK(q, t) =
∑
d,s∈Z

dimFĜHd(K, s) · tsqd.

را ه ای شب همولوژی در موجود اطلاعات تمام چندجمله ای این

روی برداری فضای ی بعد دانستن که همانطور دارد. خود در

این م کند، مشخص را فضا آن ریخت ی حد در F میدان ی

معادل طور به (یا برداری فضاهای تک تک بعد دانستن نیز جا

ه ای شب همولوژی ریخت ی حد در پوآنکاره) چندجمله ای دانستن

چندجمله ای این اطلاعات از بخش از اگر حال م کند. مشخص را

چندجمله ای ی به ،q = −۱ دهیم قرار و کنیم نظر صرف متغیره دو

ه ای شب همولوژی مدرج اویلر مشخصه را آن که م رسیم متغیره ی

م نامیم،

χ(ĜH(L)) = PK(−۱, t) =
∑
d,s∈Z

(−۱)ddimFĜHd(L, s) · ts

∈ Z[t, t−۱].

(٣)

اویلر (مشخصه چندجمله ای این که است این جالب نکته حال

نشان این لینک. متقارن ساندر ال چندجمله ای با است برابر مدرج)

ساندر ال چندجمله ای اندازه به حداقل ه ای شب همولوژی که م دهد

در بیشتری بسیار اطلاعات حقیقت در دارد. اطلاعات خود در

است. موجود ه ای شب همولوژی

ه ای شب همولوژی کاربردهای ١ . ۴

گره، عددی ناورداهای مطالعه برای مناسبی ابزار ه ای شب همولوژی

همانطور است. آن بعدی چهار گونای و سایفرت گونای جمله از

ذخیره ه ای شب همولوژی در گره مورد در زیادی اطلاعات گفتیم که

است. ل مش کار خود اطلاعات این تفسیر گاه اما م شود
٧Heegaard Floer Homology
٨Peter Ozsváth
٩Zoltan Szabo

١٠Jacob Rasmussen
١١Sucharit Sarkar
١٢Ciprian Manolescu
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پایین کران متقارن ساندر ال چندجمله ای درجه دیدیم نمونه برای

همولوژی گروه های در اطلاعات این یافتن است. گره گونای برای

م توان ه ای شب همولوژی از دید خواهیم باشد. ل مش کار م تواند

این آورد. بدست م نامیم، τ ناوردای را آن که عددی، ناوردای ی

شدن باز عدد نتیجه در (و بعدی چهار گونای برای پایین کران ناوردا

همولوژی محاسبه با نتیجه در است. گره) سایفرت گونای و گره

به م یابیم. آن چهاربعدی گونای برای پایین کران گره، ه ای شب

به کرد. ارائه میلنور حدس برای اثبات م توان روش این کم

نامتعارف ساختار های وجود برای اثبات همچنین τ ناوردای کم

م دهیم. R۴ روی

سایفرت گونای دقیق تشخیص ه ای شب همولوژی ر دی کاربرد

ذخیره ĜH(K) در ،K گره گونای مقدار واقع در است. گره

م گردد، محاسبه هم g(K) ،ĜH(K) محاسبه با نتیجه در م شود.

ساده نتیجه ی است. NP-Complete محاسبه این چند هر

تشخیص را بدیه گره ه ای شب همولوژی که است این قضیه این

اساس بر قضیه، این برای اثبات هنوز که است جالب م دهد.

است. نشده یافت ه ای شب همولوژی ترکیبیات تعریف

برابر K گره سایفرت گونای باشد، S۳ در گره ای K اگر .۵ قضیه

است. ناصفر ĜH∗(K, s) که s بزرگ ترین اندیس با است

ارائه ه ای شب همولوژی ساختار از توصیف بعدی بخش در

م دهیم.

ه ای شب همولوژی ساختن ٢ . ۴

به لینک، دیاگرام از خاص نوع از ه ای شب همولوژی تعریف برای

م کنیم. استفاده ه ای شب دیاگرام نام

است n× n جدول ی G مسطح ه ای شب دیاگرام ی .۶ تعریف

ستون. n و سطر n با مربع ی یعن گرفته قرار صفحه روی که

علامت با رشان دی تای n و X علامت با خانه ها این تای n بعلاوه

که: گرفته اند قرار طوری علامت ها این شده اند. پر O

ی دقیقا و دارد X علامت خانه ی دقیقا سطر هر در (G− ۱)

،O علامت خانه

دقیقا و دارد X علامت خانه ی دقیقا ستون هر در (G − ۲)

،O علامت خانه ی

نیست. O و X علامت دو هر دارای خانه ای هیچ (G− ۳)

م نامیم. G ه ای شب عدد را n

روی جهت ی (با L لینک دهنده نمایش G ه ای شب دیاگرام

م شود: ساخته صورت این به که است آن)

علامت با خانه که کنید رسم جهتداری پاره خط ستون هر در

پاره خط نیز سطر هر در م کند. وصل O علامت با خانه به را X

X علامت با خانه به را O علامت با خانه که کنید رسم جهتداری

روی از عمودی خطوط همواره که م کنیم قرار داد م کند. وصل

ه ای شب دیاگرام ی را G وضعیت این در شوند. رد افق خطوط

تصویر٨. است، شده مجهز نیز جهت ی به که گوییم L⃗ لینک برای

دیاگرام ی توسط م توان را (S۳ (یا R۳ در جهتدار لینک هر

داد. نمایش ه ای شب

تریفویل. برای ه ای شب دیاگرام ی ساختن نحوه تصویر٨.

چنبره روی ه ای مان شب دیاگرام نشاندن که یافت درخواهیم زودی به

مرز با دیاگرام بالایی مرز کردن ی با را اینکار بود. خواهد مفید

چنبره م دهیم. انجام آن راست مرز با دیاگرام چپی مرز و آن پایین

را ش این م برد. ارث به صفحه جهت از را خود جهت  آمده بدست

دیاگرام افق و عمودی خطوط م نامیم. چنبره ای ه ای شب دیاگرام

(ما م شوند افق و عمودی دایره های به تبدیل چنبره روی مسطح
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ه ای شب دیاگرام ی K گره برای م نامیم). چنین این را آن ها

دیاگرام افق پاره خط n یرید، ب در نظر  n ه ای شب عدد با چنبره ای

n و α = {αi}ni=۱ با را م روند چنبره روی دایره n به که ه ای شب

با هم را م روند چنبره روی دایره n به نیز آن ها که عمودی پاره خط

م دهیم. نمایش β = {βi}ni=۱

با G چنبره ای ه ای شب دیاگرام برای ه ای شب حالت ی .٧ تعریف

دایره های و افق دایره های میان ی به ی تناظر ی n ه ای شب عدد

n مجموعه ی ه ای شب حالت ی واقع در است. آن عمودی

ویژگ این با است، چنبره روی x = {x۱, ..., xn} نقاط از عضوی

است، عمودی دایره ی و افق دایره ی روی دقیقا x عضو هر که

S(G) با را G دیاگرام ه ای شب حالت های مجموعه .٩ تصویر

م دهیم. نمایش

یل تش را ه ای شب حالت ی عضوهای سیاه نقاط .٩ تصویر

م دهند.

توسط ه ای شب دیاگرام ی به شده داده نسبت همبافت

همبافت این مرزگیری نگاشت و م شود تولید ه ای شب حالت های

ه ای شب حالت های این میان واصل مستطیل های شمارش توسط

چنین این را ه ای شب حالت دو میان مستطیل مفهوم م شود. تعریف

م کنیم: تعریف

مستطیل با همراه x, y ∈ S(G) ه ای شب حالت دو .٨ تعریف

قرار عمودی و افق دایره های روی آن اضلاع که چنبره روی نشسته

n − ۲ در y و x مجموعه های ه طوری به یرید ب در نظر  را دارد

گوشه چهار باق مانده، نقطه چهار و دارند اشتراک چنبره روی عضو

روی جهت چنبره، روی جهت بعلاوه م دهند. یل تش را مستطیل

نیز آن اضلاع یعن مستطیل، مرز در نتیجه و م کند القا مستطیل

جهت اگر م رود y به x از مستطیل گوییم داشت. خواهند جهت

باشند y عضو های سوی به x عضو های از مستطیل افق اضلاع

اگر .١٠ تصویر ،x به y اعضای از مستطیل عمودی اضلاع و

x از مستطیل های مجموعه Rect(x, y) از منظور ،x, y ∈ S(G)

در که دارد عضو دو یا است ته یا مجموعه این است. y به

مستطیل به داشت. خواهد عضو دو هم Rect(y, x) صورت این

اگر م گوییم ته مستطیل r ∈ Rect(x, y)

x ∩ int(r) = y ∩ int(r) = ∅.

نمایش Rect◦(x, y) با را y به x از ته مستطیل های مجموعه

م دهیم.

ه ای. شب حالت دو میان واسط مستطیل های .١٠ تصویر

نام های به هستند مدرج سازی دو به مجهز ه ای شب همبافت های

توسط دو هر که ساندر ال مدرج سازی و ماسلوف مدرج سازی

ه ای شب دیاگرام ی ه ای شب حالت های روی مقدار صحیح توابع
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دو این تعریف جزییات وارد این جا در م شوند. القا چنبره ای

نم شویم. مقدار صحیح نگاشت

تناظر ی ،O = {Oi}ni=۱ و R = F[V۱, ..., Vn] کنید فرض

چند جمله ای های جبر از Vi مولد های و O نشان های میان ی به ی

GC− ه ای شب همبافت رسم غیر بیان به م باشد. موجود R

مجهز است، ه ای شب حالت های توسط شده تولید R‐ مدول، ی

که م شمارد را ته ای مستطیل های که ∂−
X مرزگیری نگاشت به

برای Oi(r) تکرر نه. X ول باشند O علامت شامل م توانند

ترتیب به م کنیم تعریف ۱ یا ۰ با برابر را Oi نقطه در r مستطیل

خواهد Vi فرمال متغیر توان تکرر این نباشد. یا باشد Oi شامل اگر

بود.

روی شده تولید آزاد مدول GC−(G) ه ای شب همبافت .٩ تعریف

که R‐ مدول هاست به اندومورفیسم مجهز ،S(G) توسط R حلقه

است، شده داده زیر رابطه توسط x ∈ S(G) هر روی آن مقدار

(۴)

∂−
X (x) =

∑
y∈S(G)

∑
{r∈Rect◦(x,y)|r∩X=∅}

V
O۱(r)
۱ ...V On(r)

n · y.

،i ∈ {۱, ..., n} ی برای باشد. گره ی دیاگرام G کنید فرض

ناوردای ی U = Vi برای F[U ] حلقه روی بالا همبافت همولوژی

ی کم به همولوژی R‐مدول های این که هرچند است، گره

ی L که صورت در شده اند. محاسبه گره ه ای شب دیاگرام

مختلف مولفه l روی Oil ، ... ،Oi۱ که باشد l‐مولفه ای لینک
GC−(G)

Vi۱=...=Vil
خارج قسمت همبافت به باید ابتدا گرفته اند، قرار آن

،U = Vi برای F[U ] حلقه روی همبافت این همولوژی برویم.

است. لینک ناوردای ی ،i ∈ {۱, ..., n}

ĜH همولوژی برداری فضاهای به U = ۰ دهیم قرار اگر

ساده تری ساختار آن ها کردیم. معرف پیش بخش در که م رسیم

اطلاعات اما م شوند محاسبه ساده تر برداری اند)، (فضای دارند

گره سایفرت گونای محاسبه برای نمونه برای دربردارند. نیز کمتری

مدول نسخه کم به میلنور حدس اثبات اما ،(۵ (قضیه کاف اند

بود. خواهد ن مم ه ای شب همولوژی

میلنور حدس و τ ناوردای ٣ . ۴

و باشد مثبت شده مشخص تقاطع ی با گره ای K+ کنید فرض

تغییر  منف تقاطع ی به آن شده مشخص تقاطع که گره همان K−

است. یافته

موجود اند، زیر F[U‐ مدول ] نگاشت های .١٠ قضیه

C− : GH−(K+) → GH−(K−)

C+ : GH−(K−) → GH−(K+),

(۵)

درجه های که (نگاشت دوگانه مدرج سازی با نگاشت ی C− که

از ن هم نگاشت ی C+ و م کند) حفظ را ساندر ال و ماسلوف

ساندر ال درجه و واحد ٢ را ماسلوف (درجه است (−۲,−۱) درجه

ه بطوری م دهد) کاهش واحد ١ را

C− ◦ C+ = U C+ ◦ C− = U. (۶)

فرض که چرا کرد نخواهیم بیان را نگاشت ها این دقیق تعریف

م کند. کفایت میلنور حدس اثبات برای وجودشان

تابدار مدول زیر از منظور F[U ] روی M مدول هر برای

،M از Tors(M)

Tors(M) = {m ∈ M |∃p ∈ F[U ] \ {۰}, p ·m = ۰}

،K گره هر برای م دهد نشان اخیر قضیه است.

برای نتیجه در (تمرین). GH−(K)/Tors(GH−(K)) ∼= F[U ]

دارند. وجود GH−(K) در تابدار غیر ن هم عضو های K گره هر

برابر −۱ را τ(K) ،K گره هر برای .(τ (ناوردای ١١ تعریف

غیر عضو ،i این برای که م کنیم تعریف i صحیح عدد بزرگ ترین

دارد. وجود GH−(K) در i ساندر ال درجه با ن هم تابدار

تقاطع تغییر هر با کرد بررس م توان ١٠ قضیه به توجه با

م کند. تغییر چقدر τ ناوردای

K− و مثبت شده مشخص تقاطع ی با گره ای K+ اگر .١٢ قضیه

یافته تغییر منف تقاطع به آن شده مشخص تقاطع که گره همان

هر برای نتیجه در .۰ ≤ τ(K+)− τ(K−) ≤ ۱ گاه آن باشد؛ است،

.|τ(K)| ≤ u(K) ،K گره
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کرد. باز گام (p−۱)(q−۱)
۲ در م توان را چنبره ای گره های دیدیم

با است برابر دقیقا ه ای شب گره های برای τ ناوردای طرف از

همولوژی نیست لازم حت ناوردا این محاسبه (برای (p−۱)(q−۱)
۲

حدس ضعیف صورت که کنیم)، محاسبه کامل طور به را ه ای شب

م دهد. نتیجه را میلنور

م کند. اثبات را میلنور حدس قوی صورت زیر گزاره

.τ(K) ≤ gs(K) ،(S۳یا) R۳ در K گره هر برای .١٣ قضیه

ناوردای تغییرات مطالعه به بایست گزاره، این صحت دیدن برای

گره به K۰ گره از g گونای با کوبوردیسم ی توسط که هنگام τ

و K۱ گره دو میان کوبوردیسم ی از منظور پرداخت. م رویم K۱

که است [۰, ۱]× S۳ در S مثل مرزدار و هموار فشرده، رویه ای ،K۲

.i ∈ {۰, ۱} برای ∂S ∩ ({i} × S۳) = Ki و ∂S ⊂ {۰, ۱} × S۳

توصیف آنچه (مشابه کوبوردیسم ی توسط را گره دو بتوان گاه هر

برای .|τ(K۰)−τ(K۱)| ≤ g آنگاه کرد وصل هم به g گونای با شد)

کوبوردیسم های به را موجود کوبوردیسم باید نامساوی این دیدن

مقدمات کوبوردیسم های تحت را τ تغییرات و ست ش مقدمات

صورت اثبات نتیجه در و تغییرات این دقیق محاسبه کرد. مطالعه

دقیق تعریف ارائه از که است زیر گزاره نتیجه میلنور حدس قوی

م ح اینکه با بعلاوه م کنیم. خودداری آن در موجود نگاشت های

همولوژی مطالعه از آن اثبات مسیر گره هاست، مورد در نهایی

م گذرد. لینک ها ه ای شب

از ،١١ تصویر ، زین کوبوردیسم ی توسط L′ لینک اگر .١۴ قضیه

تعداد از ی L′ مولفه های تعداد ه بطوری باشد آمده بدست L لینک

F[U‐مدول ] نگاشت های صورت این در باشد، بیشتر L مولفه های

موجود اند، زیر

σ : GH−(L)⊗W → GH−(L′)

µ : GH−(L′) → GH−(L′)⊗W,

(٧)

مرتبه از و ن هم σ نگاشت بعلاوه .W = F(۰,۰) ⊕ F(−۱,−۱) که

و µ ◦ σ و است (−۱,−۱) مرتبه از و ن هم µ نگاشت و (−۱, ۰)

.U در ضرب با برابرند دو هر µ ◦ σ

گره. دو میان کوبوردیسم ی از بخش .١١ تصویر

١٣ پایین ابعاد در هندس ساختار های ۵

توپولوژی با توپولوژی فضای ی عنوان به را R۴ بخش این در

مجهز نامتعارف هموار ساختار ی به آن، اقلیدس استاندارد

ساختار ،R۴ روی نامتعارف هموار ساختار ی از منظور م کنیم.

نتیجه در است. آن اقلیدس استاندارد هموار ساختار از غیر همواری

است ی R۴ با توپولوژی حد در که داشت خواهیم خمینه ای

نیست. دیفیومورفی اما است) (هومئومورفی

،M توپولوژی خمینه ی شرایط چه با که مساله این

مساله م پذیرد، هموار یا خط قطعه قطعه یعن غن تر، ساختاری

بخش سه در را مساله این M بعد حسب بر است. برانگیزی چالش

م کنیم. بررس

روی هموار و خط قطعه قطعه ساختار های ١ . ۵

n = ۳ بعد با خمینه های

قطعه قطعه ، توپولوژی ساختار های بعدی سه  خمینه های دنیای در

ندارند. هم با تفاوت هموار و خط

سه توپولوژی خمینه  ی M کنید فرض (مویز١۴). ١۵ قضیه

(قطعه قطعه) هموار اطلس ی دارای M اینصورت در باشد. بعدی
م باشند. افتخاری ایمان نوشته نوشته پایین بعد توپولوژی داستان کتاب از نقل به ٣٬۵ و ٢٬۵ ،١٬۵ ١٣بخش های

١۴Edwin Moise
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( خط (قطعه قطعه هموار ساختار دو هر علاوه به است. ماکسیمال

معادل  اند. هم با M ماکسیمال

سه توپولوژی خمینه هر برای که است این مویز قضیه نتیجه

همانطور گرفت. درنظر (قطعه قطعه) هموار ساختاری م توان بعدی

نیست. صحیح ابعاد سایر در قضیه این دید خواهیم که

روی هموار و خط قطعه قطعه ساختار های ٢ . ۵

۴< n بعد با خمینه های

کربی١۵ کرامول رابین را مهم قدم اولین ،۴ از بزرگ تر ابعاد در

در کربی‐سیبنمان١٧ ناوردای برداشتند. سیبنمان١۶ کارل و

دسته ای برای را خط قطعه قطعه ساختار وجود مانع تنها واقع

ی دارای M بسته خمینه ی م کند. مشخص خمینه ها از

کربی‐ ناوردای اگر فقط و اگر است خط قطعه قطعه ساختار

یا تایی ی بررس برای شود. صفر H۴(M,Z/۲Z) در سیبنمان

ری دی مانع کلاس آن ها خط قطعه قطعه ساختار تایی ی عدم

بعد با خمینه های برای هم باز که کردند ارائه H۳(M,Z/۲Z) در

است. کامل مانع ۴ از بزرگ تر

توپولوژی خمینه ی روی خط قطعه قطعه ساختار های وجود

کم به است. M روی مثلث بندی ی وجود از قوی تر شرط M

کرد ارائه بسته ای توپولوژی خمینه های م توان شده مطرح ناوردای

وجود خمینه ای آیا اینکه اما نم پذیرند خط قطعه قطعه ساختار که

ری دی سوال کرد، ارائه نیز مثلث بندی ی آن روی نتوان که دارد

است.

توپولوژی خمینه ی M اگر که م کند بیان مثلث بندی حدس

است. موجود مثلث بندی ی M روی آنگاه باشد بسته 
زایبرگ‐ویتن١٨ نظریه کم به یو مانولس چیپریان ۲۰۱۶ سال در

نیست. صحیح حدس این داد نشان

خمینه n > ۴ صحیح عدد هر برای یو). (مانولس ١۶ قضیه

مثلث بندی ای هیچ که دارد وجود بعدی n بسته توپولوژی

نم پذیرد.

ی روی هموار ساختار وجود مورد در ری دی مشابه سوال

ارائه رد روی و گرفته قرار بررس مورد نیز خط قطعه قطعه خمینه

سیبنمان، و کربی کارهای از قبل نیز، مورد این در مانع کلاس های

ژان است. شده مطرح هرش٢٠ موریس و مانکرز١٩ جیمز توسط

با خمینه های برای قضیه ای مانع کلاس های نظریه براساس سرف٢١

کرد. اثبات ۷ حداقل بعد

ی ۷ ≤ n بعد از M خط قطعه قطعه خمینه هر روی .١٧ قضیه

اگر دارد. وجود آن خط قطعه قطعه ساختار با سازگار هموار ساختار

تاست. ی ساختار این باشد بزرگ تر ۷ از اکیدا بعد

سال در ٢٢ میلنور جان نیست. صحیح n = ۷ برای تایی ی

م دهد. رخ ویژه ای اتفاق بعد این در داد نشان ۱۹۵۶

دارد. وجود مختلف هموار ساختار ۲۸ دقیقا S۷ کره روی .١٨ قضیه

ساختار های دادند نشان کروایر٢٣ میشل و میلنور ۱۹۶۳ سال در

همبند، جمع همراه به ۴ مخالف n هر برای Sn روی مختلف هموار

Sn با را گروه این م دهند، یل تش جابه جایی و متناه گروه ی

م دهیم. نمایش

گروه ی Sn ،n ̸= ۴ مثبت و صحیح اعداد همه برای .١٩ قضیه

جدول١٢ توسط گروه این ۱۹ از کمتر ابعاد برای است. متناه آبل

از منظور و Z/kZ ،Fk از منظور جدول این در م شود. مشخص

است. بدیه گروه < ۱ >
١۵Robion Kirby
١۶Carl Siebenmann
١٧Kirby–Siebenmann Invariant
١٨Seiberg–Witten Invariant
١٩James Munkres
٢٠Morris Hirsch
٢١Jean Cerf
٢٢John Milnor
٢٣Michel Kervaire
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.Sn روی هموار ساختارهای .١٢ تصویر

حدس هم ۱۲ بعد در م شود دیده ١٢ جدول در که همانطور

نیز n = ۶۱ مورد در است. صحیح هموار کتگوری در پوانکاره٢۴

n ≥ ۶ Snبرای گروه م کند بیان میلنور حدس واقع در است. چنین

است. نابدیه ۶۱ و ۱۲ ابعاد جز به

بعد از بسته و خط قطعه قطعه خمینه ای M کنید فرض .٢٠ قضیه

M مختلف هموار ساختار های تعداد صورت این در باشد. n > ۴

.Sn اعضای تعداد با برابر اند و متناه اند

مطالعه برای است رفته کار به مسائل این حل برابر که روش هایی

برای متفاوت کاملا ایده های و نداشته کارایی  ۴بعدی خمینه های

است. لازم ۴ بعد به پرداختن

۴ بعد در هموار ساختارهای ٣ . ۵

دو یانگ‐میلز٢۶ معادلات از استفاده با دونالدسون٢۵ سایمون

که ،X(۱, ۹) = CP۲#(#۹CP۲
) روی متمایز هموار ساختار

شد اثبات مدت از پس کرد. ارائه است ساده همبند و بسته خمینه ای

ساختن دارد. وجود متمایز هموار ساختار بی نهایت خمینه این روی

پدیده ای توپولوژی خمینه ی روی متمایز هموار ساختار بی نهایت

م کند. متمایز ابعاد سایر از را ۴ بعد که است خاص کاملا

هر برای Rn واقع در است. صحیح نیز R۴ برای م ح این

متمایز هموار ساختار ناشمارا R۴ دارد. تا ی هموار ساختار n ̸= ۴

از غیر همواری ساختار وجود یعن سوال، این بعلاوه م پذیرد.

است. باز S۴ مورد در استاندارد، هموار ساختار

غیر گره های کم به نامتعارف های R۴ ساختن ۴ . ۵

برش توپولوژی حد در برش

R۴ارائه روی نامتعارف هموار ساختار ی وجود برای اثبات ادامه در

۳ خمینه های مطالعه در استانداردی حقایق زیر گزاره های م دهیم.

اثبات شان به و م کنیم فرض را آن ها نیز ما که هستند بعدی ۴ و بعدی

نم پردازیم.

تا ی هموار ساختار ی توپولوژی بعدی ۳ خمینه هر (مویز) •

دو میان همومورفیسم هر و م پذیرد دیفیومورفیسم) حد (در

است. ایزوتوپ میان شان دیفیومورفیسم ی با بعدی ۳ خمینه

حد در ،∆K(t) = ۱ با K ⊂ S۳ گره هر (فریدمن) •

است. برش توپولوژی

بعدی ۴ فشرده غیر و همبند خمینه هر کویین) و (فریدمن •

م پذیرد. هموار ساختار مرزدار) (احتمالا توپولوژی

باشد هموار و فشرده بعدی ۴ مرزدار خمینه ی XK کنید فرض

با K راستای در D۴ به بعدی ۴ ۲‐دسته ی چسباندن توسط که

D۴ چسباندن با XK یعن است. آمده بدست صفر قاب بندی عدد

ه طوری به شده حاصل D۲ ×D۲ به

nd(K) ∼= S۱ ×D۲ ⊂ S۳ = ∂D۴

ی K روی سایفرت قاب بندی توسط (∂D۲)×D۲ = S۱×D۲ با

باشد. شده
٢۴Poincare’s Conjecture
٢۵Simon Donaldson
٢۶Yang-Mills Equations
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خمینه ی ،K ⊂ S۳ برش توپولوژی حد در گره هر برای

که طوری به است موجود R۴ با همئومورفی R = RK بعدی ۴

عنوان به را S۴ م توان که چرا م نشیند. آن در هموار طور به XK

گره از استوانه ای همسای ی که که گرفت نظر در D۴ دو اجتماع

تصویر شده، چسبانده ر دی D۴ به و درآمده ی درون از K برش

.١٣

دو از ی از توپولوژی برش دیس ی آوردن در .١٣ تصویر

.S۴ در D۴ نسخه

نشاندن ی به و است هومئومرفی XK با آمده بدست خمینه

است. شده مجهز نیز R۴ = S۴ \ {p} ⊂ S۴ درون توپولوژی

هموار ساختار ی م توان کویین و فریدمن قضیه به توجه با

مویس، قضیه بنابر طرف از گرفت. درنظر R۴ \ int(XK) برای

م توان ایزوتوپی تحت را ∂(R۴\int(XK)) با ∂XK سان سازی ی

خمینه ی به هموار چسباندن با کرد. تبدیل دیفیومورفیسم ی به

ساختن به توجه با و است هومئومورفی R۴ با که م رسیم R هموار

م نشیند. R درون هموار طور به نیز XK آن

بنشیند R۴ در هموار طور به XK ،K ⊂ S۳ برای اگر طرف از

است. برش هموار طور به K آنگاه

به گویی Dϵ ⊂ D۴ کنید فرض ادعا این صحت دیدن برای

با ϕ : D۴ → R۴ هموار نگاشت هر برای باشد. مبدا حول ϵ شعاع

ϕ(Dϵ) مل م کوچ کاف به اندازه ϵ برای مبدا، در ناصفر مشتق

است. دیفیومورفی R۴ \D۴ با

S۳ ∼= ∂(Dϵ) ⊂ D۴ ⊂ XK در K از نسخه ی ،ϵ هر برای

مرز که دارد وجود XK \ int(Dϵ) در هموار بعدی ۲ دیس ی و

ی R۴ در XK نشاندن تحت دیس این تصویر پس است. K آن

م باشد. K برای برش دیس

چند جمله ای با است گره ای K ⊂ S۳ کنید فرض .٢١ قضیه

استاندارد R۴ با RK خمینه .τ(K) ̸= ۰ و ∆K(t) = ۱ ساندر ال

نیست. دیفیومورفی ول است هومئومورفی اقلیدس

برش توپولوژی حد در K فریدمن قضیه به توجه با برهان.

است موجود R۴ با هومئومورفی RK بعدی ۴ خمینه پس است

،τ(K) ̸= ۰ که آنجایی از دارد. XK از هموار نسخه ی که

پس نیست برش هموار حد در K گره نتیجه در و gs(K) ≥ ۰

نم نشیند. R۴ در هموار طور به XK خمینه

است. موجود نامتعارف ساختار ی R۴ روی .٢٢ قضیه

تصویر در را آن ه ای شب دیاگرام که W−
۰ (T−۲,۳) گره .٢٣ برهان

این ساندر ال چندجمله ای یرید. ب نظر در را م کنید، مشاهده ٩

محاسبه با نیست برش گره این اینکه اثبات است. ۱ با برابر گره

فوق قضیه اساس بر که م شود. داده نشان τ(W−
۰ (T−۲,۳)) ≤ −۱

دارد. R۴ روی ناهموار ساختار ی وجود از نشان

بیشتر مطالعه برای منابع ۶

افتخاری ایمان نوشته پایین بعد توپولوژی داستان •

این به م توانید پایین بعد توپولوژی تاریخچه مطالعه برای

فصل شش شامل که کتاب این کنید. مراجعه کتاب

شروع گره ها نظریه سرآغاز و تاریخچه مطالعه با است

در پوانکاره حدس مطالعه به کتاب دوم فصل م شود.
ترستن٢٧ هندس سازی حدس و بعدی سه خمینه های مورد

ادامه نیز تاریخ لحاظ به که سوم فصل م پردازد.

و همیلتون٢٩ ،٢٨ ریچ کار های داستان است قبل فصل

م کند. بیان بعدی سه خمینه های مورد در را پرلمان٣٠

ابعاد به پوانکاره حدس تعمیم مورد در کتاب چهارم فصل
٢٧William Thurston
٢٨Gregorio Ricci-Curbastro
٢٩Richard Hamilton
٣٠Grigori Perelman

٣١



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی پایین بعد توپولوژی در کاربردهایی و گره فلور همولوژی شریف ریاض مجله ی

مساله فصل این در است. چهار بعد خصوص به بالاتر

چهار خمینه های روی هموار و خط قطعه قطعه ساختار های

زایبرگ‐ویتن ناورداهای و گرفته قرار کنکاش مورد بعدی

نظریه کتاب این پنجم فصل موضوع م شوند. مطرح

و دونالدسون ناورداهای آرنولد٣٢، حدس اثبات و فلور٣١

همولوژی ،TQFT کوانتوم میدان های توپولوژی نظریه

معرف و فلور ارد هی همولوژی فلور، لاگرانژی تقاطع های

این در ناورداهاست. این توپولوژی کاربردهای از برخ

نظری فیزی و پایین بعد توپولوژی میان ارتباط هایی فصل

باز گره ها نظریه به باز کتاب ششم فصل م شود. دیده نیز

قبل فصل های در که جدید، ابزارهای دهد نشان تا گشته

خواهند کارساز گره ها نظریه در حد چه تا یافته اند توسعه

همولوژی همینطور و گره فلور همولوژی با فصل این در بود.

م شویم. آشنا نیز خووانوف

An introduction to knot theory by R. Lickorish •

ناورداهای خصوص به گره ها، نظریه با آشنایی برای

چندجمله ای یعن زمینه این در شده تعریف چندجمله ای

HOMFLY چندجمله ای و ساندر ال چندجمله ای جونز،

کتاب این به م توانید بعدی سه خمینه های با ارتباط شان و

کنید. مراجعه

Holomorphic disks and topological invariants for •

closed three manifolds by P. Ozsvath and Z. Szabo

Holomorphic disks and knot invariants •

by P. Ozsvath and Z. Szabo

از شده مطرح اصل نسخه ترتیب، به بالا، نوشته های

این در که اند، گره فلور همولوژی و فلور ارد هی همولوژی

کردیم. خودداری آن ها تعریف بیان از نوشته

Grid homology for knots and links •

by P. Ozsvath and Z. Szabo

م باشد. آن کاربرد های و ه ای شب همولوژی درباره کتاب این

The geometry of four −manifolds •

by Peter B. Kronheimer and S. Donaldson

توپولوژی و هندسه مقدمات مورد در بیشتر مطالعه برای

کنید. مراجعه بالا کتاب به م توانید بعدی چهار خمینه های

٣١Floer Theory
٣٢Arnold’s Conjecture
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دایره روی همسان ریخت های دینامی
یاسمن سمیه

یده چ

شده مشاهده پدیده های و فیزی پدیده های از بسیاری بررس در

کاربرد دایره روی همسان ریخت های دینامی بررس طبیعت، در

عنوان به دایره روی همسان ریخت های بررس برای دارد. زیادی

سال در ١ چرخش عدد نام به ابزاری گسسته، دینامی سیستم ی

چرخش عدد ابتدا نوشتار، این در شد. معرف پوانکاره توسط ١٨٨۵

که م کنیم بیان را شرایط قضایایی، ذکر با سپس و م شود معرف

با همسان ریخت ی دینامی مهم ویژگ های شرایط، آن تحت

مشخص کامل صورت به چرخش عدد بودن گنگ یا گویا به توجه

م شود.

مقدمه ١

ابتدا کنیم، صحبت چرخش عدد مورد در بخواهیم که این از قبل

نگاشت م کنیم. بیان را اولیه مفاهیم و مقدمات کم f : X 7→ X

x 7→ f(x)

به را f م توان یرید. ب نظر در را است) متری فضای ی X (که

و م گیرد ورودی عنوان به را x که گرفت نظر در سیستم ی عنوان

همسان ریخت ی f اگر م دهد. تحویل خروج عنوان به را f(x)

در گسسته دینامی سیستم ی عنوان به را آن م توان باشد، X

صورت به x از شروع با جواب مدار هر که گرفت نظر

x, f(x), f ۲(x) = f o f(x), . . . , fk(x), . . .

است. خودش با f نگاشت ترکیب بار k ر نمایش fk(x) که است

م دهند. نمایش O(x) با و گویند x پیش رو مدار جواب، مدار این به

مجموعه ی به همچنین

x, f−۱(x), f−۲(x), . . .

همسان ریخت ها، همه ی خانواده ی میان در گویند. x پس رو مدار

زیادی کاربرد ، S۱ واحد، دایره روی همسان ریخت های خانواده ی

ی S۱ با که R
Z از م توان همسان ریخت ها، این مطالعه برای دارند.

همسان ریخت های از بعد، به این جا از پس، کرد. استفاده است f : R 7→ R

x 7→ f(x) (mod ۱)

تعریف زیر صورت به را S۱ روی متر همچنین م کنیم. استفاده

م کنیم:

d(x, y) = min{|γ| | γ : [۰, ۱] 7→ S۱,

γ(۰) = x, γ(۱) = y, γ ∈ C([۰, ۱])}

است. S۱ روی γ با متناظر خم طول |γ| از منظور که
١Rotation number(Winding number)
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دوران نگاشت دینامی ٢

کرد، تعریف فضا این روی م توان که همسان ریخت هایی از ی

دوران نگاشت Ra : R
Z 7→ R

Z

x 7→ x+ a (mod ۱)

حذف نوشتن در را mod ۱ بعد به جا این از است. a ∈ R که

هستیم این به علاقه مند ما باشد. آن تصریح به نیاز اینکه ر م م کنیم

م شوند شروع x از وقت دوران نگاشت زیاد تکرارهای بدانیم که

a بودن گنگ یا گویا که م بینیم ادامه در م شوند. ختم کجا به

کند. مشخص را دوران نگاشت دینامی کامل طور به م تواند

است. متناه o(x) ثابت، x هر برای آنگاه ، a ∈ Q اگر .١ قضیه

دقیق تر عبارت به

Ra :
R
Z

7→ R
Z

است. تناوبی

به نسبت و صحیح اعداد p, q که a = p
q ∈ Q کنید فرض اثبات.

داریم: صورت این در هستند. اول هم

∀x ∈ R : Rq
a(x) = x+ q × p

q
= x+ p = x (mod ۱)

است. q تناوب دوره با تناوبی Ra نتیجه در

عبارت به نیست. ساده اینقدر مسئله ،a ∈ QC حالت که در

طور به x ∈ S۱ از شروع با مدارها از ی هر حالت این در دقیق تر،

ذهن به سوال دو حالت، این در م شود. توزیع S۱ روی نواخت ی

م رسد:

به نقطه ای شامل x مدار آیا ، x, y ∈ S۱ نقطه ی دو هر برای .١

است؟ y به نزدی دلخواه

یرید. ب نظر در را متفاوت طول های با S۱ در دلخواه بازه ی دو .٢

است x مدار نقاط از بیشتری تعداد شامل بزرگتر، بازه ی آیا

خیر؟ یا

م شوند: داده پاسخ زیر قضیه ی در سوال دو این

یرید ب نظر در را Ra دوران نگاشت (Weyl-Laplace). ٢ قضیه

که باشد [c, d] فرم به بازه ای U کنید فرض همچنین . a ∈ QC که

کنید تعریف . ۰ ≤ c < d ≤ ۱

T (x, n) = #{۱ ≤ k ≤ n | Rk
a(x) ∈ U}

داریم: آنگاه است. A مجموعه اعضای تعداد نشان دهنده ی #A که

lim
n→∞

T (x, n)

n
= d− c

هرچه تکرارهای با که م گوید واقع در وایل قضیه ی یادداشت.

قرار دلخواه بازه ی ی در که نقاط تعداد میانگین ، Ra بیشتر

ویژگ های مهم ترین که اکنون ٢ است. بازه طول با برابر م گیرند

پرسید را سوال این م توان شد، مشخص دوران نگاشت دینامی

همسان ریخت ی برای دوران نگاشت در a به شبیه پارامتری آیا که

گنگ یا گویا به توجه با که است تعریف قابل دایره روی f دلخواه

تلاش بعد قسمت در کرد. تعیین را f دینامی بتوان آن، بودن

چرخش عدد نام به جدید مفهوم تعریف با سوال، این به تا م شود

شود. داده پاسخ

چرخش عدد ٣

کنیم معرف چرخش عدد نام به پارامتری م خواهیم بخش این در

همسان ریخت ی دینامی مهم ویژگ های م توان آن اساس بر که

دلخواه همسان ریخت کنید فرض کرد. تعیین را دایره روی دلخواه

f : S۱ 7→ S۱

همسان ریخت کنید فرض همچنین است. شده داده ما به

h : S۱ 7→ S۱

که دارد وجود

Ra o h = h o f

م شود. گفته هم Equidistributed یا توزیع هم قضیه ی وایل، قضیه ی به ٢
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با f که است موجود a ∈ R ر دی عبارت به . a ∈ R ی ازای به

داریم x ∈ S۱ برای نتیجه در است. توپولوژی مزدوج Ra

fk(x) =

مرتبه k︷ ︸︸ ︷
h−۱ o Ra o h o . . . o h−۱ o Ra o h

= h−۱ o Rk
a o h(x)

کرد. تعیین م توان را f دینامی ، Ra دینامی به توجه با بنابراین

Ra صورت این در . a = p
q که a ∈ Q کنید فرض مثال عنوان به

داریم صورت این در است. q تناوب دوره با تناوبی

∀x : Rq
a(x) = x ⇒ fq(x) = h−۱ o Rq

a o h(x)

= h−۱ o h(x) = x

حالت در بنابراین است. q تناوب دوره با تناوبی نیز f نتیجه در

است، توپولوژی مزدوج Ra با f که باشد موجود a ∈ R که

طور به Ra بودن گنگ یا و گویا به توجه با f دینامی ویژگ های

م شود. مشخص کامل

که باشد دایره روی دلخواه همسان ریخت ی f کنید فرض حال

م توان حالت، این در نیست. توپولوژی مزدوج دوران، نگاشت با

بودن گنگ یا گویا که کرد تعریف طوری را چرخش عدد ، f برای

مشخص کامل طور به بتواند را f دینامی ، شرایط در عدد، این

کنیم. معرف را چرخش عدد که برآنیم ادامه در کند.

تصویر تابع و f : S۱ 7→ S۱ دلخواه همسان ریخت π : R 7→ R
Z

x 7→ x+ Z

به را f : S۱ 7→ S۱ تابع هر م توان بنابراین یرید. ب نظر در را

.π o F = f o π به طوری که داد ترفیع F : R 7→ R همسان ریخت

گویند ٣ نگه دار جهت را f : S۱ 7→ S۱ همسان ریخت .١ تعریف

که: باشد موجود f از F نوای ی ترفیع اگر

F (x+ ۱) = F (x) + ۱

شرایط با تابع F ترفیع تابع از ما منظور بعد به جا این از

بالاست.

برای را چرخش عدد که م سازد قادر را ما زیر قضیه ی

کنیم. تعریف f : S۱ 7→ S۱ نگه دار جهت همسان ریخت

نگه دار جهت همسان ریخت ی f : S۱ 7→ S۱ کنید فرض .٣ قضیه

کنید: تعریف x ∈ R برای باشد. آن ترفیع ی F : R 7→ R و باشد

τ(F ) := lim
n→∞

۱
n
(Fn(x)− x)

x از مستقل آن، مقدار و دارد وجود حد این x ∈ R هر برای آنگاه

اندازه به f متفاوت ترفیع دو برای τ(F ) تفاوت علاوه، به است.

م باشد.[۴] صحیح عدد ی

f : S۱ 7→ S۱ جهت نگه دار همسان ریخت چرخش عدد .٢ تعریف

م شود: تعریف زیر صورت به

τ(f) := π(τ(F )) (١)

است. f ترفیع ی F که

صورت به که چرخش عدد قبل، قضیه به توجه با یادداشت.

است. تعریف خوش م شود تعریف (١)

گویا چرخش عدد ٣ . ١

را زیر ام اح م توانیم اکنون گفتیم، این از پیش تا آنچه اساس بر

کنیم. بیان گویا چرخش عدد به راجع

باشد، S۱ روی نگه دار جهت همسان ریخت ی f اگر .۴ قضیه

آنگاه:

باشد. داشته تناوبی نقطه ی f اگر فقط و اگر گویاست τ(f)

نسبت و صحیح اعداد q و p که τ(f) = p
q ∈ Q کنید فرض اثبات.

داریم باشند. اول هم به

τ(fm) = lim
n→∞

۱
n
(Fmn(x)− x) = mτ(f)

τ(f) = ۰ اگر که دهیم نشان کافیست بنابراین .τ(fq) = ۰ بنابراین

دارد. ثابت نقطه ی f آنگاه
٣orientation-preserving
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این در باشد. نداشته ثابت نقطه f و τ(f) = ۰ کنید فرض

موجود x ∈ R و F (۰) ∈ [۰, ۱] که باشد f ترفیع ی F اگر صورت

این در زیرا دارد، ثابت نقطه حتما f آنگاه F (x)− x ∈ Z که باشد

صورت

∀x ∈ R : π(F (x)− x) = ۰

⇒ π(F (x))− π(x) = ۰

⇒ f(π(x)) = π(x)

است. f ثابت نقطه π(x) پس

، F (x) − x ∈ R − Z باشیم داشته x ∈ R هر برای اگر اما

به توجه با میان مقدار قضیه ی طبق است، پیوسته F − Id چون

داریم: ، F (۰) ∈ [۰, ۱) اینکه

F (۱) = F (۰+ ۱) = F (۰) + ۱ → F (۱)− ۱ = F (۰).

چون .۰ < F (x) − x < ۱ داریم x ∈ (۰, ۱) هر برای نتیجه در

[۰, ۱] فشرده بازه روی را خود کمینه و بیشینه است، پیوسته F − Id

δ > ۰ بنابراین ،F (x) − x ∈ R − Z م دانیم طرف از م گیرد.

که: است موجود

∀x ∈ R : ۰ < δ ≤ F (x)− x ≤ ۱− δ < ۱

داریم: n ∈ N هر برای پس

δ ≤ Fn(۰)
n

≤ ۱− δ

نتیجه: در

τ(f) = lim
n→∞

Fn(۰)
n

= ۰

q مرتبه ی از F تناوبی نقطه ی ی x کنید فرض عکس، بر

F q(x) = x + p که دارد وجود p ∈ Z ثابت صورت این باشد.در

داریم اکنون

Fmq(x)− x

mq

=
۱

mq

m−۱∑
i=۰

F q(F ′q(x))− F ′q(x) =
p

q

→ τ(f) =
p

q
.

که کرد ثابت م توان باشد گویا چرخش عدد که حالت در

تناوبی مدارهای به غیرتناوبی نقطه ی هر پس رو و پیش رو مدارهای

به راجع ام اح م کنیم تلاش بعد قسمت در م کنند. میل

کنیم. بیان گنگ چرخش عدد با همسان ریخت های

گنگ چرخش عدد ٣ . ٢

چرخش عدد که حالت در شد، اشاره قبل قسمت در که همان گونه

مشخص کاملا تناوبی غیر نقاط از ی هر نهایی رفتار است گویا

ساختار به راجع اطلاعات که است آن قسمت این در ما هدف است.

دست به است گنگ چرخش عدد که حالت در مدارها نهایی رفتار

دینامی سیستم ی برای را ‐حدی w مجموعه ی ابتدا آوریم.

م کنیم. تعریف

x ∈ S۱ و پیوسته تابع ی f : S۱ 7→ S۱ کنید فرض .٣ تعریف

به ( w(x) (یعن x ‐حدی w مجموعه ی صورت، این در باشد.

م شود: تعریف زیر صورت

برای که است y ∈ S۱ نقاط تمام شامل x ‐حدی w مجموعه ی

که باشد موجود ni دنباله ی آن ها

n۱ < n۲ < . . .

lim
i→∞

ni = ∞

lim
i→∞

fni(x) = y

است نقاط تمام شامل ، x ‐حدی w مجموعه ر، دی عبارت به

داشته توجه م شود. نزدی نقاط آن به دلخواه اندازه به x مدار که

دینامی سیستم هر برای م تواند سادگ به فوق، تعریف که باشید

شود. گرفته کار به نیز دلخواه

روی گنگ دوران نگاشت Ra اگر یرید. ب نظر در را x ∈ S۱ مثال.

در Ra مدارهای وایل قضیه ی طبق آنگاه ،( a ∈ Qc باشد،( دایره

دنباله ی ، y ∈ S۱ هر برای نتیجه در هستند. ال چ S۱

n۱ < n۲ < . . .

پس .limi→∞ fni(x) = y که دارد وجود طبیع اعداد از

است. S۱ با برابر x نقطه ‐حدی w مجموعه ی
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انتخاب از مستقل w(x) گنگ، دوران برای که م گوید قبل مثال

هر برای را مطلب این مشابه نتیجه ای بعد، قضیه ی است. x

گنگ چرخش عدد با f : S۱ 7→ S۱ نگهدار جهت همسان ریخت

م کند. بیان

نگه دار جهت همسان ریخت ی f : S۱ 7→ S۱ کنید فرض .۵ قضیه

x, y ∈ S۱ هر برای آنگاه باشد. گنگ نیز f چرخش عدد و باشد

. w(x) = w(y) داریم:

توجه اما کنیم. بیان را قضیه این اثبات نم خواهیم این جا در ما

دهیم نشان که است آن قضیه این اثبات در قسمت مهم ترین که کنید

هر نهایت در x مدار گنگ، چرخش عدد با همسان ریخت های برای

م کند. ملاقات را دلخواه بازه ی

تعریف م گیرد، قرار استفاده مورد ادامه، در که ری دی تعریف

است. سرگردان مجموعه های

پیوسته تابع و U ⊂ S۱ ۴ ون ناتبه باز مجموعه ی .۴ تعریف

تابع تحت را U مجموعه یرید. ب نظر در را f : S۱ 7→ S۱

نیز و ∀n ∈ N : fn(U) ∩ U = ∅ هرگاه، گوییم سرگردان f

نباشد. تناوبی مدار ی
∪

x∈U w(x)

U نقاط ، U روی f تابع تکرار های تحت که م گوید دوم شرط

را این اول شرط همچنین ندهند. نشان خود از تناوبی ای رفتار هیچ

خود به و شود سرگردان U باز ، f تابع تکرارهای تحت که م گوید

بازنگردد. U

سرگردان که است مجموعه ای ناسرگردان مجموعه ی یادداشت.

نباشد.

گنگ عدد و K ⊂ [۰, ۱] کانتور مجموعه کنید فرض .۶ قضیه

همسان ریخت صورت، این در است. شده داده ما به γ ∈ (۰, ۱)

f : S۱ 7→ S۱

.w(x) = k داریم: ، x ∈ S۱ هر برای و τ(f) = γ که است موجود

نیز قضیه این عکس یافت. [۶] در م توان را قضیه این اثبات

است: مهم بسیار

دایره روی نگهدار جهت همسان ریخت ی f کنید فرض .٧ قضیه

سرگردان مجموعه ی هیچ اگر است. گنگ آن چرخش عدد که باشد

.w(x) = S۱ داریم: ،x ∈ S۱ هر برای آنگاه نباشد موجود f برای

آیا شده ایم: نزدی اولمان سوال پاسخ به حدی تا اکنون

با گنگ، چرخش عدد با دایره روی f نگه دار جهت همسان ریخت

م دهد نشان ۶ قضیه خیر؟ یا است توپولوژی مزدوج گنگ دوران

م توان ر، دی عبارت به نیست. مثبت همیشه سوال این جواب که

‐حدی w مجموعه ی که یافت واحد دایره روی همسان ریخت هایی

بیان را شرایط زیر قضیه ی در پوانکاره نیست. S۱ کل x نقطه ی هر

است. مثبت سوال این به پاسخ شرایط آن تحت که م کند

S۱ روی نگهدار جهت همسان ریخت ی f کنید فرض .٨ قضیه

گنگ دوران با f آنگاه باشد. نداشته سرگردان بازه های f و باشد

است.[٢] توپولوژی مزدوج

یا ار راه آیا که است این م آید پیش جا این در که سوال

کنیم. خودداری سرگردان بازه های وجود از که دارد وجود شرایط

این پاسخ، اولین است. موجود سوال این برای پاسخ دو ضرورتا،

تزویج نگاشت کنیم سع و کنیم حذف را مشخص بد نقاط که است

به نقاط این م شود سع حالت، این در واقع در کنیم. مشخص را

کننده، راض بیشتر پاسخ شوند. حذف قسمت خارج فضای کم

.[٣] است شده داده ١٩٣٢ سال در Denjoy توسط

که باشد C ۱ وابرسان ی f : S۱ 7→ S۱ کنید فرض .٩ قضیه

با f آنگاه باشد، کراندار تغییرات با f مشتق اگر . τ(f) ∈ QC

است. توپولوژی مزدوج Ra گنگ دوران

کراندار تغییرات با شرط جای به فوق قضیه ی در اگر یادداشت.

برای است. برقرار م ح دهیم، قرار را f بودن C۲ شرط ،f بودن

کنید. رجوع [٧] به م توانید اثبات

با f بودن C ۱ شرط که داد نشان مثال ی ارائه با Denjoy

مزدوج گنگ دوران با f که نم کند تضمین گنگ، چرخش عدد

را مطلب این است، آمده [۵] در که زیر قضیه است. توپولوژی

م کند. بیان دقیق تر
۴non-degenerate
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آنگاه باشد. گنگ عدد ی α کنید فرض (Denjoy). قضیه

چرخش عدد که دارد وجود دایره روی C ۱ جهت نگه دار وابرسان

. w(x) ̸= S۱ و است α آن

که: باشد مثبت حقیق اعداد از دنباله ای Ln کنید فرض اثبات.

limn→∞
Ln+۱
Ln

= ۱ .١

∑∞
n=−∞ Ln = ۱ .٢

.Ln > Ln+۱ باشیم: داشته n ≥ ۰ هر برای .٣

.Ln < Ln+۱ باشیم: داشته n < ۰ برای .۴

.۳Ln+۱ − Ln > ۰ باشیم: داشته n ≥ ۰ برای .۵

دهید: قرار اگر مثال، عنوان به

Ln = t(|n|+۲)−۱(|n|+۳)−۱T−۱ =
∞∑

n=−∞
(|n|+r)−۱(|n|+۳)−۱

م کند. صدق فوق شرایط در {Ln}∞n=−∞ آنگاه

کنید فرض یرید. ب نظر در را Ln طول به In بسته ی بازه ی

نتیجه در و Ln = bn − an پس ،In = [an, bn]∫ bn

an

(bn − t)(t− an)dt =
L۳
n

۶

بنابراین

۶(Ln+۱ − Ln)

L۳
n

∫ bn

an

(bn − t)(t− an)dt = Ln+۱ − Ln

کنیم: تعریف زیر صورت به x ∈ In برای را f تابع اگر نتیجه در

f(x) = an+۱ +

∫ x

an

۱+
۶(Ln+۱ − Ln)

L۳
n

(bn − t)(t− an)dt

f همچنین .f(bn) = an+۱ + Ln + Ln+۱ − Ln = bn+۱ آنگاه

و است پذیر مشتق In روی

f ′(x) = ۱+
۶(Ln+۱ − Ln)

L۳
n

(bn − x)(x− an)

داریم: n < ۰ برای که کنید توجه .f ′(an) = ۱ = f ′(bn) پس

نتیجه: در .Ln+۱ − Ln > ۰

۱ ≤ f ′(x) ≤ ۱+
۶(Ln+۱ − Ln)

L۳
n

(
Ln

۲
)۲ =

۳Ln+۱ − Ln

۲Ln
, x ∈ In

داریم: n > ۰ برای همچنین

۰ <
۳Ln+۱ − Ln

۲Ln
≤ f ′(x) ≤ ۱, x ∈ In.

م کند میل ١ به نواخت ی طور به f ′(x) ،x ∈ In برای بنابراین،

م کند. میل بینهایت به n وقت

گرفت نتیجه م توان آوردیم، بدست حال به تا آن چه به توجه با

C ۱ نواخت ی طور به f تابع ،In بازه های از ی هر درون که

که دید م توان طرف از دارد. نیز S۱ کل به C ۱ توسیع و است

به f ′′(x) آنگاه x → an اگر و f ′′(an+bn
۲ ) = ۰

f ′′(an) =
۶(Ln+۱ − Ln)

L۳
n

Ln =
۶(Ln+۱ − Ln)

Ln
L−۱
n

ران بی f ′′(x) کند میل بینهایت به n وقت همچنین، م کند. میل

نیست. C۲ تابع f بنابراین م شود.

Λ که دید م توان .Λ = S۱ ∪n∈Z int(In) دهید: قرار حال

ال چ Λ در x مدار ،x ∈ Λ هر برای و است کانتور مجموعه ی

خودش به f از حاصل دینامی با اه هیچ In بازه هر چون است.

داریم: x ∈ int(In) هر برای م رود، ها Ij بقیه به و نم گردد بر

است. f ناسرگردان نقاط Ω(f) که x ̸∈ Ω(f) همچنین .x ̸∈ w(x)

م ح و Λ = w(x) = Ω(f) داریم: ،x ∈ S۱ هر برای نتیجه در

م شود. ثابت

م تواند چرخش عدد بودن گنگ یا و گویا که دیدیم این جا تا

کند. مشخص را متناظر همسان ریخت دینامی توجه قابل حد تا

در کوچ تغییرات که است این م شود مطرح این جا در که سوال

در م گذارد. آن چرخش عدد روی تاثیری چه ، همسان ریخت ی

شود. داده پاسخ سوال این به که م شود تلاش بعد قسمت

آرنولد زبانه های ۴

تابع و باشد دایره روی همسان ریخت ی f : S۱ 7→ S۱ کنید فرض

کنید: تعریف زیر صورت به را τ∗ τ∗ : S۱ 7→ S۱

α 7→ τ(Rα o f)
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فرض همچنین و fα = Rα o f دهید: قرار است. پیوسته τ∗ تابع

باشند. fα و f ترفیع های ترتیب به f̂α و f̂ کنید

مدار هیچ که باشد دایره همسان ریخت ی f : S۱ 7→ S۱ اگر .١ لم

.τ(Rα o f) > τ(f) داریم: α > ۰ برای آنگاه ندارد، تناوبی

مدار که باشد همسان ریخت ی f : S۱ 7→ S۱ کنید فرض اثبات.

زیرمجموعه ی که گفت م توان ،۵ زرن لم از استفاده با ندارد. تناوبی

K چون است. مینیمال که است موجود S۱ از K f‐ناوردای

اگر بنابراین است. K در ال چ ،K در مدار هر است، مینیمال

،ni → ∞ وقت که است موجود {ni} دنباله ی آنگاه ،x ∈ K

.fni(x) → x داریم

کنید: فرض π : R 7→ S۱

y 7→ y − [y]

.π(x̂) = x که کنید انتخاب گونه ای به را x̂ باشد. تصویر تابع

که: دارد وجود ،{pi} مثبت، صحیح اعداد از دنباله ای بنابراین

f̂ni(x̂)− x̂− pi → ۰.

که یافت دنباله این از زیردنباله ای استقرا با م توان

∀x ∈ N : f̂α
n
(x̂) ≥ f̂n(x̂) + α.

م شود نتیجه ،f̂۰
n
(x̂) < x̂ + pi این که و میان مقدار قضیه ی از

به طوری که: است موجود {αi} دنباله ی که

αi ≤ x̂+ pi − f̂ni(x̂) & ˆfαi

ni
(x̂) = x̂+ pi.

تابع نتیجه در است. fαi تناوبی نقطه ی x ،i هر برای پس

باشد گنگ τ∗(α) که نقاط در و است صعودی α → τ∗(α)

است. صعودی اکیدا τ∗

ناته درون τ∗−۱(β) گویا، های β برای که کرد ثابت م توان

هیچ مجموعه ی {α : τ∗(α) ∈ Qc} مجموعه ی همچنین، دارد.

م کند. بیان را م ح این زیر لم است. S۱ در ال چ جا

نگاشت m ∈ N هر و α ∈ [۰, ۱) هر برای که کنید فرض .٢ لم

،α ∈ Q اگر آنگاه نباشند. مساوی هم با همان نگاشت و fm
α

مجموعه ی همچنین دارد. ناته درون τ∗−۱(α) مجموعه ی

{α : τ∗(α) ∈ Qc}

است. S۱ در ال چ جا هیچ مجموعه ی ی

α تمام شامل k r
s

کنید فرض همچنین و r
s ∈ Q دهید قرار اثبات.

پس: .τ(fα) = r
s که باشد هایی

k r
s
= {α | ∃x : f̂α

s
(x) = x+ r}.

این که گرفت نتیجه م توان ،τ∗ تابع نوایی ی و پیوستگ به توجه با

کنید: تعریف است. ناته مجموعه

k+r
s
= {α ∈ k r

s
| f̂s

α(x) ≥ x+ r,∀x}

k−r
s
= {α ∈ k r

s
| f̂s

α(x) ≤ x+ r,∀x}

هستند ناته مجموعه دو این که م دهد نشان قبل لم در اثبات مرور

x ،α هر برای که آنجایی از هستند. تنها نقاط شامل دو هر و

ی ر دی ی با k−r
s

و k+r
s

پس ،f̂s
α(x) ̸≡ x + r که است موجود

م ح ترتیب بدین و است نابدیه بازه ی k r
s

نتیجه در نیستند.

م شود. ثابت

همچنین دارد. s تناوب با تناوبی نقاط fα آنگاه ، α ∈ k r
s

اگر

سمت ی از تناوبی نقاط این از ی هر آنگاه ، α ∈ k+r
s
, k−r

s
اگر

k r
s درون نقطه ی α اگر هستند. دافع ر دی سمت از و جاذب

جاذب سمت دو هر از fα تناوبی نقاط از ی حداقل آنگاه باشد،

است.

وابرسان های از خانواده هر برای ٢ لم مشابه نتیجه ای م توان

بدست است ثابت غیر خانواده این چرخش عدد که دایره روی

از خانواده ای {fµ} و µ ∈ Rk اگر دقیق تر، عبارت به آورد.

مجموعه ی گویا، α۰ هر برای آنگاه باشد، دایره روی وابرسان های

همچنین دارد. ناته درون که است مجموعه ای {µ | τ(fµ) = α۰}

محدود پیوسته تابع دو تصویر با پارامتری فضای در مجموعه این

از مقادیری به مربوط پیوسته تابع دو این از ی هر م شود.

برابر مقادیر آن با متناظر وابرسان چرخش عدد که است پارامتر
۵Zorn’s Lemma
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پارامترها فضای در ناحیه ای به م باشد. ثابت گنگ عدد ی با

آرنولد زبانه ی دارد، گویایی ثابت چرخش عدد تابع، آن، در که

همه فضای در دایره روی وابرسان های همه فضای م شود.  گفته

بنابراین، است. ال چ دایره روی جهت نگه دار همسان ریخت های

که پیوسته ای توابع مورد در م توان را گفتیم بخش این در که آنچه

گفت. هم ٧ م باشد ی آ ن ها ۶ براور درجه ی

٨ صورت به دایره نگاشت .١ مثال

fω,K(θ) = θ +Ω− K

۲π
sin(۲πθ)

هستند. .پارامتر K و Ω آن در که یرید ب نظر در را

با متناظر سیاه رنگ مناطق ل ش این در آرنولد. زبانه های :١ ل ش

عددچرخش آنها برای که است K و Ω پارامترهای از مقادیری

محور ل ش این در افق محور است. گویا عدد ی fΩ,K نگاشت

نیز عمودی محور م کند. تغییر ١ تا ٠ از که است Ω به مربوط

این در همچنین م کند. تغییر ۴π تا ٠ از که است K به مربوط

تابع دو منحن توسط مناطق این از ی هر که م شود دیده ل ش

این در که همانطور م شود. محدود پارامتری فضای در پیوسته

از مقایری با متناظر منحن دو این از ی هر شد، گفته بخش

گنگ عدد ی نگاشت چرخش عدد آن ها ازای به که است پارامتر

است. ثابت

پارامتری فضای در آرنولد زبانه های ١ ل ش در سیاه رنگ مناطق

در سیاه رنگ منطقه ی هر م دهد. نشان را Ω − K بعدی دو

آنها برای که است K و Ω پارامترهای از مقادیری با متناظر ل، ش

همچنین است. ثابت گویای عدد ی fω,K نگاشت عددچرخش

منحن دو توسط مناطق این از ی هر که م شود دیده ل ش این در

گفته بخش این در که همانطور م شود. محدود پیوسته توابع از

که است پارامتر از مقایری با متناظر منحن دو این از ی هر شد،

است. ثابت گنگ عدد ی نگاشت چرخش عدد آن ها ازای به

عدد تغییرات منحن آن گاه ،K = ۱ دهیم قرار اگر همچنین
شیطان٩ ان پل آن به که است ٢ ل ش صورت برحسبΩبه چرخش

م دهد. نشان حالت این در را شیطان ان پل ٢ ل ش م گویند.

و Ω با متناظر افق محور k = ۱ وقت شیطان. ان پل :٢ ل ش

است. چرخش عدد با متناظر عمودی محور
۶Brouwer Degree

توابع فضای همبندی مولفه ی ی جهت نگه دار، همسان ریخت های خانواده ی است.همچنین ی با  برابر جهت نگه دار همسان ریخت های براور درجه ی که دید ٧م توان

م دهند. یل تش را دایره روی پیوسته
٨Standard Circle Map
٩Devil’s Staircase
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گراف ها در رنگ پذیری تا ی ‐لیست k
اول) (قسمت

شعبان امین محمد

مقدمه ١

رأس هر ازای به رنگ ها از L(v) مجموعه ی با G = (V,E) گراف

c : V (G) →
∪

v∈V (G) L(v) تابع یرید. ب نظر در v ∈ V (G)

باشد: داشته را زیر شرایط اگر است معتبر رنگ آمیزی ی

v ∈ V (G) ⇒ c(v) ∈ L(v)

(u, v) ∈ E(G) ⇒ c(u) ̸= c(v).

وجود L = {L(v) | v ∈ V (G)} مجموعه های از دسته ای اگر

G برای معتبر رنگ آمیزی ی تنها آن ها از استفاده با که باشد داشته

نامیده رنگ پذیر تا ی L‐لیست G گراف آن گاه باشد، داشته وجود

G باشد، k اندازه از لیست ها تمام اندازه ی که حالت در م شود.

مقابل در م نامند. UkLC اختصار به یا رنگ پذیر تا ی k‐لیست را

برای نباشد. UkLC اگر تنها و اگر دارد را M(k) خاصیت G گراف

M(۱) خاصیت گراف هیچ نتیجه در و است U ۱LC گراف هر مثال

ندارد. را

بر آمده بدست نتایج و قضایا از تعدادی مقاله از قسمت این در

خلاصه ای و کرده بررس را رنگ پذیر تا ی لیست گراف های روی

مقاله، بعدی قسمت در و آورده ایم را مقالات قضایای و مثال ها از

خواهیم بیان ها آن اثبات همراه به را آمده بدست که جدیدتری نتایج

کرد.

آمده بدست قضایای و نتایج ٢

دینیتز و ،[۶] مهدیان و محمودیان توسط جداگانه طور به UkLC

ثابت را زیر قضیه مهدیان و محمودیان شد. معرف [١] مارتین و

کردند.

تنها و اگر است، M(۲) خاصیت دارای G همبند گراف .١ قضیه

دو کامل گراف ی یا و کامل گراف دور، ی آن، در بلاک هر اگر

باشند. بخش

[٩ ،۵ ،٨ ،۴] در کامل طور به نیز U۳LC گراف های همچنین

تشخیص ،k ≥ ۳ هر برای که داد نشان [٧] مارکس شده اند. بررس

م باشد.
∑p

۲ −complete گراف بودن UkLC

به k کمترین با باشد برابر m(G) کنید فرض کار راحت برای

م توان راحت به باشد. M(k) خاصیت دارای G گراف که طوری

۲ ≤ m(G) ≤ min(δ+ ۲, n− ۱) ،G گراف هر برای که داد نشان

است. آن رئوس تعداد n و G گراف درجه مینیمم δ آن در که است

استفاده با گراف، هر برایm(G)در ری دی بالای کران نیز زیر قضیه

م دهد. آن القایی زیرگراف های رنگ پذیری تا ی k‐لیست از

شرایط Gبا گراف از القایی Hزیرگراف کنید فرض ([٣]) .٢ قضیه

باشد: زیر

باشد. M(k) خاصیت دارای H •
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٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی
گراف ها در رنگ پذیری تا ی ‐لیست k

اول) (قسمت شریف ریاض مجله ی

V (G) \ V (H) از ر دی رأس l با حداکثر H گراف رأس هر •

باشد. همسایه

م باشد. M(k + l) خاصیت دارای G آنگاه

G گراف ی m(G) تعیین برای بهتری بالای کران نهایت در

است. شده داده G گراف درجات میانگین به توجه با [٢] مقاله در

آنگاه باشد. G گراف درجات میانگین d̄(G) کنید فرض .٣ قضیه

m(G) ≤ ⌊ d̄(G)

۲
⌋+ ۲.

تعداد n(G) و باشد دوبخش گراف G کنید فرض مثال برای

بالا قضیه بنابر و d̄(G) ≤ n(G)/۲ م دانیم باشد. آن رئوس

اریتم ل کران به را کران این زیر قضیه .m(G) ≤ ⌊n(G)/۴+ ۲⌋

م دهد. بهبود

زیر بالای کران آنگاه باشد. دوبخش G گراف کنید فرض .۴ قضیه

است. برقرار

m(G) ≤ ۲+ log۲ n(G)

در اثبات ها آوردن از مقاله، این حجم بالارفتن از جلوگیری برای

به میتوانید قضایا اثبات خواندن برای کرده ام؛ خود داری موارد بیشتر

نمایید. مراجعه شده داده ارجاع مقاله های

مسطح گراف های ٣

به مسطح، گراف های ویژگ های و شده ذکر قضیه های به توجه با

در که آورد دست به آن ها برای را مستقیم نتایج م توان راحت

م کنیم. اشاره آن ها از مورد دو به ادامه

م باشد. M(۴) خاصیت دارای مسطح گراف هر .۵ قضیه

هر برای مسطح، گراف های در اویلر فرمول به توجه با اثبات.

بنابراین .|E(G)| ≤ ۳|V (G)| − ۶ ، G(V,E) مسطح گراف

تمام نتیجه در و است ۶ از کمتر مسطح گراف هر درجات میانگین

هستند. M(۴) خاصیت دارای مسطح گراف های

است. M(۳) خاصیت دارای مثلث آزاد مسطح گراف هر .۶ قضیه

میانگین م دانیم اویلر فرمول به توجه با قبل قضیه همانند اثبات.

دارای نتیجه در و بوده ۴ از کمتر مثلث آزاد مسطح گراف هر درجات

هستند. M(۳) خاصیت

χu(G) رنگ عدد ۴

k لیست های بتوان اگر است رنگ پذیر ,k)‐لیست t) ی G گراف

تمام مجموع در که داد قرار صورت به G رأس های روی بر تایی

برای معتبر رنگ آمیزی ی و باشد شده استفاده رنگ t از لیست ها

شده تعریف زیر صورت به [٣] در χu(G) باشد. داشته وجود G

است:

χu(G, k) ،k مثبت و صحیح عدد و G گراف برای .١ تعریف

,k)‐لیست t) ،G که طوری به t عدد ترین کوچ با است برابر

مقدار نباشد، UkLC گراف G اگر همچنین باشد. رنگ پذیر تا ی

م شود. گرفته نظر در صفر برابر χu(G, k)

داده نشان χu(G) با که ،G گراف تارنگ ی لیست عدد .٢ تعریف

.maxk≥۱ χu(G, k) با است برابر م شود،

همان در که زیر قضیه از م توان مفهوم، این شدن روشن تر برای

کرد. استفاده است شده اثبات مقاله

اگر تنها و اگر است رنگ پذیر تا ی ٢‐لیست G گراف .٧ قضیه

.t = max(۳, χ(G)) و باشد رنگ پذیر تا ی ,۲)‐لیست t)

χ(G) با مساوی بزرگتر همواره χu(G, ۲) اینکه به توجه با

با است برابر χu(G, ۲) که م دهد نشان قضیه این است،

به تا که شده مطرح نیز زیر حدس همچنین .maxk≥۱ χu(G, k)

آن کل صورت و است شده اثبات خاص حالت های در لحظه این

است. نشده رد یا اثبات هنوز

تساوی و χu(G) ≤ ∆(G) + ۱ داریم G گراف هر برای .١ حدس

باشد. فرد دور ی یا کامل گراف G اگر تنها و اگر است برقرار

م دهد، پوشش هم را بروکس شده ی شناخته قضیه بالا حدس

نتیجه در و χu(G, ۱) = χ(G) داریم G گراف هر برای زیرا

را χ(G) ≤ ∆(G) + ۱ بالا حدس بنابراین، χ(G) ≤ χu(G)
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داریم باشد، χ(G) = ∆(G) + ۱ اگر همچنین م کند. حفظ 

دور ی یا کامل گراف ی G نتیجه در و χu(G) ≤ ∆(G) + ۱

است. فرد

رنگ پذیری تا ی f‐لیست ۵

k‐لیست مشابه نیز ری دی حالت های مقالات از بعض در

آمده ادامه در موارد آن از ی که است شده بررس رنگ پذیری

است.

ی یرید. ب نظر در را N به V (G) fاز تابع و G گراف .٣ تعریف

رنگ از (لیست واگذاری لیست ی G به L واگذاری f‐لیست

هر برای |L(v)| = f(v) که صورت به است رأس) هر ازای به ها

اگر م شود شناخته (UfLC) رنگ پذیر تا f‐ی G گراف .v رأس

G که صورت به باشد داشته وجود G برای L واگذاری f‐لیست

باشد. رنگ پذیر تا ی L‐لیست

باشد، پذیر رنگ تا ی f‐لیست G اگر بالا، تعریف به توجه با

ی G آنگاه ،f(v) = k باشیم داشته v رأس هر برای که صورت به

م باشد. UkLC گراف

آنگاه: باشد، UfLC گراف G اگر .٨ قضیه

∑
v∈V (G)

f(v) ≤ n(G) + e(G)

رنگ های با G برای واگذاری f‐لیست ی L کنید فرض اثبات.

تا ی رنگ پذیری L‐لیست ی G که صورت به باشد، ۱, ۲, . . . , t

زیر صورت به را G∗ رنگ پذیر تا t‐ی گراف حال باشد. داشته

با Kt کامل گراف و V (G) = {v۱, v۲, . . . , vn} م سازیم:

برای حال یرید. ب نظر در را {w۱, w۲, . . . , wt} رئوس مجموعه

را (vi, wj) یال های و گرفته نظر در را Kt و G گراف اجتماع ،G∗

م کنیم. اضافه آن به j /∈ L(vi) ،۱ ≤ j ≤ t ،۱ ≤ i ≤ n ازای به

از شدن کم بدون یرید. ب نظر در را G∗ از c رنگ پذیری t ی

داریم ۱ ≤ i ≤ t هر برای که کنیم فرض م توانیم مسئله کلیت

با دارد، رنگ پذیری تا L‐ی ی G که آنجایی از .c(wi) = i

نتیجه در است. G∗ t‐رنگ پذیری تنها c ،G∗ ساختار به توجه

و رأس n(G) + t دارای G∗ طرف از است. t‐رنگ پذیر تا ی G∗

همانطور بنابراین است. یال e(G) +
(
t
۲

)
+
∑

v∈V (G)(t− f(v))

شد: اشاره بالا در که

e(G)+

(
t

۲

)
+

∑
v∈V (G)

(t−f(v)) ≥ (n(G)+ t)(t− ۱)−
(
t

۲

)

م دهد. نتیجه را بالا قضیه کردن، ساده از بعد که

نشده حل هنوز و شده مطرح تازگ به که را زیر حدس پایان، در

م آوریم: است

M(k) خاصیت دارای ۲k− ۲ درجه میانگین با گراف هر .٢ حدس

است.

را قوی تری کران که است ٣ قضیه کننده تکمیل حدس، این

م دهد. نتیجه
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ژرف ترکیبی توصیف گر
جهانگیری سامان

یده چ

کار به تصویر توصیف در اخیراً که عصبی های ه شب این که وجود با

به عمدتاً آن ها اند، یافته دست قبول قابل نتایج به اند، شده گرفته

ترکیبی توصیف گر این جا، در نیازمندند. جمله١ و عکس جفت منابع

جدیدی اشیاء توصیف برای روش تا کرد خواهیم معرف را ژرف

این کنیم. ارائه را ندارند وجود عکس‐جمله جفت های داده در که

اشیاء تشخیص به مربوط بزرگ های داده مجموعه از استفاده با کار،

مشابه مفاهیم بین اطلاعات انتقال با و مرتبط، غیر متن منابع و

این که وجود با ، فعل ژرف توصیف گر مدلهای سایر م شود. انجام

پیش ،ImageNet مانند چهره، تشخیص بزرگ های داده مجموعه با

در که کنند توصیف را اشیایی م توانند تنها م شوند، داده آموزش٢

م تواند مدل این برعکس، دارند. حضور عکس‐جمله جفت منابع

توانمندی کند. توصیف را اشیاء سایر با آنها روابط و جدید اشیاء

آن رد عمل کردن برآورد با را جدید اشیاء توصیف برای مدلمان

ImageNet عکسهای برای نتایج کم نمایش و MSCOCO روی

م دهیم. نشان نیست موجود آنها داخل اشیاء از جفت داده هیچ که

روشهای به نسبت ای ویژه مزایای DCC که م دهد نشان نتایج

دارد. عکس داخل جدید اشیاء توصیف موجود

مقدمه ١

تصویری های داده به مربوط اطلاعات ترکیب با مدل :١ Figure

منابع در نشده دیده عکسهای برای توصیف مستقل، متن منابع و

م دهد. ارائه عکس‐جمله

برای متعددی ٣ بازگشت عصبی های ه شب اخیر، سالهای در

آورده دست به قبول قابل نتایج که اند شده معرف عکس توصیف

و عکس جفت گسترده منابع .[٣۶][٣٠][٣٢][٢٧][٢٩] اند

موفقیت مهم عوامل از ، Flickr30k و MSCOCO مانند توصیف

ها داده مجموعه این وجود، این با م روند. شمار به روشها این

به مربوط های داده مجموعه نسبت به اشیاء از کمتری تعداد شامل
١Paired image-sentence data
٢Pre-train
٣Recurrent Neural Networks
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هستند. ImageNet مانند عکس، تشخیص

قادر عکس تشخیص جدید سیستم های این که وجود با بنابراین،

توصیف روشهای بهترین هستند، اشیاء از گونه هزاران تشخیص به

اشیاء توصیف برای مختلف مفاهیم ترکیب توانایی فاقد عکس،

مثالهایی اینکه بدون هستند، شده شناخته مفاهیم از استفاده با جدید

به باشند. دیده را ء ش آن به مربوط جمله ی و عکس جفت از

کرد خواهیم معرف را (DCC) ژرف ترکیبی توصیف گر خاطر همین

تا کند ترکیب را لغت نامه ای قسمتهای بصری عناصر میتواند که

ناموجود، جفت های داده در که آورد دست به اشیایی از توصیفات

مشابه DCC رد عمل هستند. موجود عکس تشخیص منابع در اما

ه شب که است [٣۶][٣٠][٣٢][٢٧][٢٩] اخیر توصیف گر مدلهای

که تفاوت این با م کنند، ترکیب هم با را ۵ پیچش و ۴ بازگشت های

داده از که زبان داخل عبارات با آنها ترکیب با را جدید اشیاء میتواند

سمور تصویر مثال برای کند. توصیف است، گرفته یاد جفت های

ی دقیق، توصیف ی ارائه برای یرید. ب نظر در را ١ عکس در

مانند عکس دهنده یل تش بصری اجزای تا دارد نیاز توصیف گر مدل

ترکیب را آنها و دهد تشخیص را ”sitting” و ”water” ،”otter”

قبل مدلهای اینکه با آید. دست به قبول قابل جمله ی تا کند

جمله و کرده ترکیب را بصری عناصر م توانند ژرف توصیف گرهای

”otter” مانند جدید ء ش ی برای توصیف میتواند DCC بسازند،

”animal” مشابه ”otter” کلمه که میفهمد که ترتیب این به کند. ارائه

استفاده مورد جملات در م تواند روش همان به بنابراین و است

ی است. شده یل تش کلیدی عنصر چند از مدل این گیرد. قرار

م توانند ی هر که ٧ زبان واحد ی و لغت نامه ای۶ دسته بندی گر

شوند، داده آموزش نشده جفت متن و عکس روی جداگانه طور به

و آید م دست به دو این ترکیب از که ژرف توصیف گر همچنین و

از مهمتر م شود. داده آموزش عکس‐توصیف جفت های داده با

شناخته اشیاء به مربوط اطلاعات آن در که است ٨ چندگانه لایه همه،

در تنها که جدید اشیاء به عکس‐توصیف جفت های داده در شده

منابع از همچنین م شود. داده انتقال موجودند جفت غیر های داده

در شده دیده مفاهیم به جدید اشیاء دادن ارتباط برای نامرتبط متن

م شود. استفاده جفت های داده

ها سل پی که لغت نامه ای، دسته بندی گر ی از DCC :٢ Figure

جفت غیر تصویری های داده با فقط و م نگارد بصری مفاهیم به را

یاد را طبیع زبان ساختار که زبان مدل ی و شده، داده آموزش

یل تش شده، داده آموزش نشده جفت متن های داده روی و یرد می

مدل و لغت نامه ای، دسته بندی گر ،DCC چندگانه لایه است. شده

آموزش عکس‐جمله جفت های داده روی و م کند ترکیب را زبان

م شود. داده

DCC ٢

دسته بندی گر ی آموزش (١ است: شده یل تش گام سه از ما روش

دسته بندی گر ترکیب (٢ ژرف، زبان مدل ی و لغت نامه ای

در و توصیف گر، مدل ی ایجاد برای زبان مدل و لغت نامه ای

شده جفت های داده در که کلمات از اطلاعات انتقال (٣ نهایت،

نشده اند. دیده ها داده این در که کلمات به اند شده ظاهر
۴Recurrent
۵Convolutional
۶Lexical Classifier
٧Language Model
٨Multimodal Layer
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ژرف لغت نامه ای دسته بندی گر ٢ . ١

که است ٩CNN ی چپ) ٢ ل (ش لغت نامه ای دسته بندی گر

دسته بندی گر، آموزش برای م نگارد. معنایی مفاهیم به را تصاویر

استخراج را هستند متداول جفت های داده در که را مفاهیم ابتدا

پیدا را (... اسم، (فعل، کلمه هر نوع ابتدا که ل ش این به م کنیم.

انتخاب را فعلها و صفتها اسمها، متداول ترین سپس و [٣] م کنیم

نم دهیم انجام شده ذخیره مفاهیم در اصلاح هیچ م کنیم.

نیستند. بصری صرفاً ،”use” مانند مفاهیم از بعض بنابراین و

همچنین دسته بندی گر جفت، داده های در متداول مفاهیم بر علاوه

میخواهیم و هستند جفت شده داده های از خارج که اشیایی با

کردن تنظیم١٠ با گر بندی دسته میبیند. آموزش نیز کنیم توصیفشان

ILSVRC-2012 داده مجموعه از training بخش با که CNN ی

تصاویر، توصیف در م شود. داده آموزش شده، داده آموزش پیش

در مثال برای م گذارند. اثر توصیف بر بسیاری بصری مفاهیم

بصری مفاهیم ،”An alpaca stands in the green grass” جمله

برای ما دارند. نقش ”green” و ”grass” ،”stands” ،”alpaca”

cross-entropy sig- از عکس، ی به برچسب چند دادن نسبت

خروج همان که عکس ویژگ بردار م کنیم. استفاده moid loss

درایه هر که میدهیم، نمایش fI با را است لغت نامه ای دسته بندی گر

است. عکس در مفهوم ی حضور احتمال بیانگر آن

زبان مدل ٢ . ٢

استفاده با تنها را جمله ساختار راست)، سمت ٢ ل (ش زبان مدل

که نشاندن١١ لایه ی شامل و م گیرد یاد نشده جفت متن منابع از

پایین تر بعد با فضای ی به را کلمات ١٢one-hot-vector نمایش

زبان مدل است. کلمه پیش بین لایه ی و LSTM ی م نگارد،

بعدی کلمه جمله، قبل کلمات از استفاده با که که م بیند آموزش

که است LSTM ورودی قبل کلمه گام، هر در کند. پیش بین را

نشانده کلمه م گیرد. یاد را زبان قبل) به (وابستگ بازگشت ساختار

، زبان ویژگ بردار تا میشوند الحاق ر دی ی به LSTMخروج و شده

که است داخل ضرب لایه ی ورودی fL دهند. یل تش را fL

آموزش، زمان در است. شده تولید جمله در بعدی کلمه خروج اش

م شود داده زبان بخش به ورودی عنوان به درست کلمه همواره

زبان بخش خود توسط شده پیش بین قبل کلمه تست، زمان در اما

این کردن اضافه با همچنین م شود. داده آن به ورودی عنوان به

پیش بین هم سر پشت بار دو را کلمه ی نتواند مدل که محدودیت

م کند. پیدا بهبود نتایج کند،

توصیف گر مدل ٢ . ٣

ترکیب را زبان مدل و ای لغتنامه گر بندی دسته توصیف گر مدل

یرد. ب یاد را عکس توصیف برای مشترک مدل ی تا ند می

چندگانه واحد شده، داده نشان ٢(وسط) عکس در که همان طور

، زبان ویژگ بردار و ،fI تصویر، ویژگ بردار توصیف گر مدل در

از آفین انتقال ی استفاده، مورد چندگانه لایه ند. می ترکیب را fL

است: ویژگ بردار دو این

pw = softmax(fIWI + fLWL + b)

و هستند شده گرفته یاد های وزن های ماتریس b و WL ،WI که

WI وزنهای شهودی، طور به است. کلمات روی احتمال توزیع pw

برای بیشتری احتمال که را کلمات از ای مجموعه که یرند می یاد

دسته توسط که بصری عناصر وجود شرط به ‐ عکس در حضور

از کند. بین پیش را دارند ‐ اند شده داده ای نامه لغت گر بندی

گرفتن یاد با یرد؛ می یاد را زبان ای دنباله ساختار WL ر، دی طرف

شده. داده دنباله ی در قبل کلمات از استفاده با بعد کلمه بین پیش

به بصری اطلاعات چندگانه لایه ، fLWL و fIWI کردن جمع با

ساختاری اطلاعات با را ای لغتنامه گر بندی دسته از آمده دست

جمله ی که ند، می ترکیب اند شده گرفته یاد زبان مدل از که زبان

و توصیف گر مدل دوی هر آورد. دست به عکس به راجع منسجم

کنند، بین پیش را کلمات از ای دنباله که میبینند آموزش زبان مدل
٩Convolutional Neural Network

١٠Fine-tuning
١١Embedding
متناظر١٢ اندیس درایه جز به است صفر آن های درایه تمام که میشود داده نسبت کلمه به برداری وسپس میشود داده نسبت اندیس ی کلمات از ی هر به نمایش این در
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مجموعه که میبیند آموزش ای لغتنامه گر بندی دسته که حال در

در کند. بین پیش را عکس ی داخل احتمال بصری عناصر از ای

شده بین پیش کلمه به را زبان ویژگیهای که ،WL های وزن نتیجه،

وزن اما شوند، م گرفته یاد زبان مدل آموزش زمان در مینگارند،

جفت متن های داده از استفاده با WL داخل های وزن نه. WI های

جفت های داده با شدن تنظیم از قبل شوند؛ م داده آموزش نشده

داده آموزش عکس‐جمله های داده با فقط WI اما عکس‐جمله.

میشود، استفاده خط چندگانه لایه ی از این جا در اینکه با شود. م

شامل که مدلها سایر توسط آمده دست به نتایج با آمده دست به نتایج

است. مقایسه قابل هستند، کلمه بین پیش برای خط غیر لایه ی

های وزن انتقال که است شده طراح ای گونه به توصیف گر مدل

وزن به جفت، های داده در موجود کلمات به مربوط شده یادگرفته

انجام آسان به ها، مجموعه این در غایب کلمات به مربوط های

ویژگیهای ای، لغتنامه گر بندی دسته از استفاده با ابتدا، در شود.

سادگ به توان م بنابراین شوند. م مشخص مفهوم دارای عکس،

وزنهای و شوند جدید اشیاء شامل تا داد گسترش را ها ویژگ این

ویژگیهای یادگیری با سپس، داد. تغییر را مشخص اشیاء به مربوط

که میشویم مطمئن نشده، جفت متن های داده از استفاده با زبان

با انتها، در ند. می پیدا غایب کلمات برای خوب نشاندن ی مدل

و زبان ویژگیهای بین وابستگ ، خط چندگانه لایه ی از استفاده

آید. م دست به سادگ به شده، بین پیش کلمه و عکس ویژگیهای

اشیاء بین اطلاعات انتقال ۴ . ٢

مستقیم انتقال

طور به میپردازیم، آن بررس به که اشیاء بین وزن انتقال روش اولین

داده در شده دیده اشیاء از را b و WL ،WI داخل وزنهای مستقیم،

روش شهودی، طور به میدهد. انتقال نشده دیده اشیاء به جفت های

از که ای کلمه مانند جدید، کلمه ی که ند می فرض مستقیم انتقال

کلمه مثال برای شود. م توصیف است، نزدی آن به معنایی نظر

”sheep” شده شناخته کلمه به معنایی نظر از که ”alpaca” جدید

دهنده نشان vs و va کنید فرض یرید. ب نظر در را است نزدی

ما کلمات مجموعه در ”sheep” و ”alpaca” کلمات های اندیس

،fL و fI ، زبان ویژگ و عکس ویژگ بردارهای داشتن با باشند.

با: است متناسب ”sheep” کلمه بین پیش احتمال

fIWI [:, vs] + fLWL[:, vs] + b[vs]

شامل های جمله که ل ش همان به ”alpaca” با جمله ساختن برای

WL[:, vs] ، WI [:, vs] وزنهای ابتدا شوند، م ساخته ”sheep”

مستقیم طور به را (٣ ل ش در قرمز با شده داده (نشان b[vs] و

علاوه میدهیم. انتقال b[va] و WL[:, va] ، WI [:, va] وزنهای به

به زیادی وابستگ ”sheep” کلمه بین پیش داریم انتظار این، بر

عبارت به باشد. داشته تصویر در ”sheep” ی حضور احتمال

از بخش در ای کننده تعیین نقش WI [:, cs] داریم انتظار ر، دی

است ”sheep” به مربوط که ای لغتنامه گر بندی دسته خروج

مربوط خروج در باید WI [:, ca] ر، دی طرف از باشد. داشته

قرار شرایط این ایجاد برای باشد. گذار تاثیر ”alpaca” کلمه به

اندیس دهنده نشان rs و ra که WI [ra, ca] = WI [rs, cs] میدهیم:

در هستند. عکس ویژگیهای بردار در ”alpaca” و ”sheep” های

ی حضور به ”alpaca” کلمه خروج که نداریم انتظار نهایت،

میدهیم قرار پس برعکس. یا و باشد وابسته تصویر در ”sheep”

WI [rs, ca] = WI [ra, cs] = ۰

جفت منابع در شده دیده اشیاء از اطلاعات انتقال شیوه :٣ Figure

٣٬۴ بخش بیشتر جزییات برای نشده. دیده اشیاء به عکس‐جمله

ببینید. را
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دلتا انتقال

با آموزش طول در وزنها تغییر ها،میتوانیم وزن مستقیم انتقال جای به

”sheep” کلمه انتقال دوباره، دهیم. انتقال را شده جفت های داده

تعریف صورت این به را ∆L یرید. ب درنظر را ”alpaca” کلمه به

نیم: می

∆L = WL−caption[:, vs]−WL−language[:, vs]

و عکس با آموزش زمان در شده گرفته یاد وزنهای WL−caption که

زبان مدل در شده گرفته یاد وزنهای WL−language و هستند جمله

صورت این به ”alpaca” جدید کلمه به مربوط وزنهای هستند.

میشوند: اصلاح

WL−caption[:, va] = WL−language[:, va] + ∆L

مستقیم، انتقال برخلاف زیرا کند، عمل بهتر میتواند دلتا انتقال

نمیرود. بین از انتقال طول در WL داخل وزنهای به مربوط اطلاعات

نیم می استفاده دلتا انتقال از ،WL وزنهای انتقال برای که هنگام

نیم. می استفاده WI در انتقال برای مستقیم انتقال از همچنان نیز،

مفاهیم بین شباهت تشخیص

نظر از عکس‐جمله جفت های داده در کلمات کدام اینکه تعیین

از ی دارند، شباهت جفت های داده از خارج کلمات به معنایی

استفاده با را معنایی شباهت ما است. انتقال برای مهم مراحل

British National با که نیم. می پیدا [١۴]word2vec مدل از

و اند شده داده آموزش Wikipedia و UkWaC ،Corpus(BNC)

بین زاویه کسینوس با شده) نشانده فضای (در کلمه دو بین فاصله

شود. م تعریف آنها

عمل چارچوب ٣

ها داده مجموعه ٣ . ١

زیر آوریم، دست به روشمان رد عمل از برآوردی عمل در اینکه برای

فاقد که میسازیم MSCOCO آموزش١٣ مجموعه از ای مجموعه

خاص ء ش هشت از ی حداقل که است جمله عکس جفت هرگونه

شده حذف اشیاء که شویم مطمئن اینکه برای نند. می توصیف را

به مربوط ء ش ٨٠ هستند، نشده حذف اشیاء از ی حداقل شبیه

word2vec نشاندن از استفاده با را ١۴MSCOCO مرزبندی چالش

برای نیم. می حذف را ء ش ی خوشه هر از و نیم می بندی١۵ خوشه

، ”couch”، ”bus”،”bottle” شدند: انتخاب کلمات این کار، این

.”zebra” ،”suitcase” ،”racket” ، ”pizza”،”microwave”

MSCOCO ارزیابی١۶ مجموعه از درصد ۵٠ تصادف طور به

تست برای را ر دی درصد ۵٠ و نیم می انتخاب ارزیابی برای را

پنج از استفاده با را عکس هر داخل بصری مفاهیم ذاریم. می باق

MSCOCO داده مجموعه در که شده اشاره ١٧ قطع اصل موضوع

ی اگر نیم. می گذاری برچسب است، شده داده قرار اختیار در

کنند، اشاره ء ش ی به عکس، ی به مربوط قطع توضیحات از

این، بر علاوه میاید. حساب به ء ش آن دارای مورد ی عکس آن

بر گر بندی دسته و زبان های ه شب که هنگام را DCC رد عمل

بررس نیز میشوند داده آموزش جداگانه های داده مجموعه روی

اشیاء تشخیص داده مجموعه از ء ش ۶۴٢ خاص، طور به نیم. می

مجموعه در اما ندارند، وجود MSCOCO در که را، ImageNet

انتخاب را دارند، وجود وب صفحات از آمده دست به متن های داده

نمیدهیم انجام آمده دست به مفاهیم این روی اصلاح هیچ نیم. می

ر دی برخ و کم تعداد شامل اشیاء کلاسهای از برخ نتیجه در و

کلاس هر عکسهای درصد 75 از هستند. عکس زیادی تعداد شامل

استفاده ارزیابی برای بقیه از و ای لغتنامه گر بندی دسته آموزش برای

نداریم. ها دسته این از توصیف هیچ که کنید دقت نیم. می
١٣Tُraining set
١۴MSCOCO segmentation challenge
١۵cluster
١۶Validation set
١٧Ground truth caption annotations
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ای لغتنامه گر بندی دسته آموزش ٣ . ٢

های داده عنوان به را ImageNet و MSCOCO دوی هر ما

لغتنامه گر بندی دسته آموزش برای شده، گذاری برچسب عکسهای

عکس‐ جفت های داده داخل اشیاء تمام برای یریم. می نظر در ای

برچسب بصری مفاهیم ۴۷۱ با که COCO عکسهای از جمله،

استفاده ای لغتنامه گر بندی دسته آموزش برای اند، شده گذاری

نمیشوند ظاهر جفت های داده در که ءی ش هشت برای نیم. می

نظر در را ImageNet با آموزش هم و MSCOCO با آموزش هم

ژرف پیچش ه شب ی تنظیم با ای لغتنامه گر بندی دسته یریم. می

به مربوط آموزش زیرمجموعه روی بر که ،(VGG-16 layer)[35]

آموزش ImageNet مجموعه از ILSVRC-2012 اشیاء تشخیص

میبیند. آموزش شده، داده

زبان مدل آموزش ٣ . ٣

برای نشده، جفت متن های داده برای مختلف منبع سه

مجموعه داخل ١)توصیفات یریم: می نظر در زبان مدل آموزش

شامل عکس توصیف به مربوط های ٢)متن MSCOCO آموزش

،Flickr1M[5] عکس‐توصیف: جفت های داده مجموعه سایر

منبع این . ImageCLEF-2012 و Pascal1k[8] ،Flickr30k[21]

از مرتبط غیر های ٣)متن نیست. MSCOCO جملات شامل

British National Cor- از جمله میلیون ۶٠ شامل که وب صفحات

است. Wikipedia و UkWaC ،pus (BNC)

توصیف گر مدل آموزش ۴ . ٣

لایه وزنهای ، زبان مدل و ای لغتنامه گر بندی دسته آموزش از پس

آموزش عکس‐جمله جفت های داده با توصیف گر مدل چندگانه

مدل داخل وزنهای تنها مستقیم، انتقال روش برای میشوند. داده

نگه ثابت را وزنها سایر و یریم می یاد را (WL و WI) چندگانه

مدل با که ،WL داخل وزنهای اگر دلتا، انتقال روش برای میداریم.

کنند، تغییر زیاد اصلیشان مقادیر از اند، شده داده آموزش پیش زبان

را WL داخل وزنهای ابتدا نتیجه، در ند. نمی عمل خوب انتقال

را WL و WI سپس و یریم می یاد را WI فقط و میداریم نگه ثابت

میدهیم. آموزش همزمان

(∆T) دلتا انتقال با DCC با را انتقال بدون DCC :١ جدول

برای ر دی قدرتمند مدل ی و (DT) مستقیم انتقال با DCC ،

برای برای مدل توانایی نیم. می مقایسه (LRCN) عکس توصیف

یریم. می اندازه F1 امتیاز با را جمله در جدید کلمات کارگیری به

که نیم می گزارش را METEOR و Bleu-1 امتیازهای همچنین

را جدید کلمات موفقیت با DCC هستند. جمله کل کیفیت بیانگر

(مقادیر است. بالاتر نسبت به آن جملات کیفیت و یرد می کار به

هستند). درصد به

ها مح ۵ . ٣

نشان که مح ی باید کنیم، ارزیابی را انتقال روش اینکه برای

را نه یا هست جدید ء ش ی شامل شده تولید جمله ی دهد

از اند عبارت عکس توصیف متداول های مح کنیم. انتخاب

جمله بودن فصیح و معنا کلیت که METEOR[4] و BLEU[2]

بدون میتوان جدید اشیاء از خیل برای وجود این با میسنجند. را

پسر مثال (برای رسید. دو این در خوبی امتیازات به آنها به اشاره

توانایی دقیق ارزیابی برای (۴ ل ش در کردن بازی تنیس حال در

نیز را F1 امتیاز جدید، کلمات مجموعه آوردن دست به در مدل

ای کلمه که (هنگام مثبت غلطهای ،F1 امتیاز یریم. می درنظر

(هنگام منف غلطهای بشود)، نباید که میشود ظاهر جمله ی در

های درست و بشود) باید و نمیشود ظاهر جمله در ای کلمه که

را بشود) باید و میشود ظاهر جمله در ای کلمه که مثبت(هنگام

ی از مثبت (مثال مثبت را شده تولید جمله ی یرد. می نظر در

کنار کلمه ی به اشاره ی حداقل شامل اگر یریم می خاص) کلمه

به اگر یریم، می مثبت را قطع جملات و باشد داشته شده گذاشته

با مدلها باشد. شده اشاره آن قطع توصیفهای از ی در کلمه ی
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آموزش اشیاء همه برای عکس‐جمله جفت مثالهای با که مدل وی DCC (DT) مدل مستقیم انتقال برای F1 امتیاز مقایسه :٢ جدول

است. شده داده

میشوند. داده آموزش Caffe از استفاده

نتایج ۴

کلمات میتواند DCC شده، داده نشان ۴ ل ش در که همان طور

کند. توصیف وارد درست ل ش به را جدید

دلتا انتقال با مقایسه در مستقیم انتقال

را شده گذاشته کنار ء ش هشت بین در F1 امتیاز میانگین ١ جدول

این بر علاوه ند. می مقایسه مستقیم غیر و مستقیم انتقال حالت در

MSCOCO شده گذاشته کنار داده مجموعه با نیز را LRCN([5])

بدون حالت در ما مدل که میدهد نشان نتایج میدهیم. آموزش

مح هر طبق انتقال، با و است مقایسه قابل LRCN با انتقال،

میدهد، نشان ١ جدول در F1 امتیاز که همان طور ند. می عمل بهتر

وارد را جدیدی کلمات میتوانند مستقیم انتقال و دلتا انتقال دوی هر

هم میزان بیانگر که BLEU-1 امتیاز همچنین کنند. خود لغات دامنه

گزارش نیز را است مرجع جمله وکلمات شده تولید کلمات پوشان

جملاتمان فصاحت از ،METEOR امتیاز گیری اندازه با نیم. می

DCC نیم. می حاصل اطمینان جدید، کلمات شدن اضافه از پس

دهنده نشان این که میدهد افزایش را METEOR امتیاز همواره

مستقیم، انتقال روش است. DCC با جملات کل کیفیت افزایش

میدهد. افزایش دلتا انتقال به نسبت بیشتری مقدار به را امتیازات همه

برای METEOR و BLEU امتیازهای که است این مهم نکته ی

ند. نمی پیدا کاهش ها، شده گذاشته کنار داده مجموعه داخل اشیاء

ند، می کار بهتر کلمات کدام برروی ما مدل اینکه شدن روشن برای

که مدل با و نیم می گزارش ٢ جدول اشیاء تمام برای را F1 امتیاز

آموزش شده، گذاشته کنار ء ش هشت برای عکس‐جمله جفت با

جملات میتواند DCC اشیاء، تمام برای نیم. می مقایسه شده داده

هستند. ء ش آن شامل که کند تولید

مدل و ای لغتنامه گر بندی دسته آموزش پیش اثر مقایسه :۴ ل ش

که همان طور متن. و عکس جفت غیر های داده مجموعه با زبان

های داده از که آید م دست به زمان نتیجه بهترین میرود انتظار

لغتنامه گر بندی دسته دوی هر آموزش برای MSCOCO دامنه داخل

منابع با آموزش نتایج وجود، این با شود. استفاده زبان مدل و ای

هستند.) درصد به (مقادیر است. مقایسه قابل نیز مرتبط غیر

جمع بندی ۵

که کردیم معرف را (DCC) ژرف ترکیبی توصیف گر مقاله این در

حضور توصیف فعل منابع در که جدید اشیاء توصیف برای میتواند

این توانایی دهنده نشان ما کیف و کم نتایج رود. کار به ندارند

استفاده با عکس توصیف در جدید کلمات از استفاده برای مدل

غیر متن های داده و عکس به مربوط های داده مجموعه از موثر

اطلاعات انتقال و مختلف منابع های داده ترکیب با است. جفت

تولید با DCC هستند، نزدی معنایی نظر از که مفاهیم بین

عکس‐ جفت منابع بودن دسترس در به محدود که غن توصیفهایی

میبخشد. بهبود را عکس توصیف فعل مدلهای نیستند، جمله
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انتقال، بدون مدل توسط شده تولید توصیفهای مقایسه :۵ ل ش

از خارج آموزش با (MSCOCO) دامنه، داخل آموزش با DCC

شده داده آموزش مدل ی و (ImageNet, WebCorpus) دامنه،

میتواند DCC MSCOCO اشیاء. تمام برای عکس‐جمله جفت با

تولید عکس‐جمله جفت با شده دیده آموزش حالت مشابه جملات

کند.
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ه ای چند‐شب روش با آشنایی
رسول سینا

rasoolibox١٩٣@gmail.com

پیش گفتار ١

نام به ١ تکراری روش های از دسته ای معرف مقاله، این هدف

است. پیش زمینه ای، هر با دانشجوها، به ٢ ه ای چند‐شب روش های

و روش از روشن گری دورنمای حجم، محدودیت دلیل به

پیش مطالب با که خواننده ای برای م شود. ارائه ، اصل ایده های

بود. نخواهد دشوار کل تر، حالت های استنتاج و تعمیم برود،

پست طریق از پرسش، یا ابهام هرگونه وجود صورت در

باشید. ارتباط در نویسنده با ترونی ال

میان (در ریاض ده ی دانش در خود، تحصیل دوره ی در

کارهای به علاقه مند را فردی ندارم یاد به ،( کارشناس دانشجوهای

جزئیات به باشم. دیده دیفرانسیل معادلات سازی شبیه و عددی

اما پرداخت. نم توان این جا در مسئله این ریشه یابی و تحلیل و

اهمیت شاید تجربه، تعدادی گذاشتن اشتراک به که کردم احساس

روشن تر را عددی آنالیز به شبیه درس هایی و مطالعه ها نوع این

کند.

ارزی شاخص های پیش بین ‐ تابع ریشه ی ١ . ١

حفظ با بیان قابل اطلاعات بیش ترین رو، پیش جزئیات

هستند. پروژه اطلاعات محرمانگ

رابطه ای یافتن به موفق جریان، در مطالعه ای از قسمت ی در

دو حسب بر شده، پیدا رابطه ی شدم. ارزی شاخص چند بین

م کرد. معرف را ثابت تقریبا مقداری شاخص،

︷فردا ︸︸ ︷
f(x۱, x۲)−

︷امروز ︸︸ ︷
f(x۱, x۲) ≈ ۰

را زمان بالا اندیس هستند، ارزی شاخص های x۲ و x۱ آن در که

یا موارد درصد ۴ در تنها که است این معن به ≈ ۰ و م کند بیان

زمان در تابع این مقدار روز ۲۵ هر متوسط طور به ر دی عبارت به

م کند. تغییر

ریشه یابی برای تلاش و f تابع نمودار :١ Figure

روز در f تابع مقدار ماندن ثابت کردن فرض کم به پیش بین

بعد روز شاخص های از ی تنها ازای به آن ریشه های یافتن و آینده

تابع مقدار ‐ (قرمز افق خط تلاق محل باید ساده، بیان به است.
١Iterative Methods
٢Multi-Grid Methods
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پارامترها) از ی حسب بر تابع (نمودار سیاه نمودار و قبل) روز در

شود. پیدا

مقدار و مسئله پارامترهای در پایین خطای با مثال، همین در

ریشه های کردن پیدا بر تلاش است)، درست البته (که f تابع

قبل، روز در مقدار با برابر c ازای به g(x۱, x۲) = f(x۱, x۲) − c

نیاز g ریشه ی کردن پیدا برای بالا دقت با روش ی به پس است.

داریم.

مواجهه برای خوبی شروع نقطه ی تابع، ی ریشه ی کردن پیدا

«تاثیر و ٣ حالت» «عدد جمله از عددی آنالیز اصل چالش های با

است. جواب» رفتار در حل، روش انتخاب

غیررسم نتیجه گیری ١ . ٢

متفاوت دید با لطفا است. ال چ روزمره کاربردهای در عددی آنالیز

کنید. حرکت «او» سمت به

نگیریم. فاصله نوشته اصل موضوع از

بررس مورد مسئله ی ٢

متن در که ل ش به ساده نسبتا مسئله ی ی بررس به نوشته این در

کم ساده مسئله ی ی با کار به شروع م پردازیم. م شود معرف

نظری» و عموم «بررس کنار در مسئله» درک و «شهود که م کند

مسائل در درک و شهود امر، این باشند. داشته وجود هم کنار در

ابزار راه، چراغ تنها آن در که قلمرویی م سازد، ن مم را پیچیده

است. نظری و انتزاع

کلام ل ش ٢ . ١

شهودی: و کلام ل ش به مسئله صورت

قرار صفر دمای در آن سر دو که داریم فلزی میله ی ی

(مثلا کنید تصور میله در دما توزیع ی ابتدا گرفته اند.

دمای نقاط سایر و دارد بالایی دمای مرکزی ناحیه ی

منبع قسمت هایی در میله، طول در همچنین پایین).

نگه گرم همواره میله جای چند (مثلا داریم حرارت

جواب سرد). همواره ر دی جای چند و م شود داشته

م آید بدست بی نهایت زمان از پس که جوابی یا ۴ پایا

م شود؟ چه

پیوسته : ریاض ل ش ٢ . ٢

پیوسته: و ریاض ل ش به مسئله صورت
uxx(x) = f(x) ∀x ∈ (۰, ۱)

u(۰) = u(۱) = ۰

توصیف تابع f(x) ، x ان م در دما توصیف تابع u(x) آن در که

به نسبت u تابع جزئ مشتق معن به ux نماد و دما در خارج اثر

است. x پارامتر

گسسته : ریاض ل ش ٢ . ٣

ثابت: N ی برای شده گسسته و ریاض ل ش به مسئله صورت

(١)
xi = i× ۱

N
i ∈ {۰, ۱, ۲, · · · , N}

u(xi−۱)− ۲u(xi) + u(xi+۱) = f(xi) i ∈ {۱, · · · , N − ۱}

u(x۰) = u(xN ) = ۰

م توان مرزها، در u(x) تابع مقدار بودن صفر به توجه با که

کرد: بیان زیر ل ش به ماتریس ل ش به را مسئله

−A(N−۱)×(N−۱)u(N−۱)×۱ = f(N−۱)×۱

آن: در که

u(N−۱)×۱ =



u(x۱)

u(x۲)

...

u(xN−۱)


, f(N−۱)×۱ =



f(x۱)

f(x۲)

...

f(xN−۱)


٣Condition Number
۴Steady Solution
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و

A =



۲ −۱

−۱ ۲ −۱
. . .

−۱ ۲


(N−۱)×(N−۱)

(٢)

تنک (ماتریس هستند صفر نیستند، حاضر که درایه هایی آن در که

است). ۵

۶ بسامدهای با رفتار تکراری: حل روش ٣

مختلف

زیر ل ش به را، قبل قسمت در شده گسسته سازی مسئله ی صورت

م دهیم. تغییر

Au = ۰ (٣)

است. شده بررس بسیار معادله نوع این حل برای تکراری راه های که

در که است صورت این به ( ١ ) معادله ی با ( ٣ ) معادله ی ارتباط

معادله ی در و است خطا کردن صفر بر تلاش شده، ساده معادله ی

از روش دو هر مسئله. جواب به شدن نزدی برای تلاش ، اصل

م شوند: تحلیل نقطه نظر ی

، A ماتریس از استفاده با شده استفاده تکراری حل

است). f از مستقل (که نکند خراب را کار

نهایی جواب صفر»، دما جا «همه بدیه جواب که کنید دقت

که است روش یافتن برای تلاش اما م دانیم را پاسخ این و است

باشد. کارا نیز نداریم را تحلیل قدرت این که مواقع در

«روش با رابطه در مختصری حل، روش های توضیح از پیش

دهیم: توضیح تکراری»

٧ تکراری حل روش ٣ . ١

اعمال با مناسب، ر عمل ارائه ی با م شود تلاش روش ها نوع این در

ر: دی بیان به شد. نزدی تر و نزدی جواب به ر عمل آن متوال


{xi} , a ∈ Rn , g : Rn → Rn

x۰ = a , xi+۱ = g(xi)

lim
j→∞

xj = x∗ (∗)

را اولیه نقطه ی هر از رایی هم میتوان ، g تابع بر شرایط با

کرد. تضمین

تصویر فاصله ی اگر .( [٢] ٨ باناخ ثابت نقطه از استفاده ) ١ قضیه

ثابت ضریب (با شود نقطه دو آن فاصله ی از کمتر اکیدا نقطه، دو هر

تا ی نقطه ی ی به اولیه نقطه ی هر از شروع با دنباله شود)، کراندار

شد. خواهد را هم

∃α ∈ [۰, ۱) : |g(x)−g(y)| < α|x−y| ⇒ ∃!x∗ : lim
j→∞

xj = x∗

که گونه ای به تکراری مسئله ی ی به ( ٣ ) مسئله ی تبدیل با پس

م توان کرد، استفاده باناخ ثابت نقطه ی مانند قضیه هایی از بتوان

این معمول طور به شد. نزدی تکراری ل ش به ( ٣ ) جواب به

انجام A = M − N ل ش به A ماتریس ( (جمع تجزیه ی با کار

است: آمده خلاصه طور به زیر عبارت های در که م شود

Au = ۰ ⇒


(M −N)u = ۰ → u = M−۱Nu

R = M−۱N

unew = Ruold

ثابت «نقطه ی شرایط در و باشد شده تعریف R ماتریس که ل ش به

باشد). ١ از کوچ تر آن طیف شعاع مثال طور (به کند صدق باناخ»
۵Sparse
۶Frequency
٧Iterative Method
٨Banach Fixed-Point Theorem
٩Weighted Jacobi Method

١٠Jacobi Method

۵٨



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی ه ای چند‐شب روش با آشنایی شریف ریاض مجله ی

[١] ٩ وزن دار جاکوبی روش ٣ . ٢

روی درایه های قسمت دو به A ماتریس ، [۴] ١٠ جاکوبی روش در

N = L(A) + U(A) قطر خارج درایه های و M = D(A) قطر

بالا: عبارت های در که م شود، تجزیه

A قطر روی درایه های D(A) •

A قطر پایین درایه های L(A) •

A قطر بالای درایه های U(A) •

هستند.

م دهیم: نشان زیر نمادهای با را روش اطلاعات خلاصه طور به

RJ = D−۱(L+ U) , unew
J = RJu

old
J (۴)

آن: در که

تکراری حل ماتریس R •

شده استفاده روش دهنده ی نشان ( J ) پایین اندیس •

تقریبی جواب بردار u •

حقیق پارامتر با تکراری حل ماتریس وزن دار جاکوبی روش

م کند: تعریف زیر ل ش به ω

RWJ = (۱− ω)I + ωRJ (۵)

روش همان ω = ۱ (حالت است ١١ همان ماتریس I آن در که

است). جاکوبی

[۴] ١٢ گاوس‐سیدل روش ٣ . ٣

م شود: تعریف زیر ل ش به تکراری حل ماتریس روش، این در

RG = (D − L)−۱U (۶)

م دهد: بدست زیر ل ش به را بازگشت حل

unew
G = RGu

old
G

روش ها اولیه ی تحلیل ۴ . ٣

( ١ ) جزئ مشتق های با مرزی شرایط مسئله ی این که به توجه با

بررس به پس است، ١٣ حرارت معادله ی پایای جواب واقع در

م پردازیم: بازگشت روش های تحلیل در خاص تری شروع نقطه های

 

u۰
j(xi) = sin(xi × jπ) (٧)

است. مختلف بسامد ی نماینده ی j اندیس هر واقع در که

مختلف بسامدهای :٢ Figure

از شده، بیان تکراری روش دو رد عمل نحوه ی تحلیل برای

نهایی جواب به نزدی و م کنیم شروع بالا، ل ش به اولیه نقطه های

م کنیم: مقایسه و مشاهده گام، ۱۰۰ از پس را صفر) جا (همه

۱ بسامد با شروع نقطه ی :٣ Figure
١١Identity Matrix
١٢Gauss-Seidel Method
١٣Heat Equation

۵٩



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی ه ای چند‐شب روش با آشنایی شریف ریاض مجله ی

۵ بسامد با شروع نقطه ی :۴ Figure

۲۰ بسامد با شروع نقطه ی :۵ Figure

در که است نهفته عموم مشاهده ی چندین بالا ل های ش در

م کنیم: اشاره آن ها به زیر

تکرارهای در موفق ل ش به روش دو هر بالا: بسامدهای •

م شوند. نزدی نهایی جواب به کم،

جواب به شدن نزدی در روش دو هر پایین: بسامدهای •

هستند. کند بسیار نهایی،

سرعت با بسامدها دسته این با برخورد : میان بسامدهای •

م گیرد. صورت کم بسیار نه و زیاد بسیار نه

کنید: توجه زیر نمودار به بسامدها، از بازه ای بررس برای

۰٫۱ دقت به رسیدن برای لازم تکرار :۶ Figure

عمودی، محور و اولیه نقطه ی بسامد ، افق محور بالا، ل ش در

م دهد. نشان را شده، ذکر خطای به رسیدن برای تکرارها تعداد

بسامد بودن نسبی ه: شب اندازه ی تغییر ۴

،( ٧ ) رابطه ی در j بسامد تعریف و ( ١ ) در xi تعریف به توجه با

به دارد. بستگ ه شب اندازه ی به جواب، ی بسامد که دید م توان

که: معن این

شروع نقطه ی ه، شب ی در کم بسامد با شروع نقطه ی

است. بزرگ تر اندازه ی با ه ای شب در بیش تر بسامد با

آن از بعد کم جمله ی و زیر ل ش به توجه با موضوع این

م شود: واضح تر

۰٫۵ برابر ، ۰٫۵ اندازه ی با طول واحد در نوسان ها تعداد :٧ Figure

است ۱ برابر ۱٫۰ طول واحد برای و

تابع ی فرکانس ه، شب اندازه ی کردن برابر دو با

م شود. برابر دو ، سینوس
١۴Two-Grid Method

۶٠



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی ه ای چند‐شب روش با آشنایی شریف ریاض مجله ی

١۴ ه ای دو‐شب روش ایده: ١ . ۴

زیر ل ش به م توان کلام صورت به را م رسد ذهن به که ایده ای

کرد: بیان

شروع، نقطه ی روی بر ابتدا بالا: فرکانس های حذف .١

(تا م کنیم اعمال را تکراری روش های از ی بار، چندین

بروند). میان از بالا بسامد با جواب های

بردارهای و ماتریس ها : ١۵ زمخت تر ه ی شب به گذار .٢

م آوریم. بدست اولیه ه ی شب به توجه با را زمخت تر ه ی شب

اعمال با زمخت تر ه ی شب در بالا: فرکانس های حذف .٣

را آمده به وجود بالای فرکانس های تکراری، روش ماتریس

م کنیم. حذف

ه ی شب ماتریس های و بردارها اولیه: ه ی شب به گذار .۴

م کنیم. تبدیل اولیه ه ی شب به را زمخت

 

خطاهایی است ن مم ه ها، شب بین گذار اختلال ها: حذف .۵

آن ها، بردن بین از برای آورد. به وجود بالا فرکانس های با

م کنیم. اعمال بار چندین را تکراری روش

ه ای دو‐شب روش شد، ارائه حل برای بالا در که ١۶ شمایی به

م شود. گفته

توضیح به نیاز که قدم هایی تنها بالا، مراحل در که کنید توجه

مشخص اگر گذار روش یعن هستند. (۴) و (٢) دارند، بررس و

(ضرب بازگشت روش اعمال تنها ر دی مرحله ی هر در شود،

است. ساده که م ماند باق ( R ماتریس

ه ای دو‐شب روش ۵

توضیح را شد بیان قبل قسمت در که گذار ونگ چ قسمت، این در

کوتاه برای نمادگزاری چند معرف به ابتدا آن، از پیش م دهیم.

م پردازیم. بیان، راحت و نوشتن

اندازه ی و h = ۱
N اولیه ه ی شب اندازه ی ه: شب اندازه ی •

.۲h زمخت تر ه ی شب

( ١ ) شده گسسته معادله ی ماتریس معادله: ماتریس •

نمایش A۲h با را زمخت تر ه شب و Ah با اولیه ه ی شب

م دهیم.

ه ی شب و uh با را اولیه ه ی شب جواب بردار جواب: بردار •

م دهیم. نمایش u۲h با را زمخت تر

[٣] ان م گذار ١ . ۵

زمخت به ١٧ ظریف ١ . ١ . ۵

جواب کنید، نگاه آن در رو پیش مسئله ی بیان و زیر ل ش به اگه

زمخت تر ه ی شب روی نقاط کردن پیدا (مسئله م شود واضح تقریبا

است).

نوشته (وزن های زمخت به ظریف ه ی شب از گذار :٨ Figure

هستند) ۰٫۲۵ برابر نشده،

ه ی شب نقاط روی زمخت تر ه ی شب نقاط اینکه به توجه با که

همان (که ١٨ شمول نگاشت ی به تنها م گیرند، قرار کوچ تر

ماتریس با و داریم نیاز است)، شده کوچ دامنه ی با همان نگاشت
١۵Coarser
١۶Scheme
١٧Fine
١٨Inclusion Map

۶١



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی ه ای چند‐شب روش با آشنایی شریف ریاض مجله ی

م دهیم:  نمایش را آن زیر

Ĩ۲h
h =



۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱
. . .

۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۰


(٨)

در دوم درایه ی از شروع خاطر به اول ردیف در جلو به انتقال (ی

م خواهیم این که به نیست، واضح اگر است. مقدارها بردار تعریف

کنید). توجه باشند شده تعریف زوج درایه های

روش جای به خانه، ی اطراف درایه های تمام تاثیر برای حال

استفاده [١] ١٩ کامل وزن ده با کردن محدود از بالا، ساده ی

را ١ وزن کناری، خانه های و ٢ وزن وسط خانه ی به که م کنیم

م دهد:

I۲h
h =

۱
۴



۱ ۲ ۱ ۰

۰ ۰ ۱ ۲ ۱
. . .

۱ ۲ ۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۲ ۱


(٩)

ظریف به زمخت ١ . ٢ . ۵

برای م پردازیم. اولیه ه ی شب به زمخت ه ی شب از گذار به حال

زمخت ه ی شب در که خانه هایی (١ دارد: وجود خانه نوع دو این کار،

خانه دو بین که اولیه، ه ی شب در خانه هایی (٢ دارند. وجود اولیه و

دارند. قرار زمخت ه ی شب از

خانه های و م کنیم ذاری جای خودشان مقدار با را اول نوع خانه های

زمخت. ه ی شب در کناری خانه ی دو میانگین با را دوم نوع

Ih۲h =
۱
۲



۱ ۰

۲ ۰

۱ ۱
. . .

۱ ۱

۰ ۲

۰ ۱



(١٠)

کنید. نگاه بعد ل ش به بالا، ماتریس تعریف شدن واضح تر برای

نوشته (وزن های ظریف به زمخت ه ی شب از گذار :٩ Figure

هستند) ۰٫۵ برابر نشده

ماتریس ها تبدیل ٢ . ۵

رابطه ی ماتریسAدر و دهیم انجام ر دی معن دار نام گذاری ی ابتدا

ه بندی شب در ماتریس که معن این به م دهیم نشان Ah
h نماد با را ١

است. شده تعریف h اندازه ی با

ظریف ه ی شب ︷در ︸︸ ︷
Ah

huh = ۰

ه ی شب در حل به نیاز که معادله ای و ماتریس که داریم نیاز حال

داشته نیز آن برای که گونه ای به کنیم. تعریف را دارد زمخت تر

باشیم:
زمخت ه ی شب ︷در ︸︸ ︷
A۲h

۲hu۲h = ۰
١٩Restriction by Full-Weighting

۶٢



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی ه ای چند‐شب روش با آشنایی شریف ریاض مجله ی

نگاه ماتریس عمل و ضرب تعریف به ابتدا ، A۲h
۲h نوشتن برای

م کنیم.

انجام I۲h
h ماتریس ضرب با زمخت به ظریف ه ی شب از گذار •

م شود.

م شود. بیان A = Ah
h ماتریس با ظریف ه ی شب در مسئله •

انجام Ih۲h ماتریس با ظریف به زمخت ه ی شب از گذار •

م شود.

زمخت ه ی شب در مسئله تعریف مورد در را ایده این بالا شمای

م دهد: ما به

A۲h
۲h = I۲h

h Ah
hI

h
۲h

ه ی شب در بردار (١ دهیم: انجام ترتیب به را بالا مراحل م گوید که

ماتریس ظریف ه ی شب در (٢ ببریم، ظریف ه ی شب به را زمخت

زمخت ه ی شب به را آمده بدست بردار (٣ و کنیم ضرب را Ah
h

بازگردانیم.

ه ای دو‐شب روش کامل شمای ٣ . ۵

است: آمده زیر در ترتیب به مراحل حل، شمای کامل نمایش برای

قدم تعدادی با تکراری ل ش به را Ah
huh = ۰ رابطه ی ابتدا .١

م کنیم. حل مشخص

A۲h
۲hu۲h = ۰ م کنیم تبدیل شده زمخت ه ی شب به را مسئله .٢

م آید). قبل قسمت نهایی نقطه ی تبدیل از شروع، (نقطه ی

قدم تعدادی با تکراری ل ش به شده، زمخت ه ی شب در .٣

م کنیم. حل را مسئله

از شروع، (نقطه ی م گردانیم باز ظریف ه ی شب به را مسئله .۴

م آید). قبل قسمت نهایی نقطه ی تبدیل

بردن بین از (برای م کنیم حل را مسئله ظریف، ه ی شب در .۵

مسئله). تبدیل از ناش خطاهای

زیر ل ش به ٢٠ دیاگرام ای در را بالا قدم های معمول، طور به

م دهند: نمایش

ه ای دو‐شب روش شماتی نمودار :١٠ Figure

ه ای دو‐شب روش پیاده سازی ۴ . ۵

آن نتایج و م کنیم پیاده سازی را قبل قسمت های در شده گفته روش

م کنیم: مقایسه قبل روش های نمودارهای با را

مختلف پایه های با ه دو‐شب روش رد عمل :١١ Figure

م کنید، مشاهده بالا ل ش در که همان گونه نتیجه گیری:

بسامد برای ٢١ آستانه ی کم به م توان ه ای دو‐شب روش از

گرفت. پایین فرکانس های در بهتری بسیار رد عمل و کرد استفاده

روش دارد، بستگ نیز روش پیاده سازی به که کنم تاکید باید

شده داده شرح ضمیمه در (روش بالا نمودار در شده پیاده سازی

بهتر پیاده سازی برای دارد. برتری تنها پایین فرکانس های در است)،

روش از بهتر عمل کردی همواره که کرد (ساده)ارائه روش م توان

باشد. داشته گاوس‐سیدل) یا وزن دار (جاکوبی تکراری پایه ی
٢٠Diagram
٢١Threshold

۶٣



٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی ه ای چند‐شب روش با آشنایی شریف ریاض مجله ی

[٣] ٢٢ ه ای چند‐شب روش ۶

ه ای، دو‐شب روش کامل شمای نمایش دیاگرام از استفاده با

توضیح به سپس و م کنیم ارائه ه ای چند‐شب روش برای دیاگرام

م پردازیم: آن

توضیح همراه به ه ای چند‐شب روش :١٢ Figure

به قدم هر و هستند اولیه ه ی شب قله ها تمام بالا، روش در

م دهد نمایش را ۲ ضریب با ه شب شدن زمخت تر پایین، سمت

خواهند ... ،۸h ،۴h ،۲h ،h برابر ه ای شب طول ترتیب به ه ها (شب

داشت).

ه ی شب ی به دفعه هر بالا، نمودار در نمودار: توضیح

ه ی شب تا سپس م کنیم. حل را مسئله آن در و م رویم زمخت تر

روش گرفته ایم قرار که ه ای شب در مرحله، هر در و م گردیم باز اولیه

آمده وجود به خطاهای صورت این به م دهیم. انجام را بازگشت

شده اند. پاک سازی بازگردیم، اولیه ه ی شب به که زمان مسیر، در

که است رایج ه ای چند‐شب روش با مرتب نوشته های در

بودن واضح دلیل به را بالا شماهای در راهنمای علامت های

چند‐ روش با رابطه در قبل ل ش یعن م کنیم. حذف موضوع،

م شود: آورده زیر صورت به ه ای شب

ه ای چند‐شب روش :١٣ Figure

نتیجه گیری ٧

٢۴ طول مقیاس یا ٢٣ زمان مقیاس چندین مسئله ها، از برخ در

رفتار نشان گر و دارند حقیق معن مقیاس ها، این دارد. وجود

هستند. مختلف اندازه های در بررس مورد معادله ی مختلف

بررس مورد آن پایای حالت که حرارت معادله ی در مثال طور به

ان م فوریه ی سری حسب بر را اولیه جواب اگر گرفت، قرار

است. متفاوت زمان در ان م مختلف مدهای رفتار بنویسیم، آن

بسیار بالا بسامدهای و م روند بین از کند بسیار کم بسامدهای

این بودیم، پایا حالت جواب دنبال به چون م روند. بین از سریع تر

بسامدهای با متفاوت برخودی و دادیم قرار توجه مورد را تفاوت

برسیم. جواب به سریع تر تا داشتیم مختلف

مورد استدلال ها نوع و شد بیان ه ای چند‐شب روش کل ایده ی

متناسب را قدم ها از ی هر م توانید شما پس گرفت. قرار بررس

مثال طور به کنید. تعریف یا و دهید تغییر خود نظر مورد مسئله ی با

تا کنید تعریف نظر مورد مسئله ی با متناسب را گذار ماتریس های

شود. ایجاد ه ها شب بین گذار در کم تری خطای

ضمیمه ٨

است. آمده نمودارها به مربوط دقیق تر اطلاعات بخش این در
٢٢Multi-Grid Method
٢٣Time-Scale
٢۴Length-Scale
٢۵Maximum(Suprimum) Norm
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که N = ۶۴ تقسیم بندی قسمت های تعداد ه: شب اندازه ی •

م دهد. بدست را h = ۰٫۰۱۵۶۲۵ ه ی شب طول

بزرگ ترین یعن شد استفاده ٢۵ بیشینه نرم از خطا: تابع •

درایه ها. در بود) ۰ بردار (که جواب از اختلاف مطلق قدر

ه ای دو‐شب روش شده: استفاده ه ای دو‐شب روش •

دارد: را زیر چرخه ی نمودارها، رسم برای شده استفاده

زمخت تر ه ی شب به انتقال و تکرار ۳ با پایه روش اعمال .١

و زمخت تر ه ی شب در تکرار ۴ با پایه روش اعمال .٢

اولیه ه ی شب به انتقال

تکرار ۳ با اولیه ه ی شب در پایه روش اعمال .٣

«گاوس‐ یا وزن دار» «جاکوبی از ی پایه» «روش آن در که

است. سیدل»

ر تش

راهنمایی و موضوع معرف خاطر به رزوان دکتر از که دانستم لازم

کنم. ر تش متن این نگارش در

و محتوایی نقدهای برای محمودی هدی خانم از همچنین

هستم. ممنون ایشان، ویرایش
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متناه حالت برای کاکیا مسئله
غلام شایان و ذوالفقاری امیرحسین ترجمه:

ی که بطوری فضا، در ل ش ی مساحت مقدار «کمترین

است؟» چقدر کند، چرخش آن در بتواند راحت به سوزن

سوئیچ ژاپن ، ریاض دان توسط ١٩١٧ سال در زیبا سوال این

زیادی شهرت و برجستگ بلافاصله سوال این شد. مطرح کاکیا

در جدید راه تا شد باعث آن، بالاتر ابعاد همراه به و آورد بدست

است. معروف هندس اندازه نظریه به امروزه که شود آغاز هندسه

مداوم حرکت کاکیا کردن”، ”چرخش دقیق هرچه تعریف برای

اولیه ان م به سوزن که کرد تصور جوری خود ذهن در را سوزن

ی مانند م شود عوض آن انتهای و ابتدا جای اما م گردد باز خود

زمین روی معکوس طور به و م چرخاند را خود بدن که سامورایی

م پذیرد انجام سوزن توسط که مداوم حرکت هر م گیرد! قرار

شود. خارج ل ش از نباید و باشد ل ش داخل باید

( π
۴ ≈ ۰٫۷۸۵ مساحت (با متر ١ قطر به دایره ی که است بدیه

الاضلاع متساوی مثلث ی همچنین است. فوق شرایط با ل ش ی

ال اش این جمله از نیز ( ۱√
۳
≈ ۰٫۵۷۷ مساحت (با متر ١ ارتفاع به

است.

واقعیت این محدب ال اش برای که داد نشان پال ژولیوس

بهتری ال اش به م توانیم ما درواقع اما دارد را ن مم مقدار کمترین

آورده ادامه در که مانندی گوش سه ل ش کنیم. پیدا دست نیز

داشت. مدنظر کاکیا که ویژگ هایی با است ل ش نیز است شده

کاکیا و است π
۸ ≈ ۰٫۳۹۳ با برابر مانند گوش سه این مساحت

دارد. بسته ال اش برای را مساحت کمترین ل ش این که م اندیشید

انگیز فت ش بسیار شد، طراح سوال که این از بعد سال چند اما

دلخواه مقدار هر به مساحت با ای مجموعه وویچ بسی آبرام که بود

همچنین و بود سوراخ زیادی تعداد دارای او مثال کرد. تولید کوچ

اما بود. ای پیچیده نسبتا مثال که بود، بزرگ بسیار مجموعه قطر

حت که داد نشان کانینگهام فردری که بود این توجه قابل مطلب

ی در کوچ دلخواه به مساحت با ساده همبند مجموعه م توانیم

کنیم. پیدا مساله برای ٢ قطر به دایره

مسئله حل برای مربوط مطالب از ابتدا در وویچ بسی درواقع،

K ⊆ فشرده مجموعه ی م برد. لذت ، داشت کاربرد سوزن ها

وویچ) بسی مجموعه بهتر عبارت به (یا کاکیا مجموعه را Rn
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را ١ طول به خط پاره ی هرجهت، در مجموعه این اگر م نامیم

بعد، هر در که کرد ثابت را زیبا نتیجه ی وویچ بسی شود. شامل

ونه؟ چ اما . دارد وجود صفر ( لب ) اندازه با کاکیا مجموعه ای

یابد گسترش نحوی به باید مجموعه این که م گوید ما به ما شهود

م توان (درمقابل م گیرد بر در را خط پاره ی بعد هر در چراکه

ی شامل لزوما که مجموعه هایی چنین ( لب ) اندازه که داد نشان

جابجا آن در آزادی به م تواند سوزن اما نیستند هرجهت در خط پاره

است). مثبت شود،

وسیله به بعد ( مفهوم(توپولوژی که بود سال هایی سال ها، آن

ران دی و هاسدورف س فلی منجر، کارل ، لب هنری چون افرادی

پوشش مختلف شرایط «گسترش» همین اسیر دقیقا که آمد بوجود

مفاهیم به نیازی و م نامیم hd(K) را هاسدورف بعد ما حال بود.

دارای Rn اقلیدس فضای که یرید ب درنظر فقط نداریم. آن درباره

هر برای پس است نوا ی تابع ی hd و است n هاسدورف بعد

hd(K) ≤ n که داریم K ⊆ Rn

بعد دارای Rn در کاکیا مجموعه هر کاکیا). (حدس ١ حدس

است. n هاسدورف

حالت های برای اما است صحیح n = ۱, ۲ برای حدس این

که م رسید بنظر و است باز مسئله ی همچنان ٣ مساوی بزرگتر

عنوان به آن از امروزه و است ابعاد افزایش مسئله از ل تر مش بسیار

هندس اندازه نظریه زمینه در باز مسائل عمده ترین و مهم ترین از ی

م شود. یاد

پیشنهاد ،١٩٩٩ سال در بخش الهام مقاله ی در ولف، توماس

باشد. برداری فضای Fn کنید فرض داد. را F متناه میدان به توجه

در اگر م نامیم کاکیا ( مجموعه(متناه ی را K ⊆ Fn مجموعه

v ∈ Fn بردار هر برای یعن شود. شامل را خط پاره جهت هر

وجود K در L = w + tv : t ∈ F خط که w ∈ Fn دارد وجود

باشد. داشته

مسئله اقلیدس دید به نسبت را مسئله از جدید نسخه ی ولف

نمود: بیان کاکیا،

باشد وابسته n مقدار به تنها که دارد وجود c = c(n) ثابت عدد «آیا

K ⊆ Fn کاکیا مجموعه هر برای و باشد نداشته بستگ |F | به و

؟» |K| ≥ c|F |n باشیم داشته

و است درست n = ۱ حالت برای مسئله این که است بدیه

ابعاد برای اما بود نخواهد ل مش چندان n = ۲ حالت برای آن اثبات

و زیبا حل راه دویر، زیو که زمان تا بود ل مش موضوع این بالاتر

برای خود، ٢٠٠٨ سال نامه پایان در ساده حال درعین و العاده فوق

چندجمله ای ها درباره را واقعیت دو که داریم نیاز ابتدا نمود. بیان آن

کنیم. بیان متغیره n

م کنیم. تعریف خودمان برای را موضوع چند ابتدا

روی p(x۱, x۲, . . . , xn) چندجمله ای حلقه را F [x۱, x۲, . . . , xn]

جمله ای تک ی xs۱
۱ x

s۲
۲ . . . xsn

n عبارت م نامیم. F متناه میدان

برابر آن درجه و م شود داده نمایش نیز xs صورت به گاه و است

است.
∑n

i=۱ si

میان درجه بیشترین برابر p(x) =
∑

asx
s چندجمله ای درجه

چندجمله ای باشد. ناصفر ضرایب شان که است آن جمله ای های تک

همچنین باشد. صفر آن ضرایب هم که است چندجمله ای صفر،

همه برای اگر است «ناپدید» E ⊆ Fn روی p(x) چندجمله ای

. p(a) = ۰ باشیم داشته a ∈ E

از که متغیره تک چندجمله ای های درباره واقعیت دو حال

م کنیم: بیان است، بعدی نکات اثبات برای ما مفروضات

ریشه d دارای حداکثر ، d نامنف درجه از هرچندجمله ای .١

است.

|E| ≤ d اعضای تعداد با E ⊆ F مجموعه هر برای .٢

که دارد وجود d حداکثر درجه از p(x) ناصفر چندجمله ای

است. ناپدید E روی

یرید. ب نظر در را p(x) =
∏

a∈E(x−a)است کاف دوم مورد برای

p(x) ∈ ناصفر چندجمله ای هر آنگاه |F | = q اگر .١ لم

است. ریشه dqn−۱ دارای حداکثر d درجه از F [x۱, x۲, . . . , xn]

م ح ١ فرض با م دهیم. نشان n روی استقرا با را م ح اثبات.

بر چندجمله ای اساس بر را p(x) حال است. بدیه پایه حالت برای
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م نویسیم. xn متغیر حسب

p(x) = g۰ + g۱xn + g۲x
۲
n + · · ·+ glx

l
n

gi ∈ F (x۱, x۲, . . . , xn−۱)

gl ̸= ۰

که داد نمایش (a, b) صورت به را v ∈ Fn هر م توان

p(a, b) ریشه های تعداد م خواهیم حال و a ∈ Fn−۱, b ∈ F

کنیم: محاسبه را

gl(a) = ۰ که ریشه هایی تعداد اول. حالت

gl استقرا فرض بنابر است، d − l حداکثر درجه و gl ̸= ۰ چون

q ، a هر برای و است Fn−۱ در ریشه (d − ۱)qn−۲ دارای حداکثر

ریشه (d− l)qn−۱ حداکثر حالت این در پس داریم. b برای انتخاب

داریم.

gl(a) ̸= ۰ که ریشه هایی تعداد دوم. حالت

و است xn حسب بر ناصفر چندجمله ای ی p(a, xn) این جا در

l ، a هر برای ١ فرض به توجه با پس است. ریشه d حداکثر دارای

حداکثر که هم ها a تعداد . p(a, b) = ۰ که داریم b برای انتخاب

داریم. ریشه lqn−۱ حداکثر کل در و است qn−۱

دارای جمله ای چند این رفته هم روی پس

(d− l)qn−۱ + lqn−۱ = dqn−۱

است. ریشه

چندجمله ای ی |E| <
(
n+d
d

)
و E ∈ Fn مجموعه هر برای .٢ لم

d حداکثر درجه با p(x) ∈ F [x۱, x۲, . . . , xn] مانند iب ناصفر

است. ناپدید E روی که دارد وجود

داخل چندجلمه ای های تمام مجموعه را Vd اثبات.

هستند. d حداکثر درجه دارای که یرید ب نظر در F [x۱, x۲, . . . , xn]

است: زیر جملات شامل Vd پس

۱, x۱, x۲, . . . , xn, x
۲
۱ , x۱x۲, . . . , x

۳
۱ , ..., x

d
n

نامنف جواب های واقع در است.
(
n+d
d

)
با برابر عبارات این تعداد

م باشد.
(
n+d
d

)
با برابر که کرد محاسبه را

∑n
i=۱ si ≤ d

f : E → مثل های تابع همه فضای را FE برداری فضای حال

م باشد.
(
n+d
d

)
از کمتر که است |E| برابر فضا این بعد که است F

است، شده تعریف FE به Vd از که p(x) 7→ (p(a))a∈E نگاشت

که م گیریم نتیجه پس است. برداری فضای در خط نگاشت ی

نظر مورد چندجمله ای حاوی که است ناصفر پوچ فضای ی دارای

است. ناپدید E روی که ماست

برای دویر زیبای حل راه بیان برای که موضوعات تمام ما حال

م دانیم. را بود نیاز کاکیا مسئله

آنگاه: باشد، کاکیا مجموعه ی K ∈ Fn کنید فرض .١ قضیه

|K| ≥
(
|F |+ n− ۱

n

)
≥ |F |n

n!

است. واضح دوجمله ای  ضرایب تعریف بر بنا دوم، نامساوی اثبات.

با و خلف) نباشد(فرض صحیح مسئله م ح م کنیم فرض ابتدا در

داریم: |F | = q فرض

|K| <
(
n+ q − ۱

n

)
=

(
n+ q − ۱
q − ۱

)
درجه از p(x) ∈ F [x۱, x۲, . . . , xn] ناصفر جمله ای چند ٢ لم بنابر

است: ناپدید K روی که دارد وجود d ≤ q − ۱

p(x) = p۰(x) + p۱(x) + · · ·+ pd(x)

pd(x) و است i درجه از جملات تمام مجموع pi(x) آن در که

ناپدید K ناته مجموعه روی p(x) که آنجایی از است. ناصفر

. d > ۰ پس است

ویژگ بنابر یرید. ب نظر در دلخواه طور به را v ∈ Fn/{۰}

که دارد وجود w ∈ Fn ، v این برای کاکیا

p(w + tv) = ۰ : t ∈ F

ی را p(w + tv) چندجمله ای م کنیم: بیان را ترفند حال

حداکثر آن درجه یرید. ب t حسب بر متغیره تک چندجمله ای

پس است. ناپدید F روی نقطه q همه روی اما است d ≤ q − ۱

متغیر حسب بر صفر چندجمله ای ی p(w+tv) که م گیریم نتیجه

دقیقا p(w+ tv) در td که کنید دقت بالا مطالب به توجه با است. t
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طور به v ∈ Fn/{۰} اما باشد. صفر باید که است pd(v) با برابر

که م گیریم نتیجه . d > ۰ و pd(۰) = ۰ و بود شده انتخاب دلخواه

داریم: پس است. ناپدید Fn کل روی pd(x)

dqn−۱ < (q − ۱)qn−۱ < qn

چندجمله ای باید pd(x) چندجمله ای م گوید ما به که ١ لم بنابر پس

م شود. ثابت قضیه م ح و م خوریم بر تناقض به باشد، صفر

به موفقیت های م افتد اتفاق ریاضیات در اغلب که همانطور

این جا در مثال عنوان به م کنند. پیدا بهبود سرعت به آمده دست
۱
۲n به بود شده عنوان c(n) ثابت مقدار برای که ۱

n! پایین کران

ل ش بهترین به ٢ از توان حسب بر مقدار این و کرد پیدا بهبود

اعضای تعداد با کاکیا مجموعه ی یعن است، شده کراندار ن مم

دارد. وجود ۱
۲n−۱ |F |n حدودی

١ تائو ترنس اه وب به م توانید روزتر به و بیشتر اطلاعات برای

دارد. جدیدتری منبع که کنید مراجعه
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سوالات
عبدالمل مجتبی و چراغ عل

را x۳ + ۲y۳ = ۱ دیوفانت معادله صحیح جواب های تمام .١ سوال
١ کنید. پیدا

م کنیم. پیدا را x۳ + ۱ = ۲y۳ جواب های .( (مقدمات ١ . ١ حل راه

م شوند). داده (x, y) → (−x, y) با اصل معادله (جواب های

اعداد پس و باشد فرد باید x .y ̸= ۰ و x ̸= ۱ م کنیم فرض ابتدا

صحیح اعداد v = x−۱
۲ و u = x+۱

۲ و هستند زوج x − ۱ و x + ۱

پس هستند. اول هم به نسبت

(u+ v)۳ + (u− v)۳ = ۱+ x۳ = ۲y۳ ⇔ u(u۲ + ۳v۲) = y۳

.uvy ̸= ۰ داریم پس ،y ̸= ۰ و x ̸= ۱ که آنجایی از حال

داریم صورت این در . (u, ۳) = ۱ م کنیم فرض اول. حالت

که دارند وجود n,m ∈ Z پس (u, u۲ + ۳v۲) = ۱

u = n۳, u۲ + ۳v۲ = m۳

پس و m۳ − n۶ = ۳v۲ پس

(m− n۲)((m− n۲)۲ + ۳mn۲) = ۳v۲

پس ،(n,m) = ۱ که آنجایی از پس . t = m − n۲ دهید قرار

که داریم بالا از و (t, n) = ۱

t(t۲ + ۳tn۲ + ۳n۴) = ۳v۲

پس و t = ۳t۱ مثلا و ۳|t پس

t۱(۹t۲۱ + ۹t۱n۲ + ۳n۴) = v۲

(n, ۳) = ۱ که آنجایی از و v = ۳v۱ مثلا و ۳|v پس

(۹t۲۱ + ۹t۱n۲ + ۳n۴, ۹) = ۳

بالا از پس . t۱ = ۳t۲ م آوریم: بدست ،۹|v۲ از پس

t۲(۲۷t۲۲ + ۹t۲n۲ + n۴) = v۲۱

همچنین

(t۲, ۲۷t۲۲ + ۹t۲n۲ + n۴) = ۱

که هستند a, b ∈ Z پس

۲۷a۴ + ۹a۲n۲ + n۴ = b۲

|n| و b که داریم ،y ̸= ۰ و x ̸= ۱ کرده ایم فرض که آنجا از همچنین

زیر دیوفانت معادله از طبیع جواب هایی پس هستند. طبیع اعداد

کرده ایم: پیدا را

x۴ + ۹x۲y۲ + ۲۷y۴ = z۲ (١)

طبیع جواب معادله این م کنیم ثابت دوم حالت بررس از (بعد

ندارد)

پس .(u, v) = ۱ که آنجایی از . ۳|u کنید فرض دوم. حالت

پس u(u۲ + ۳v۲) = y۳ که آنجایی از پس u = ۳u۱ و (v, ۳) = ۱

و y = ۳y۱

u۱(۳u۲
۱ + v۲) = ۳y۳۱

است. حسابی هندسه از استفاده با سوم و اعداد جبری نظریه از استفاده با دوم ، مقدمات ی که م دهیم ارائه مسئله این برای حل راه سه ما ١
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و u۱ = ۳u۲ پس .۳|u۱ که م گیریم نتیجه (v, ۳) = ۱ از پس

u۲(۲۷u۲
۲ + v۲) = y۳۱

پس و (u۲, v) = ۱ اما

(u۲, ۲۷u۲
۲ + v۲) = ۱

که هستند اول هم به نسبت a, b ∈ Z پس

u۲ = a۳, ۲۷u۲
۲ + v۲ = b۳

داریم پس . (b, ۳) = ۱ همچنین

۲۷a۶ + v۲ = b۳

همچنین و (t, ۳) = ۱ داریم پس . t = b− ۳a۲ م دهیم قرار

t(t۲ + ۹a۲t+ ۲۷a۴) = v۲

بدست (t, ۳) = ۱ از و (a, t) = ۱ پس ،(a, b) = ۱ چون ول

که م آوریم

(t, t۲ + ۹a۲t+ ۲۷a۴) = ۱

که هستند a۱, b۱ ∈ Z پس

t = a۲۱ , t۲ + ۹a۲t+ ۲۷a۴ = b۲۱

پس و

a۴۱ + ۹a۲a۲۱ + ۲۷a۴ = b۲۱

y ̸= ۰ و x ̸= ۱ فرض دلیل به باشند صفر نم توانند a یا a۱ همچنین

جواب x۴ + ۹x۲y۲ + ۲۷y۴ = z۲ که م آوریم بدست دوباره پس .

دارد. طبیع

واضح ندارد، طبیع جواب معادله این کنیم ثابت که این قبل

معادله از (۱, ۰) و (−۱, ۱) جواب های y = ۰ یا x = ۱ حالت که است

م دهند. را اصل

جواب ی (x, y, z) کنید فرض : (۱) ناپذیری حل اثبات

داشته باید وضوح به صورت این در باشد. z ترین کوچ با طبیع

y و فرد x باید ساده، بررس ی با همچنین (x, y, z) = ۱ باشیم

،y = ۲y۱ دهید قرار حال . (x, z) = ۱ و (x, ۳) = ۱ و باشد زوج

نوشت: م توان زیر ل ش به را (۱) معادله پس

۲۷y۴۱ = (
z + x۲

۲
+ ۹y۲۱ )(

z − x۲

۲
− ۹y۲۱ )

این در باشد. راست سمت عبارت دو ب.م.م. d کنید فرض حال

صورت:

d۲|۲۷y۴۱ ⇒ d|۹y۲۱ ⇒ d|(x۲, z) = ۱ ⇒ d = ۱

یا پس و

z + x۲

۲
+ ۹y۲۱ = ۲۷a۴,

z − x۲

۲
− ۹y۲۱ = b۴, y۱ = ab

(٢)

یا

z + x۲

۲
+ ۹y۲۱ = a۴,

z − x۲

۲
− ۹y۲۱ = ۲۷b۴, y۱ = ab

(٣)

م دهد نتیجه (۲)

x۲ + ۱۸a۲b۲ = ۲۷a۴ − b۴ ⇒ ۳|b۴ + ۱

که م دهد نتیجه (۳) حال است. ن غیرمم که

x۲ + ۱۸a۲b۲ = a۴ − ۲۷b۴ (۴)

a۴ = باشد زوج a اگر است. زوج b یا a م دهد نتیجه که

و است زوج b پس است. ن غیرمم که x۲ + ۱۸a۲b۲ + ۲۷b۴
۸≡ ۴

۲۷b۴ = (
a۲ + x

۲
− ۹

۲
b۲)(

a۲ − x

۲
− ۹

۲
b۲)

به نسبت راست سمت عبارت دو که گرفت نتیجه م توان قبل مانند

منف راست سمت عبارت دو هر علامت اگر حال هستند. اول هم

مثبت دو هر پس است. (۴) با تناقض که a۲ < ۹b۲ داریم باشد،

که: دارند وجود m,n ∈ Z و هستند

a۲ ± x

۲
− ۹

۲
b۲ = m۴,

a۲ ∓ x

۲
− ۹

۲
b۲ = ۲۷n۴, b = mn

پس

a۲ = m۴ + ۹m۲n۲ + ۲۷n۴
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که

a ≤ y۱ < y < z

جواب (۱) معادله ی پس است. تناقض در z بودن مینیمم فرض با که

ندارد. طبیع

NQ( ۳√۲)/Q(x+
۳
√
۲y) = داریم اعداد). جبری (نظریه ١ . ٢ حل راه

از حال باشد. ه٢ ی Q( ۳
√
۲) در باید x+ ۳

√
۲y پس .x۳ + ۲y۳ = ۱

حقیق نشاندن ی و دارد مختلط نشاندن٣ دو ،Q( ۳
√
۲) که آنجایی

پس است. ١ ه ها ی گروه رتبه۵ له۴، دیری ه ی قضیه طبق پس دارد،

U(Q(
۳
√
۲)) ∼= Z/۲Z× Z

همچنین . هستند) ±۱ آن در موجود واحد ریشه های تنها (چون

پس و است ۶ اساس ه ی ی ۳
√
۲ − ۱ که دید سادگ به م توان

باشیم داشته باید پس است. ±( ۳
√
۲ − ۱)n ل ش به ه ای ی هر

که کرد چ م توان سادگ به ول ،±( ۳
√
۲ − ۱)n = x + y ۳

√
۲

اگر

±(
۳
√
۲− ۱)n = an + bn

۳
√
۲+ cn

۳
√
۴

بین در جواب ها تنها پس و ۰, ۱ جز به صحیح n برای cn ̸= ۰ آنگاه

جواب دو تنها این ها، نُرم کردن چ با که هستند ±۱ و ±( ۳
√
۲− ۱)

م آوریم. بدست را (۱, ۰) و (−۱, ۱)

شده تعریف متغیر تغییر ی با .( ٧ حسابی (هندسه ١ . ٣ حل راه

بیضوی خم به را معادله این م توان گویا، اعداد روی

E : y۲ = x۳ − ۲۷

روش های (یا PARI/GP افزار نرم با م توان سپس و کرد تبدیل

دو تنها E پس . E(Q) = Z/۲Z که آورد بدست ر) دی وریتم ال

از (−۱, ۱) و (۱, ۰) صحیح جواب دو همان به که دارد گویا جواب

م شوند. داده تناظر اصل معادله

باشد. n مرتبه از متناه پذیر حل گروه ی G کنید فرض .٢ سوال

f : G → Cn همومورفیسم) لزوما (نه دوسویی تابع کنید ثابت

n مرتبه دوری گروه Cn ) o(g)|o(f(g)) که طوری به دارد وجود

است.) g عنصر مرتبه ی o(g) و

درست G متناه گروه های همه برای خاصیت این .٢ . ١ حدس

است.

باشد آبل باید لزوما پذیر حل ساده ی گروه ی اولا .٢ . ١ حل راه

سوال و اول p برای باشد Z/pZ باید پس و (G′ = {۱} (چون

برای م زنیم. G مرتبه ی روی استقرا حال م شود. واضح آن برای

پذیر حل گروه های برای کنید فرض حال است. واضح n = ۱

کنیم فرض م توانیم بالا از باشد. درست n از کمتر مرتبه ی از

از ای نابدیه مینیمال نرمال زیرگروه N و نیست ساده G گروه

ل ش به نرمال زیرگروه این که م دانیم صورت این در باشد. آن

قضیه (مثلا اول p برای است Z/pZ × Z/pZ × · · · × Z/pZ

( رابینسون٨ کتاب از ٣٬٣٬١۵

م توان پس است n از کم تر مرتبه ی با متناه و پذیر حل G/N

o(ḡ)|o(σ(ḡ)) که طوری به کرد پیدا را σ : G/N → C|G/N | تابع

داریم بسازیم. را موردنظر دوسویی تابع م خواهیم σ از استفاده با .

σ : G/N → C|G|
C|N|

ل بش را σ تابع م توان پس C|G|
C|N|

∼= C|G/N |

گرفت. نظر در

که بطوری باشد دلخواه عنصری g ∈ G کنید فرض حال

fgN : gN → دوسویی تابع م خواهیم . σ(ḡ) = c̄ ∈ C|G|
C|N|

gN زیرمجموعه ی دو اعضای مرتبه ی ابتدا کنیم. تعریف را cC|N |

م کنیم. بررس را cC|N | و

برای پس است، p یا ۱ ، N عضو هر مرتبه ی که آنجا از

یا o(gn) = o(ḡ) یا پس و o(ḡ)|o(gn)|po(ḡ) ، n ∈ N هر

o(gn) = po(ḡ)

٢unit
٣embedding
۴Dirichlet’s unit theorem
۵rank
۶fundamental unit
٧Arithmetic Geometry
٨Robinson, D. J. S., A Course in the Theory of Groups
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داریم: حالت دو cC|N | برای

م شود مشاهده سادگ به صورت این در که p|o(c̄) اول. حالت

باشد. o(c̄)|N | باید cC|N | عنصر هر مرتبه ی که

cxk مثل cC|N | از عنصری مرتبه ی و C|N | = ⟨x⟩ اگر واقع در

این جا در باشیم: داشته ی k′ ∈ Z برای باید نباشد، o(c̄)|N | ،

(cxk)o(c̄) = xpk′

⇒ ((cxk)
o(c̄)
p x−k′

)p = ۱

⇒ (cxk)
o(c̄)
p x−k′ ∈ N

⇒ (c)
o(c̄)
p ∈ N

هر م توان حالت این در پس است. o(c̄) تعریف با متناقض که

و کرد تصویر cC|N | از دلخواه عنصر هر به را gn ∈ gN عنصر

داریم

o(gn)|o(fgN (gn))

cC|N | عنصر هر مرتبه ی صورت این در که p ∤ o(c̄) دوم. حالت

از عنصر ی دقیقا مرتبه ی و pr | |N | که است o(c̄)pr ل ش به

a ∈ cC|N | هر برای ao(c̄) ∈ C|N | واقع در است. o(c̄) ، cC|N |

چون م شوند، نگاشته C|N | از متفاوت عناصر به این ها هم و

آنگاه ، ao(c̄) = bo(c̄) و باشند cC|N | از عناصری a ̸= b اگر

p|o(ab−۱)|o(c̄) باید پس ab−۱ ∈ C|N | ول (ab−۱)o(c̄) = ۱

نگاشته متفاوت عناصر به ao(c̄) پس است. فرض با متناقض که

دارد. وجود cC|N | در o(c̄) مرتبه ی از عنصر ی دقیقا پس و شده

م کنیم ثابت حال . p ∤ o(ḡ) پس و o(ḡ)|o(c̄) داریم حالت این در

اگر واقع در . p ∤ o(gn) که طوری به دارد وجود gn ∈ gN عنصر

go(ḡ) = n ∈ N صورت این غیر در است، تمام کار که p ∤ o(g)

که دارد وجود n′ ∈ N عضو پس ای، k برای |N | = pk چون و

پس: (n′)o(ḡ) = n

go(ḡ) = (n′)o(ḡ) ⇒ (g(n′)−۱)o(ḡ) = ۱

دارد. را نظر مورد خاصیت g(n′)−۱ عنصر پس و

(p ∤ o(g(n′)−۱) = o(ḡ))

o(c̄) مرتبه ی از cC|N | تای ی عضو به را g(n′)−۱ صورت این در

دوسویی fgN که طوری (به دلخواه ل ش به را بقیه و م کنیم تصویر

م کنیم. تصویر cC|N | به شود)

م کنیم تعریف صورت به را f : G → C|G| تابع صورت این در

نماینده های از مجموعه ی در های g (برای f |gN = fgN که

است. تمام کار پس ( G/N

گالوای توسیع کنید ثابت باشد. آبل Gگروه کنید فرض .٣ سوال

G ∼= Gal(K/Q) که طوری به دارد وجود K/Q

گروه هر برای خاصیت این ( گالوا٩ وارون (مسئله .٣ . ١ حدس

است. درست G متناه

متناه پذیر حل گروه های برای شفروویچ١٠ توسط حدس این

است. شده ثابت

اولا باشد. اولیه واحد nام ریشه ی ی ζn کنید فرض .٣ . ١ حل راه

σ ∈ Gal(Q(ζn)/Q) اگر واقع در (Z/nZ)∗ ∼= Gal(Q(ζn)/Q)

زیرا ببرد واحد nام ریشه ی ی به را ζn باید σ آنگاه

σ(ζn)
n = σ(ζnn ) = σ(۱) = ۱

وارون باید (چون gcd(i, n) = ۱ که σ : ζn 7→ ζin مثلا پس

Q(ζn) روی آنگاه باشد معلوم ζn روی σ عمل اگر . باشد) پذیر

که هستند بالا ل ش به اتومورفیسم ها همه ی پس م شود. مشخص

م آید. بدست بالا ایزومورفیسم پس

تولید: متناه آبل گروه های نظریه اساس قضیه طبق حال

G ∼= Cn۱ × Cn۲ · · · × Cnk

. n۱|n۲| · · · |nk و است n مرتبه دوری گروه Cn که

اول اعداد حسابی، تصاعدهای برای له دیری قضیه طبق حال

دهید قرار حال . pi
ni≡ ۱ که دارند وجود pi(۱ ≤ i ≤ k)

n = p۱p۲ · · · pk
٩Inverse Galois Problem

١٠I. Shafarevich
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صورت این در

Gal(Q(ζn)/Q)

∼= (Z/nZ)∗

∼= Z/(p۱ − ۱)Z× Z/(p۲ − ۱)Z× · · · × Z/(pk − ۱)Z

Z/(pi − ۱)Z از Hi زیرگروه ی پس ، ni|pi − ۱ که آنجا از پس

که: دارد وجود

Z/(pi − ۱)Z
Hi

∼= Z/niZ

پس
(Z/nZ)∗

H۱ ×H۲ × · · · ×Hk

∼= G

به (م توانید است گالوا Q(ζn)/Q که است شده شناخته همچنین

H۱ × H۲ × که آنجایی از پس کنید) چ را موضوع این سادگ

وجود K/Q گالوای توسیع است، نرمال (Z/nZ)∗ در · · · × Hk

.Gal(K/Q) ∼= G که دارد

هر روی و حقیق عدد ی آن رأس هر روی که Kn گراف .۴ سوال

شده، داده قرار مختلف حقیق اعداد از تایی سه لیست ی آن یال

مختلف یال های روی بر شده داده قرار است(لیست شده داده ما به

لیست از م توان که کنید ثابت باشد). متفاوت یا سان ی م تواند

دو هر رنگ نهایت در که کرد انتخاب را عدد ی یال ها از کدام هر

انتخاب عدد luv و v رأس روی عدد wv اگر کند. فرق مجاور رأس

با: است برابر v رأس رنگ آن گاه باشد uv یال برای شده

color(v) = Wv +
∑

u∈N(v)

luv

ثابت را م ح n+۲ به n از رئوس تعداد روی استقرا با .١ . ۴ حل راه

م کنیم:

؛) کنید ثابت خودتان را م ح n = ۱, n = ۴ برای

ثابت n + ۲ برای را م ح است برقرار n برای م ح کنید فرض

م کنیم:

در و م نامیم آمیزی رنگ ی را رئوس روی اعداد انتخاب حالت هر

مقدار v و u مانند رئوس از مرتب دوتایی هر ازای به آمیزی رنگ هر

به م کنیم،حال تعریف color(u)− color(v) با برابر را f(u, v)

در را f(u, v)برای ماکسیمم مقدار ن مم آمیزی های رنگ تمام ازای

و ماکسیمم مقدار این با متناظر آمیزی های رنگ از ی و یرید ب نظر

از حالت این در است یرید(بدیه ب نظر در را v و u متناظر رأس دو

لیست از ماکیسممشان مقدار uv یال جز به u به متصل یال های تمام

مینیممشان مقدار uv جز به v به متصل یال های تمام از و تایی سه

مقدار ضمن در شده اند، انتخاب یال ها این روی تایی سه لیست از

ندارد.) تاثیری f(u, v) مقدار بر uv یال روی از شده انتخاب

به u به متصل یال های تمام از و گرفته نظر در را u, v رأس دو حال

یال های تمام از و تایی سه لیست از ماکیسممشان مقدار uv یال جز

این روی تایی سه لیست از مینیممشان مقدار uv جز به v به متصل

حقیف مقدار سه از وسط مقدار uv یال از و م کنیم انتخاب یال ها

مانند v و u جز به رأس هر ازای به اگر م کنیم، انتخاب را uv روی

s روی برچسب به را s و v و u بین متصل یال های روی اعداد S

رأس n − ۲ برای م ح داریم استقرا فرض به توجه با کنیم، اضافه

است برقرار هایشان برچسب روی جدید اعداد با u, v جز به ر دی

که طوری به داریم هایشان یال روی اعداد برای انتخاب ی بنابراین

در است کاف و شوند متمایز هم با v و u جز به رئوس تمام رنگ

متمایز رئوس سایر از v و u رنگ کنیم ثابت است کاف حالت این

متمایزند.) هم از n > ۰ ازای به v و u رنگ است .(بدیه است

باشد ی u عدد با t مانند رأس ی رنگ کنید فرض تقارن بر بنا

همین در اگر طرف از f(s, v) = f(u, v) آمیزی رنگ این در داریم

آنگاه کنیم انتخاب را مینیمم عدد uv روی برچسب از آمیزی رنگ

است f(u, v) بودن بیشینه فرض با متناقض که f(s, v) > f(u, v)

ی هم v رنگ با رأس هیچ رنگ آمیزی رنگ این در مشابه طرز به

نیست.

ی آن رأس هر روی که G = (X,Y ) بخش دو گراف .۵ سوال

مجموعه ی آن یال هر روی و متمایز طبیع اعداد از تایی دو لیست

از م توان که کنید ثابت است. شده داده ما به شده، داده قرار {۱, ۲}

نیز رأس ها از کدام هر لیست از و عدد ی یال ها از کدام هر لیست

فرق مجاور رأس دو هر رنگ نهایت در که کرد انتخاب را عدد ی

انتخاب عدد luv و v رأس برای شده انتخاب عدد Wv اگر کند.
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با: است برابر v رأس رنگ آن گاه باشد uv یال برای شده

color(v) = Wv +
∑

u∈N(v)

luv

م کنیم: ثابت همبند گراف ی برای را م ح .١ . ۵ حل راه

عدد را آن مجاور یال های و رأس هر روی شده انتخاب اعداد مجموع

به برای را وریتم ال ابتدا ادامه در یرید. ب نظر در رأس آن با متناظر

م دهیم،سپس ارائه ها لیست اعداد انتخاب از ترتیبی آوردن دست

انتها در و م شود اثبات مسئله م ح وریتم ال انجام با م کنیم ثابت

. است متناه وریتم ال مراحل تعداد م کنیم ثابت

ی م کنیم، انتخاب را بزرگترین برچسب ها از ی هر از ابتدا در

رئوس سایر با متناظر عدد بین در آن با متناظر عدد که را رئوس از

دو گراف اول بخش در کنید فرض و یرید ب نظر در را است بیشینه

دهید. قرار آن با متناظر عدد با برابر را M همچنین دارد، قرار بخش

م دهیم: انجام را زیر اعمال (i ≤ M) ام i مرحله در حال

در که را گراف از رئوس تمام باشد i ۲≡ m, ۱ ≤ m ≤ ۲ اگر

از (پس مرحله این در آن ها متناظر عدد و دارند قرار ام m بخش

M − i + ۱ با برابر وجود) صورت در قبل مرحله تغییرات اعمال

را ر دی بخش از رئوس تمام همجنين و Ai مجموعه در را است

عدد نیز و دارد وجود یال ی حداقل Ai مجموعه و آن ها بین که

م دهیم. قرار Bi بخش در را است M − i+ ۱ با برابر آن ها متناظر

حداقل نیز و هستند Bi مجموعه عضو که را رئوس تمام سپس

مرحله این در M − i + ۱ از کمتر متناظر عدد با رأس به یال ی

و م دهیم قرار Di در را Bi رئوس سایر و Ci مجموعه در را دارند

م کنیم. نقره ای را Di مجموعه اعضای

مقدار به را Di رئوس تمام روی لیست از شده انتخاب اعداد سپس

از ی هر از همچنین م دهیم، تغییر لیستش عدد دو از مینیمم

عدد از کمتر متناظر عدد با رأس به که یال ی Ci مجموعه رئوس

را یال آن روی عدد و کرده انتخاب را است متصل رأس این متناظر

از تعدادی دارد ان ام i هر ازای (به م دهیم تغییر صفر به ی از

به وریتم ال در ال اش که باشند ته Ai, Bi, Ci, Di مجموعه های

نم آورند). وجود

رأس هر متناظر عدد فوق وریتم ال انجام از پس م کنیم ثابت حال

است. متفاوت مجاورش رئوس تمام متناظر عدد با

رأس هر که دریافت م توان تأمل اندک با گراف همبندی به توجه با

در i ی ازای به یا آمده است Ai مجموعه در i ی ازای به یا U

ثابت را م ح حالت دو هر برای حال است گرفته قرار Di مجموعه

م کنیم:

تمام باشد: گرفته قرار Di مجموعه در i ی ازای به U ١‐رأس

متصل بزرگتر متناظر عدد با رئوس به U رأس از شده خارج یال های

از کمتر عدد با رأس به یال U رأس iام مرحله در زیرا هستند

عدد مرحله این عمل انجام از بعد طرف از و ندارد M − i + ۱

شد. خواهد کمتر M − i+ ۱ از رأس این روی

از پس باشد: گرفته قرار Ai مجموعه در i ی ازای به U ٢‐رأس

M − i + ۱ همان و نم کند تغییر U رأس متناظر عدد iام مرحله

نقره ای رأس ی یا U رأس مجاور های تمام طرف از ماند خواهد

رأس متناظر عدد با متناظرشان عدد با نم توانند ١ بر بنا که هستند

متفاوت i با زوجیتش باید j که هستند Aj ی عضو یا شود برابر U

عدد با هم این که M − i+ ۱ با است برابر متناظرشان عدد و باشد

است. متفاوت U رأس متناظر

متناه مراحل تعداد است متناه عددی M که آنجا از ضمن در

است.

ثابت همبندی مولفه هر برای را م ح ما بود ناهمبند گراف اگر

زیرا این کرده ثابت را م ح نیز کل گراف برای بنابراین و کرده ایم

ندارند. مجاور رأس مجزا همبندی مولفه دو

Tr(A) = باشیم: داشته و A ∈ Mn(C) که کنید فرض .۶ سوال

A که گرفت نتیجه م توان آیا Tr(A۲) = · · · = Tr(An) = ۰

است؟ توان پوچ

λ۱, λ۲, . . . , λn با را A ماتریس مقدار های ویژه اگر .١ . ۶ حل راه

λk
۱ , λ

k
۲ , . . . , λ

k
n برابر Ak ماتریس مقادیر ویژه آنگاه دهیم، نمایش

که: گرفت نتیجه م توان مسئله فرض از بنابراین است.

λk
۱ + λk

۲ + · · ·+ λk
n = ۰

حسب بر متقارن تابع هر نیوتن اتحادهای از استفاده با حال

i = برای λi
۱ +λi

۲+ · · ·+λi
n حسب بر م توانیم را λ۱, λ۲, . . . , λn
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مشخصه جمله ای چند ضرایب تمام بنابراین بنویسیم، ۱, ۲, . . . , n

باشند، صفر باید درجه) بزرگترین با جمله ضریب جز (به A ماتریس

است. توان پوچ A بنابراین

زوج از خانواده ی (Ai, Bi), ۱ ≤ i ≤ h کنید فرض .٧ سوال

که طوری به باشند صحیح اعداد از مجموعه هایی از مرتب ها

(Ai∩Bj)∪(Aj∩Bi) ̸= و ∀i, |Ai| = k, |Bi| = l, Ai∩Bi = ∅

کنید: ثابت آنگاه ∅

h ≤ (k + l)k+l

kkll

م کنیم: تعریف مقابل صورت به را M مجموعه .٧ . ١ حل راه

M = {∀x|∃i, x ∈ Ai∨x ∈ Bi}

l
k+l احتمال یه و آبی k

k+l احتمال به را M اعضای از ی هر حال

کنیم. م قرمز

آبی Ai اعضای تمام که کنیم م تعریف پیشامد این یا برابر را Ki

باشند. قرمز رنگ به Bi اعضای تمام و

P (Ki ∩Kj) = ۰

عضو ی باید Bj و Ai آنگاه Ai ∩ Bj ̸= ∅ باشد قرار اگر زیرا

Bi و Aj آنگاه Bi ∩Aj ̸= ∅ اگر و باشند داشته همرنگ و مشترک

باشند. داشته همرنگ و مشترک عضو ی باید

P (Ki) =

(
k

k + l

)k

×
(

l

k + l

)l

p(∪ki) ≤ ۱

P (Ki ∩Kj) = ۰ ⇒ P (∪Ki) = ∪P (Ki)

∪P (Ki) = h× P (K۱) = h×

((
k

k + l

)k

×
(

l

k + l

)l
)

= p(∪ki) ≤ ۱ ⇒ h ≤ (k + l)
k+l

kk × ll

با دودویی رشته های از متناه مجموعه ی F کنید فرض .٨ سوال

پیشوند مجموعه این از رشته ای هیچ که طوری به باشد متناه طول

طول با رشته های تعداد را Ni حال نیست، دنباله در ری دی رشته ی

کنید: ثابت یرید، ب نظر در دنباله این در i

∑
i

Ni

۲i
≤ ۱

و باشند ما رشته های a۱, a۲, . . . , am کنید فرض .٨ . ١ حل راه

به m ی م دانیم م کنیم تعریف ai رشته طول با برابر را L(ai)

باشد بزرگ تر رشته ها تمام طول از که دارد وجود بزرگ کاف اندازه

انتخاب برابر احتمال با را ی m طول به رشته های تمام از حال

م کنیم.

ی که م کنیم تعریف پیشامد این احتمال با برابر را P (Ai)

شود. شروع ai رشته با دودویی دنباله

P (ai) =
۱

۲L(ai)

شود شروع ai با دنباله ای اگر زیرا P (ai ∩ aj) = ۰ داریم: طرف از

شود. شروع aj با نم تواند ر دی

داریم: حال

P (∪ai) ≤ ۱

P (ai ∩ aj) = ∅ ⇒ P (∪iai) =∼i P (ai) =
∑
i

۱
۲L(ai)

=
∑
i

Ni

۲i
⇒
∑ Ni

۲i
≤ ۱

دودویی رشته های از متناه مجموعه ی F کنید فرض .٩ سوال

دو به نم توان را رشته ای هیچ که طوری به باشد متناه طول با

را Ni حال کرد، افراز رشته ها زیر به F اعضای با متفاوت صورت

کنید: ثابت یرید، ب نظر در دنباله این در i طول با رشته های تعداد

∑
i

Ni

۲i
≤ ۱

داریم: م گیریم نظر در ها ai تمام مجموعه را X .٩ . ١ حل راه
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(∑
X

۱
۲L(ai)

)k

=

(∑
X

۱
۲L(ai)

)(∑
X

۱
۲L(ai)

)
. . .

(∑
X

۱
۲L(ai)

)

کلمه k گذاشتن هم کنار از که رشته هایی تمام مجموعه را xk حال

م توان را فوق مجموع یرید, ب نظر در م شود یل تش هم سر پشت

نوشت: هم صورت این به

∑
Xk

۱
۲L(bi)

م دست به ai تا k پیوستن هم به از که است کلمات همه ها bi که

آید

داریم است تجزیه قابل تا ی طور به رشته هر که آنجا از طرف از

مساوی کمتر فوق مجموع

∑
Xk

۱
۲L(bi)

≤
∑
L

nL
۱
۲L

است L طول به کلمه ای k رشته های تمام برابر nL آن در که است

: داریم همچنین و

nL ≤ ۲L, L ≤ K × Lmax

داریم بنابراین

∑
Xk

۱
۲L(bi)

≤
∑

K×Lmax

(
۲L × ۱

۲L

)
= K × Lmax

∑)بنابراین: ۱
۲L(ai)

)k

≤ K × Lmax

داریم: ترتیب همین وبه

∑ ۱
۲L(ai)

≤ (K × Lmax)
۱/k

١ به وضوح به عبارت راست سمت بینهایت به k دادن میل با که

شد. ثابت م ح و م کند میل

عدد ۴k۲ از ل متش X مجموعه هر برای کنید ثابت .١٠ سوال

طوری به است موجود a عدد ی ،p اول عدد ی پیمانه به متمایز

p
K حداقل طول به بازه هر با {ax(modp), x ∈ X} مجموعه که

دارد. ناته اشتراک

تعریف زیر صورت به را Ai مجموعه های ابتدا .١٠ . ١ حل راه

م کنیم:

Ai =

{
(i− ۱)p

۲k
+ ۱, . . . ,

ip

۲k

}
مجموعه: که طوری به باشند داشته وجود a, b اگر که است بدیه

اشتراک م ح را Aiها از ی هر aX + b = {ax + b;x ∈ X}

تصادف صورت به را a, b حال است. شده ثابت سوال دارد ناته

و م کنیم. انتخاب {۰, ۱, . . . , p− ۱} مجموعه از برابر احتمال با و

م کنیم: تعریف زیر صورت به را Yi تصادف متغیر

Yi = |{aX + b} ∩Ai|

این به ۱ ≤ j ≤ p
۲k ازای به را Y(i, j) تصادف متغییر همچنین

غیر در Y(i, j) = ۱ آنگاه i−۱
۲k + j ∈ aX + b اگر که است صورت

داریم: آنگاه Y(i, j) = ۰ صورت

E
[
Y(i,j)

]
=

۴k۲

p
, V AR

[
Y(i,j)

]
≤ E

[
Y(i,j)

]
=

۴k۲

p

ترتیب: همین به Yi =
∑ p

۲k
j=۱ Y(i,j) همچنین:

E[Yi] =

p
۲k∑
j=۱

E
[
Y(i,j)

]
,

V AR[Yi] ≤

p
۲k∑
j=۱

V AR
[
Y(i,j)

]
+
∑

COV
[
Y(i,j)Y(i,l)

]
COV

[
Y(i,j)Y(i,l)

]
= E

[
Y(i,j)Y(i,l)

]
−E

[
Y(i,j)

]
E
[
Y(i,l)

]
=

E
[
Y(i,j)Y(i,l)

]
− (۴k)۲

p۲

Y(i,j), Y(i,l) دو هر که حالات تعداد E
[
Y(i,j)Y(i,l)

]
محاسبه برای

از م کنیم تقسیم a, b حالات کل بر را هستند صفر مخالف

aXm + b = جواب های تعداد داریم متمایز m,n هر برای طرف

است ی دقیقا aXn + b =
(

(i−۱)p
۲k + l

)
و
(

(i−۱)p
۲k + j

)
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بنابراین:

E
[
Y(i,j)Y(i,l)

]
≤
(۴k۲

۲

)
p۲

<

(
۴K۲

P

)۲

⇒ COV
[
Y(i,j)Y(i,l)

]
< ۰

⇒ V AR[Yi] <

p
۲k∑
j=۱

V AR
[
Y(i,j)

]
<

p
۲k∑
j=۱

E
[
Y(i,j)

]
بنابراین

E[Yi] = ۲k, V AR[Yi] < ۲k

داریم: چبیشف نامساوی طبق بنابراین

P (Yi = ۰) < p
(
|Yi − ۲k| ≥;

√
۲k ×

√
۲k
)
≤ ۱

۲k

داریم: طرف از

p(∪(Yi = ۰)) ≤ ∪P (Yi = ۰) < (۲k)× ۱
۲k

= ۱

نشوند. صفر Yjها از ی هیچ که دارد وجود حالت بنابراین
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کتاب: معرف
هموار خمینه های مورد در مقدمات دوره ای

اصفهان حبیبی سامان

مورد در مقدمات ”دوره ای کتاب شدن چاپ مناسبت به

مروری به دیدیم جالب شهشهان سیاوش نوشته هموار” خمینه های

بیاندازیم. کتاب این به خاص طور به و موضوع این تاریخچه بر کوتاه

همانقدر R۳است، به شبیه چیزی اطرافمان دنیای که تصور این شاید

م کنیم زندگ آن روی که زمین بپنداریم که باشد انگارانه ساده

صفحه با زمین کره شباهت واقع در است. R۲ به شبیه موجودی

شباهت ی R۳ با م بینیم را آن که آنطور شان که شباهت یا

اطرافمان از کم شعاع فقط اگر که معن این به است، موضع

فرض تخت صفحه ی روی که زمان با چندان تفاوت ببینیم را

گونه این یافت. نخواهیم ( R۳ در نقطه ی روی ایستاده ایم(ی

هستند، n‐بعدی اقلیدس فضای ی به شبیه موضعا که موجودات

بسیار سرتاسری طور به شاید هرچند م نامیم، n‐بعدی خمینه را

متفاوت صفحه با بسیار کره که همانطور باشند، Rn با متفاوت

لیست ه بطوری یافته افزایش شدت به بالاتر ابعاد در تنوع این است.

این مطالعه نیست. ن مم n > ۳ برای n‐بعدی خمینه های کردن

است. هندسه دانان مطالعه مورد موضوع هندس ساختارهای

و بالاتر ابعاد به هندسه تعمیم و فهم سمت به گام ها اولین

پیش که این با داد. رخ ١٩ام قرن اوائل در اقلیدس غیر فضاهای

بود کرده استفاده زمان نمایش برای چهارم بعد از لاگرانژ این از

شده ظاهر دینامی سیستم های تحلیل مطالعه شاید اما (١٧٨٨)

به هندسه تعمیم لزوم که بود موردی اولین ، کلاسی انی م در

تلاش های ١٨۴٠ تا ١٨٣٠ سال های در ساخت. مسلم را بالاتر ابعاد

محاسبه جمله از گرفت صورت هندسه این فهمیدن برای گسترده ای

مناسبی زبان هنوز حال این با ژاکوبی، توسط n‐بعدی کره حجم

بود. نگرفته ل ش ساختارها این مطالعه برای

با ،(١٨۴۴) گراسمان توسط مناسب یافتن برای تلاش ها اولین

ی بر n‐بعدی هندسه ساختن استوار برای صریح برنامه ای ارائه

گاوس ، کوش مثل نام هندسه دانان سایر شد. انجام استوار پایه

کردند n‐بعدی هندسه از استفاده و کشف به شروع نیز ریمان و

محدود آفین فضاهای زیر به بیشتر آن ها ( تلاش های(ریاض چند هر

سطح در حداقل (١٨۵۴) خود معروف سخنران در ریمان ماند.

سخنران این کرد. ارائه n‐بعدی خمینه ی برای مفهوم ، فلسف

دانست. خمینه ها تئوری برای شروع نقطه م توان را

تغییر بسیار خمینه ها از ریاض دانان فهم سال ها گذشت با

ذات پیچیدگ ی دارای رشته این حال این با اما است. کرده

باق پاسخ بی طبیع بسیار سوال های از برخ هنوز ه بطوری است

مانده اند.

کتابی که هموار” خمینه های مورد در مقدمات ”دوره ای کتاب

بخش چهار به م توان را است رشته این مطالعه شروع برای مناسب

کرد: تقسیم

فضاهای تانسوری جبر ساختار بخش این در نقطه وار، مطالعه
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٩۵ اسفندماه نهم، شماره ی
کتاب: معرف

هموار خمینه های مورد در مقدمات دوره ای شریف ریاض مجله ی

روایت بخش این م شود. مطالعه میانشان نگاشت های و خط

خمینه ی در نقطه ی بر مماس فضای در م تواند که است اتفاق

دهد. روی

به ه بل نقطه، ی به تنها نه قسمت این در ، موضع مطالعه

این ما به نگاه این کرد. خواهیم نگاه نیز خمینه در آن به نزدی نقاط

خمینه ها میان نگاشت های برای را مشتق مفهوم تا م دهد را ان ام

دهیم. تعمیم

واحد موجود عنوان به خمینه قسمت این در سرتاسری، مطالعه

های کلاف مطالعه های به بخش این عمده قسمت م شود. بررس

گذرد. م ها خمینه روی

ساختارهای مطالعه پایان بخش در ، هندس ساختارهای

خمینه مماس فضای روی اتصال معرف کم به خمینه روی هندس

م گیرد. صورت دوم مشتق مفهوم تعریف برای ابزاری عنوان به

ریاض دقت با و مجرد ، موضوع اصل ردی روی کتاب رد روی

است. هندس تصویر و شهود به اتکا به مایل کمتر و است فراوان

تا اولیه نقطه از ناپیوستگ ای و بوده منطق مسیری دارای کتاب

نم شود. حس آن پایان
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مجله ریاض� شریف از هرگونه هم�اری در تمام� زمینه ها از جمله تهیه 
یا معرف� مطالب علم� و توصیف� و همچنین هم�اری در زمینه های 

اجرایی مجله، از جانب دانشجویان و اساتید استقبال به عمل م� آورد. 
لازم به ذکر است که اکثر هم�اران فعل� این مجله به صورت کاملا 

داوطلبانه هم�اری م� کنند و اساس کار این نشریه بر مبنای هم�اری 
داوطلبانه اهال� دانش�ده ریاض� ش�ل گرفته است. 

تماس با ما: 

mathematicsjournal@gmail.com




