






تعالͬ بسمه

ریاضͬ مجله�ی جدید دوره�ی از شماره هفت�امین دارید دست در که آن�چه
اول شماره�ی دو احتساب -با شماره هفت این در که آن�چه است. شریف
تلاشͬ گردید؛ انجام تاکنون ٩٠ زمستان از گرفت- قرار وب روی تنها که
دانشͺده کنونͬ اساتید از بسیاری زمانͬ که مجله�ای احیای جهت در بود
آخرین انتشار زمان از مدت�ها متأسفانه وجود این با و مͬ�زده�اند قلم آن در
جنبه دو من برای تجربه این درباره�ی گفتن سخن مͬ�گذشت. آن شماره�ی
فعالیت کوتاه چندان نه مدت این در که آن�چه از مختصر شرحͬ اول دارد.
است. بوده معنͬ چه به من خود برای تجربه این این�که دوم و گذشت مجله

مͬ�کنم. شروع اول مورد با
در دیͽری شخص هر از بیش البته و نخستین�بار که کسͬ تردیدی بͬ�هیچ
ابوالفضل گمارد، همت ریاضͬ مجله�ی از جدیدی دوره�ی شروع جهت
کند یاری حافظه اگر و بودیم ٨۵ ورودی هردو ابوالفضل و من بود. طاهری
ریاضͬ مجله�ی مجدد احیای پͬ در ابوالفضل دریافتم که بود ٩٠ سال پاییز
ابوالفضل که بود اینترنتͬ شماره�ی دو انتشار با کار شروع است. شریف
و کردند تقبل تماماً را آن زحمت غنͬ�زاده اوژن همچون دیͽری دوستان و
بعدی قدم داشتم. کوتاه مقاله�ی دو نوشتن حد در مختصری همͺاری من
لطفکردند جعفری دکتر بود. مجله چاپͬ نسخه�ی انتشار برای مجوز گرفتن
دلایلͬ به که ابوالفضل و باشند مجله جدید دوره�ی مدیرمسؤول پذیرفتند و
مسؤولیت این باشد مجله سردبیر نمͬ�توانست غیرمنطقͬ و غیرعلمͬ کاملا́
ابوالفضل کماکان هرچند افتاد! من به کار این قرعه�ی و کرد پیشنهاد من به را
برای ما اول گزینه�ی همواره اوژن و مͬ�کشید دوش به را زحمت بار عمده�ی
که شماره�ای این تا ٩١ زمستان از که شماره�ای پنج این در بود. جلد طراحͬ
کارشناسͬ دانشجویان ͷکم از هم گردید؛ چاپ شماست دست در اکنون
به مشغول دکترا مقطع در که دوستانͬ از هم و کردیم استفاده دانشͺده
است مقدور که آن�جا تا مجله که بود آن ما هدف که چرا بودند. تحصیل
را دانشͺده در شده انجام فعالیت�های و گیرد بهره دانشجویان همͺاری از
وقفه�ای شاهد بیشتر افرادی کردن دخیل با که امید این به کند منعͺس
اخیر شماره�ی دو در حداقل مͬ�کنم تصور نباشیم. مجله انتشار در مجدد
منتشر گذشته زمستان که پیشین شماره�ی آمده�ایم. نائل هدف این به حدی تا
بͬ�تردید که - دانشریاضͬ همایشمرزهای درباره�ی گزارشمفصلͬ گردید
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گذشته سال در دانشͺده�مان علمͬ رخدادهای مهم�ترین از ͬͺی آن برگزاری
نسبت به زمانͬ بازه�ی ͷی در نیز شماره این آماده�سازی و دربرداشت بود-
فوق�برنامه و علمͬ انجمن در دوستانمان همه�جانبه�ی همͺاری بدون کوتاه
ضروری نمͬ�شد. میسر هیچ�وجه به کردند تقبل را کارها از بسیاری انجام که
کار روحیه�ی این است امید و کنم تشͺر دوستان این همه�ی از این�جا است

دهد. ادامه را مجله انتشار روند سازد قادر را انجمن جمعͬ
بودم؛ نیازموده را صورت این به جمعͬ کار این از پیش تا که من خود برای
آن جریان در که بود بͬ�بدیل تجربه�ای شریف ریاضͬ مجله�ی با همͺاری
دخیل جهت از آن�که مهمتر و فراگرفتم را مهارت�ها و مطالب از بسیاری
نحو به آن انجام جهت در تلاش و علمͬ داوطلبانه�ی فعالیت ͷی در بودن
که کسͬ از باید بازگردیم عقب به اگر شاید بود. آموزنده بسیار برایم احسن
خدا اگر خیر سبب شود عدو که کنم تشͺر شود سردبیر ابوالفضل شد مانع

خواهد!
را مجله شماره هفت این در که گروهͬ مͬ�کنم تصور این�که آخر حرف و
مسؤولیت استکه رسیده وقتآن و کرده عرضه داشته که آن�چه کرده، منتشر
همͺاری شود. منتقل دوستان از دیͽر گروهͬ به مجله انتشار و سردبیری
این آماده�سازی جریان در فوق�برنامه و علمͬ انجمن بچه�های که صمیمانه�ای
مجله�ی صاحب�امتیاز عنوان به انجمن که مͬ�سازد دلͽرم مرا داشتند شماره
ادامه شود ایجاد دیͽری طولانͬ وقفه�ی بͬ�آن�که را سنت این شریف ریاضͬ
در که دانشجویانͬ و اساتید همه�ی از کنم تشͺر باید انتها در داد. خواهد
است آن از طولانͬ�تر قطعاً اسامͬ�شان فهرست کردند. یاری را ما مدت این

بͽنجد. این�جا که

چندی که سرم آن بر بعد من بͽذشت عمر خیره به چند ͷی
گیرم پیش صبر و بنشینم
گیرم١ خویش کار دنباله�ی

خدانͽهدار
فیلُم خشایار

١سعدی
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جبری معادلات حل و دکارت رنه خیام، عمر

بقایͬ یاسمن ترجمه:

در خیام هزاره�ی جشن در ١ ماردیا پروفسور مقاله این نویسنده�ی
دعوت برایسخنرانͬ لندن در خیام باشͽاه طرف از ١٩٩٩ سال نوامبر
باشͽاه است. شده گرفته او سخنرانͬ ازمتن مقاله این از قسمتͬ شد.
به همچنان و شد ت˼أسیس لندن در ١٨٩٢ سال اکتبر سیزدهم در خیام

مͬ�دهد. ادامه خیام آثار پیرامون خودش فعالیت

چͺیده ١

عنوان به او از بزرگ ریاضͬ�دانͬ بر علاوه که است فردی تنها خیام
تلاش�های مͬ�خواهیم مقاله این در مͬ�شود. یاد نیز توانمند شاعری
دهیم. توضیح را معادلاتجبری حل پیرامون میلادی ١٢ قرن در خیام
تاثیر تحت ١٧ قرن در نیز را ٢ دکارت رنه که ارزشمندی تلاش�های
سه درجه�ی معادلات حل به مقاله این در مشخصاً مͬ�دهد. قرار خود
مجذوب را ریاضیات دنیای ١۶ تا ٩ قرن که معادلاتͬ مͬ�پردازیم؛

. بود کرده خود
استفاده با معادله مثبت ریشه�های کردن پیدا در عمده�ای سهم خیام
بتواند سرانجام او مͬ�شود باعث که امری دارد. هندسͬ �استدلال از
تاریخچه ابتدا کند. پیش�بینͬ حدی تا را دکارت تحلیلͬ هندسه�ی
و مͬ�دهیم توضیح خیام توسط را سوم درجه� معادلات طبقه�بندی و

داد. خواهیم شرح را آن حل برای او روش سپس

مقدمه ٢

کارهای همانند او اشعار استکه نادر بسیار برجسته ریاضͬ�دانͬ برای
همزمان که است فردی تنها خیام اما شود آورده یاد به ریاضͬ�اش
ͷی مͬ�شود. �آورده خاطر به اشعارش خوبͬ به ریاضͬ�اش کارهای
جورج همچون افرادی برجسته. شاعری کنار در بزرگ ریاضͬ�دان
یا نرسیدند شهرت به آن برای اما مͬ�نوشتند شعر �هم ماکسول۴ بول٣و

١Kantilal Mardia
٢René Descartes
٣George Boole
۴Maxwell

بود. آماتور ریاضͬ�دان ͷی تنها که آمریͺایͬ شاعر فلو۵ ͹لان
معادلات حل پیرامون ١٢ قرن در فعالیتخیام توضیح به این�جا در
مͬ�پردازیم. سوم درجه معادلات حل مشخص طور به و جبری
خیام مͬ�رسد نظر به شد، خدا کردن انͺار به متهم که دکارت همچون
بوده فشار تحت اعتقاداتش خاطر به و نداشته آسوده�ای زندگͬ هم

(Kasir,1931,p.3) است.

پیشینه ٣

مͬ�پردازیم. خیام توسط سه درجه�ی معادلات حل به فقط این�جا در

بودند. سه درجه�ی معادلات مجذوب ١۶ تا ٩ قرون در ریاضͬ�دانان
حل به تارتالیا٧موفق و کاردانو۶ ایتالیایͬ ریاضͬ�دان دو نهایت در
سهم خیام دیͽر طرف از شدند. ١۶ قرن در معادلات این کامل
با سوم درجه معادله�ی مثبت ریشه(های) کردن پیدا در چشم�گیری
هندسه جبرو میان رابطه�ی که حالͬ در دارد را روشهندسͬ از استفاده
معادله حل به ابتدا از دکارت شد. بیان دکارت توسط ١٧ قرن در
کار شبیه بیشتر برد کار به معادله حل در که روش�هایͬ بود. علاقمند
�موهومͬ ریشه�ی تقاطع، نقاط از بعضͬ که دریافت او ولͬ بود خیام
برای کاملͬ راه�حل دکارت .(Katz,1998,p.448) مͬ�دهد نشان را
حل حتͬ که جایͬ تا داد ارائه را موهومͬ و مثبت منفͬ، ریشه�های
شرایطͬ در قرارگرفت کارهایش در هم سه از بالاتر درجه معادلات
است. بوده محدود بسیار زمینه این در خیام کارهای تاریخ گواه به که

(Kasir,1931,p.34)

پیش�نیازها ۴

رایجͬ الفاظ توضیح به غیرریاضͬ�دان، افراد برای خصوص به ابتدا
مͬ�روند: کار به ریاضͬ در روزمره شͺل به که مͬ�پردازیم

: مͬ�کند بیان کسفورد آ لغت�نامه�ی
از استفاده با کمیت و اعداد خواص کردن پیدا = ( (جبر Algebra

عمومͬ نمادهای
: گوید مͬ واژه این عربͬ ریشه�ی درباره�ی همچنین و

= پیوستن هم به (دوباره شͺسته قسمت�های مجدد پیوند = Aljebr

( jabara
”الجبر از جبر نام . مͬ�شود محسوب مدرن ریاضیات روح ” ”جبر
است شده گرفته است خوارزمͬ کارهای از ͬͺی نام که ” المقابله و

میلاد). از بعد ٨٢۵ (حدود
۵Longfellow
۶Cardano
٧Tartaglia

١



: کسفورد آ لغت�نامه�ی از دوباره است. معادله بعدی کلمه�ی
که ریاضͬ، عبارت دو هم�ارزی بر که فرمولͬ = (equation)معادله

مͬ�گذارد. صحه شده�اند داده ربط هم به ”=” علامت با
از موجود دست�نوشته�های براساس را خیام عمر تلاش�های ادامه در
شده، استفاده ١٩٣١ در کثیر٩ و ١٨۵١ در ۇپͺه٨ توسط قبلا́ که او

. داد خواهیم توضیح
کرده کار آن روی او که دست�نوشته�ای (p.9,1931)مͬ�گوید کثیر
پروفسور شخصͬ کتابخانه�ی در موجود دست�نوشته�ی همان است
موجود دست�نوشته�ی به شبیه بسیار استکه کلمبیا دانشͽاه از اسمیت
برای لیدن کتابخانه دست�نوشته�ی از ۇپͺه است. لیدن١٠ کتابخانه در
دست�نوشته این (p.9) �کثیر گفته�ی به بود. کرده استفاده ترجمه
ادامه در است. ۇپͺه توسط شده استفاده عربͬ متن اساسͬ بخش

. کنید مͬ مشاهده را آن از مقاله عربͬ متن �اول صفحه�ی دو
x را آن که متغیر ͷی با خطͬ معادله�ی معادله، نوع ساده�ترین

مثال: عنوان به است، مͬ�نامیم

٢x− ٣ = ۴x+ ٢

زیرا است خطͬ معادله این دارد. x = − ۵
٢ جواب ͷی تنها که

معادله ͷی بعدی معادله�ی است. ͷی مجهول درجه�ی بیشترین
است: دو درجه�ی

ax٢ + bx+ c = ٠

دو مجهول درجه�ی بالاترین این�جا در ثابتهستند. c و b ، a آن در که
واقع در دارد. جواب دو و بود شده حل قبل سالها معادله این است.
ریاضͬ�دان دو توسط مͬ�دانیم معادله این برای امروزه که جواب�هایͬ
جواب�های از ͬͺی که (قرن۶) براهماگوپته١١ شد. ارائه هندی بزرگ
�آوردند. بدست را معادله جواب دو هر (١٢ (قرن بهاسͺره١٢ و معادله

(Katz, 1998 , pp. 226 – 227)

به باشند. حقیقͬ دو هر یا موهومͬ دو هر مͬ�توانند معادله جواب دو
معادله�ی مثال عنوان

x٢ = −١

با مͬ�شود!) منفͬ عدد ریشه�ها (مجذور دارد موهومͬ� ریشه�ی دو
طبیعͬ صورت به سه درجه�ی معادله�ی ایده�ها، این بیشتر گسترش

است: زیر شͺل دارای

ax٣ + bx٢ + cx+ d = ٠

٨Woepcke
٩Kasir
١٠Leyden
١١Brahmagupta
١٢Bhaskara

ساده خطͬ متغیر تغییر ͷی با هستند. ثابت d و c ، b ، a آن در که
متعارف) (فرم y٣ + py + q = ٠ به تبدیل معادله x = y − b

٣a

که دارد جواب سه معادله این هستند. ثابت q و p آن در که مͬ�شود
. است حقیقͬ آن�ها از ͬͺی حداقل

توان�های از معادله بیان برای خیام باستان، یونانیان از پیروی به
استفاده مͬ�نامید مͺعب مربع، ریشه، را آن�ها که مجهول متوالͬ

مͬ�کرد.
و ریشه�ها با است برابر مربع و مͺعب ͷی» جمله�ی: مثال عنوان به
خواهد زیر صورت به امروز نشانه�گذاری و ریاضͬ زبان در عددها»،

بود:

x٣ + ax٢ = bx+ c

( (مͺعب + a( (مربع = b ( (ریشه + عدد

صدق درمعادله که بود صحیحͬ اعداد عددی» «حل از خیام منظور
مجهول تعیین هندسͬ»، «حل از او منظور دیͽر طرف از کنند.
بود. پاره�خط ͷی طول عنوان به قابل�اندازه�گیری کمیتͬ عنوان به

(Kasir,1931,p.23)

خیام رده�بندی ۵

کرد رده�بندی مفصل طور به را معادلات که بود فردی اولین خیام
بررسͬ واقع در مͬ�داده انجام او که کاری امروزی زبان در هرچند
دو شامل که معادلات از دسته اولین است. بوده معادله درجه�ی
خود توسط دوجمله�ای- معادلات دیͽر عبارت به یا - هستند قسمت
زیرند: شرح به معادلات این شده�اند. نام�گذاری ساده» «معادلات او
cx٢ = x٣(۵ bx = x٢(۴ a = x٣)٣ a = x٢)٢ a = x(١

bx = x٣(۶
تقسیم نوع دو به مͬ�نامد ترکیبͬ» معادلات را« آن�ها که دوم دسته�ی
هستند عبارت سه یا جمله سه شامل که معادلاتͬ اول نوع مͬ�شوند:

هستند. عبارت چهار شامل که معادلاتͬ دوم نوع و
دو درجه�ی سه�جمله�ای معادلات الف)

bx+ a = x٩)٢ x٢ + a = bx(٨ x٢ + bx = a(٧
معادلات به تقلیل قابل که سه درجه�ی سه�جمله�ای معادلات ب)

هستند دوم درجه�ی
cx٢ + bx = x١٢)٣ x٣ + bx = cx١١)٢ x٣ + cx٢ = bx(١٠

سه درجه�ی سه�جمله�ای معادلات ج)
bx+ a = x١)٣۵ x٣ + a = bx(١۴ x٣ + bx = a(١٣

٢



:١ شͺل
لیدن) کتابخانه�ی (دست�نوشته�ی خیام عمر حͺیم مقابله�ی و جبر کتاب عنوان

٣



:٢ شͺل
لیدن) کتابخانه�ی (دست�نوشته�ی خیام عمر حͺیم مقابله�ی و جبر کتاب آغازین صفحه�ی

۴



cx٢ + a = x١٨)٣ x٣ + a = cx١٧)٢ x٣ + cx٢ = a(١۶
برابر جمله سه حاصل�جمع آن�ها در که چهارجمله�ای معادلات ( د

است چهارمͬ جمله�ی با
x٣ + cx٢ + a = bx(٢٠ x٣ + cx٢ + bx = a(١٩

cx٢ + bx+ a = x٢٢)٣ x٣ + bx+ a = cx٢١)٢
با مساوی دوجمله جمع آن�ها در که چهارجمله�ای معادلات ح)

است دیͽر جمله�ی دو جمع
x٣ + bx = cx٢ + a(٢۴ x٣ + cx٢ = bx + a(٢٣

x٣ + a = cx٢ + bx(٢۵
این�که و مͬ�دهد توضیح مقاله�اش در را معادلات پیشینه�ی خیام
ادامه در شده�اند. حل کامل طور به زمان آن تا معادلات از ͷکدام�ی
مͬ�دهد. شرح ٢۵گانه دسته�بندی این به توجه با برایحل را روشخود
هم با هندسͬ نظر از اما یͺسانند جبری نظر از دسته�ها این از بعضͬ

دارند. تفاوت

خیام توسط شده ارائه راه�حل�های ۶

فرض مͬ�شود. بیان زیر صورت به مدرن نمادگذاری با خیام روش�های
کنید:

x٣ + px = q p, q > ٠ (١)

به را y متغیر، تغییر با حال است باشد. کلͬ معادله�ی متعارف فرم
: مͬ�کنیم تعریف زیر صورت

y = p−
١
٢x٢ (٢)

. است سهمͬ ͷی معادله�ی این
برابر حاصل مͬ�کنیم. ضرب طرفین در x ͷی ،(١) معادله�ی در

با: است

x۴ + px٢ = qx

داریم: (٢ ) رابطه�ی به توجه با

py٢ + px٢ = qx

به: مͬ�شود تبدیل معادله این جبری عملیات انجام )با
x− q

٢p

)٢

+ y٢ =

(
q

٢p

)٢

(٣)

بنابراین است. qp قطر به و
q
٢p شعاع به

(
q
٢p , ٠

)
مرکز به دایره ͷی که

مختصه�ی با برابر آمده (١) در که سومͬ درجه�ی معادله مثبت ریشه�ی
. است (٢) سهمͬ و (٣) دایره�ی تقاطع نقطه�ی x

را q = ٨ و p = ۴ با سه درجه�ی معادله�ی مͬ�توانیم مثال عنوان به
مرکز به دایره و y = x٢

٢ بحث مورد سهمͬ این�جا در کنیم. بررسͬ

روبه�رو صورت به نظر مورد معادله�ی بود. خواهد ١ شعاع و (١, ٠)

است. x = ١٫ ٣۶۵ آن مثبت ریشه�ی که x٣ + ۴x− ٨ = ٠ است:
تابع نمودار رسم مͬ�رود، کار به امروزه که هندسͬ�ای روش
محورxها با منحنͬ تقاطع محل استو ( ٣ (شͺل y = x٣+۴x−٨

تنها مثال این مͬ�دهد. به�دست را معادله حقیقͬ (ریشه�های) ریشه�ی
موهومͬ دیͽر ریشه دو و ( ٣ شͺل در op) دارد حقیقͬ ریشه�ی ͷی
است. نͺرده قطع را xها محور دیͽری نقاط در منحنͬ زیرا هستند

دیͽر عبارت به بود. هندسͬ روش ͷی خیام روش وضوح به
مͬ�شود. گرفته نظر در احجام بین معادله�ای سه، درجه�ی معادله�ی
مساحت ͷی بیان�کننده�ی p و مͺعب از یال ͷی نشان�دهنده�ی x لذا

مͬ�کند. مͺعب حجم بر دلالت q که حالͬ در ( p > ٠ )
(٣) و (٢) معادلات از استفاده با هندسͬ شͺل ترسیم به حال
رسم است √p آن ضلع که p مساحت به مربعͬ ابتدا مͬ�پردازیم:
OA بر عمود خطͬ .(۴ (شͺل مͬ�نامیم OA را مربع ضلع مͬ�کنیم.
و کرده جدا خط این روی p

q اندازه�ی به مͬ�کنیم. رسم O نقطه در
p
q قطر و D مرکز به دایره�ای پاره�خط این روی مͬ�نامیم. OE را آن
را سهمͬ�ای رأس، عنوان به O نقطه گرفتن نظر در با مͬ�کنیم. رسم
OA ادامه که OR خط سهمͬ مͬ�کنیم.(محور رسم OA پارامتر با
از قبل ٢١٠) آپولونیوس١٣ کارهای در خیام از قبل (سهمͬ است)
و دایره تقاطع محل P نقطه از بود). شده رسم و تعریف ( میلاد
عمود پای نقطه�ی مͬ�کنیم. رسم OE پاره�خط بر عمودی سهمͬ،
این�جا در است. معادله پاسخ OQ طول نهایت در مͬ�نامیم. Q را
ریاضیات نͽارش امروزی با مأنوس که خوانندگانͬ برای تنها محورها

ندارد. ما هندسͬ رسم به کاری و مشخصشده هستند
در که ١۵۴۵ سال ١۴در کاردانو فرمول که است ذکر به لازم
مثبت ریشه�ی دقیق طور به مͬ�شود؛ ظاهر Ars Magna رساله�اش

مͬ�کند: مشخص را معادله این ]برای
q
٢ +

(
q٢

۴ + p٣

٢٧

) ١
٢
] ١

٣

+

[
q
٢ −

(
q٢

۴ + p٣

٢٧

) ١
٢
] ١

٣

ریشه�ی سه مͬ�توانند سه درجه�ی معادلات که کنید توجه علاوه به
گرفت نظر در خیام که معادلاتͬ از ͬͺی باشند. داشته مثبت
دو که (Kasir,1931,pp. 92-93) بود x٣ + ١٣

٢ x + ۵ = ١٠x٢

.x = ۴± ١
٢
√
٧۴ و x = ٢ دارد: منفͬ ریشه�ی ͷی و مثبت ریشه�ی

قطع را xها محور نقطه سه در منحنͬ که مͬ�دهد نشان ۵ شͺل
.P,Q,R مͬ�کند

مقطع دو تقاطع طریق از را مثبت ریشه�ی دو یا ͷی تنها روشخیام
آن�ها به ۵ بخش در که دسته�ای ٢۵ تمامͬ مͬ�کند. پیدا مخروطͬ

١٣Apollonius
١۴Cardano

۵



:٣ شͺل
است. x٣ + ۴x− ٨ = ٠ معادله�ی حقیقͬ ریشه�ی OP طول ،y = x٣ + ۴x− ٨ منحنͬ

۶



:۴ شͺل
مͬ�دهد. را مثبت ریشه�ی OQ پاره�خط ،x٣ + ۴x− ٨ = ٠ سوم درجه معادله�ی حل برای خیام روش

است. معادله ریشه�ی OQ طول ببینید. متن از را سهمͬ و نیم�دایره ،ABCO مربع رسم روش

٧



:۵ شͺل
x٣ − ١٠x٢ + ١٣

٢ x+ ۵ معادله�ی OP و OR ،OQ حقیقͬ ریشه�ی سه و y = x٣ − ١٠x٢ + ١٣
٢ x+ ۵ منحنͬ

٨



گرفت. قرار مطالعه مورد منظم و دقیق طور به او توسط شد، اشاره
مناسبͬ زوج ،۵ بخش در شده معرفͬ دسته�های از ͷهری برای ۇپͺه
است. کرده معرفͬ به�دستمͬ�دهد را معادله آن که مخروطͬ مقاطع از
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با مصاحبه�ای دانته١: و کاربردی توپولوژی
کریس٢ رابرت

صورتگرفته واقع دنیای مسائل در توپولوژی از کاربردهایͬ اخیراً
انتزاعͬ ساختار که چرا است. کرده شͽفت�زده را بسیاری که است
رابرت مͬ�کند. سخت نیز را کاربردها کوچ�ͷترین تصور توپولوژی
داده انجام تحقیقاتͬ زمینه این در که است افرادی از ͬͺی کریس
ریاضیات زمینه�ی در که است کسانͬ از خود که کوک٣ جان است.
شͽفت به موضوع این از بسیاری هم�چون و دارد فعالیت کاربردی
چندان نه ترجمه�ی که داده انجام رابرت با مصاحبه�ای است؛ آمده

مͬ�بینیم.۴ این�جا در را آن دقیق

کوک جان :١ شͺل

معروف آثار از الهͬ کمدی که و١۴ ١٣ قرن�های ایتالیایͬ Danteشاعر Alighieri١
اوست.

٢Robert Ghrist
٣John D. Cook
۴ http://www.johndcook.com/blog/2010/09/13/applied-topology-

and-dante-an-interview-with-robert-ghrist/

کشف ۵ سایتش طریق از را کریس رابرت که بود پیش هفته چند
تحقیقاتش او است. برق مهندسͬ ریاضیاتو پروفسور رابرت کردم.
من که چیزی مͬ�کند؛ توصیف کاربردی۶ توپولوژی عنوان با را
ریاضیات از بͬ�شماری بخش�های در (توپولوژی بودم. نشنیده� هیچ�گاه
دنیای و واقعͬ مسائل در را آن از کاربردی تاکنون اما دارد، کاربرد
علاقه�ی کاربردی، توپولوژی در او کارهای بر علاوه ندیده�ام.) بیرون

کرد. خودش شیفته�ی مرا نیز قدیمͬ کتاب�های به رابرت
سپتامبر ٩ در رابرت با من تلفنͬ صحبت مͬ�آید، ادامه در آنچه

است. ویرایش اندکͬ با و ٢٠١٠

به مرا توجه نͺته�ایکه دیدم؛ را وبسایتشخصͬشما که زمانͬ
بود. کاربردی توپولوژی زمینه�ی در شما تحقیقات کرد جلب خود
داشته�ام؛ مطالعاتͬ توپولوژی و کاربردی ریاضیات زمینه�ی در من
بسیار مͬ�شوند. محسوب هم از جدا بسیار من ذهن در دو این اما

کرده�اید. ترکیب یͺدیͽر با را آن�ها چͽونه بدانم که هیجان�زده�ام

همیشه اما مͬ�کنند؛ تصور هم از جدا را دو این مردم از بسیاری
برای که ابزارهایͬ مͬ�بینیم حاضر حال در و بود. نخواهد این�گونه
در نوین مسائل در بودند، شده طراحͬ غامض و مجرد بسیار مسائل

دارند. ملموس واقعاًً کاربردهایͬ سیستم�ها و داده�ها آنالیز

کنید؟ مطرح دست این از مثال�هایͬ مͬ�توانید

توپولوژی در وسیع مقیاس در که گروه�هایͬ اولین از ͬͺی البته.
دانشͽاه در کارلسون٨ گانر گروه کردند؛ کار کاربردی٧ جبری
این اولیه فرض مͬ�کنند. کار داده�ها آنالیز زمینه�ی در که بود استنفورد
به که هستند فضا در نقاطͬ دست در داده�های مجموعه�ی که است
جالب. ساختار ͷی از گسسته نمایشͬ یعنͬ، مͬ�گوییم؛ نقاط٩ ابرِ آن
مؤلفه�ی چند داده، مجموعه�ی این بدانید مͬ�خواهید مثال، طور به
به باشد. گوناگونͬ ویژگͬ�های متناظر مͬ�تواند این دارد؟ همبندی
مشتریان از که باشد نظرسنجͬ�هایͬ داده�ها این است ممͺن مثال طور
دسته�بندی در سعͬ مؤلفه�ها این و است آمده دست به شرکت ͷی
انواع تشخیص در سعͬ که باشد ͬͺپزش داده�های یا دارد. مشتریان
مؤلفه�های این که ببینید مͬ�توانید سپس دارد. را سرطان مختلف
مͬ�نامند؛ ١٠ دسته�بندی آمار محققین که است چیزی همان همبندی،

همبندی�شان. مؤلفه�های به داده�ها مجموعه�ی کردن تقسیم
۵http://www.math.upenn.edu/ ghrist
۶Applied Topology
٧Applied Algebraic Topology
٨Gunner Carlsson
٩Point Cloud
١٠Clustering

١٠



کریس رابرت :٢ شͺل

برنامه�ی در گام اولین تنها این، که مͬ�دانند توپولوژی�دانان خب؛
خاصیتهمبندی، کنار در است. فضا سرتاسری ساختار یافتن بزرگتر
صوری روش�های و دارند حفره�هایͬ بسیاری حالات در فضاها
روش�ها، این دارد. وجود آن�ها دسته�بندی و کردن پیدا برای جبری
اعمال هستند. هموتوپ١٣ͬ نظریه�ی و کوهمولوژی١٢ همولوژی١١،
مͬ�دهد دست به انقلابͬ واقعاً تͺنی�ͷهای داده�ها روی روش�ها این
برای تلاش و دوبعدی فضای ͷی به داده�ها کردن تصویر به نیازی که
است اتفاقͬ این نیست. مͬ�دهد رخ اتفاقͬ چه ببینم تا آن مصورسازی

مͬ�افتد! خودکار طور به که
زمینه�ی در من که کارهایͬ در مضمون همین با مشابهͬ کاربردهای
از داده�ها که جایͬ دارد؛ وجود مͬ�دهم انجام مهندسͬ سیستم�های
مͬ�آیند. کامپیوترها میان شبͺه�ای ارتباط ͷی یا حسͽرها از شبͺه��ای
حاصل حسͽرها این از مثلا́ که را موضعͬ داده�های این همه�ی شما

١١Homology
١٢Cohomology
١٣Homotopy Theory

به آنها کردن سرهم با مͬ�کنید تلاش و مͬ�کنید گردآوری مͬ�شوند
موضعͬ حالت از تغییر نوع این . برسید. محیط از سرتاسری فهمͬ
منظور آن به توپولوژی تͺنی�ͷهای که است چیزی ١۴ سرتاسری به
طرز به کاربردی بسیار مسائلͬ در تͺنی�ͷها این و شده�اند ابداع

شده�اند. واقع موثر شͽفت�انͽیزی

قضیه این آیا هستم. آشنا هموتوپͬ در کمپن١۵ ون قضیه�ی با من
شماست؟ مدنظر که است نوعͬ آن از

دارد. بیشتری محاسباتͬ قابلیت هوموتوپͬ به نسبت همولوژی بله.
کمپن، ون قضیه�ی متناظر است. طبیعͬ�تر بسیار گزینه�ای همولوژی
آن طبیعت راستͬ به که داریم را میر-ویتروس١۶ دنباله�ی همولوژی در
دهیم پیوند یͺدیͽر به را ͷکوچ داده�های چͽونه است؛ کردن ادغام
دست به اطلاعاتͬ شبͺه کلیت مورد در آن�ها کردن ی�ͷپارچه با و
موضعͬ داده�های از رسیدن در مهمͬ و عمیق بسیار ایده�ی این آوریم.

است. فضا سرتاسری خواص به

است آن مͬ�کند، درگیر مرا ذهن مورد این در که مسائلͬ از ͬͺی
معنͬ این به مͬ�رسد؛ نظر به شͺننده نوعͬ به من برای توپولوژی که
به را نقطه دو عوضمͬ�کند. را چیزی مͬ�تواند تصادفͬ اتصالͬ که
بنابراین مͬ�شود. همبند ناهمبند، فضای ناگهان و کنید وصل هم
رفتن بین از دارد: توپولوژیͷمشͺلͬ چینش این که مͬ�رسد نظر به
اما مͬ�کند. باطل را حاصل نتایج داده�ها در خطا یا داده جزئͬ مقدار
بود تصور این خلاف کاملا́ نظرتان شما، سایت وب در دارم یاد به
گرفتن تصمیم در من مͬ�دانستید. پایدارتر را ͷتوپولوژی متدهای و

دارم. مشͺل دیدگاه دو این میان

کاربردی موارد در که دارد وجود ١٧ پایداری از مختلفͬ انواع
جبری توپولوژی ساختارهای چون مͬ�کنند. پیدا اهمیت گوناگونͬ
-به تغییرات این تحت هستند، ناوردا ١٨ دگردیسͬ و هموتوپͬ تحت
زمانͬ این ماند. خواهند پایدار بسیار مختصات- تغییر نمونه عنوان
به است. مفید بسیار دارید، سروکار واقع دنیای در داده�های با شما که
جمع�آوری همراهمان تلفن�های توسط داده�ها کنید فرض مثال عنوان
از و کنید نصب همراه تلفن ͷی روی حسͽر جفت ͷی باشند. شده
هر که مͬ�آید دست به جذاب داده�ی جریان زیادی مقدار طریق این

است. خورده پیوند ͬͺفیزی مͺان ͷی به داده�ها از ͷی

١۴local-to-global transition
١۵Van Kampen’s Theorem
١۶Mayer-Vietoris
١٧Robustness
١٨Deformation

١١



ͷی داخل که زمانͬ مثال، طور کجا؟به نمͬ�دانید قطعͬ طور به اما
این، مشابه مواردی در نمͬ�کند. کار خوبͬ به GPS هستید ساختمان
مختصات دستͽاه از مستقل که مͬ�خواهید را پایداری از گونه�ای شما

باشد.
مسأله�ای خطا، به نسبت خاص طور به و نویز، به نسبت پایداری
اما باشد. حل قابل کلͬ حالت در که است آن از سخت�تر مراتب به
مثال�های در که دارند وجود ͷتوپولوژی ابزارهایͬ مورد، این در حتͬ
و پایدار١٩ همولوژی هم�چون فنͬ�تر موارد به و استفاده�اند قابل خاص
مربوط مͬ�مانند، پایدار نمونه�ها از طیفͬ روی که ͬͺتوپولوژی خواص

مͬ�شوند.

همولوژییͷمجموعه دانستن چطور که بیاورید مثالͬ مͬ�توانید
به مربوط ͬͺفیزی پدیده�ی مورد در اطلاعاتͬ است ممͺن داده�ها از

دهد؟ دست به آن

کرده�ام، کار آن روی زیاد من که مسائلͬ از ͬͺی نمونه عنوان به
برای حسͽرهاست. شبͺه�ی توسط شده داده پوشش منطقه�ی مسأله�ی
که مͬ�کنیم صحبت همراه تلفن�های شبͺه�ی پوشش مورد در نمونه
وارد شما اگر بود خواهد ناخوشایند بسیار هستند. آشنا آن با ͬͽهم

١٩Persistent Homology

دستدهید. از را خود آنتن�دهͬ و شده همراه تلفن شبͺه�ی در حفره�ای
یا دارید کامل پوشش منطقه ͷی در آیا بدانید مͬ�خواهید شما پس

دارد؟ وجود حفره آنجا آیا خیر؛

بسیار است مدنظر منطقه ͷی امنیتͬ تنظیمات زمانͬ مسأله این
پوشش را منطقه ͷی ماهواره�ها و دوربین�ها مͬ�کند. جلوه حیاتͬ�تر
آنͺه یا مͬ�شود داده پوشش چیز همه آیا بدانید مͬ�خواهید و داده�اند
مͬ�دهید؟ دست از را اطلاعات آنجا شما که دارند وجود حفره�هایͬ
ͬͺمح یافتن مͬ�کنم استفاده همولوژی نظریه�ی از که مواردی از ͬͺی
شبͺه�ی که کند تضمین کند؛ ضمانت را کامل پوشش که است
ندانیم است ممͺن هرچند پس ندارد. حفره�ای هیچ شما حسͽرهای
اطلاع آن نزدیͷبه حسͽرهای از تنها و دارند قرار کجا در حسͽرها که
برقراری همولوژی ͷمح ͷکم به مͬ�توان همچنان باشیم. داشته

کرد. تحقیق را پوشش

بالاتر ابعاد در داده�های به اگر مͬ�کنم گمان جالب. بسیار
ببینید و بͺشید نقشه روی دایره تعدادی فقط نمͬ�توانید کنید نͽاه
خواهید نیاز محاسبه�پذیرتر چیزی به خیر. یا دارند همپوشانͬ

داشت.

با بدانید بخواهید و کنند حرکت دایره�ها اگر خاص طور به دقیقاً!
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شما که زمانͬ خصوص به مͬ�دهد. رخ اتفاقاتͬ چه زمان زمان گذر
هم�پوشانͬ و کنید رسم چطور را دایره�ها نمͬ�دانید و ندارید مختصات

ببینید. را آن�ها
مطرح را مطلب این دارم تمایل مͬ�کنم؛ صحبت دیͽران با وقتͬ
ͷی که مͬ�بینم همان�طوری را ریاضͬ کتاب�خانه�ی ͷی که کنم
از است پر آن�جا مͬ�نͽرد. حفاری سایت ͷی به باستان�شناس
جهانیان دید از و شده�اند خاکسپرده به که گنجینه�هایشͽفت�انͽیزی
بافه�ها٢٠ نظریه�ی مورد در نوعͬ کتاب ͷی مثال برای مانده�اند. پنهان
مسائل حل برای که است مطالبͬ از پر اما است! خواندن غیرقابل
طریق از دید، این با من و مͬ�کنند جلوه مهم بسیار سخت، واقعاً
وارد را آن�ها باارزش، گنجینه�های این یافتن و مبهم متون این کندوکاو
خواهند کارایͬ ابزارها این که جایͬ مͬ�کنم؛ حوزه�ها دیͽر و مهندسͬ

داشت.
حصار این از غامض ریاضیات این از بسیاری حاضر، حال در
بͬ�فایده اعداد نظریه�ی که کرد نخواهد ادعا کسͬ دیͽر گذشته�اند.
کار به کمتر و سودمندترین شما که است جایͬ توپولوژی ولͬ است.
که آنچه مورد در بود من دیدگاه این دارید! را ابزار شده�ترین گرفته
به موفق مͬ�خواهم خودم که آنچه و دهد رخ ریاضیات در مͬ�خواهم

شوم. انجامش

سایت در که دیͽری مطلب کنیم، عوض را بحث موضوع کمͬ
کتاب�های از شما قول�های نقل کرد، جلب خود به مرا توجه شما

بود. قدیمͬ

شراب نوشیدن مانند سال ۵٠ از کمتر چیزی هر خواندن
کنید استفاده سال در بار دو یا ͷی مͬ�توانید است: تازه

است. همراه سردرد و پشیمانͬ با معمولا˟ و

خواندن کنار در مͬ�گوید که افتادم لوئیس٢١ نصیحت یاد من
دوره�ای هر زیرا کنید وارد هم را قدیمͬ کتاب�های کتاب�هایجدید،
دارند را خود کور نقاط قدیمͬ نویسندگان دارد. را خود کور نقاط

باشند. ما دیدگاه مͺمل است ممͺن اما

زیاده کمͬ حتͬ شاید کرده�ام، پیروی حͺم این از قطعاً من دقیقاً!
فیلم موسیقͬ، مورد در اما مͬ�خوانم. مدرن ندرتکتابͬ به من حد! از
چیزهای کتاب، مورد در اما نمͬ�کنم. پیروی قانون این از وبلاگ�ها و

٢٠Sheaf Theory
نارنیا سرگذشت کتاب .Cنویسنده�ی S. Lewis٢١

و آمده�اند بیرون سربلند زمان آزمون از که دارند وجود بسیاری جالب
در من نمͬ�شوند! تمام بخوانم باید که جالبͬ چیزهای حساب این با
٢٢ کتاب�محور درس�هایͬ گرفتن فوق�العاده�ی تجربه�ی کالج، دوران
واقع در داشته�ام. دربرمͬ�گرفت را مطالعه و بحث زیادی مقدار که
کلاسی�ͷها عاشق که شد باعث و کرد عوض مرا دیدگاه دوره این

کنم. زندگͬ کتاب�ها این از بسیاری با و باشم

ریاضͬ خواندن مشغول مͬ�گرفتید، را درس�هایͬ چنین که زمانͬ
بودید؟

مهندسͬ من، کارشناسͬ دوره�ی مدرک خواندم. مهندسͬ من نه،
شدم! ریاضیات وارد دیرتر کمͬ زندگͬ در است.

هستید. دانته عاشق که گفتید شما

اله٢٣ͬ، کمدی او، کتاب با را زیادی مدت من است. صحیح بله،
جدیدی ایده�های مͬ�کنم باز را آن که بار هر هم هنوز و کرده�ام زندگͬ
٢۴ دوزخ نمͬ�شوند. دور دوزخ از چندان مردم اکثر مͬ�بینم. آن در
بعدی قسمت�های اما است. داستان اکشن قسمت و هیجان�انͽیز
هستند. زندگͬ برای زیبا واقعاً مͺان�هایͬ بهشت- و -برزخ داستان

تاریخͬ مطالعات شدید مجبور بخوانید را دانته آنͺه منظور به
دهید؟ انجام زیادی

داشته مناسب کامنت�های از مجموعه�ای و خوب ترجمه�ی ͷی اگر
دروتͬ از ترجمه ͷی من مͬ�کند. ساده�تر بسیار را خواندن باشید،
با عمر اواخر در او داشت. عالͬ�ای کامنت�های که کردم پیدا سایرز٢۵
زمانͬ ابتدای١٩۴٠، در است. جالب بسیار داستانش و شد آشنا دانته
ͷی گرفت تصمیم پناهͽاه به رفتن راه در او شد، شروع بمباران که
مͬ�گوید: خودش دید. را دانته از نسخه ͷی و بردارد قفسه از کتاب
بیرون قفسه از را آن نخوانده�ام.” دانته هیچ�گاه واقع در من ”مͬ�دانید؟
داستان مجذوب او خوابید. نه و خورد غذا نه بعد، روز دو طͬ کشید.
زبان به تسلط برای را زندگͬ�اش باقͬ تمام و شد آن بودن استادانه و

گذاشت. دانته ترجمه�ی و ایتالیایͬ

٢٢book-type courses
٢٣The Divine Comedy

است. بهشت و برزخ دوزخ، بخش سه شامل الهͬ ٢۴کمدی
٢۵Dorothy Sayers
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ریاضͬ آموزش و فلسفه بر گذری

اصفهانͬ حبیبͬ سامان

این�قدر ما چرا ” که: است این دانش�آموزان ͬͽهمیش سؤال ͷی
” مͬ�خوانیم؟!! ریاضͬ

به تا فیثاغورسیان زمان از آموزش، تاریخ طول تمام در تقریباً
برنامه�های در را نقش پررن�͹ترین ریاضیات کشور�ها تمام در و امروز
و کودکان وقت از بسیاری ساعت�های است. داشته مدارس آموزشͬ
اتفاق این آیا ولͬ گذشته. ریاضͬ کلاس�های سر همواره نوجوانان
تبدیل ریاضیات آموزش در سخت�گیری صرفاً یا است ضروری واقعاً
جایͽزین�های چه که بیاندیشید است کافͬ شده�است؟ عادت ͷی به

دارد. وجود مدارس وقت کردن پر برای هیجان�انͽیزی
خواندن�شان ریاضͬ هدف از دانش�آموزان نه گاهͬ مͬ�رسد نظر به
سود به مناسب پاسخͬ یافتن شاید دبیران�شان. حتͬ نه و مطلع�اند
درس ”چه ریاضͬ عنوان تحت این�که تشخیص در را ما و باشد همه

کند. راهنمایͬ بدهیم” درس ”چͽونه و بدهیم”
ریاضͬ این�که روی ابتدا باید پرسش این به دادن پاسخ برای اما

برسیم. نظر توافق ͷی به چیست
خواهیم برسیم افلاطونیان به تا برویم عقب تاریخ مسیر در اگر
از خارج مˀثُل، عالم نام به جهانͬ که مͬ�اندیشیدند طور این آن�ها دید
شامل که دارد وجود اندیشه از خارج و ماده از خارج مͺان، و زمان
خط، نقطه، عدد، جمله از نیز ریاضͬ اشیاء است. چیزی هر حقیقت
هرگونه از مستقل و بوده مثلͬ جهان این به متعلق ... و تابع دایره،
دنیای و بوده ابدی و ازلͬ دارند. وجود انسان از مستقل و گاهͬ آ
این که آن�جایͬ از مͬ�دانستند. جهان آن از سایه�ای تنها را پیرامون�مان
خلاف بر ریاضͬ گزاره�های و مفاهیم است، مثل جهان از اثری جهان
افلاطونیان پیشینͬ�اند. و بوده درست و صادق همواره علوم سایر
در ͬͺش که گزاره�هایͬ مͬ�پنداشتند. ضروری را ریاضͬ گزاره�های
ریاضͬ حقایق و اشیاء ما بودند معتقد آن�ها نیست. آن�ها صحت
ریاضͬ�دان ͷی نتیجه در بسازیم. را آن�ها این�که نه مͬ�کنیم کشف را
ͷی که همانطور درست یͷکاشفاست بلͺه نیست ابداع�کننده ͷی
که مͬ�نویسد جایͬ در راسل مͬ�زند. اکتشاف به دست شناس زمین
کلمب کریستف که همان�طور کردند کشف را حساب ریاضͬ�دانان
که همان�طور نساختیم خود را اعداد ما کرد. کشف را غربͬ هند

برای محͺم دلیلͬ فلسفه این در نیافرید. را سرخ�پوستان کلمب
همان ریاضͬ حقایق کشف که چرا داشت خواهیم ریاضͬ تدریس

است. حقیقت کشف

این�که ͬͺی داد. رخ ریاضͬ برای مهم اتفاق دو زمان مرور به
به و داد دست از قطعͬ علمͬ عنوان به را خود جایͽاه حدودی تا
و داد هویت تغییر انسان�هاست ذهن ساخته که اصول از مجموعه�ای
شد. مهم�تر آن خود از ریاضیات کاربرد عموم نظر از این�که دیͽری
خود که حقیقتͬ تا مدل�سازی برای قوی ابزاری به شد تبدیل ریاضͬ

باشد. داشته مطالعه ارزش

رشته�های خصوص به علوم سایر برای بیشتر را ریاضͬ اخیر، نͽاه
همان این مͬ�رسد نظر به ریاضͬ. خود برای تا مͬ�خواهد مهندسͬ
است؛ حاکم مدارس در ریاضͬ تدریس در معمولا˟ که است نͽاهͬ
برای تا است مهندسشدن برای پیش�نیازی ریاضیاتدبیرستانͬ یعنͬ،
فراوان حفره�های آمدن وجود به نͽاه این نتیجه�ی شدن. ریاضͬ�دان
این و مͬ�شود داده آموزش مدارس در که است مقدماتͬ ریاضیات در
دقت با را چیز همه دارد میل که است ریاضͬ ͹فرهن این با تضاد در
͹گن عددی

√
۲ این�که اثبات در نمونه برای پیشرود. به و کند اثبات

تناقضمͬ�رسیم. به سپس و مͬ�گیریم آن بودن گویا بر فرضرا است؛
آن اثبات برای که شده فرض بدیهͬ

√
۲ بودن حقیقͬ اثبات این در

بدیهͬ هم چندان و داریم احتیاج حقیقͬ اعداد تمامیت خاصیت به
در .٢ مͬ�شود ٢ توان به که دارد وجود اعشاری عددی ͷی که نیست
برای دلیلͬ هیچ ندارد ریاضͬ از پیش�زمینه�ای که دانش�آموز ͷی واقع
از بسیاری در بدیهͬ�انͽاری این داشت. نخواهد هم آن دانستن بدیهͬ
است آموزش روش معلول و دارد وجود مقدماتͬ ریاضͬ بخش�های

باشد. بدیهͬ واقعاً این�که تا

تعریف گویا اعداد اعمالحساببرای معمولا˟ دیͽر، مثالͬ عنوان به
اعداد واقع در مͬ�کنند. کار آن�ها با مدت�ها دانش�آموزان و مͬ�شوند
اعداد دبیرستان در سپس مͬ�سازند. را آن�ها ریاضͬ جهان تمام گویا
توضیحͬ هیچ بدون و مͬ�یابند گسترش حقیقͬ اعداد مجموعه�ی به
اگر مͬ�روند. کار به نیز حقیقͬ اعداد مورد در قبلͬ دانسته�های همه�ی
اعداد که صورتͬ در ) کرده�اند کنͺاش اتحادی درستͬ مورد در قبلا́
آن صحت مورد در ͬͺش هیچ حال ( بوده�اند. گویا رابطه در موجود
است چیزی قطعاً این و نمͬ�آید پیش حقیقͬ اعداد همه�ی مورد در
با قبلا́ که دانش�آموز یا مͬ�شود آموخته آن�ها به دبیرانشان طرف از که

تساوی

am/n.ap/q = am/n+p/q

رابطه همین حال هستند، گویا اعدادی p/q و m/n که شده روبه�رو
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صورت به را
as.at = as+t

توان که -هنͽامͬ as واقعاً این�که اما حقیقͬ�اند t و s که مͬ�پذیرد
اما نیست واضح اصلا́ دانش�آموز برای چه؟ یعنͬ است- ͹گن عددی
یادآوری مͬ�شود. کار فرمال صورت به روابط این با ابایͬ هیچ بدون
رشته�های برای پیش�نیازی عنوان به را ریاضیات اگر که مͬ�کنم
نخواهد اهمیتͬ چندان حفره�هایͬ چنین وجود بخواهیم؛ مهندسͬ

مͬ�رسد. نظر به کافͬ روابط با کردن کار توانایͬ صرف و داشت
ممͺن کاری چنین اصلا́ آیا و شوند پر حفره�ها این باید آیا ولͬ

گشت. خواهیم باز سؤال این به است؟
آن�ها از بسیاری کنید. اضافه نیز را معلم�ها مشͺل این به حال
بوده عمومͬ ریاضͬ احتمالا˟ گذرانده�اند که ریاضͬ درس مشͺل�ترین
مͬ�دهد نشان ریاضͬ دبیران از ساده امتحان ͷی نمونه برای است.
نمͬ�دانند را قضیه و اصل تعریف، تمایز به�درستͬ حتͬ آن�ها از بسیاری
مثلثتعریفاست، دو ضزضبرایهمنهشتͬ آیا مثال برای این�که و

قضیه!؟ یا اصل یا
کرده�ی تحصیل ͬͽهم ریاضͬ مدرسین اگر که کرد ادعا مͬ�توان آیا

مͬ�شد؟! حل آموزشͬ مشͺلات از بسیاری بودند رشته همین
ریاضͬ معلمان آموزش گم�شده�های عنوان تحت [١] در وو اچ.

: مͬ�نویسد چنین

زبان معلم�های بخواهیم اگر است. مطرح سناریو ͷی....
کنیم ملزم را آن�ها بایستͬ آیا باشیم داشته خوبͬ فرانسه�ی
لاتین تحصیل به مشغول کالج در فرانسوی جای به که
به و است فرانسوی مادر زبان لاتین باشد چه هر شوند؟
شدن مسلط با است. پیچیده�تر بسیار زبانͬ ساختار لحاظ
زبان از درک�شان تا باشند قادر باید معلم�ها لاتین زبان بر

ببرند. بالا آموخته�اند مدرسه در که را فرانسه

باید معلمین مقدماتͬ ریاضیات تدریس برای این�که تصور
قدر همان باشند بلد را �دانشͽاهͬ ریاضͬ پیشرفته مباحث
زبان تدریس مورد در بالا سناریوی که است ͷمضح
ابتدایͬ ضرب و جمع آموزش برای کنید تصور فرانسه.

... بداند گروه�ها نظریه�ی باشد ملزم دبیر

سطحͬ چه انتظار استکه چالشبرانͽیز یͷسؤال صورتاین هر در
مͬ�توان زیادی حد تا زمینه این در مͬ�رود. ریاضͬ دبیران از سواد از
ریاضͬ�دانان جامعه�ی کرد. مشاهده را فرانسه-لاتین سندروم همان
انتظار ( دبیرستان سطح در مخصوصاً ) مدارس ریاضͬ دبیرهای از
نوعͬ به باید دارند. را ریاضͬ پیشرفته مباحث در عمیقͬ سواد داشتن

و مقدماتͬ ریاضͬ بخش دو در ) دبیران دانش سطح رابطه بتوان
پرسش این به دادن پاسخ برای را دانش�آموزان�شان و ( پیشرفته ریاضͬ
) بلج دهد پاسخ مسأله این به کرده سعͬ که افرادی از ͬͺی سنجید.
جبر معلم ٣٠٨ میان از ١٩٧٢ سال در وی است. ( SMSG مدیر
آزمونͬ دانش�آموزان و معلمین گروه دو هر برای دبیرستان اول سال
دانش�آموزان�شان با دبیران دانش رابطه�ی تا کرد برگزار گزینه�ای چند
وی آزمایش نتیجه�ی که گفت مͬ�توان مسامحه با آورد. به�دست را
موضوعͬ درباره�ی بیشتر چه هر کلͬ حالت در ” که ادعا این از نشانͬ

([١]) . نداشت ” بود خواهͬ نیز بهتری معلم بدانͬ
اعداد جبر ͬͺی بود. بخش دو شامل معلمین برای وی امتحان
و حلقه�ها گروه�ها، نظریه شامل ) مجرد جبر دیͽری و حقیقͬ

که مͬ�کرد تاکید حاصل نتایج آنالیز میدان�ها).

در دبیران نمرات میان معنͬ�داری رابطه�ی هیچ تقریباً ...
طرفͬ از اما نیست دانش�آموزان�شان نمره با مجرد جبر
ͬͽهمبست حقیقͬ اعداد به مربوط جبر در دبیران نمرات
اول سال جبر در دانش�آموزان�شان نمرات با ͬͺکوچ مثبت

دارد... دبیرستان

مباحث از دانشعمیق داشتن که بود مشاهداتشاین از وی نتیجه�ی
ͬͺکم نه و است لازم نه دبیرستان در تدریس برای ریاضͬ مجرد
دبیرستانͬ مباحث همان از دبیر درک بودن عمیق�تر چه هر اما مͬ�کند
ماجرا همه�ی این قطعاً ولͬ دارد. وی آموزش سطح بر مثبتͬ تاثیر

نیست.
غالباً پیشمͬ�آید دبیران برای تدریسریاضͬ در که مشͺلاتͬ اساساً
بزرگ�ترین از ͬͺی مثال برای نیست. ایشان سواد به وابسته مشͺلات

است. تقسیم آموزش ریاضͬ، آموزش سختͬ�های
داشته این به نͽاهͬ بپردازیم؛ مشͺل این بررسͬ به این�که از پیش
مͬ�شود. تدریس چطور پیشرفته ریاضیات در مفهوم همین که باشیم

اگر
S = {(x, y)|x ∈ Z, y ∈ Z− {۰}}

مͬ�کنیم: تعریف چنین S روی را ∼ رابطه�ی
(x, y) ∼ (z, w) ⇐⇒ xw = yz

مجموعه�ی و مͬ�دهیم نمایش x
y با S روی را [(x, y)] هم�ارزی کلاس

به را Q زیر تعریف با حال مͬ�نامیم. Q را هم�ارزی کلاس�های همه�ی
مͬ�کنیم: تبدیل حلقه ͷی

x

y
+
z

w
=
xw + zy

yw
,
x

y
.
z

w
=
xz

yw

مفاهیم این مͬ�تواند روشͬ چه به یͷمدرس که کنیم بررسͬ بیایید
روشͬ! هیچ به احتمالا˟ کند؟ منتقل ابتدایͬ دانش�آموز ͷی به را
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مرحله�ی کنیم. بررسͬ بیشتری دقت با را کار مراحل دهید اجازه
که طوری به دارد هم�ارزی کلاس�های به S افراز فهمیدن به نیاز اول
و Z بودن ͬͺی سپس کنیم. نͽاه عضو ͷی چشم به کلاس هر به
است. گویا اعداد ضرب و جمع تعریف دیͽر مشͺل .{x

۱ : x ∈ Z}
مͬ�خواهیم حال و شده�است تعریف قبلا́ جمع عمل که کنید تصور
برای x

y .
z
w = xz

yw صورت به ضرب تعریف کنیم. تعریف را ضرب
بͽذاریم حلقه ساختار Q روی مͬ�خواهیم ما که چرا است معنͬ�دار ما
ولͬ است. کار این انجام برای ممͺن روش بدیهͬ�ترین تعریف این و
ما برای حلقه ساختار که دهیم توضیح دانش�آموز ͷی به مͬ�توانیم آیا
است؟ آن ساختن برای تعریفضربروشمناسبͬ این و دارد اهمیت
نمͬ�رویم؟ x

y + z
w = x+z

y+w سراغ به جمع رایج تعریف جای به چرا
بود!) خواهد کننده خوشحال بسیار دانش�آموزان برای احتمالا˟ که )

دو جمع تعریف چرایͬ مورد در شهودی هیچ دانش�آموز واقع در
معنͬ به گرفتن مشترک مخرج که این ) نمͬ�کند. کسب گویا عدد

( ... است مختلف نسبت دو برای شمارش واحد کردن ͬͺی

جمع سپس و مخرج�ها م م ک محاسبه کسر، دو جمع الͽوریتم
ͷکم به حالت بهترین در و مͬ�ماند باقͬ صوری کاملا́ صورت�ها
تدریس واقع در مͬ�شود. ارائه آن برای توصیفͬ ”پیتزا” معروف مثال
وظیفه�ی استکه دانش�آموزان ادعای این برای مناسبͬ نمونه�ی تقسیم،

. است تقسیم و ضرب بلͺه نیست چرایͬ ریاضͬ درس در ما

تقسیم، مفاهیم که مͬ�شود القا دانش�آموزان به ضمنͬ طوری به
کار به هم جای به را آن�ها مͬ�توان و هستند هم�معنͬ کسر و نسبت
دانش�آموز ذهن در تقسیم الͽوریتم ͷی با مفهوم سه این واقع در برد.
کسر�ها جمع مورد در شهودی هیچ تنها نه آن�که حال مͬ�شوند ضمیمه
نه و است اعداد با بازی ͷی وی برای هم تقسیم الͽوریتم بلͺه ندارد
آن که ریاضͬ از اخیر تعریف در هم باز مشͺلات این بیشتر. چیزی
دو جمع یادگیری ندارد. چندانͬ اهمیت مͬ�خواهد علوم سایر برای را
کافͬ هم آن پشت مفاهیم فهم بدون تقسیم الͽوریتم و کسری عدد
گزاره این با زندگͬ�مان در بار�ها که همان�طور واقع در مͬ�آید. نظر به
چه و است درست چیزی چه مͬ�کند تعیین هدف شده�ایم؛ مواجه

نادرست. چیزی

استدلال درست به ͷکم را ریاضͬ تدریس اهداف از ͬͺی اگر اما
ارزش واقعاً که چیزی ) بدانیم دانش�آموزان کردن فͺر منطقͬ و کردن
اهداف از این�که و دارد.) مͬ�گیرد، دانش�آموزان از که را زیادی وقت
بسیاری و داشت دلیلͬ باید چیزی هر برای که بدانیم این ریاضͬ
روش این نیستند؛ بدیهͬ واقعاً مͬ�آیند نظر به بدیهͬ که چیزهایͬ از

نیست. خوشایند چندان

مطرح شده ذکر مشͺلات حل برای که پیشنهاد�هایͬ از ͬͺی

را ریاضͬ که بازگردیم ͹فرهن این به مجدداً که است این مͬ�شود؛
راحتͬ به آمده پیش حفره�های از بسیاری کنیم. تدریس ریاضͬ برای
کاملا́ اگر حتͬ پوشش�اند. قابل ساده نسبتاً و شهودی استدلال�های با
مͬ�شود داده آموزش ریاضͬ ͹فرهن این نباشند، دقیق ریاضͬ طور به

کرد. ارائه استدلالͬ باید چیزی هر برای که
برای عدد و نسبت که تاریخͬ مشͺل این تقسیم، مثال مورد در
هم ابتدایͬ دانش�آموز برای مͬ�شدند دانسته متمایز مفهوم دو سال�ها
نمایش از استفاده کسر تدریسمفهوم یͷپیشرفتدر داد. رخخواهد
حقیقͬ اعداد اگر که این�گونه به جبری. مفهوم ارائه تا است هندسͬ
کمͬ خط روی را ۴/٣ کسر و بͽیریم نظر در متصل خط عنوان به را
ریاضͬ موجود ͷی تا کنیم معرفͬ نقطه ͷی عنوان به ،١ از جلو�تر
مͬ�توان شͺل همین به خود. خاص ضرب و جمع تعریف با جدید
استدلال ͷی خط- پاره دو طول جمع عنوان -به کسر�ها جمع برای
بسیاری مورد در راه�حلͬ نͺته همین مͬ�آید نظر به آورد. ساده هندسͬ
این�که مͬ�دهد. ما به آن�ها پوشش برای روشͬ و دیͽر حفره�های از
مͬ�توانند تصویری اثبات�های بیان و هندسͬ ایده�های از استفاده گاهͬ

شوند. جبری اثبات�های جایͽزین
که شود متوجه دانش�آموز اگر شد؛ بحث پیش�تر که

√
۲ مورد در

ͬͺی- کرد نͽاه صورت دو به مͬ�توان حقیقͬ اعداد مجموعه�ی به
متصل)- خط ) هندسͬ ͬͺی و اعشاری) اعداد مجموعه�ی ) جبری
حقیقͬ اعداد مجموعه در x۲ = ۲ معادله این�که اثبات جای به مͬ�توان
از ͬͺی واقع در داد. نشان حقیقͬ اعداد خط روی را

√
۲ دارد، ریشه

کردن فͺر منطقͬ و درست ریاضͬ آموختن خاصیت�های مهم�ترین
از بخش این بدیهͬ�انͽاری�ها، با که است استدلال ارائه�ی توانایͬ و
دنبال به آن�که از بیش مͬ�رسد نظر به شده�است. ͹کم�رن آن آموزش
بایستͬ باشیم دانشͽاهͬ ریاضیات از عمیق سوادی دارای دبیرانͬ
و داشته ریاضͬ ͹فرهن از شناختͬ که باشیم کرده تربیت دبیرانͬ
به�دست را خود دانش�آموزان به کردن استدلال هنر آموزش توانایͬ

باشند. آورده
آموزش این�که است: ضروری نͺته این به اشاره باز حال هر به
مستقیم رابطه�ی آن تدریس از ما هدف با باشد چͽونه باید ریاضͬ

دارد.
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مربعͬ تقابل قانون تاریخچه�ی بررسͬ

ͷمل حمید رفیعیان، امید متوصل، محͬ�الدین

مقدمه ١

مͬ�کند، توجه جلب مربعͬ تقابل قانون درباره�ی اول، وهله�ی در آن�چه
تعریف اگر است. آن برای شده ارائه زیاد بسیار اثبات�های تعداد
سال آن از بدانیم، ١٧٨٣ سال به متعلق را قانون این کامل و صریح
رقم است. شده ارائه قانون این برای مختلف اثبات ٢٣٣ تاکنون
پیش قضیه، ͷی برای سال، هر در اثبات ͷی از بیش میانͽین خوردن
مͬ�نماید. قانون این در تاریخͬ نقش ͷی وجود بر دلالت چیز، هر از
بوده�اند، درگیر قانون اثباتاین با نوعͬ به که نامداری دانشمندان حجم
در ظریفͬ، طنازی با روزن مایͺل و آیرلند کنت که است زیاد قدری به
A Classical Introduction to Modern Number Theoryکتاب

مͬ�کنند: مطرح را تمرینͬ چنین

این در تاکنون که را مربعͬ تقابل قانون اثبات�های تعداد
ارائه آن از دیͽری اثبات و بشمارید شده ارائه کتاب[٣]

دهید.

نه و اثبات�هاست تمامͬ نوشتن هم پشت نه نوشتار این از هدف اما
در را اثبات�ها این تمامͬ آدرس خوشبختانه جدید! اثبات ͷی ارائه�ی
علاقه�مند خواننده�ی و یافت مͬ�توان مختلف سایت�های و کتاب�ها
را مربعͬ تقابل قانون تاریخ نماید[٢]. مراجعه آن�ها به مͬ�تواند
نوشته، این در داد. قرار بررسͬ مورد دیͽری نقطه�نظرهای از مͬ�توان
این پیشرفت روند در کلͬ تحول سیر ͷی آوردن دست به بنابر بیشتر
اثبات تلاشبرای آمد، پدید مساله�ای چنین شد چه این�که است؛ مساله
چͽونه بزرگ ریاضͬ�دانان از کدام هر و گرفت انجام جهاتͬ چه در آن
است نظر مد تطبیقͬ نͽاهͬ بیشتر اساس همین بر شدند. مواجه آن با
آن�ها تلاش ͬͽونͽچ هم�چنین و ریاضͬ�دانان، تاثیرگذارترین نͽاه و

شد. خواهد بررسͬ قانون، این اثبات برای

مساله صورت ٢

بیان نحوه�ی مربعͬ، تقابل قانون درباره�ی نͺات جالب�ترین از ͬͺی
نفر سه ، گاوس٣ و لژاندر٢ ، اویلر١ مقاله�های به اگر است. قانون این
بیندازیم، نͽاهͬ قانون، این تاریخ در ریاضͬ�دانان تاثیرگذارترین از
بیان را مساله این خود شیوه�ی به کدام هر که شد خواهیم متوجه
تفاوت�ها این بررسͬ به قوی�تری پشتوانه�ی با انتها، در کرده�اند.
امروزی صورت با نیست بد مبحث به ورود برای اما پرداخت، خواهیم
مͬ�رود، کار به اعداد نظریه�ی مرجع کتب در که مربعͬ تقابل قانون

کنیم: شروع

این در باشند. متمایز و فرد اول عدد دو q و �p فرضکنید
p)صورت

q

)(q
p

)
= (−۱)

p−۱
۲

q−۱
۲

ممͺن نداشته، آشنایͬ قانون این با تاکنون که خواننده�ای طبیعͬ�ست
لژاندر نماد

(
p
q

)
) کند برخورد مشͺل به نیز آن خواندن در است

ادامه در اساس، همین بر مͬ�شود). پرداخته آن به ادامه در که است
بیان را مربعͬ تقابل قانون اثباتِ تا اولیه بارقه�های از تاریخچه�ای

کرد. خواهیم

فرما ٣

مربعͬ، تقابل قانون تͺامل روند بررسͬ در قدم اولین عنوان به
فرما(١۶٠١- دو پͬ�یر کرد. شروع فرما۴ دو پͬ�یر کارهای از مͬ�توان
شد. متولد فرانسه جنوب در و تولوز ͷنزدی ͬͺکوچ شهر در ،(١۶۶۵
آغاز اورلئان دانشͽاه در ١۶٢٣ سال را خود دانشͽاهͬ تحصیلات
کند مدرک اخذ مدنͬ» «حقوق رشته�ی در توانست ١۶٢۶ سال و کرد
ایالتͬ عالͬ دادگاه «پارلمان» عضویت به توانست ١۶٣١ سال در و
بدانجا تا آورد، ریاضیاترو به فرمایحقوق�دان، که شد چه اما درآید.
این�که درباره�ی مͬ�شناسیم؟ ریاضͬ�دان ͷی به بیشتر را او امروزه که
دست در اطلاعاتͬ شد، علاقه�مند ریاضیات به فرما زمانͬ چه دقیقاً
بوردو، شهر در اقامتش سال�های آخرین در که مͬ�شود گفته نیست.
او شد. ریاضیات به او علاقه�مندی موجب دادرس ͷی با او آشنایͬ
به را او و شناخت را فرما ریاضͬ استعداد که بود فردی اولین واقع در
ویت۵ نشده�ی چاپ آثار از تعدادی و کرد تشویق ریاضیات فراگیری

داد. قرار فرما اختیار در را
١Euler
٢Legendre
٣Gauss
۴Pierre de Fermat
۵Viete
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و یافت افزایش ریاضیات به فرما علاقه�مندی تدریج به آن از پس
از ͬͺی که کرد ریاضͬ�دانان از گروهͬ با نامه�نͽاری به شروع کم�کم
ریاضͬ�دانͬ که فرما آن�که، جالب نͺته�ی بود. ۶ مرسن آن�ها، مهم�ترین
بیشتر نداشت، ارتباطͬ ریاضͬ�دانان با مستقیم بطور و نبود حرفه�ای
حرفه�ای وجود با وی مͬ�گرفت. نامه�نͽاری�ها این از را خود دلͽرمͬ
که آن�جا تا گذاشت اعداد نظریه� حوزه�ی در به�سزایͬ تاثیرات نبودن،
معادله�ی وی آورد. حساب به مدرن اعداد نظریه� پدر را او مͬ�توان
مورد مͬ�شناسیم، فرمایͬ اعداد به را آن�ها امروزه که را اعدادی و پِل٧
هم�چنین داد. پیشرفت را خود «ͷکوچ «قضیه��ی و داد قرار مطالعه
۴ یا و ٢ مجموع صورت به اعداد نوشتن درباره�ی مهمͬ مسائل وی
در گسترده�ای تحقیقات زمینه�ساز مسائل این که کرد مطرح را مربع
عوامل مهم�ترین از ͬͺی که وی آخر» «قضیه�ی هم�چنین شد. آینده
تا و بود ریاضͬ�دانان مطالعه�ی و بحث مورد سال�ها اوست، شهرت

بود. نرسیده اثبات به قبل دهه دو
تقابل قانون اعداد، نظریه�ی امروز پیشرفت�های از بسیاری همانند
این�در است؛ فرما توسط شده مطرح مسائل روی بر تفͺر نتیجه�ی هم
نخستین زمینه این در نبود. مطلع قانون این از خود فرما که حالیست
که است مربع دو مجموع صورت به اول اعداد نوشتن به راجع مسائل
مسائل مͬ�شود. دیده ١۶۴٠ سال در مرسن به وی نامه�های از ͬͺی در
اولین�بار ، x۲+۳y۲و x۲+۲y۲ صورت به اول اعداد نوشتن مانند دیͽر
جالب نͺته است. شده مطرح ١۶۵۴ سال در پاسͺال به وی نامه�ی در
اثباتͬ گونه هیچ این�که وجود با فرما که است این نامه�ها این به مربوط

مͬ�نامد. قضیه را آن�ها نمͬ�دهد، ارائه خود نتایج از
مͬ�نویسد: دیͽب٨ͬ به ١۶۵٨ سال در نامه�ای در او

دو از باشد، بیشتر ͬͺی چهار، مضرب از که اول عدد هر
،٢٩ ،١٧ ،١٣ ،۵ چنین�اند: مثال�ها مͬ�شود. ساخته مربع

غیره. و ۴١ ،٣٧

یͷمربع از باشد بیشتر ͬͺی مضربسه، از که اول عدد هر
چنین�اند: مثال�ها مͬ�شود. ساخته دیͽری مربع برابر سه و

غیره. و ۴٣ ،٣٧ ،٣١ ،١٩ ،١٣ ،٧

باشد بیشتر تا سه یا ͬͺی مضربهشت، از که اول عدد هر
مثال�ها مͬ�شود. ساخته دیͽری مربع برابر دو و یͷمربع از

غیره. و ۴٣ ،۴١ ،١٩ ،١٧ ،١١ ،٣ چنین�اند:

اما دارد، فوق ادعاهای برای محͺمͬ اثبات�های مͬ�کند اضافه فرما
چندان ریاضیات امروزی زبان در اثبات�ها، این مͬ�رسد نظر به بعید

۶Mersenne
٧Pell’s equation
٨Digby

طول در اثبات مفهوم به ریاضͬ�دانان نͽاه حقیقت در باشند. پذیرفته
فرما که چیزی آن نمونه، عنوان به و شده تغییراتͬ دستخوش تاریخ
متفاوت ریاضͬ�دانان دیͽر مفهوم با آورده، حساب به اثبات عنوان به
”اثبات�ها” این از ͬͺی حسن�ختام عنوان به بخش، این انتهای در است.

آورد. خواهیم را
لازم شرط او مثال، برای نشد. محدود مرحله این به اما، فرما کار
صورت به بتوان را اول) لزوماً دلخواه(نه عدد ͷی این�که برای کافͬ و
نمایش راه�های تعداد هم�چنین آورد. دست به نوشت، مربع دو جمع
این، بر علاوه مͬ�دانست. را مربع دو مجموع صورت به عدد ͷی
نیز را x۲ + ۳y۲ و x۲ + ۲y۲ ،x۲ + y۲ از غیر به دیͽری فرم�های فرما
حدس�هایͬ دیͽبͬ، به نامه�ای در ١۶۵٨ سال در او مͬ�کرد. بررسͬ
نمͬ�تواند که مͬ�کند اقرار اما مͬ�کند مطرح x۲ + ۵y۲ فرم درباره�ی
اویلر که بود مسائل این روی بر تحقیق واقع، در کند. اثبات را آن
در مهمͬ تحقیقات زمینه�ساز و کرد هدایت مربعͬ تقابل سمت به را
ͬͺی با را بخش این حسن�ختام، عنوان به اکنون شد. اعداد نظریه�ی
از که سوالاتͬ به آن ادامه��ی در و مͬ�بریم پایان به فرما اثبات�های از
اثبات این در کرد. خواهیم اشاره مͬ�شود، خارج نͽرش نوع این دل
را آن امروزه که روشͬ�ست همان مͬ�کند، استفاده آن از فرما که روشͬ
اثبات منظور به فرما، توسط زیر اثبات مͬ�شناسیم. نامتناهͬ نزول به
جمع صورت به مͬ�توان را ۴k+ صورت۱ به اول اعداد که قضیه این

شد: ارائه نوشت، مربع دو

چهار مضرب از که شود انتخاب دلخواه اول عدد ͷی اگر
عدد اینصورت در نباشد، مربع دو جمع و باشد بیشتر ͬͺی
هم باز و هست عدد این از کوچ�ͷتر فرم، همان از اولͬ
شͺل همین به و است موجود آن از کوچ�ͷتر سومͬ عدد
که برسید، ۵ عدد به تا دهید انجام نزول زیادی تعداد
جمع که اعدادی�ست نوع این همه�ی از عدد کوچ�ͷترین
بودن ممͺن غیر وسیله�ی به مرحله این در نیست. مربع دو
این همه�ی نتیجتاً که کند استنتاج باید کسͬ هر کاهش،

مͬ�شوند. ساخته مربع دو از فرم از اعداد

اما مͬ�شود، استفاده روشنزول از اثبات این در مͬ�بینیم، که همان�طور
نمͬ�دهد. مساله این در نزول روش ͬͽونͽچ درباره�ی توضیحͬ فرما
دارد ریاضیات امروزی زبان به کامل اثبات ͷی تنها فرما واقع، در
است قضیه این اثبات که اوست حاشیه�ای یادداشت�های به مربوط که
کامل مربع نمͬ�تواند صحیح، اضلاع با قائم�الزاویه مثلثͬ مساحت که

باشد.
فرما است ممͺن آیا که است این مͬ�آید پیش� این�جا در که سوالͬ
عین در وی دارد امͺان آیا باشد؟ کرده مطرح بͬ�اساسͬ ادعاهای
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اثبات را آن�ها کند ادعا خود، گزاره�های از بسیاری برای اثبات نداشتن
است؟ کرده

فرضیه�ای چنین گرفتن نظر در بررسͬ�هایصورتگرفته، به توجه با
بعدها فرما، قضایای از بسیاری زیرا نمͬ�رسد، نظر به معقول چندان
آندره است. شده اثبات فرما ایده�های از استفاده با اویلر، توسط
نوشته�های و نامه�ها روی بر دقیقͬ مطالعه�ی خود[۵] کتاب در ویل٩
برخͬ اویلر، اشاره�های از استفاده با و داده انجام فرما حاشیه�ای
با رابطه در فرما هم�چنین است. کرده بازنویسͬ را فرما اثبات�های
برای اثباتͬ ارائه�ی به موفق که کرده بیان خود حدس�های از برخͬ
اول بر مبنͬ خود حدس درباره�ی وی مثال طور به است. نشده آن�ها
کند اثبات را آن نتوانسته که است گفته ، ۲۲n + ۱ فرم به اعداد بودن
با حقیقت در است. شده رد بعدها نظر مورد حدس نمونه، این در و
دلایل فرما احتمالا˟ که کرد استدلال چنین مͬ�توان شواهد، این بررسͬ

است. داشته خود حدس�های از بسیاری برای قانع�کننده�ای

اویلر ۴

آشنا فرما نتیجه�های با گلدباخ١٠، نامه�های توسط بار اولین برای اویلر
او که شده نوشته ١٧٢٩ سال در اویلر، به گلدباخ نامه�ی اولین شد.
مطرح را ۲۲n + ۱ فرم به اعداد بودن اول درباره�ی فرما حدس آن�ها، در
تعدادی و شد علاقه�مند فرما کارهای به اویلر آن از پس است. کرده
فرما نتایج تاثیر تحت مدتͬ از پس و داد قرار مطالعه مورد را آن�ها از
از بسیاری پایه�ی که برآمد، آن�ها اثبات و تͺمیل پͬ در و گرفت قرار

گردید. او تحقیقات
در ͬͽسال ٢۵ سن در را اعداد نظریه� در خود مقاله�ی اولین اویلر
داد کرد(نشان رد را فرما حدس مقاله این در او نوشت. ١٧٣٢ سال
فرما از اویلر که کارهایͬ جمله از است). بخش�پذیر ۶۴١ بر ۲۳۲ + ۱

شد. اشاره آن به قبل فصل در که است دیͽبͬ به او نامه کرد، مطالعه
: رفت فرما از قضیه این اثبات سراغ ابتدا اویلر

مربع دو جمع باشد، ١ ،۴ بر باقͬ�مانده�اش که اول عدد هر
است. کامل

مͬ�توان را او اثبات شد. قضیه این از کاملͬ اثبات ارائه به موفق او
p اگر که مͬ�کند ثابت او اول بخش در کرد. تقسیم بخش دو به
که است موجود (x, y) = ۱ که x, y ∈ Z باشد، داشته شرطͬ چنین
(x, y) = ۱ و p|x۲+y۲ اگر که مͬ�کند ثابت بخشدوم در و p|x۲+y۲

شبیه او دوم بخش برای است. مربع دو جمع خود �p صورت این در

٩André Weil
١٠Goldbach

خود و p|x۲ + y۲ که باشد موجود p اول عدد اگر مͬ�کند. عمل فرما
است موجود کوچ�ͷتر اولͬ عدد مͬ�دهد نشان نباشد، مربع دو جمع
اثبات دیͽر بخش نباشد. مربع دو جمع خود و کند عاد را x۲+y۲ که
نشان باید اویلر مͬ�شود. مربوط ما موضوع به که است بخشͬ آن
دو جمع ،p آن�گاه باشد، ١ برابر ۴ بر p باقͬ�مانده�ی اگر که مͬ�داد
نشان باید فرما دیͽر حدس درباره�ی همین�طور مͬ�کند. عاد را مربع
صورت به عددی باشد، ۸k + ۳ یا ۸k + ۱ صورت به ،p اگر مͬ�داد
آن�گاه باشد، ١ برابر ٣ بر pباقͬ�مانده�ی اگر و ( (x, y) = ۱ ) x۲+۲y۲

کنید توجه مͬ�کند. عاد را ( (x, y) = ۱ ) x۲+۳y۲ صورت به عددی
قضیه�ی مشابه روش�های با مͬ�کرد، ثابت را احͺام این اویلر اگر که
مسائل همین کند. اثبات را فرما قضایای مͬ�توانست مربع، دو جمع
صورت به اعداد اول عوامل که کرد هدایت سمت این به را اویلر
مطالعه مورد n مختلف مقادیر برای را ( (x, y) = ۱ ) x۲ + ny۲

به عددی اول، عددی این�که برای کافͬ و لازم شرط پͬ در و دهد قرار
ریاضیات زبان به باشد. کند، عاد را ( (x, y) = ۱ ) x۲ + ny۲ شͺل
͹هن به مربعͬ مانده�ی −n که بود �p اول اعداد دنبال اویلر امروزی،

باشد. p
در مربعͬ تقابل قانون با مستقیم طور به که اویلر از نتیجه�ای اولین
و است مشهور اویلر ͷمح به امروزه که است گزاره�ای است، ارتباط

مͬ�شود: نوشته چنین این امروزی کتب در

که طوری به است اول عددی p و a ∈ Z کنید فرض
تنها و اگر است، مربعͬ مانده�ی aصورت این در . p ∤ a

اگر تنها و اگر است مربعͬ نامانده�ی a ،و a p−۱
۲

p
≡ ۱ اگر

معادله که زمانͬ است مربعͬ مانده�ی a ) a p−۱
۲

p
≡ −۱

باشد.) داشته جواب x۲ p
≡ a

پاسخ یقیناً کرد؟ بیان را خود ͷمح فوق صورت به اویلر آیا اما
ͬͺی همنهشتͬ نماد تعریف مͬ�دانیم، که همان�طور زیرا است؛ منفͬ
دیͽری گونه�ی به مͬ�بایست اویلر قاعدتاً و است گاوس کارهای از
خود نامانده، و مانده تعریف علاوه، به باشد. کرده بیان را مساله این
کرد. خواهیم بیان ادامه در که شد تغییراتͬ دستخوش اویلر ادبیات در
مͬ�شود شناخته اویلر» ͷمح» به امروزه که راستا، این در او بیان اولین
(مقاله�ی numerorum theoremata circa divisoresمقاله�ی در
۴ام نتیجه�ی در مقاله، این مطالعه�ی با است. شده مطرح اویلر) ١٣۴

است: آمده چنین ،١١ قضیه

اول عدد بر am − ۱ که a برای مقادیری بررسͬ با بنابراین
هر تقسیم از بعد که �مانده�هایͬ باشد، بخش�پذیر ۲m + ۱

این به مͬ�آید. بدست مͬ�مانند، باقͬ ۲m+ ۱ بر مربع عدد
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اینصورت در باشد، فرم این از باقͬ�مانده�ای r اگر که دلیل
است. a برای مناسب مقدار ͷی (۲m+ ۱)p+ r

استفاده Z/pZ ساختار بودن دوری از اویلر ͷمح رایج اثبات�های
آن نتوانست اویلر و بود حدسزده را آن لامبرت١١ گزاره�ایکه مͬ�کند؛
بررسͬ دیͽر، اهمیت حائز نͺته�ی ͷی کند. اثبات ١٧٧٢ سال تا را
این در است. اویلر ادبیات در نامانده و مانده مفاهیم تحول روند

است: آورده چنین [١٩] خود کتاب در کاکس مورد،

شͺل به اعداد اول «عوامل مͬ�نویسد او ١٧۴۴ سال در
ایجاد «باقیمانده�های به بیان این ١٧۴٧ در aa»؛ − Nbb

و مͬ�گردد؛ تبدیل «p اول عدد بر مربع�ها تقسیم از شده
اویلر این�جا از مͬ�گردد. کامل تحول این ١٧۵١ سال در
non−) نامانده و (residua) مانده اصطلاحات از آزادانه

کرد. استفاده ،(residua

گرفته نظر در اول هم به نسبت b و a اینجا که است ذکر به لازم
١٧۴٢ سال گوست آ ٢٨ در اویلر تلاش�ها، همین پͬ در شده�اند.
خود توسط آمده دست به نتایج از تعدادی گلدباخ به نامه�ای در
نام به مقاله�ای در ١٧۴۴ سال در او که نتایجͬ مͬ�نویسد. را
به (E۱۶۴)Theoremata . . . forma paa ± qbb contentorum

منتشر paa±qbb شͺل به اعداد علیه�های مقسوم درباره� قضایایͬ معنͬ
کرد.

عمر طول در اویلر که مقالاتͬ تمام از متفاوتͬ ساختار مقاله این
عوض در یافت. نمͬ�توان اثباتͬ هیچ آن در و داشت کرد منتشر خود
دیده آن در یادداشت ١٧ و �( اثبات بدون ) قضیه ۵٩ از بلندی لیست
مͬ�توان اما ”قضیه“مͬ�نامد، را خود وحدس�های مثال�ها اویلر مͬ�شود.
است گزاره�هایͬ بلͺه نیست، آن مدرن مفهوم قضیه از او منظور گفت
درستͬ بزرگͬ و متعدد موارد برای و دارد اطمینان آن�ها درستͬ به که
از آمده دست به نتایجͬ این�ها واقع در است. کرده امتحان را آن�ها
نیستند. ”قضیه“ هنوز امروزی معنای به و هستند تجربͬ رویͺرد ͷی
بیشتر مهم مقاله�ی این درباره�ی باید اهدافمان بردن پیش برای
باشد؛ جالب مقاله این صفحه�ی اولین مشاهده�ی شاید دهیم. توضیح
آن معنای و است مشاهده قابل تصویر این در مقاله این قضیه�ی اولین

است: چنین

به اعداد یا ٢ ،aa + bb صورت به اعداد اول عوامل تمام . ١ قضیه
هستند. ۴m+ ۱ صورت

هستند. aa+ bb شͺل به ،۴m+ ۱ فرم به اول اعداد تمام .٢ قضیه
١١Lambert

aa + bb صورت به اعداد که مربع�ها، دو مجموع بنابراین .٣ قضیه
نیستند. ۴m− ۱ صورت به عددی هیچ بر تقسیم قابل هستند،

سراغ به مشابه ساختار با قضیه، سه با اویلر قضیه، این از بعد
برای مقاله، این در را روند همین و مͬ�رود a۲ + ۲b۲ صورت
بیش�تر (برای . . . و a۲ + ۷b۲ ، a۲ + ۵b۲ ، a۲ + ۳b۲ صورت�های
قضایا همه�ی البته، مͬ�کند. دنبال مشابه) شͺل به قضیه سه صورت�ها،
به ١٩ قضیه مثال طور به ندارند. کوتاهͬ صورت اول قضیه�ی مثل

است: زیر صورت

١٣ یا ٢ ،aa+ ۱۳bbصورت به اعداد اول عوامل همه�ی .١٩ قضیه
هستند. زیر فرمول ١٢ از ͬͺی شͺل به یا

۵۲m+ ۱ ۵۲m+ ۷
۵۲m+ ۴۹ ۵۲m+ ۳۱
۵۲m+ ۹ ۵۲m+ ۱۱
۵۲m+ ۲۵ ۵۲m+ ۱۹
۵۲m+ ۲۹ ۵۲m+ ۴۷
۵۲m+ ۱۷ ۵۲m+ ۱۵

یادداشت تعدادی اویلر فرم�ها، این درباره�ی قضیه ۴٠ بیان از پس
مͬ�کند. بررسͬ را a۲ − nb۲ شͺل به فرم�هایͬ آن�ها از پس و مͬ�آورد

. . . و a۲ − ۳b۲،a۲ − ۲b۲،a۲ − b۲ فرم�های مثل

مهم یادداشت ۵ با را مقاله اویلر قضیه، ۵٠−امین از پس نهایت در
چنین ١٣ یادداشت از بخشͬ .(١٧ تا ١٣ مͬ�کند(یادداشت�های تمام

است:

٢ ،aa − Nbb فرم به اعداد اول عوامل تمام بنابراین
هستند. ۴Nm ± α فرم به یا و N از مقسوم�علیهͬ یا
صورت این در باشد، عوامل از فرم ͷی ۴Nm + α اگر

بود. خواهد عوامل از فرم ͷی هم ۴Nm− α

مͬ�نویسد: چنین ١۴ یادداشت از بخشͬ در او هم�چنین

،α برای مقادیر بین در اول، عوامل روی بحث از واقع در
علاوه� به ندارد. وجود N از مقسوم�علیه�ای و زوج عدد
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اختیار طوری مͬ�توانند ،α مقادیر همه که است واضح
که زمانͬ برای باشند. کم�تر ۲N از کدام هر که شوند
دادن قرار با آن�گاه باشد، مقسوم�علیه ͷی ۴Nm+۲N+b

مقسوم�علیه ͷی ۴Nm − (۲N − b) ،m جای به m − ۱

از کم�تر و N به نسبت اول فرد اعداد تمام از بود. خواهد
داد. خواهد α برای مناسب مقادیر نیمͬ، دقیقاًً ،۲N

است: چنین ١۶ یادداشت ابتدای هم�چنین

ظاهر α مقادیر بین در همیشه واحد که آن�جا از علاوه به
۴N به نسبت که مربعͬ اعداد همه برای پس مͬ�شود،

مͬ�شود. ایجاد α برای مناسب مقدار ͷی اولند،

عمیقͬ و مهم اطلاعات حاوی یادداشت�ها، این از بخش سه این
کامل طور به هم، کنار در گزاره سه این گفت مͬ�توان و هستند
این فهمیدن امروزی اطلاعات با مربعͬ�اند. تقابل قانون با معادل
مقدماتͬ نظریه دانستن با واقع در نیست. سخت چندان موضوع
نتیجه را گزاره ٣ این مربعͬ تقابل قانون که داد نشان مͬ�توان اعداد
گزاره سه این بͽیریم، فرد و اول عددی را N اگر برعͺس مͬ�دهد.
اول عدد ͹هن به مربعͬ مانده�ی N که مͬ�دهد نتیجه امروزی زبان به
باقͬ�مانده�های تعداد اما p ≡ ±α(۴N) که (p ̸= N) است p فرد
یادداشت طبق طرفͬ از است. N − ۱ = ϕ(۴N)

۲ واقع در ±α
باشد، همنهشت ((β, ۲N) = ۱) ± β۲ با ۴N ͹هن به p اگر ١۶
دهید نشان مͬ�توانید سادگͬ به اما است، مانده p ͹هن به N آن�گاه
مͬ�دانیم و متمایزند ۴N ͹هن به ±۱۲,±۳۲, . . . ,±(N − ۲)۲ اعداد
مجاز مقادیر تمام واقع در پس است. ۲× N−۱

۲ = N − ۱ تعدادشان
امروزه که مͬ�رسیم زیر گزاره�ی به نتیجه در . هستند اعداد همین α

مͬ�رود: شمار به تقابل قانون معروف معادل�های از

در باشند. متمایز و فرد اول عدد دو P �Nو کنید فرض
تنها و اگر است، مربعͬ مانده�ی P ͹هن �Nبه صورت این

.P ۴N≡ ±β۲ که باشد موجود β ∈ Z اگر

تقابل قانون کشف نقطه�ی مͬ�توان را اعداد نظریه�ی تاریخ از نقطه این
این ،١٨٧۵ سال در کرونͺر١٢ که همان�طور آورد. حساب به مربعͬ
مربعͬ تقابل قانون معادل حͺم اولین را اویلر مقاله�ی� در یادداشت�ها
اویلر، چرا که کرد مطرح سوالͬ مͬ�توان این�جا در البته مͬ�خواند.
نͺرد؟ بیان صریح صورت به را مربعͬ تقابل قانون مقاله این در خود
اویلر هدف مͬ�کند اشاره ویل آندره که همان�طور نیست. دشوار پاسخ
α مقادیر داشت سعͬ بلͺه نبود، باشد اول N که حالتͬ برای بررسͬ

کند. مشخص ،N هر برای را
١٢Kronecker

١٧٣۶ متولد ) دوره آن ریاضͬ�دان�های از ͬͺی لاگرانژ١٣ جوزف
داده انجام اعداد نظریه�ی حوزه�ی در برجسته�ای کارهای که است (
چندان مربعͬ تقابل قانون پیشرفت روند در لاگرانژ چه اگر است.
آن�ها روی کردن کار و اویلر تحقیقات این با او آشنایͬ اما نبود، موثر
که گونه�ای به شد، اویلر الهام�بخش ١٧٧۵ تا ١٧٧٣ سال�های بین
مقاله�ای در بالاخره و �دهد ادامه خاصرا حوزه این در کار او باعثشد
قانون اویلر) (مقاله�ی۵۵٢ observations circa . . . primos نام به
مقاله این انتشار تاریخ البته کند. بیان صورتصریح به را مربعͬ تقابل
نͺته این ذکر است. اویلر مرگ از پس که است ١٧٨٣ سال به مربوط
قانون این برای اثباتͬ حیاتخود زمان نتوانستدر اویلر استکه لازم
اول عوامل درباره�ی مسائل مثل خاصͬ حالات در اگرچه کند، پیدا
͹هن ٣−به که اولͬ اعداد امروزی زبان (به x۲ + ۳y۲ فرم به اعداد

نشد. اثبات ارائه�ی به موفق است.) مربعͬ مانده�ی آن�ها

لژاندر ۵

مهمͬ نقش مربعͬ تقابل قانون تاریخچه�ی در جهت چند از لژاندر
امروزه که کرده استفاده که نمادهایͬ خاطر به نخست است. داشته
علت این به دوم و است، معروف لژاندر نماد به و دارد زیادی کاربرد
متداول�ترین امروزه که داد ارائه تقابل قانون از صورت�بندی ͷی که
او گفت مͬ�توان همین�طور مͬ�شود. محسوب تقابل قانون صورت
مثال (نه حالات از تعدادی برای کامل اثباتͬ که است کسͬ اولین
ارائه است.) مثال بͬ�شمار شامل حالت هر که کنید توجه خاص؛

است. کرده
نام به او مقالات مشهور�ترین از ͬͺی از قانون این روی لژاندر کار
در او مͬ�شود. شروع Reacherches d′analyse indéterminée

برای تلاشͬ او هم�چنین مͬ�کند. ثابت را اویلر ͷمح ابتدا مقاله این
بدین ͷمح این صورت مͬ�دهد. انجام ͷمح این نوشتن خلاصه
عاد را ((x, y) = ۱) x۲ + dy۲ فرمول ،c فرد اول عامل که بود شͺل
داشته ١ باقͬ�مانده ،c بر تقسیم در (−d) c−۱

۲ اگر تنها و اگر مͬ�کند
(−d) c−۱

۲ = ۱ صورت به را نتیجه این مقاله، ادامه�ی در لژاندر باشد.
قلم از «با رابطه این که مͬ�دهد توضیح و مͬ�نویسد (−d) c−۱

۲ = −۱ یا
لژاندر که این�جاست جالب نͺته�ی است. درست «cمضارب انداختن
را آن امروزه که مفهومͬ همان از دارد سعͬ خود نوشتار راحتͬ برای
تساوی�های واقع در و کند استفاده مͬ�شناسیم همنهشتͬ عنوان به
تعریف همنهشتͬ مفهوم هنوز زمان آن در ولͬ است، همنهشتͬ� او
ارا�ئه تقابل قانون از را خود بیان لژاندر قرارداد، این از پس بود. نشده
۴x + ۱ فرم به متمایز اول عدد دو را A و a کار این� برای مͬ�دهد.

١٣Lagrange
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تقابل قانون و مͬ�گیرد ۴x− ۱ فرم از متمایز اول عدد دو را B و b و
مͬ�کند: بیان زیر صورت به قضیه ٨ در را مربعͬ

.a b−۱
۲ = ۱ صورت این در b a−۱

۲ = ۱ اگر .١ قضیه

.b a−۱
۲ = −۱ صورت این در a b−۱

۲ = −۱ اگر .٢ قضیه

.A a−۱
۲ = ۱ صورت این در aA−۱

۲ = ۱ اگر .٣ قضیه

.A a−۱
۲ = −۱ صورت این در aA−۱

۲ = −۱ اگر .۴ قضیه

.b a−۱
۲ = ۱ صورت این در a b−۱

۲ = ۱ اگر .۵ قضیه

.a b−۱
۲ = −۱ صورت این در b a−۱

۲ = −۱ اگر .۶ قضیه

.B b−۱
۲ = −۱ صورت این در bB−۱

۲ = ۱ اگر .٧ قضیه

.bB−۱
۲ = ۱ صورت این در B b−۱

۲ = −۱ اگر .٨ قضیه

پس هستند. معادل ۶ و ۵ ،۴ و ٣ ،٢ و ١ قضایای که کنید توجه
قبل شود. ثابت باید کدام هر که دارد مختلفوجود حالت ۵ واقع در
قضایا این اثبات برای تلاش�هایͬ چه لژاندر این�که درباره�ی توضیح از
قانون از لژاندر صورت�بندی درباره�ی� توضیحاتͬ است لازم داد، انجام
قانون ابتدا لژاندر که است درست واقع در دهیم. ارائه مربعͬ تقابل
کوتاه�تر صورت�های توانست بعدها اما کرد، بیان فوق صورت به را
دو ١٧٩٧ سال در او توسط شده نوشته کتاب در دهد. ارائه بهتری و
مربوط اول تغییر مͬ�شود. دیده او قبلͬ کارهای به نسبت عمده تغییر
اکنون و است معروف لژاندر» «نماد به امروزه که است چیزی آن به
صفحه در او مͬ�شود. دیده مربعͬ مانده�ی درباره کتاب�های تمامͬ در

مͬ�آورد: چنین کتاب ١٨۶

تحقیقات در اغلب N c−۱
۲ با مشابه مقادیر که آنجا از

بیان برای را
(
N
c

)
اختصار، به ما شد، خواهد واقع ما

کار به دهد مͬ c بر تقسیم در N c−۱
۲ که باقیمانده�ای

تنها کرده�ایم، مشاهده که چه آن اساس بر که برد، خواهیم
مͬ��گیرد. خود به -١ یا +١ مقادیر

کتاب از جایͬ در او است. «تقابل» اصطلاح معرفͬ دوم تغییر
مͬ��نویسد: چنین قانون این درباره�ی

اول عدد دو بین که تقابل از قاعده�ای شامل «قضیه�ای
دارد.» وجود دلخواه

است. مشهور مربعͬ» تقابل «قانون به قانون این امروزه که مͬ��دانیم ما
در است. مربعͬ تقابل قانون صورت�بندی به مربوط نیز سوم تغییر

مͬ��نویسد: او کتاب، ٢١۴ صفحه

۴x − ۱ فرم از دو هر اگر باشند چه �nهر و m اول اعداد
۴x− ۱ فرم از دو هر اگر و .

(
n
m

)
=
(
m
n

)
آن�گاه نباشند،

ترکیب قبل عبارت دو که .
(
n
m

)
= −

(
m
n

)
آن�گاه باشند

.
(
n
m

)
= (−۱)

n−۱
۲

m−۱
۲
(
m
n

)
فرمول در مͬ�شوند

از بسیاری در امروزه که است تقابل قانون از صورتͬ همان این و
مͬ��شود. دیده کتاب�ها

اثبات درباره لژاندر تلاش�های درباره توضیحاتͬ با را بخش این
مͬ��بریم: پایان به مربعͬ تقابل قانون

هر مͬ��کند سعͬ او کرد. تقسیم قسمت ٨ به را قانون این لژاندر
مͬ��شود موفق او ٧ و ٢ و ١ قضیه درباره کند. ثابت جداگانه را قضیه
نیازمند دیͽر قضایای برای او اثبات اما دهد ارائه کامل اثبات�های
کامل طور به را فرض�ها آن نتوانست او که بود دیͽری فرض�های
«به لژاندر اثبات آیا که است این مͬ��شود مطرح که سوالͬ کند. ثابت

نه؟ یا بود شدن کامل قابل مناسبͬ» طرز
او اثبات درباره توضیحاتͬ بایست ابتدا سوال این به پاسخ برای
نتیجه�ای مربعͬ، تقابل قانون اثبات برای او اصلͬ ابزار شود. ارائه
معروف لژاندر قضیه�ی به امروزه که آورد دست به را آن خود که است

است:

دو و مثبت صحیح مربع، از خالͬ t و s ،r کنید فرض
معادله�ی صورت این در باشند. اول هم به نسبت دو به
دارد، صحیح اعداد در ناصفر جواب rx۲ + sy۲ = tz۲

به باشد موجود ν و µ ، λ صحیح اعداد اگر تنها و اگر
باشند. صحیح همه rλ۲+s

t و tµ۲−s
r و tν۲−r

s که طوری

لژاندر نماد حسب بر شرایط این که مͬ�دهد نشان اثبات شروع برای او
است: نمایش قابل زیر صورت rs−)به

t

)
= ۱

(st
r

)
= ۱

(rt
s

)
= ۱

ضربͬ نماد این که مͬ�گیرد نتیجه خود نماد تعریف از او هم�چنین
که زمانͬ�

(
−N
b

)
= −

(
N
b

)
و
(

−N
a

)
=
(

N
a

)
هم�چنین و است

هستند نماد این از مهمͬ خواص این�ها باشد. فرد b−۱
۲ و زوج a−۱

۲

مͬ�شود. استفاده آن�ها از وفور به که
کنید: توجه ١ قضیه از او اثبات به حال

b
۴≡ ۳ چون .

(
a
b

)
= −۱ اما

(
b
a

)
= ۱ و b ۴≡ ۳ و a ۴≡ ۱ فرضکنید

x۲+ay۲−bz۲ معادله�ی= لژاندر قضیه�ی پسطبق .
(

−a
b

)
= پس۱

از z و y و x مشترک مقسوم�علیه حذف با دارد. نابدیهͬ جواب ۰

۰ ≡ x۲+ay۲−bz۲ ۴≡ اما است. فرد ͬͺی فرضکرد مͬ�توان معادله،
متناقض که زوج�اند ͬͽهم �z و �y و x مͬ�دهد نتیجه x۲ + y۲ + z۲

است.
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طور به او اثبات�های دارد. کاملͬ اثبات ٢ و ١ قضیه برای او پس
ارائه لژاندر قضیه�ی از استفاده و خلف فرض مشابه ایده�ی با کلͬ
به و دارد جواب معادله که مͬ��کنند ثابت صورت بدین و مͬ��شوند
اثبات�های باقͬ ٧ و ٢ و ١ قضیه�های خلاف بر اما مͬ��رسند. تناقض
کنید: توجه ٨ قضیه اثبات به مثال برای بودند. فرض�هایͬ نیازمند او

که طوری به b ≡ B ≡ ۳ (۴ (پیمانه کنید فرض
عدد مͬ�توانیم کنید فرض حال .

(
b
B

)
=
(
B
b

)
= −۱

حال .
(
p
B

)
=
(
p
b

)
= −۱ که بیابیم طوری را p ۴≡ ۱ اول

پس
(
B
p

)
=
(
b
p

)
= −۱ که داریم ٢ قضیه� از استفاده با

که دارد نابدیهͬ جواب Bx۲ + by۲ − py۲ = ۰ معادله�ی
رسید. تناقض به مͬ�شود ١ قضیه مشابه

هم که است اول p وجود فرض بود، نیاز که اضافه�ای فرض این�جا
پیمانه�ی به باید p چنین واقع در .

(
p
B

)
=
(
p
b

)
= −۱ هم و p ۴≡ ۱

در باشد. داشته خاص با�قͬ�مانده تعدادی بین از باقͬ�مانده�ای ۴Bb
در گاوس که همان�طور بود. زیر گزاره از استفاده نیازمند لژاندر واقع
به مͬ��تواند لژاندر اثبات که مͬ��کند اشاره حسابͬ» «تجسسات کتاب
از نتیجه�ای عنوان به را مربعͬ تقابل قانون که شود فرمول�بندی نوعͬ

کند: اثبات گزاره این

عددی باشند، اول هم به نسبت و طبیعͬ عدد دو b و a اگر
باشد. a با برابر b͹هن به که است موجود اول

در کرد. فرض بدیهͬ را آن نمͬ�توان عنوان هیچ به که گزاره�ای
گزاره این از استفاده نیز، گاوس مثل دیͽری افراد تحقیقات از خیلͬ
ͷی عنوان به گزاره این زمان آن اما کند تر راحت را کارها مͬ��توانست
اثبات بودن دشوار گاوس بود. نشده ثابت هنوز و بود مطرح حدس
به از خویش تحقیقات در دلیل، همین به و مͬ��کرد درک را گزاره این
نام به ریاضͬ�دانͬ توسط بعدها گزاره این مͬ�نمود. پرهیز آن بردن کار
اثبات است، ١٩ قرن ریاضͬ�دانان بزرگ�ترین از ͬͺی که دیریͺله١۴،

است. مشهور دیریͺله قضیه�ی به امروزه و شد
نمͬ�توانست اولͬ، عدد چنین وجود یعنͬ خود، ادعای برای لژاندر
اثبات از غیر به شد، اشاره که همان�طور کند. ارائه محͺمͬ اثبات
مشابه فرض�هایͬ شامل لژاندر اثبات�های بقیه ٧ و ٢ ١و قضایای
نابدیهͬ هم، او خود حقیقت در بود. اولͬ اعداد چنین وجود درباره
کرد سعͬ او بعدی، تلاش�های در و داشت باور را فرض�ها این بودن
وجود درباره دیͽری فرض و پل» «معادله�ی از استفاده با را ٨ قضیه

کند: ثابت اول عددی
١۴Dirichlet

است موجود b ۴≡ ۳ اول عدد ،a ۴≡ ۱ اول عدد هر برای : لژاندر لم
.
(
a
b

)
= −۱ که

و دهد ارائه محͺمͬ اثبات نتوانست هم لم این برای لژاندر اما
استفاده بدون لژاندر اثبات�های واقع در ماند. ناقصباقͬ او اثبات�های
قابل هم لژاندر لم هم�چنین نبود. شدن کامل قابل دیریͺله قضیه�ی از
مربعͬ تقابل قانون خود از آن اثبات برای این�که مͽر نیست ثابتشدن
خود دیریͺله قضیه�ی که کنید توجه کرد. استفاده دیریͺله قضیه�ی و
استفاده شاید و است مربعͬ تقابل قانون از دشوارتر بسیار قضیه�ای
اساس همین بر نباشد. معقول چندان تقابل قانون اثبات برای آن از
مناسبͬ» طرز «به لژاندر، اثبات کردن کامل که مͬ��رسد نظر به بعید
بوده دیͽری فرد نیازمند اعداد نظریه�ی تاریخ و باشد بوده امͺان�پذیر

دهد. ارائه قانون این برای مناسبͬ اثبات تا

گاوس ۶

کتاب از باید را، مقاله این در گاوس از صحبت تردید، بدون
«تجسساتحسابͬ») فارسͬ Disquisitiones(به Arithmeticae
از را حسابͬ» «تجسسات کتاب مͬ�توان تاریخͬ نͽاهͬ با کرد. آغاز
که فوق، کتاب صورت هر به شمرد. اهمیت حائز مختلفͬ جهات
او ͬͽسال ٢۴ در و ١٨٠١ سال و شد نͽاشته گاوس ͬͽسال ٢١ در
علم تاریخ آثار انقلابͬ�ترین و تاثیرگذارترین از ͬͺی رسید، چاپ به
این در بار اول ریاضیات، قوانین مهم�ترین از بسیاری و است حساب
اساسͬ قضیه�ی کامل اثبات اولین نمونه، عنوان (به شده طرح کتاب
نمادگذاری�های هم�چنین و است.) شده آورده کتاب این در حساب
کتاب این در بار اولین برای نیز همنهشتͬ، مانند تاثیرگذاری، بسیار
ͷی عنوان به تنها نه کتابرا این که دیͽری برجسته�ی دلیل است. آمده
مͬ�کند، مشخص تاریخͬ اثر ͷی عنوان به بلͺه باارزش، ریاضͬ اثر
بار اولین قضیه/نتیجه/مثال» «قضیه/اثبات ساختار است؛ آن ساختار
استفاده�ی مورد نیز تاکنون و شد پیشنهاد که بود گاوس کتاب در
این کنار در اما .[١٧] است گرفته قرار ریاضͬ کتب مولفین تمام
تاریخچه�ی عطف نقطه�ی مͬ�توان را کتاب این تاریخͬ، تاثیرگذاری

دانست. مربعͬ تقابل قانون

صورت استقرا به�وسیله�ی که مربعͬ تقابل قانون کامل اثبات اولین
تقابل قانون اول اثبات است. شده آورده کتاب این در مͬ�پذیرد،
از خارج آن خواندن و برسد طولانͬ نظر به امروزه شاید مربعͬ،
درباره�ی که جالبͬ نͺته�ی واقع در باشد. افراد از بسیاری حوصله�ی
است این مͬ�خورد چشم به ریاضͬ تاریخ اثبات�های اولین� از بسیاری
ͬͺی دارند. مشͺلͬ فهم یا طولانͬ�اند بسیار اثبات�ها این معمولا˟ که
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اثبات زمان که گرفت نظر در چنین مͬ�توان را اتفاقͬ چنین دلایل از
مطرح هم اگر و بود نͽرفته شͺل تئوری از بسیاری هنوز قضایا، این
از بسیاری علاوه به بود. نرسیده امروزی تͺامل به هنوز بوده، شده
نمونه�های در است. نداشته مفهومͬ اثبات اولین هنͽام نمادگذاری�ها
زمان طͬ در اولیه، اثبات�های که کرد مشاهده چنین مͬ�توان بسیاری
مͬ�گیرند. خود به منظم�تری و دقیق ساختار و اجزا و مͬ�شوند کوتاه�تر
و موجز کوتاه، اثبات�های که روندی از بزرگͬ بخش حقیقت، در
تͺمیل اول اثبات ارائه�ی هنͽام در مͬ�دهد، قرار ما اختیار در زیباتری
کمͬ اثبات�ها این خواندن که مͬ�شود موجب امر همین و نͽشته
مشهورترین از ͬͺی اثبات مثال طور به باشند. گیج�کننده و خسته�کننده
حجمͬ در بار اولین اول»، اعداد «قانون نام به اعداد نظریه�ی قوانین
حدود در اثبات�هایͬ امروزه� که حالͬ استدر آمده صفحه ده چند نظیر
نیز، تقابل قانون اول اثبات است. دسترس در آن از صفحه ٣ یا ٢
کوتاه�تری و خواندنͬ اثبات به و شده بازنویسͬ براون توسط امروزه

است. شده تبدیل
شباهتͬ بسیار، تفاوت�های علͬ�رغم گاوس، اثبات نخستین در
دو هر زیرا مͬ�خورد؛ چشم به لژاندر ناکامل اثبات و او اثبات میان
گاوس لژاندر، خلاف بر که اضافͬ�ست نتیجه�ی ͷی نیازمند اثبات

مͬ�شود: آن اثبات به موفق

عدد ͷی a اگر : حسابͬ تجسسات کتاب از ١٢٩ قضیه
از کم�تر اول عدد تعدادی لزوما باشد، ۸n + ۱ فرم از اول
نامانده ͷی آن�ها پیمانه�ی به a که است موجود ۲

√
a + ۱

است.

در و نمͬ�کند بسنده اثبات ͷی همین به تنها گاوس کتاب، این در
او مͬ�دهد. ارائه مربعͬ فرم�های از استفاده با دیͽری اثبات ادامه،
قضایای و مͬ�پردازد دوتایͬ مربعͬ فرم�های بیان به کتاب ۵ فصل در
کتاب، همینجهتبخشاعظم به و مͬ�کند بیان آن�ها به راجع بسیاری
از بسیاری اثبات از پس او است. یافته اختصاص موضوع این به
تقابل قانون از اثباتͬ نهایتاً دوتایͬ، مربعͬ فرم�های به مربوط قضایای

مͬ�دهد. ارائه آن بوسیله�ی مربعͬ
مͬ�گوید، سخن نیز دیͽری اثبات از کتاب، این در هم�چنین گاوس
چندان نه دلایلͬ به انتشار از پیش اثبات، این به مربوط بخش اما
«معادلات از استفاده با که اثبات�ها این مͬ�شود. حذف مشخص،
نͺرد. پیدا انتشار گاوس مرگ تا است، گرفته صورت مربعͬ» تناوبͬ
سوم اثبات�های اثبات، دو این زمانͬ، نظر از این�که با دلیل، همین به
در انتشار، زمان به توجه با اما هستند، مربعͬ تقابل قانون چهارم و
مͬ�شناسند. گاوس هشتم و هفتم اثبات�های به را آن�ها رسمͬ، کتب

گرفت؟ صورت طریق چه به ششم تا سوم اثبات�های اما

که گرفت صورت گاوس» «لم از استفاده با گاوس، سوم اثبات
است: زیر صورت به آن بیان

p به نسبت a و باشد اول عددی p > ۲ اگر گاوس: لم
صحیح اعداد باشد. اول

a, ۲a, . . . ,
p− ۱
۲

a

را n اگر بͽیرید. نظر در �pرا بر آن�ها تقسیم باقͬ��مانده�ی و
آن�گاه بͽیریم نظر در p

۲ از بیشتر باقͬ�مانده�های تعداد
(
a

p
) = (−۱)n

بیش�تر واقع در مͬ�کند. استفاده لم این از نیز خود پنجم اثبات در او
همین از استفاده با شد، ارائه تقابل قانون از نیز آینده در که اثبات�هایͬ
اثبات قانون). این اثبات ٢٣٣ کلیه�ی از اثبات است(۴۶ بوده لم
صورت گاوسͬ» «جمع عنوان به مفهومͬ از استفاده با ششم و چهارم
درجات تقابل قانون تعمیم اثبات در گاوس کلیدی ایده�ی که گرفت،

بود. بالاتر
بیندازیم، نͽاهͬ آن به جزئͬ کاوشͬ با مͬ�کوشیم که سوالͬ اما
است. گاوس توسط مختلف اثبات هشت ارائه�ی چرای̞ͬ درباره�ی
تاثیر تحت را بسیاری ریاضͬ�دانان معتبر، مراجع به استناد با که عملͬ
اثبات چند آوردن گفتکه بتوان شاید اول، وهله�ی در است. داده قرار
گاوس که مͬ�رسد نظر به بعید اما مͬ�نماید، قانون استحͺام به ͷکم
وی باشد. یافته اثبات چند ارائه�ی در را قضیه ͷی استحͺام مساله�ی

مͬ�نویسد: چنین اولبرز ماتیاس ویلهلم �هاینریش به نامه�ای در

در که نیست حقوق�دانان معنای آن اثبات، از من مقصود
بلͺه است، کامل اثبات ͷی برابر نیمه اثبات دو نͽاه�شان،
مورد اثباتͬ و است نیمه=٠ اثبات ریاضͬ�دان، ͷی نͽاه در

سازد. غیرممͺن را شبهه�ای هر که است قبول

او، چون ریاضͬ�دانͬ که نمͬ�رسد نظر به معقول چندان دلیل همین به
واقف آن�ها درستͬ به خود و است کامل اثبات�هایش از کدام هر که
دیͽری اثبات�های مͬ�دهد، ارائه ریاضͬ اثبات از تعریفͬ چنین و است
البته آورد. خود حͺم درستͬ از اطمینان و استحͺام�بخشͬ منظور به را
گفته که همان�طور اما گرفت، نظر در را دلیل این مͬ�توان هم�چنان
کامل اثبات هشت ارائه�ی برای گاوس اصلͬ دلیل است بعید شد،

باشد.
ͷی ارائه�ی به علاقه�مندی بیاید، ذهن به مͬ�تواند که دیͽری دلیل
«جواهر و طلایͬ» «قضیه�ی را تقابل قانون او زیرا زیباست، اثبات
به توجه با استدلالͬ، چنین [٢٠،ص٢٠٠]. مͬ�نامید متعالͬ» حساب
نیست اختیار در زمینه این در گاوس خود از قولͬ نقل هیچ آن�که
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عدم دلیل به نمͬ�سازد، گاه آ آن از را ما نوشته�ای هیچ عملا́ و
ما نظر مورد باشد، درست است ممͺن آن�که به علم با ابطال�پذیری،

کرد: نͽاه مساله این به علمͬ�تر منظر دو از مͬ�توان نیست.
چرایͬ و تقابل قانون به راجع مقالات و کتب از بسیاری در آن�چه
دست به در او اشتیاق مͬ�شود، گاوسمطرح توسط اثبات چند ارائه�ی
تعمیم، ایده�ی پیͽیری است. بالاتر درجات برای تقابل قانون آوردن
گاوسدر زیرا باشد، او مختلف اثبات�های برای مناسبͬ دلیل مͬ�تواند
چهارم و سوم درجه تقابل قانون بیان توانست خود فعالیت�های ادامه�ی
شاگرد او، از پیش اما دهد، ارائه اثباتͬ نیز آن�ها برای و دهد ارائه را
به را قوانین این اثبات توانست آیزنشتاین١۵، گاتولد او، علاقه�ی مورد
به فعالیت�ها ادامه�ی در گاوس توجه حقیقت در کند. ثبت خود نام
درجات تقابل که مͬ�کند ذکر بالاتر(او درجات به تقابل قانون تعمیم
گمان این مͬ�تواند است)، مربعͬ تقابل از سخت�تر مراتب به بالاتر
ایده�ی قانون، این متعدد اثبات�های از او انͽیزه�ی که کند تقویت را

است. تعمیم
و متفاوت کمͬ دریچه�ای از را، گاوس انͽیزه�ی مͬ�توان، اما
در مانین١۶ یوری نͽریست. تعمیم ایده�ی از کلͬ�تر هم�چنین

مͬ�کند: بیان چنین گاوس، انͽیزه�ی از را خود تصور مصاحبه�ای،
که شدم علاقه�مند مساله این به شدت به بودم، جوان خیلͬ «وقتͬ
است. کرده ارائه مربعͬ تقابل قانون برای اثبات هشت یا گاوسهفت
هفت نیازمند دلیل چه به او که بود آن مͬ�شد من پریشانͬ مایه�ی آن�چه
اعداد نظریه�ی از وسیع�تری درک که بار هر است. بوده اثبات هشت یا
به او بͬ�تردید مͬ�کردم. درک بیشتر را گاوس ذهن مͬ�آوردم، دست به
کافͬ اندازه�ی به نیز اثبات ͷی زیرا نبود، قانع�کننده�تر اثبات ͷی دنبال
قلمروهای ما که راهͬ�ست اثبات که بود این�جا نͺته است. قانع�کننده
ریاضیات.» چشم�انداز از جدیدی ویژگͬ�های مͬ�کنیم، کشف جدید
علم به او، انͽیزه�خوانͬ در استکه توجه قابل نظر این از مانین گفته�ی
تعمیم ایده�ی از کلͬ�تر و ژرف�تر کمͬ «اثبات» مساله�ی و ریاضیات

مͬ�گیرد. جای نیز تعمیم او، مدل در و مͬ�شود نͽاه
پیش ریاضͬ�دانان صورت�بندی قبل بخش�های در که همان�طور
این�جا است لازم کردیم، بیان را مربعͬ تقابل قانون از گاوس از
این بیان با را بخش این کنیم. بیان هم را گاوس صورت�بندی

مͬ�بریم. پایان به صورت�بندی
و مͬ�آورد مثال�هایͬ ابتدا حسابͬ»، «تجسسات کتاب در گاوس
،p اول عدد ͹هن به زمانͬ چه -٧ و +۵ و -٣ که مͬ�کند بررسͬ
مͬ�افتد اتفاق زمانͬ این، که مͬ�کند مشاهده او هستند. مربعͬ مانده
که است آماده او سپس باشد. مربعͬ مانده آن�ها ͹هن به p دقیقاً که

١۵Gotthold Eisenstein
١۶Yuri Manin

کند: بیان خود نظر مورد صورت به را مربعͬ تقابل قانون

مانده ͷی +p باشد، ۴n + ۱ فرم از اول عدد ͷی �p اگر
یا مانده ͷی هم آن و مثبت که اولͬ عدد هر از نامانده یا
باشد، ۴n+۳ فرم از p اگر بود. خواهد باشد، p از نامانده

داشت. خواهد را خواص همان −p

با است معادل این امروزی زبان )به (−۱)
p−۱
۲ p

q

)
=
(q
p

)
است معادل هم این که

(−۱)
p−۱
۲

q−۱
۲

(p
q

)
=
(q
p

)
است. مربعͬ تقابل قانون امروزی صورت همان که

موخره ٧

تقابل قوانین «تاریخ که مͬ�شود گفته چنین تقابل قوانین درباره�ی
بیشتر اما، مقاله این در است». اعداد جبری نظریه�ی تاریخ همان
روند بررسͬ به بالاتر، مراتب نه و مربعͬ، تقابل قانون بر تاکید با
حاضر مقاله�ی در حقیقت، در پرداختیم. آن تͺامل و پیشرفت
سپس، و بیابیم را مساله پیدایش اولیه�ی خط که بود این بر تلاش�مان
ͷی به رسیدن تا را مختلف ریاضͬ�دانان بن�بست�های و چالش�ها
مساله، و ایده ͷی تحول داستان نمایش در دهیم. نشان کامل اثبات
قانون که نظر این از باشد؛ مثال�ها بهترین از ͬͺی تقابل قانون شاید
همین بر و است دوانده ریشه ریاضیاتمدرن تاریخ گستره�ی در تقابل

گرفت. نظر در ریاضیاتͬ تحول از کامل مدلͬ را آن مͬ�توان مبنا
کارهای شد. آغاز فرما حدس�های از ماجرا شد، گفته که همان�طور
پیشرفت آنان، از بسیاری اثبات و تͺمیل و فرما نتایج روی بر اویلر
اولین توانست خود مقالات در اویلر کرد. ایجاد سیر این در بزرگͬ
نمادگذاری ͷی با لژاندر ادامه، در و دهد ارائه را تقابل قانون بیان
و کرد صورت�بندی دقیق�تر و ساده را قضیه صورت هوشمندانه،
نرسیدن دلیل به که داد، انجام آن اثبات راستای در مهمͬ تلاش
گاوس نهایتاً و ماند باز آن کامل اثبات از اضافͬ، نتیجه�ی ͷی به
مانند گاوس، اثبات اولین دهد. ارائه قانون این از اثباتͬ توانست
بلͺه نبود، کار پایان تنها نه ریاضیات، در پیشروی مدل�های سایر
هشت توانست گاوس گشود. ریاضͬ�دانان میان بسیاری دریچه�های
قضیه تعمیم به منجر او کارهای و دهد ارائه قانون این از اثبات
بیندازیم، نͽاه نیز تقابل قانون روند ادامه�ی بررسͬ به اگر شد.
کومر١٧، آیزنشتاین، همچون ریاضͬ�دانان، بزرگ�ترین تلاش مͬ�توان

١٧Kummer
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دست آن در کرد. نظاره را دیͽر بسیاری و آرتین١٩ هیلبرت١٨،
نیز را کادمͬ�ها آ هم�چنین و ارتباطات پیشرفت تاثیر مͬ�توان تلاش�ها
مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد ادامه در آن�چه اما داد. قرار بررسͬ مورد
تاریخͬ تلاش�های از بازه�ای است؛ گاوس تا فرما فعالیت�های بازه�ی

است. فهم قابل نیز اعداد نظریه�ی از دبیرستانͬ دانش با که
مربعͬ، تقابل قانون پیشرفت روند در جالب بسیار نͺته�ی ͷی
اطلاعͬ یͺدیͽر فعالیت�های از دقیق طور به دانشمندان که است آن
گرفته صورت مستقل گونه�ای به کدام هر تلاش�های بیشتر و نداشتند
از اویلر صورت�بندی از گاوس نه و لژاندر نه نمونه عنوان به است.
که همان�طور نͺته، این کنار در نداشته�اند. اطلاعͬ مربعͬ تقابل قانون
از دانشمند ٣ این از کدام هر صورت�بندی شد، داده نشان نوشته این در
دانشمندان میان تفاوتͬ چه روند این در اما متفاوتاست. تقابل قانون

مͬ�خورد؟ چشم به مساله به آن�ها نͽاه نوع و
اعداد نظریه�ی به را اویلر که بود فرما این حقیقت در اویلر: و فرما
به اعداد، نظریه�ی علم در بسیار تاثیر علͬ�رغم فرما اما کرد، علاقه�مند
اشاره فرما بخش در که همان�طور نرسید. خود حدس�های دقیق اثبات
باشد، داشته خود ادعاهای برای محͺمͬ نسبتاً دلایل بایست او شد،
بتوان شاید باشد. محͺمه�پسند امروزی ریاضیات در که دلایلͬ نه اما
حقوق علم در اثبات به راجع خود قول نقل در گاوس که مثالͬ گفت
به�صورتشهودی فرما دلایل دارد. مشابهت فرما کار به بیشتر مͬ�آورد
بررسͬ در ندارند. دقیقͬ ریاضیاتͬ صورت�بندی اما هستند، قبول قابل
توانست اویلر که است اهمیت حائز نͺته این فرما، و اویلر رابطه�ی
در اثبات�ها آن که گونه�ای به نماید، اثبات را فرما قضایای از بسیاری
این میان تفاوت حقیقت در باشند. استناد قابل نیز امروزی ریاضیات
دانست؛ کدام هر ریاضیاتͬ پیشینه�ی از ناشͬ مͬ�توان را ریاضͬ�دان دو
نͽرفت فرا ͷکادمی آ و حرفه�ای صورت به را ریاضیات هیچ�گاه فرما
مͺملͬ نیازمند او حدس�های و قضایا که باشد اساس همین بر شاید و
فراگرفته ریاضیات حرفه�ای طور به که کسͬ بود. اویلر لئونارد چون

داشت. را اثبات�ها دقیق صورت�بندی توانایͬ و
اویلر نهایͬ مقاله�ی از لژاندر شد، گفته که همان�طور لژاندر: و اویلر
رسیدن مسیر در و نداشت خبر بود، رسیده تقابل قانون به آن در که
که بارز رویͺرد اختلاف ͷی بود. کرده عمل مستقل قانون این به
این حل در لژاندر که است این مͬ�خورد چشم به اویلر و لژاندر میان
عباراتͬ در اویلر، که حالͬ در برمͬ�گزیند، را نمادگذاری ایده�ی مساله،
استفاده�ی حقیقت، در رسید. خود بیان� به پیچیده�تر و طولانͬ�تر
شدن ساده�تر به که بود نͺته�ای مساله، حل در نمادگذاری از لژاندر
مͬ�جست. یاری بیشتری فرمالیسم از و کرد ͷکم مساله صورت�بندی

١٨Hilbert
١٩Artin

بررسͬ قابل دانشمند دو این کردن فͺر نحوه�ی تفاوت در که نͺته�ای
است.

شده بیان گاوس توسط لژاندر برهان بر نقد اولین گاوس: و لژاندر
مͬ�کند. تقسیم حالت ۵ به را لژاندر قضایای گاوس است.

استفاده با مͬ�دهد گاوسنشان است. لژاندر ٧ قضیه همان حالت١.
و bRB ندارد امͺان که گرفت نتیجه مͬ�توان لژاندر تͺنی�ͷهای از
مراجعه لژاندر بخش به a و b ،A ،B شرایط آوردن یاد به BRb(برای
است این ترتیب به pNq و pRq گاوساز منظور که کنید توجه کنید).

باشد. مربعͬ نامانده و مانده q ͹هن به p که

دهند: رخ ندارد امͺان که دیͽری حالات

لژاندر). ٢ و ١ (قضیه bRa و aNb .٢ حالت

لژاندر). ۴ و ٣ (قضیه aRA و ANa .٣ حالت

لژاندر). ۶ و ۵ (قضیه aRb و bNa .۴ حالت

لژاندر). ٨ (قضیه bNB و BNb .۵ حالت

ایرادی هیچ «جای ٢ و ١ حالت این�که به اذعان از بعد گاوس
به وابسته دیͽر حالات به مربوط فرض�های که مͬ�دهد نشان ندارد»
لژاندر فصل در که (همان�طور حسابͬ تصاعد�های درباره�ی قضیه�ای
از و است است) مشهور دیریͺله قضیه�ی به امروز قضیه این گفتیم

مͬ�کند. مطرح را لژاندر اثبات بر خود ایراد طریق این
منتسب جمله این ایستاده�اند». یͺدیͽر شانه�های بر «ریاضͬ�دانان
ثمرات مهم�ترین از ͬͺی واقع، در است. گاوس فریدریش کارل به
این�که و است گفته این بهتر درک ریاضیات، تاریخ مطالعه�ی
قانون بررسͬ در مͬ�گذاشتند. تاثیر یͺدیͽر بر چͽونه ریاضͬ�دانان
ریاضͬ�دانان بزرگ�ترین از کدام هر تاثیر مͬ�توان نیز مربعͬ تقابل
گسترده، تاریخͬ سیر ͷی در موضوع، بر هم�چنین و یͺدیͽر بر را
مقدمه�ی از قسمتͬ با را بخش این نباشد بد شاید کرد. مشاهده
متعلق بیشتر، «سهم ببریم: پایان به گاوس «تجسساتحسابͬ»� کتاب
به مفتخر که اندکͬ نویسندگان آن�ها بین از که است مدرن نویسندگان
تعداد لژاندر(و لاگرانژ، اویلر، فرما، نظیر بودند، جاودانه افتخاری
غنای و گشودند را الهͬ دانش این معبد به ورود راه دیͽری) اندک

نمودند.» آشͺار را آن درون وافر

شود! انجام نیست بد ٨

سوالات مربعͬ، تقابل قانون تاریخͬ تͺامل سیر بررسͬ مدت تمام در
لازمه�ی را آن در تعمیق که مͬ�آمد پیش نͽارندگان برای بزرگͬ
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حوصله�ی در دقیق بررسͬ این و مͬ�دیدند دیͽری تحقیقاتگسترده�ی
شود، انجام نیست بد که کار�هایͬ عنوان به انتها در مطلبنمͬ�گنجید.

مͬ�کنیم: اشاره کوتاه مورد چند به
ریاضͬ�دانان: نظرگاه در «اثبات» مفهوم تحول سیر بررسͬ

با نوعͬ به ریاضͬ تاریخ پژوهشͬ مطالعات اکثر حقیقت در
حاصل که بالاخصزمانͬ هستند، ارتباط در «اثبات» مفهوم تحولات
وسیعͬ مͺانͬ گستره�ی هم�چنین و فعالیت گسترده�ای زمانͬ بازه�ی
با و مستقل طور به مͬ�تواند موضوع این بررسͬ رو، این از باشند.

گیرد. صورت پربار شͺلͬ به انسانͬ، علوم مطالعات از استفاده
اویلر: مقاله�نویسͬ رویͺرد

ریاضیات به نͽاه�ها درست�ترین از ͬͺی صاحب را اویلر بسیاری
مقالات تمامͬ که است انجام حال در پروژه�ای هم�چنین و مͬ�دانند
رویͺرد میان، این در برسند. جدیدی ایده�های به تا شود ترجمه او
مسائل، از بسیاری در است. اهمیت حائز نͺات از اویلر مقاله�های
این کار و ساز و مͬ�گیرد خود به تجربͬ�تری بوی و ͹رن اویلر رویͺرد

باشد. جدیدی نͺات حاوی مͬ�تواند رویͺرد،
گاوس: از بعد و گاوس از قبل تقابل؛ قانون

تقابل قانون پیشرفت در گاوس تاثیر شد، مشاهده که همان�طور
سمت به تقابل قانون سوی و سمت او از پس است. عظیم بسیار
و مͬ�گیرد شͺل اعداد جبری نظریه�ی و مͬ�رود بالاتر درجات تعمیم
مطالعه�ی شد. ارائه نوشته این در مختصر طور به او، از پیش وقایع
پارامترهای گرفتن نظر در با گاوس، از پس و پیش دوران تطبیقͬ

باشد. راه�گشا بسیار مͬ�تواند تالیفات، و کادمͬ�ها آ تغییر
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گروه�ها درباره�ی حقیقت چند

جعفری امیر دکتر

فروبینیوس قضیه�ی ١

معادله�ی جواب�های تعداد مورد در قضیه این
xm = ۱

مͬ�دهیم. نشان Nm(G) با را عدد این است. G متناهͬ گروه در

مͬ�نامیم- n را آن -که گروه مرتبه�ی mو ب.م.م. اگر .١ �مشاهده�ی
آنͽاه باشد؛ d

Nm(G) = Nd(G)

بنویسیم اگر حال .xm = ۱ آنͽاه xd = ۱ اگر که است واضح اثبات.
قضیه�ی طبق اینͺه به توجه با و ،xm = ۱ اگر آنͽاه d؛ = rn +ms

داریم: xn = ۱ لاگرانژ

xd = (xn)
r · (xm)

s
= ۱

معادلند. باهم xm = ۱ و xd = ۱ پس

باشند، اول هم به نسبت m′ و m صحیح اعداد اگر .٢ �مشاهده�ی
دارد: وجود زیر مجموعه�ی دو بین ۱-۱ تناظر ͷی

A =
{
x ∈ G|xmm′

= ۱
}

B =
{
(a, b) ∈ G×G|am = bm

′
= ۱, ab = ba

}
بͽیرید. نظر در مͬ�فرستد ab به را (a, b) Aکه Bبه از نͽاشتͬ اثبات.

در اگر است: ͷی به ͷی نͽاشت این
a۱b۱ = a۲b۲

داشت: خواهید برسانید، m توان به را طرفین
bm۱ = bm۲

اعداد ازای mr+m′sبه = ۱ چون و bm′

۱ = bm
′

۲ = ۱ دیͽر طرف از
.a۱ = a۲ بنابراین و b۱ = b۲ مͬ�شود نتیجه ،s و r مانند صحیحͬ
r, s همان ازای به آنͽاه ،x ∈ A اگر پوشاست: نͽاشت این همچنین

مͬ�رود. x به نͽاشت این تحت (xm′s, xmr) ∈ B بالا در

در xm = ۱ معادله�ی جواب�های تعداد را Nm(G) اگر .٣ �مشاهده�ی
که: است این ٢ مشاهده�ی دیͽر بیان آنͽاه بنامیم، G گروه

Nmm′(G) =
∑

{b|bm′=۱}

Nm (C (b))

مͬ�شود. زده است، bm′
= ۱ که b ∈ G عناصر تمام روی بر جمع که

مͬ�شوند جا�به�جا b با که است G در عناصری تمام از زیرگروه C (b)

آنͽاه: b′ = gbg−۱ اگر که کنید توجه .b مرکزساز دیͽر عبارت به یا
Nm (C (b)) = Nm (C (b′))

مزدوج�گیری تحت عناصر مرتبه�ی و C (b′) = gC (b) g−۱ واقع در
بنابراین: نمͬ�کند. تغییر

Nmm′(G) =
∑
b

Nm (C (b)) · [G : C (b)]

که است b مانند عنصری تزویجͬ نماینده�های روی جمع بار این که
با است برابر b ∈ G عنصر ͷی مزدوج�های تعداد (توجه: .bm′

= ۱

(.G در C(b) اندیس
Nmm′(G) =

∑
b∈S

Nm (C (b)) · [G : C (b)]

جواب�های تزویجͬ کاملکلاس�های نماینده�های از Sیͷخانواده که
از یͺتایͬ عضو با معادله این از جوابͬ هر است: bm′

= ۱ معادله�ی
است. مزدوج S

مͬ�کنیم: بیان را فروبینیوس قضیه�ی صورت حال

داده نشان n با -که G گروه مرتبه و m ب.م.م. d اگر .۴ قضیه�ی
آنͽاه: باشد، مͬ�شود-

d|Nm(G)

ثابتمͬ�کنیم؛ گروه مرتبه�ی بر استقرا با فروبینیوسرا قضیه�ی ادامه در
معتبر m هر و G از H سره�ی زیرگروه هر برای را فوق حͺم یعنͬ،

مͬ�کنیم. فرض

اول هم به نسبت اعداد برای فروبینیوس قضیه�ی اگر .۵ �مشاهده�ی
است. برقرار نیز mm′ برای آنͽاه باشد، برقرار m′ و m

مرتبه m′ و m که بͽیریم نظر در را حالتͬ تنها است کافͬ اثبات.
ثابت باید لذا کنید). مراجعه ١ مشاهده�ی به ) مͬ�کنند عاد Gرا گروه
xm = جواب�های۱ تعداد آنͽاه بشمارد را گروه mمرتبه�ی اگر که کرد
داریم: G از H زیرگروه هر برای این�صورت در است. m از مضربͬ

m|Nm(H) · [G : H]

آنͽاه d۱ = (m, |H|) دهیم قرار اگر باشد؛ سره H آنͺه فرض با زیرا
k|[G : H] و استقرا) فرض (از d۱|Nm(H) داریم و m = d۱ · k
هم شرایطͬ در مͬ�شود. حاصل نتیجه و (m||H|.[G : H] (زیرا
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قضیه�ی کرده�ایم فرض زیرا است معتبر فوق ادعای باز H = G که
رابطه�ی از پس است. برقرار m عدد و G گروه برای فروبینیوس
m′ و m نقش تغییر با m|Nmm′(G) مͬ�شود نتیجه ٣ مشاهده�ی

.mm′|Nmm′(G) بنابراین و m′|Nmm′(G) مͬ�آید بدست

m که حالاتͬ برای آن اثبات به فروبینیوس، قضیه�ی اثبات بنابراین
مͬ�یابد. تقلیل باشد اول عدد ͷی از توانͬ

m = pk برای فروبینیوس قضیه�ی و اول عددی p اگر .۶ �مشاهده�ی
برقرار mنیز = pk−۱ برای باشد؛ برقرار مͬ�کند عاد را گروه مرتبه که

است.

آنͽاه: بͽیرید. pk دقیقاً مرتبه از G را عناصر تعداد N اثبات.
Npk = Npk−۱ +N

مرتبه�یmضربͬ از عناصر تعداد Gمͬ�دانیم متناهͬ یͷگروه در ولͬ
نتیجه ϕ

(
pk
)
= pk−۱(p−۱) چون و ϕ

(
pk
)
|Nپس است. ϕ(m) از

مͬ�شود. حاصل

n = q ·mصورت به گروه مرتبه�ی کنید فرض حال اثبات: پایان
مرتبه�ی روی استقرا با بنابراین .(m, p) = ۱ و q = pk که است
q|Nq (C (b)) · [G : C (b)] آنͽاه: C(b) ̸= G اگر مͬ�دانیم گروه�ها
از پس کنید.) مراجعه ۵ مشاهده�ی ابتدای در شده بیان استدلال (به

Nn(G) =
∑
b∈S

Nm (C (b)) · [G : C (b)]

که: مͬ�شود نتیجه لاگرانژ) (قضیه Nn(G) = n اینͺه و
Nq(G) · |S ∩ Z| ≡ ۰ mod q

نسبت اول مرتبه از S عناصر چون حال است. گروه مرکز Z که
بود.) (m, q) = ۱ و مͬ�کنند صدق xm = ۱ در (زیرا هستند p به
بزرگترین q = pk ولͬ .q|Nq(G) باید ناچار به بنابراین p ∤ |S ∩ Z|
حͺم ۶ مشاهده�ی حال و مͬ�شمارد را G مرتبه�ی که است p از توانͬ

مͬ�دهد. نتیجه p توان�های سایر برای را

دوری عضوی n گروه هر هایͬ n چه برای ٢
است؟

مضرب هر برای یافت، دوری غیر عضوی m گروه ͷی بتوان اگر
گروه که است کافͬ دارد؛ وجود مرتبه آن با دوری غیر گروه نیز m
از کنیم. دکارتͬ ضرب دلخواه گروهͬ در را مرتبه آن از غیردوری
پس دارد، وجود ( Zp ×Zp ) p۲ مرتبه از دوری غیر گروه که آنجایͬ
n که است آن باشد، دوری عضوی n گروه هر اینͺه برای لازم شرط

،q | p− ۱ که باشند اول عدد دو q و p اگر مشابهاً باشد. مربع از خالͬ
یافت: pq مرتبه از ناآبلͬ گروه ͷی مͬ�توان

G = ⟨a, b|ap = bq = ۱, bab−۱ = aq⟩

نشان Zp⋊Zq با -که Zp با Zq مستقیم نیمه ضرب گروه این واقع در
برای لازم پسشرط است. Zq → Z∗

p = Zp−۱ عمل با مͬ�شود- داده
(n, ϕ(n)) = ۱ که است این باشد دوری عضوی n گروه هر این�که
که مͬ�دانیم آنͽاه متمایزند، ها pi که n = p۱ · · · pk اگر (توجه:

( .ϕ(n) = (p۱ − ۱) · · · (pk − ۱)

مͬ�باشد. نیز کافͬ شرط این .٧ قضیه�ی
مͬ�توان بنابراین مͬ�کنیم. Gثابت گروه مرتبه�ی روی استقرا با را حͺم
تعداد Gکه از قسمتͬ خارج هر Gو سره�ی زیرگروه هر که فرضکرد
که کنید توجه است. دوری Gباشد؛ اعضای تعداد از کمتر اعضایش
نتیجه (n, ϕ(n)) = ۱ شرط آنͽاه باشد n از علیه�ای مقسوم اگر m
از آبلͬ گروه هر که آنجایͬ از همچنین .(m,ϕ(m)) = ۱ مͬ�دهد
غیرآبلͬ G فرضکرد مͬ�توان پس است، دوری مربع از خالͬ مرتبه�ی

برسیم. تناقض به مͬ�خواهیم است.

گروه و Z(G) ،G مرکز بودن دوری که آنجایͬ از .٨ �مشاهده�ی
فرض بنابراین است، Gدوری مͬ�دهد G/Z(G)نتیجه قسمتͬ خارج

.Z(G) = ۱ مͬ�کنیم
همواره که کردیم استفاده نͺته این از اینجا که است ذکر به لازم

باشد. بدیهͬ باید بودن دوری صورت در G/Z(G)

زیرگروه ) باشد G ماکسیمال زیرگروه ͷی H اگر .٩ �مشاهده�ی
.۱ ̸= x ∈ H و است) گروه کل آن از بزرگتر زیرگروه هر که سره�ای

.H = C(x) آنͽاه

٨ مشاهده�ی از چون و H ⊆ C(x)پس است دوری H چون اثبات.
حͺم H بودن ماکسیمال از نتیجه در C(x) ̸= G پس Z(G) = ۱

مͬ�شود. نتیجه

G از ماکسیمال و متمایز زیرگروه دو H ′ و H اگر .١٠ �مشاهده�ی
.H ∩H ′ = ۱ آنͽاه باشند

٩ مشاهده�ی بنابر آنͽاه ۱ ̸= x ∈ H ∩H ′ اگر اثبات.
H = H ′ = C(x)

باشد. بدیهͬ H ∩H ′ باید باشند متمایز H ′ و H اگر پس

نرمال�ساز آنͽاه Gباشد ماکسیمال Hیͷزیرگروه اگر �مشاهده�ی١١.
است. H با برابر N(H) ،H
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بنابراین g ∈ N(H) و mباشد مرتبه از دوری H فرضکنید اثبات.
و |Aut(H)| هم که دارد مرتبه�ای ϕ(x) = gxg−۱ که ϕ : H → H

که هستند n و ϕ(m)ترتیب به عدد دو این ولͬ مͬ�کند، عاد را |G| هم
g /∈ H اگر مͬ�شود. جابه�جا H عناصر با g پس اولند. هم به نسبت
آبلͬ گروهͬ است گروه کل که g و H توسط شده تولید گروه آنͽاه
است H خود یا H بودنِ ماکسیمال دلیل به زیرگروه این شد. خواهد

نمͬ�دهد. رخ فرض�خلف بنابر دوم حالت که گروه کل یا

عضوی k ماکسیمال زیرگروه ͷی H کنید فرض اثبات: پایان
با است برابر ١١ مشاهده�ی طبق H متمایز مزدوج�های تعداد باشد.

[G : N(H)] = [G : H]

تعداد پس دارند. بدیهͬ اشتراک زیرگروه�ها این ١٠ مشاهده�ی بنابر و
n با عدد این .nk (k− ۱)+ ۱ با است برابر مزدوج�ها این همه�ی اعضای
n(k− ۱) = k(n− صورت(۱ این غیر در زیرا باشد مساوی نمͬ�تواند
بنابراین . ١ نیست برقرار k < n طبیعͬ اعداد ازای به هیچ�گاه که
اگر حال گرفت. نظر در اعضا این از خارج y عنصر ͷی مͬ�توان
H ′ مزدوج هر دربردارد؛ را y که باشد G از ماکسیمالͬ زیرگروه H ′

تمامͬ از خارج y مزدوج (چون است متمایز H مزدوج�های از نیز
اگر ١٠؛ مشاهده�ی از مجدد استفاده�ی با پس Hاست). مزدوج�های
است برابر مزدوج�ها این متمایز عناصر تعداد باشند عضوی k ،H ′

با:
n

k
(k − ۱) +

n

k′
(k′ − ۱) + ۱

: است بزرگتر n از عدد این

۲n− n

k
− n

k′
+ ۱ ≥ n+ ۱ ⇔

n

k
+
n

k′
≤ n⇔ ۱

k
+

۱
k′

≤ ۱

مͬ�رسیم. تناقض به لذا است. برقرار k, k′ ≥ ۲ چون که

بودن نرمال برای وکافͬ لازم شرط ٣

H ⊴ G اگر آنͽاه باشد، n متناهͬ اندیس با G زیرگروه H هرگاه
داشت: خواهیم x ∈ G هر برای

xn ∈ H

لاگرانژ قضیه�ی بنابر و است عضوی n گروه ͷی G/H که زیرا
را حͺم این عͺس مͬ�خواهیم حال .x ∈ H پس (xH)n = H

کنیم: بررسͬ

با نمͬ�تواند متناهͬ گروه ͷی کلͬ�تر: حͺم ͷی از است خاصͬ حالت ١این

شود. پوشانده سره�اش زیرگروه ͷی مزدوج�های

H آنͽاه xn ∈ H باشیم داشته x ∈ G هر برای اگر آیا .١٢ سؤال
خواهدبود؟ G نرمال زیرگروه

عضوی ٢٧ گروه به مثال برای است. غلط کلͬ حالت در حͺم این
مͬ�شود. ١ برابر ٣ توان به آن عضو هر که ٢ کنید فͺر G ناآبلͬ
است. صحیح حͺم باشد، اول عددی n اگر کنیم ثابت مͬ�خواهیم

داریم x ∈ G هر برای آنͽاه [G : H] = n اگر .١٣ �مشاهده�ی
.xn! ∈ H

بͽیرید، نظر در را H,xH, x۲H, · · · , xnH هم�دسته�های اثبات.
که: دارد وجود i < j پس است، بیشتر n از آن�ها تعداد چون

xi ∈ H = xjH ⇒ xj−i ∈ H

.xn! ∈ H پس j − i | n!پس j − ۱ ≤ n چون

هم�دسته�های آنͽاه x /∈ H اگر .١۴ �مشاهده�ی
متمایزند. هم با H,xH, x۲H, · · · , xn−۱H

که دارد وجود k < nپس xiH = xjH صورت این� غیر در اثبات.
و r حال .xnr+ks ∈ H پس xn ∈ H فرض طبق چون .xk ∈ H

پس .nr + ks = ۱ که بͽیرید طوری (n, k) = ۱ از استفاده با را s
است. تناقض که x ∈ H

دارد وجود x /∈ H پس نباشد. نرمال H کنید فرض اثبات: پایان
از بنابراین مͬ�کند. برآورده را xyx−۱ /∈ H ،y ∈ H ͷی برای که

هم�دسته�های ١۴ مشاهده�ی
H,xyx−۱H,xy۲x−۱H, · · · , xyn−۱x−۱H

فرض باشند. شده ظاهر اینجا باید هم�دسته�ها همه�ی لذا متمایزند.
که: دارد وجود h ∈ H پس .x ∈ xykx−۱H کنید

x = xykx−۱h⇒ x−۱ = y−kh−۱

⇒ x = hyk ∈ H

است. تناقض که

ثابت را قبل مشابه حͺمͬ مͬ�توان دیͽری های n چه برای .١۵ سؤال
کرد؟

درایه�های آنها در که Z۳ میدان در درایه�های با ۳×۳ و بالامثلثͬ ماتریس�های ٢گروه
باشند. ͷی قطر روی
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اقلیدسͬ فضای از دورتر کمͬ
طاهری ابوالفضل

چͺیده

در اما خطرناک�ترند! مͬ�پیچند سریعتر که جاده از پیچ�هایͬ داریم؛ (انحنا) خمیدگͬ از شهودی تصوری واقعͬ دنیای در ͬͽهم احتمالا˟
انحنای مقطعͬ، انحنای ریمانͬ، انحنای گاوسͬ، انحنای میانͽین، انحنای اصلͬ، انحنای دارد: وجود زیادی ”انحنا”های ریاضیات، دنیای
فهم اما نیست دشواری چندان کار اصلͬ، انحنای هم�چون انحناها، این از برخͬ به نسبت شهود آوردن دست به . ... و اسͺالر انحنای ریچͬ،
به را آن�ها و مطرح را معروف انحناهای برخͬ تا است آن بر قصد مقاله این در نمͬ�شود. میسر سادگͬ به ریچͬ انحنای هم�چون آن�ها اغلب

داریم؟ آن از انتظاراتͬ چه و چیست انحنا تعریف از هدف دید باید آن از قبل اما کنیم. بیان شفاف صورتͬ
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مقدمه

شده مطرح ریاضیات در که است مفاهیمͬ بنیادی�ترین از ͬͺی انحنا١
کارهای در انحنا مفهوم از رسمͬ طور به که کسͬ اولین شاید است.
مطالعه�ی در گاوس بود. گاوس٢ فردریش کارل کرد، استفاده خود
آورد. دست به انحنا برای فرمولͬ و کرد وارد را مفهوم این رویه�ها
خود کارهای در مفهوم این از افرادی نیز گاوس از پیش سال�ها اما
هلندی ریاضͬ�دان و فیزی�ͷدان منجم، هیوژن٣، بودند. کرده استفاده
مفهوم این ͷکم با توانست هیوژن است. افراد از ͬͺی هفدهم، قرن
نمایش خوبͬ بسیار دقت با را زمان که کند طراحͬ پاندولͬ ساعت

ببینید. [٨] در مͬ�توانید را او کارهای جزئیات مͬ�داد.

هیوژن پاندولͬ ساعت :١ شͺل

انحنا که هستند افرادی دیͽر از اویلر٧ و لایب�نیتز۶ نیوتن۵، کپلر۴،
([٣] ،[٩]) برده�اند. کار به خود کارهای در نحوی به را

(خمیدگͬ) انحنا تعریف از ما هدف ببینیم باید چیز هر از قبل اما
از ذهن در که شهودی همان برأساس کنیم سعͬ ابتدا در و چیست؟

١Curvature
٢Karl Friedrich Gauss
٣Christiaan Huygens
۴Johannes Kepler
۵Sir Isaac Newton
۶Gottfried Wilhelm Leibniz
٧Leonhard Euler

نهاده�اند مفهوم این بر که نامͬ از کنیم. تعریف را آن داریم خمیدگͬ
قسمت در داریم! خم به نیاز آن تعریف از قبل پیداست -خمیدگͬ-
صورت استبه نیاز مورد که را آن از مفاهیمͬ و خم مͬ�کنیم سعͬ اول

کنیم. مطرح مختصر
خواهیم داریم ذهن در که خمیدگͬ از ریاضͬ بیانͬ دنبال به ادامه در
فضاهای به انحنا گسترشمفهوم دنبال به بعد بخش�های در پرداختو

بود. خواهیم دیͽر اهداف با و دیͽر

هموار خم�های

قفسه�ی ، گردن٨ دارد؛ وجود فقرات ستون در طبیعͬ منحنͬ چهار
بین دیس�ͷهای همراه به خم�ها این ساکروم١١. و کمر١٠ سینه٩،
فعالیت�های از که تنش�هایͬ و فشارها که مͬ�کنند ͷکم مهره�ای،
رخ پریدن و دویدن مانند شدید فعالیت�های یا و رفتن راه مانند روزمره
آید.١٢ وارد فقرات ستون و بدن بر کمتر فشار و شده پخش مͬ�دهد،

از ناشͬ فشارهای کاهش باعث که فقرات ستون خم�های :٢ شͺل
مͬ�شوند. ما فعالیت�های

آن�ها است لازم ابتدا کمͷریاضیات به خم�هایͬ چنین بررسͬ برای
معرفͬ بخشبه این در خاطر همین به ریاضیاتنمایشدهیم زبان به را

٨Cervical
٩Thoracic
١٠Lumbar
١١Sacral
١٢ http://www.nlm.nih.gov/medlineplus/ency/imagepages/19463.htm
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[١٨] از بخش این مطالب اغلب مͬ�پردازیم. خم�هایͬ چنین اجمالͬ
همین به مͬ�توانید بیشتر جزئیات برای است. شده انتخاب [١] و

کنید. مراجعه مراجع،
-اغلب Rn در شده) پرمایش خم (یا پارامتری١٣ خم از مقصود
Rn به I بازه�ی ͷی از γ : I → Rn هم�چون تابعͬ خم- اختصار به
صورت این در که کنیم تلقͬ زمانͬ بازه�ای را I مͬ�توانیم اغلب است.
r نماد مͬ�کنیم. تعبیر ”t زمان در ذره ͷی ”مͺان صورت به را γ(t)
γ تابع مقدار نمایش برای مͺان” ”بردار معنای به r = γ(t) در نیز

([١٨]) است. مرسوم
حساب تعاریف و قضایا از مͬ�توان و است تابع ͷی خم، بنابراین
قضایای اساستعاریفو همین بر کرد. استفاده انتͽرال و دیفرانسیل

داریم: را زیر

است γ : I → Rn نͽاشت ͷی پارامتری هموار خم ͷی .١ تعریف
همواره γ مشتق بعلاوه است پیوسته آن مشتق و است مشتق�پذیر γ که

است. ناصفر

در دهیم، نمایش شͺل این به را γ(t) = (x۱(t), . . . , xn(t)) اگر
x۱, . . . , xn بودن مشتق�پذیر ،γ بودن مشتق�پذیر از منظور صورت این

.γ′(t) = (x′۱(t), . . . , x
′
n(t)) داریم و است

γ(t) = صورت به را γ : R → R۳ فضایͬ خم .٢ مثال
حقیقͬ عدد دو b و a آن در که مͬ�کنیم تعریف (a cos t, a sin t, bt)
یعنͬ خم، تصویر دارد. نام دوار١۴ مارپیچ خم این شده�اند. داده

مجموعه�ی
{(x, y, z) = (a cos t, a sin t, bt) : t ∈ R}

صفحه�ی در x۲ + y۲ = a۲ دایره�ی بر که دارد قرار استوانه�ای روی
استوانه روی z محور امتداد در bثابت ͹آهن با و است شده بنا (x, y)
b < ۰ ازای به و صعودی b > ۰ ازای به t به نسبت z مقدار مͬ�پیچد.

([١٨]) است. نزولͬ
که مͬ�شود ظاهر مختلفͬ شͺل�های به طبیعت در دوار مارپیچ
فنر، ͷی چپ سمت (شͺل مͬ�بینید. ۴ شͺل در را آن از نمونه�هایͬ
از بخشͬ راست سمت شͺل و DNA مولͺول ساختار میانͬ شͺل

است). گیاه ͷی

گرفتن نظر در با باشد. هموار خم ͷی γ : I → Rn کنید فرض
این طول مͬ�توانیم ،t زمان در سرعت حͺم در γ′(t) متداول تعبیر
تندی که آن�جا از کنیم. تصور t زمان در حرکت تندی را |γ′(t)| بردار
تعریف مͬ�کنیم، تعبیر نیز مسافت پیمودن ͹آهن معمولا˟ را حرکت

١٣Parametrized Curve
١۴Helix

.b = ۱ و a = ۱ ازای به دوار مارپیچ :٣ شͺل

دوار مارپیچ مختلف اشͺال :۴ شͺل

نقطه�ای مͬ�آوریم. دست به زیر صورت به خم طول برای مناسبͬ
خم طول تابع و تثبیت طول اندازه�گیری مبدا مثابه�ی به را I در t۰ مانند

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را l : I → R

s = l(t) =

∫ t

t۰

|γ′|

داریم: دوار مارپیچ مورد در مثال طور به
γ′(t) = (−a sin t, a cos t, b)

|γ′(t)| =
√
a۲ + b۲

با: مͬ�شود برابر خم طول ∫بنابراین T

۰

√
a۲ + b۲dt = T

√
a۲ + b۲

خم دو
α(t) = (cos t, sin t), β(t) = (cos ۲t, sin ۲t)

واحد دایره�ی همان و ͬͺی خم دو این تصویر بͽیرید. نظر در را
بنابراین است. α خم برابر دو β حرکت تندی اما است (x۲+y۲ = ۱)
کنید دقت اما کرد. پرمایش مختلفͬ شͺل�های به مͬ�توان را خم ͷی
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مͬ�توان f(t) = t
۲ ،f : [۰, ۲π] → [۰, π] پیوسته تابع ͷی با که

خم بازپرمایش پرمایش، تغییر این به کرد. تبدیل β به را αپرمایش
مͬ�گوییم.

خم ͷی مختلف پرمایش�های :۵ شͺل

خم ͷی تصویر خاص پرمایش به خم ͷی طول ([١٨]) .٣ گزاره
یͷبازپرمایش γ̃ : [a′, b′] → Rn فرضکنیم دقیق�تر، نیست. وابسته
بازه�ی دو بین تناظر α : [a′, b′] → [a, b] اگر باشد. γ : [a, b] → Rn

γ̃ و γ به مربوط طول توابع l̃ و l و ،γ̃ = γ ◦ α باشد، شده تعریف
آن�گاه: باشد،

|l(α(τ))| = |l̃(τ)|

خم انحنای

در انحنا از که است تصوری همان واقع در ریاضیات، در خم انحنای
خم تفاوت واقع در که راست خط ͷی خمیدگͬ میزانͬ داریم. ذهن
سنجیدن برای ما معیار همان مͬ�تواند این و است، راست خط ͷی با
خط ͷی با نقط هر در تفاوت میزان باشد؛ خم ͷی انحنای میزان

باشد. صفر راست خط انحنای که مͬ�رود انتظار بنابراین راست.
که باشد این شاید مͬ�رسد نظر به تعریف این از که نͺته�ای اولین
باید باشیم، داشته را راست خط ͷی از تفاوت میزان نقطه هر در اگر
و انتقال گرفتن نظر در (با کرد مشخص یͺتا صورت به خم بتوان
واضح�تر را مسأله این شاید ٢ شͺل به نͽاهͬ لزوم). صورت در دوران
میزان به آن نقطه�ی هر که است بوده راستͬ خط فقرات ستون کند.

است! گرفته فاصله راست خط این از مشخصͬ
این مͬ�رسد نظر به که چیزی بیندازیم، نͽاهͬ دایره ͷی به اگر
یͺسان نقطه�ای دو هر در راست خط با آن تفاوت میزان که است
داشته نقاط تمامͬ در ثابتͬ انحنای دایره مͬ�رود انتظار بنابراین است.
ͷی با تنها را دایره ͷی بتوان باید اول نͺته�ی ͷکم با بنابراین باشد،
انتقال) گرفتن نظر در (با یͺتا صورت به است آن انحنای که عدد

صورت به آن شعاع ͷکم به دایره ͷی که مͬ�دانیم و کرد. مشخص
و دایره شعاع بین ͬͺنزدی ارتباط باید بنابراین مͬ�شود! مشخص یͺتا
نظر به دایره مورد در که دیͽری نͺته�ی باشد. داشته وجود آن انحنای
ͷکوچ قسمت هر باشد بیشتر آن شعاع چه هر که است این مͬ�رسد

است! نزدیͺتر راست خط به آن

راستنزدیͺترند. خط به صورتموضعͬ به بزرگتر دایره�های :۶ شͺل

شͺل به تنها انحنا که است این مͬ�آید چشم به که دیͽری مسأله�ی
انتظار بنابراین است. پرمایشخم نحوه�ی از مستقل و دارد ͬͽبست خم

باشد. ناوردا خم بازپرمایش به نسبت که مͬ�رود
ریاضͬ زبان به را انحنا مͬ�کنیم سعͬ انتظارات و اهداف این با
نمایش κ با را آن پس این از و کنیم تعریف صفحه در خم�های برای

مͬ�دهیم.
است. شده پرمایش طول حسب بر که باشد خم ͷی α فرضکنید
خم بر مماس خم زاویه�ی نقطه هر در که بͽیرید تابعͬ را ϕ هم�چنین

مͬ�کند. مشخص xها محور با را

نسبت ϕ(s) تغییر ͹آهن همان واقع در راست خط از تفاوت میزان
داریم: عبارتͬ به است. خم طول تغییرات به

κ = |dϕ
ds

|

به دایره�ای α کنید فرض کنیم. حساب را دایره انحنای بیایید حال
در کرده�ایم. پرمایش را آن پادساعتͽرد صورت به که است r شعاع
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صورت این

ϕ(s) =
π

۲
+ θ

در و θ = s
r داریم بنابراین است. x محور به نسبت زاویه θ آن در که

مͬ�آید: دست به نتیجه

κ =
dϕ

ds
=

۱
r

داشتیم. را انتظارش که است چیزی همان که

s = rθ :٧ شͺل

انحنا و کنیم حذف را قدرمطلق مͬ�توانیم جهت ͷی انتخاب با
به علامت این که کنید دقت اما بͽیریم. نظر در آن علامت با را
آن دایره، مورد در اگر مثال طور به است. وابسته خم پرمایش نحوه�ی
دست به − ۱

r آن انحنای مͬ�کردیم پرمایش پادساعتͽرد صورت به را
جهت عنوان به را x محور مثبت جهت بعد به این از بنابراین مͬ�آمد.

مͬ�گیریم. نظر در استاندارد

پرمایش α چون صورت این در ،T (s) = α′(s) کنیم فرض اگر
مͬ�شود طͬ زمان واحد در طول واحد بنابراین است، طول برحسب

مͬ�آید: دست به نتیجه در و ||T ||۲ = T.T = ۱ داریم پس

T ′.T + T.T ′ = ۰ ⇒ T.T ′ = ۰

انحنا باشد. N نرمال، بردار جهت در باید T (s) تغییرات بنابراین
که وقتͬ است N(s) نرمال بردار طول در T (s) چرخش میزان نیز
این به انحنا برای دیͽری تعریف بنابراین .||T (s) × N(s)|| = ۱

مͬ�آید: دست به شͺل

T ′ =
dT

ds
= κN

معادل�اند: تعریف دو این مͬ�شود نتیجه سادگͬ به که

κ = T ′.N

=
dN

ds
.N

= lim
∆s→۰

T (s+∆s)− T (s)

∆s
.N

= lim
∆s→۰

∆ϕ.||T ||
∆s

= lim
∆s→۰

∆ϕ

∆s

=
dϕ

ds
= κ

برآورده انحنا تعریف از را ما انتظارات از دیͽر ͬͺی زیر قضیه�ی
ببینید. [١۴] در مͬ�توانید را قضیه این اثبات مͬ�کند.

باشد. انتͽرال�پذیر تابع ͷی κ : (a, b) → R کنید فرض .۴ قضیه
پرمایش طول برأساس که α : (a, b) → R۲ خم صورت این در
اگر بعلاوه باشد. κ آن انحنای که طوری به دارد وجود است شده
با آن�گاه باشد خصوصیات همین با دیͽری خم α̃ : (a, b) → R۲

کرد. تبدیل α به را آن مͬ�توان دوران و انتقال

که جاده از پیچ�هایͬ چرا که بͽویید مͬ�توانید نتایج، این با حال
خطرناک�ترند؟! مͬ�پیچند، سریعتر
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هموار رویه�های

کاربردهای و هستند ریاضͬ اشیاء طبیعͬ�ترین از دیͽر ͬͺی رویه١۵ها
از دیͽر بسیاری و کامپیوتری ͷگرافی مهندسͬ، ،ͷفیزی در وسیعͬ

دارند. علوم

اصلͬ مسأله�ی هواپیما، ͷآیرودینامی خواص بررسͬ برای :٨ شͺل
است. رویه طول در هوا جریان بررسͬ

به نیاز کامپیوتری بازی�های و پویانمایͬ�ها ساخت برای :٩ شͺل
داریم. رویه�ها با کار و شناسایͬ

در که چیزی آن تمام تقریباً نیستند. عجیبͬ موجودات رویه�ها
در گرفت. نظر در رویه ͷی عنوان به مͬ�توان را مͬ�بینیم واقعیت
تغییرات کمͬ با مͬ�توان را موجودات این از ͷکوچ قسمت هر واقع
به زمین کره�ی مورد در را واقعیت این کرد. تبدیل (R۲) صفحه به
روی را زمین کره�ی نقشه�ی مͬ�توانیم اینͺه و دید. مͬ�توان سادگͬ

مͬ�شود. حاصل واقعیت همین از باشیم داشته کاغذ
مͬ�پردازیم. هموار رویه�های بررسͬ به نیز این�جا در خم�ها، هم�چون
از طبیعͬ رفتارهایͬ واقع در و ندارند تیزی و ͬͽستͺش که آن�هایͬ
داریم. رویه برای [١] از را زیر تعریف بنابراین مͬ�دهند. نشان خود

برای اگر است هموار رویه�ی ͷی S ⊂ R۳ زیرمجموعه�ی .۵ تعریف
باز از x : U → V ∩ S نͽاشت و R۳ در V ͬͽهمسای p ∈ S هر

که: طوری به باشد داشته وجود V ∩ S ⊂ R۳ توی به U ⊂ R۲

اگر عبارتͬ به باشد. مشتق�پذیر x •
x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ U

مرتبه�ای هر از z(u, v) و y(u, v) ،x(u, v) توابع دهیم، نمایش
باشند. داشته پیوسته پاره�ای مشتق U در

١۵Surface

صفحه�اند. از بخشͬ موضعͬ صورت به رویه�ها :١٠ شͺل

پیوسته x اول خاصیت بنابر چون باشد. همسان�ریختͬ ͷی x •
داشته وجود x−۱ : V ∩ S → U که معناست بدان این است

باشد. پیوسته و باشد

است. ͷبه�ی�ͷی dxq : R۲ → R۳ مشتق q ∈ U هر برای •

دوم نوع شمارای و هاسدورف ،ͷتوپولوژی فضایͬ رویه :١١ شͺل
زیرمجموعه�ای همسان�ریختبا ͬͽهمسای آن نقطه�ی برایهر استکه

دارد. وجود اقلیدسͬ صفحه�ی از باز

مͬ�خواهیم ادامه در و مͬ�کنیم بسنده رویه تعریف به قسمت این در
دهیم: انجام رویه�ها برای دادیم انجام خم�ها برای که را کاری همان
رویه�ها مطالعه�ی و شناسایͬ در را ما که انحنا نام به ابزاری تعریف
و [١١] ،[١] از مͬ�توانید رویه�ها با بیشتر آشنایͬ برای کند. ͷکم

کنید. استفاده [١٢]

وجود مختلفͬ ایده�های و کاندیداها رویه، انحنای تعریف برای اما
مͬ�کنیم. بررسͬ جداگانه طور به را کدام هر که دارد
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رویه�ها انحنای

گسترش و خم انحنای از استفاده مͬ�رسد، ذهن به که ایده�ای اولین
باشد. آن از نقطه�ای p و رویه ͷی S فرضکنید رویه�هاست. برای آن
اما کنیم. تعریف خم انحنای ͷکم به p در را S انحنای مͬ�خواهیم
نیاز بنابراین مͬ�گذرد. p نقطه�ی از که دارد وجود خم بͬ�نهایت S در
دست به انحناهای تعداد تا کنیم انتخاب را خاص خم�هایͬ که داریم
معقولͬ نتایج برأساسآن بتوانیم و کاهشدهیم خوبͬ مقدار به را آمده

بͽیریم.
خم�هایͬ مͬ�رسد، ذهن به که ایده�ای اولین نیز خم�ها انتخاب در

دارند. p نقطه�ی در را انحنا بیشترین و کمترین که است

اسبͬ. زین رویه�ی در بیشینه و کمینه انحنای با خم�های :١٢ شͺل

دوران و انتقال کمͬ با کنیم. بررسͬ را خم�ها این بیشتر کمͬ بیایید
مختصات مرکز در p نقطه�ی کنیم فرض مͬ�توانیم S رویه�ی روی
بنابراین است.١۶ z = ۰ صفحه�ی آن بر مماس صفحه�ی و دارد قرار

است. p نقطه�ی در S بر واحد نرمال بردار N = (۰, ۰, ۱)

TpS با را آن که کرد مماس صفحه ͷی p نقطه هر در مͬ�توان S رویه هر ١۶بر
مͬ�دهیم. نمایش

در واحد (سرعت) بردار ͷی v = (v۱, v۲, ۰) کنید فرض حال
صفحه�ی تقاطع از که شده�ای پارامتری خم را c باشد. TpS صفحه�ی

بͽیرید. نظر در مͬ�آید، دست به S رویه�ی با N و v از حاصل

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به cصورت این در

c(t) = (v۱t, v۲t, f(v۱t, v۲t))

خواهد S رویه�ی همان R۳ در آن نمودار که است نͽاشتͬ f آن در که
محاسبات کمͬ با آوریم. دست به را c انحنای مͬ�توانیم حال بود.١٧

بͽیریم: نتیجه مͬ�توانیم

جهت در ،Vp آن�ها، سرعت بردار که p نقطه�ی در خم�هایͬ .۶ گزاره
در S بر واحد نرمال بردار N(t) -که باشد dN(t)

dt جهت) (خلاف
کمینه انحنای که هستند S روی خم�هایͬ همان است- خم نقاط

دارند. p نقطه�ی در را (بیشینه)

گرفت. صفحه از بازی دامنه�ی به تابعͬ نمودار عنوان به موضعاً مͬ�توان را رویه ١٧هر
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با که را کمینه و بیشینه انحنای مͬ�توانیم گزاره این ͷکم به بنابراین
اصلͬ انحنای را انحناها این آوریم. دست به مͬ�دهیم نمایش κ۲ و κ۱

مͬ�نامیم.
انحنای Kو = κ۱κ۲ ،pنقطه�ی در S رویه�ی برای را انحنایگاوسͬ
١٢ شͺل در بنابراین مͬ�کنیم. تعریف ١٨H = κ۱ + κ۲ را میانͽین

.H = − ۳
۴ و K = − ۱

۴ داریم
گام اولین در مͬ�سازد؟! برآورده را ما انتظارات تعاریف این اما
انحنای برای که خصوصیاتͬ به توجه با کنیم. محاسبه را کره انحنای
مͬ�آید دست به r شعاع به کره برای اصلͬ انحناهای داشتیم، دایره
از مستقل که .H = ۲

r و K = ۱
r۲ نتیجه در و κ۱ = κ۲ = ۱

r

قضیه�ای دارد. ثابت انحنای کره بنابراین و است شده انتخاب نقطه�ی
مͬ�کند: کامل را مطلب این کرد ارائه ١٩٠٠ سال در لیبمان١٩ که

در Kباشد ثابت گاوسͬ انحنای با (بسته) رویه ͷی S اگر .٧ قضیه
([١۶]) است. ۱√

K
شعاع به کره ͷی S صورت این

انحنای که مͬ�شود دیده شد، بررسͬ کره برای که شͺلͬ همان به
این تنها بنابراین است. صفر همواره صفحه برای گاوسͬ و میانͽین

مͬ�ماند: باقͬ سؤال
ماند؟ خواهد تغییر بدون شرایطͬ تحتچه تعریفشد که انحنایͬ
به تنها خم) انحنای (هم�چون انحنا این که گفت مͬ�توان آیا واقع در

است؟ آن ذاتͬ خواص از ͬͺی و دارد ͬͽبست رویه خود
دیفرانسیل٢٠ هندسه نتایج بنیادی�ترین از ͬͺی سؤال این پاسخ
قضیه�یچشمͽیر٢١ فردریشگاوستحتعنوان کارل توسط استکه
خمش به نسبت گاوسͬ انحنای که کرد ثابت گاوس شد. اثبات
تحت که است رویه روی تغییراتͬ نیز خمش از منظور مͬ�ماند. ناوردا
به واقع در مͬ�ماند. تغییر بدون آن�ها بین زوایای و خم�ها طول آن�ها
٢٢ͷایزومتری موضعاًً نͽاشت�های تحت گاوسͬ انحنای دقیق، طور

ناورداست.

f اگر مͬ�گوییم وابرسان٢٣ͬ ͷی را f : S۱ → S۲ نͽاشت .٨ تعریف
نیز آن وارون که باشد پیوسته مشتق با مشتق�پذیر، همسان�ریختͬ ͷی
مͬ�گوییم وابرسانͬ موضعاًً را آن و است. پیوسته مشتق با مشتق�پذیر
تحدید که باشد داشته وجود بازی ͬͽهمسای S۱ از نقطه هر برای اگر

باشد. وابرسانͬ آن به f

گرفته نظر در نیز ی�ͷدوم ضریب ͷی میانͽین انحنای برای مراجع برخͬ ١٨در
مͬ�شود.

١٩Liebmann
٢٠Differential Geometry
٢١Gauss’s Theorema Egregium (Latin: ”Remarkable Theorem”)
٢٢Local Isometry
٢٣Diffeomorphism

موضعͬ یͷوابرسانͬ اگر مͬ�گوییم ایزومتریموضعͬ را f نͽاشت
مͬ�شود. حفظ فاصله�ها آن تحت که باشد

مͬ�شود: بیان زیر شͺل به گاوس قضیه�ی بنابراین

به ناورداست. موضعͬ ایزومتری�های تحت گاوسͬ انحنای .٩ قضیه
صورت: این در باشد موضعͬ ایزومتری ͷی f : S۱ → S۲ اگر عبارتͬ

KS۱(p) = KS۲(f(p)), ∀p ∈ S۱

ببینید. را قضیه این بر شهودی استدلالͬ مͬ�توانید [١٧] مقاله�ی در
به آورد. دست به را مفیدی نتایج قضیه این از مͬ�توان سادگͬ به
موضعاًً صفحه ͷی با استوانه بͽیرد. نظر در را استوانه ͷی مثال طور

باشد. صفر آن انحنای باید بنابراین است ͷایزومتری

استوانه و صفحه بودن ͷایزومتری موضعاً :١٣ شͺل

از بخشͬ هیچ مͬ�شود: حاصل سادگͬ به که دیͽر نتایج از ͬͺی
انحنای چون داد. قرار رویصفحه طول�ها تغییر بدون نمͬ�توان را کره

دارد. مثبت انحنای کره ولͬ است صفر صفحه گاوسͬ

روی مقیاس�ها حفظ با نمͬ�توان را زمین کره�ی نقشه�ی :١۴ شͺل
کرد. ترسیم مسطح صفحه�ی

نظر به واضح چندان که ͷایزومتری موضعاًً رویه�های از مثال ͷی
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هذلولͬ�واری برای است. شͺل٢۵ حلزونͬ و هذلولͬ�وار٢۴ نمͬ�رسد،
با که

F : (z, θ) 7→ (cos θ cosh z, sin θ cosh z, z)

−∞ < z <∞, ۰ < θ < ۲π

مͬ�آوریم: دست به مͬ�شود تعریف

K =
−۱

cosh۴ z
,H = ۰

هذلولͬ�وار :١۵ شͺل

شͺل حلزونͬ :١۶ شͺل

با که شͺلͬ حلزونͬ برای هم�چنین
G : (u, v) 7→ (u cos v, u sin v, v)

u > ۰,−∞ < v <∞

مͬ�آوریم: دست به مͬ�شود تعریف

K =
−۱

(۱+ u۲)۲
, H = ۰

٢۴Catenoid
٢۵Helicoid

برای گاوسͬ و میانͽین انحنای آوردن دست به برای محاسباتلازم
نͽاشت هم�چنین مقاله این در ببینید. [٧] در مͬ�توانید را رویه دو این
شͺل در را آن تصویر که است شده ارائه رویه دو این بین ایزومتری

مͬ�بینید. ١٧

هذلولͬ�وار به شͺل حلزونͬ تبدیل ایزومتری :١٧ شͺل

را گاوس قضیه�ی عͺس از خاصͬ حالت ریمان، از زیر قضیه�ی
مͬ�دهد. نشان

باشد. ثابتصفر گاوسͬ انحنای با یͷرویه S فرضکنید .١٠ قضیه
بازی با که دارد وجود p از ͬͽهمسای p ∈ S هر برای صورت این در

است. ͷایزومتری اقلیدسͬ فضای از

آن اثبات که دارد وجود زیر شͺل به کامل�تری قضیه�ی واقع در
مورد در جالبͬ نتایج نیز [١٠] مقاله�ی ببینید. [۶] در مͬ�توانید را

است. کرده مطرح صفر انحنای با رویه�های

داریم: S رویه�ی برای .١١ قضیه

موضعͬ صورت به S صورت این در باشد K = ۰ انحنای اگر •
است. ͷایزومتری صفحه با

کره�ی با موضعͬ صورت به S صورت این در باشد K = ۱ اگر •
است. ͷایزومتری واحد

بالای٢۶ͬ نیم�صفحه�ی با S صورت این در باشد K = −۱ اگر •
است. ͷایزومتری پوآنͺاره٢٧ ͷمتری به مجهز

٢۶Upper Half Space
مختلط اعداد مجموعه�ی بالایͬ، نیم�صفحه�ی از ٢٧منظور
H = {x+ iy|y > ۰;x, y ∈ R}

تعریف شͺل این به نیز پوآنͺاره ͷمتری است. شده مجهز پوآنͺاره ͷمتری به که است
مͬ�شود:

(ds)۲ =
(dx)۲ + (dy)۲

y۲
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مینیمال رویه�های

این در شد. صحبت گاوسͬ انحنای مورد در بیشتر قبل، بخش در
از ͬͺی به و مͬ�کنیم صحبت میانͽین انحنای مورد در کمͬ بخش

مͬ�پردازیم. آن نتایج مهمترین
فضا ذاتͬ خواص جزو گاوسͬ، انحنای برخلاف میانͽین انحنای
در مثال طور به مͬ�کند. تغییر ایزومتری نͽاشت�های تحت و نیست
آن میانͽین انحنای که کرد مشاهده را مسأله این مͬ�توان استوانه مورد
بودن متغیر همین اما است. استوانه مقطع شعاع به وابسته و ناصفر
است. شده مینیمال رویه�های کردن پیدا برای ابزاری میانͽین انحنای
p ∈ S نقطه�ی هر برای اگر مͬ�گوییم مینیمال S ⊂ R۳ رویه�ی
آن مرز به نسبت آن سطح که باشد داشته وجود S در p از ͬͽهمسای
موضوع به ارتباطͬ چندان ظاهر در تعریف این شاید باشد. کمینه

مͬ�دهد: نشان را دیͽری مطلب زیر قضیه�ی اما باشد نداشته

انحنای اگر تنها و اگر است مینیمال S ⊂ R۳ رویه�ی .١٢ قضیه
باشد. صفر برابر و ثابت آن میانͽین

با رویه� ͷی آوردن دست به حوزه، این در مطرح سؤالات از ͬͺی
فوق قضیه�ی از مͬ�باشد. است، مشخص آن مرز که سطح کمترین
مشخص آن مرز که اولیه یͷرویه�ی تغییراتروی با و کمͷمͬ�گیرند
همه�جا آن میانͽین انحنای که مͬ�کنند تبدیل رویه�ای به را آن است،
برای و نیست یͺتا مͬ�آید دست به که جوابͬ حال این با است.� صفر
میانͽین انحنای با متفاوتͬ رویه�های است ممͺن مشخص مرز ͷی

آوریم. دست به صفر
و هذلوی�وار ،١١ قضیه�ی و قبل بخش گفته�های به توجه با
مینیمال رویه�ای نیز زیر شͺل هستند. مینیمال رویه�ی دو حلزونͬ�شͺل

مͬ�دهد. نشان را

زیست�شناس٢٨ͬ، هم�چون مختلفͬ علوم در مینیمال رویه�های
و معماری٣١ ریسمان٣٠، کوانتومͬ نظریه نسبیت٢٩، نظریه�ی

مͬ�شود. استفاده ٣٢ͬͺپزش تͺنولوژی

طراحͬ پروژه�ی معماری: در مینیمال رویه�های از استفاده :١٨ شͺل
رویه�های از استفاده با زوریخ شهر برای ارتباطات و تلویزیون مرکز

مینیمال

٢٨Biology
٢٩Relativity Theory
٣٠Quantum String Theory
٣١Architecture
٣٢Medical Technology
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استنفورد اژدهای

اژدهای روی که است برنامه�ای خروجͬ نوشتار ابتدای تصویر
رویه این انحنای مشخصکردن در سعͬ و است شده انجام استنفورد
فاصله آن از چه هر و مͬ�دهد نشان را منفͬ انحنای قرمز ͹رن دارد.
این مͬ�یابد. افزایش انحنا مͬ�شویم ͷنزدی آبͬ ͹رن به و مͬ�گیریم

است. شده انجام صادق٣٣ͬ ایمان توسط کار

استنفورد اژدهای انحنای نمایش برای ͬͽرن طیف :١٩ شͺل

در انحنا کاربردهای از ͬͺی شد، مطرح نیز قبلا که همان�طور
بپردازیم مقوله این به نداریم قصد این�جا در است. گرافیͷکامپیوتری
آوردن دست به برای که ابزاری مورد در مختصری توضیح به تنها و

مͬ�کنیم. بسنده است شده استفاده عͺس این
نام به بازی متن نرم�افزار است شده استفاده کار این برای که ابزاری
تصویر پردازش بعدی، سه ͬͺگرافی کارهای برای که است ٣۴VTK
مختلفͬ، پروژه�های در که نرم�افزاری مͬ�شود. استفاده بصری�سازی و
سیستم روی و است. شده استفاده گوگل٣۵ تانͽوی پروژه�ی همچون
استفاده قابل مͺینتاش و لینوکس ویندوز، هم�چون مختلفͬ عامل�های

است.٣۶
ͷگرافی در رویه�ها و خم�ها کاربردهای از بیشتر آشنایͬ برای

کنید. استفاده [٢] و [١۵] مراجع از مͬ�توانید کامپیوتری

رویه روی خم

R از توابعͬ تنها که دیدیم و کردیم بررسͬ اقلیدسͬ فضای در را خم�ها
فرضمͬ�کنیم. آن�ها برای را ͬͽپیوست مانند خواصͬ که هستند Rn به
شͺل این به باشیم داشته رویه�ها روی را خم�ها مͬ�توانیم دیدگاه این با

فارغ�التحصیلان از و San Diego دانشͽاه کامپیوتر، علوم دکترای ٣٣دانشجوی

شریف. صنعتͬ دانشͽاه کامپیوتر مهندسͬ
٣۴Visualization Toolkit
٣۵Tango Project
٣۶ http://vtk.org/
https://www.google.com/atap/projecttango/

چͽالͬ رن�͹ها فضایͬ. شاتل اطراف در سیال جریان :٢٠ شͺل
که کارهایͬ از دیͽر ͬͺی مͬ�کند. مشخص نقطه هر در را جریان

است. شده انجام VTK توسط

α : (a, b) → S هم�چون پیوسته تابعͬ S رویه�ی روی خم ͷی که
است.

از نمونه�ای مͬ�توان را سفالͬ ظروف روی نوشته�های :٢١ شͺل
گرفت. نظر در رویه�ها روی خم�های

رویه به نسبت انحنا نوعͬ نیز خم�ها این برای مͬ�توان آیا حال
در اقلیدسͬ، فضای در خم انحنای به نسبت ما دید کرد؟ تعریف
دو بین فاصله�ی کوتاه�ترین یعنͬ راست خط از تفاوت میزان واقع
را نقاط بین فاصله�ی کوتاه�ترین نیز این�جا در اگر بنابراین بود. نقطه
از تفاوت را نقطه هر در انحنا رویه، روی خم برای مͬ�توانیم بدانیم،
بͽیریم. نظر در توصیفمͬ�کنند، را فاصله کوتاه�ترین که خطوطͬ این
مͬ�توان را نقطه دو بین رویه ͷی روی هستند؟ چه خطوط این اما
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فاصله کوتاه�ترین بنابراین کرد. طͬ آن روی خم�هایͬ ͷکم به تنها
مͬ�کنند متصل هم به را نقطه دو آن که خم�هایͬ از ͬͺی وسیله�ی به
بین فاصله کوتاه�ترین که خم�هایͬ به غیردقیق، طور به مͬ�شود. حاصل
ژئودزی، از ͷژئودزی (واژه�ی مͬ�گوییم ٣٧ͷژئودزی دارند را نقطه دو
ابتدا، در است. شده برگرفته زمین شͺل و اندازه اندازه�گیری دانش
زمین رویسطح نقطه دو بین مسیر کوتاه�ترین ،ͷژئودزیͷی از منظور
فضاهای در اندازه�گیری�ها تا شد داده تعمیم واژه این بعدها اما بود

شود٣٨). شامل نیز را عمومͬ�تری ریاضیاتͬ

مͬ�کند وصل B به را A عظیمه دایره�ی روی که خطͬ :٢٢ شͺل
ژئودزی�ͷهای واقع در دارد. را طول کمترین چون است ͷژئودزی

هستند. عظیمه دایره�های همان کره،

نظر در ͬͺی R۲ با موضعͬ طور به مͬ�توان را رویه�ها که آن�جایͬ از
موضعͬ طور به که گفت مͬ�توان ژئودزی�ͷها مورد در پس گرفت،
شوند. راست خطͬ از بخشͬ باید کنیم، تصویر R۲ به را رویه اگر
رویه روی خم انحنای برای تعریف عنوان به مͬ�توان را تصور همین

گرفت. نظر در

انحنای باشد. S رویه�ی روی خم ͷی C کنید فرض .١٣ تعریف
صفحه�ی روی C تصویر انحنای را P نقطه�ی در C ٣٩ͬͺژئودزی
نمایش κg با را آن و مͬ�کنیم تعریف P نقطه�ی در رویه بر مماس

مͬ�دهیم.

روی هم به ͷنزدی کافͬ اندازه�ی به نقطه�ی دو بین همواره آیا اما
را ما تعریف واقع در سؤال، این پاسخ دارد؟ وجود ͷژئودزی رویه،
مͬ�دهد نشان S رویه�ی مورد در که دارد وجود قضیه�ای مͬ�کند. کامل
فقط این�جا در دارد. وجود یͺتا ͬͺژئودزی همواره موضعͬ طور به که
[١] به مͬ�توانید آن جزئیات برای و مͬ�کنیم اشاره قضیه صورت به

کنید. مراجعه

نقطه�ی باشد. R۳ در باشد هموار رویه�ای S کنید فرض .١۴ قضیه
در بͽیرید. نظر در P نقطه�ی در را w ̸= مماس۰ بردار و S روی را P
γ : (−ϵ, ϵ) → S یͺتای ͷژئودزی و ϵ > ۰ حقیقͬ عدد صورت این

٣٧Geodesic
٣٨ویͺͬ�پدیا

٣٩Geodesic Curvature

و است P نقطه�ی در رویه بر مماس صفحه�ی Q صفحه�ی :٢٣ شͺل
C ′ انحنای را S روی C انحنای صفحه. این روی C خم تصویر C ′

مͬ�کنیم. تعریف P در

که طوری به دارد وجود
γ(۰) = P, γ′(۰) = w

وجود ͬͺژئودزی انحنای آوردن دست به برای قضایایͬ و روش�ها
مͬ�توانید و مͬ�کنیم صرف�نظر آن کردن مطرح از این�جا در که دارد
بخش، این پایان در ببینید. [١] هم�چون مختلفͬ مراجع در را آن�ها
رویه�ها با رابطه در را دیفرانسیل هندسه قضایای مهمترین از ͬͺی
این مͬ�کند. برقرار توپولوژی و هندسه بین ارتباطͬ که مͬ�کنیم مطرح
شͺلͬ از گاوس است. شده نام�گذاری گاوس-بونه۴٠ نام به قضیه
بونه۴١ و نͺرد منتشر را آن هیچ�گاه اما بود گاه آ قضیه این از خاص
به ادامه در کرد. منتشر ١٨۴٨ سال در را قضیه این از خاص حالتͬ

است. آمده قضیه این برای لازم مطالب مختصر صورت
به مثلث�هاست با رویه پوشاندن رویه، ͷی برای مثلث�بندی ͷی
مͬ�توانند یال ͷی یا رأس ͷی در تنها هم با مثلث�ها این که طوری
از دارد، فراوانͬ کاربردهای مثلث�بندی، باشند. داشته اشتراک
کامپیوتر در رویه�ها ذخیره�ی برای استفاده به مͬ�توان آن نمونه�های

کرد. اشاره
دارد. مثلث�بندی ͷی رویه، هر مͬ�گوید که دارد وجود قضیه�ای
صورت این به S رویه�ی برای را اویلر۴٢ اساسمشخصه�ی این بر حال

مͬ�کنیم. تعریف زیر

آن برای مثلث�بندی ͷی و باشد رویه ͷی S کنید فرض .١۵ تعریف
وجه F و یال E رأس، V شامل مثلث�بندی این که است شده ارائه

مͬ�شود: تعریف S اویلر مشخصه�ی صورت این در است.
χ(S) = V − E + F

۴٠Gauss-Bonnet Theorem
۴١Pierre Ossian Bonnet
۴٢Euler Characteristic

۴۴



رویه مثلث�بندی از نمونه�ای :٢۴ شͺل

اگر که داد نشان باید باشد، نداشته ابهام تعریف اینͺه برای
هر اویلر مشخصه�ی آن�گاه داشت متفاوت مثلث�بندی دو رویه�ای
در قضیه�ای صورت به نیز مطلب این است. یͺسان مثلث�بندی دو
اویلر مشخصه�ی که مͬ�شود ثابت هم�چنین مͬ�شود. ثابت توپولوژی
ثابت تحتهمسان�ریختͬ�ها عبارتͬ به توپولوژیͷاست، یͷناوردای

مͬ�ماند. باقͬ
مشخصه�ی و (هندسه) -انحنا مفهوم دو این گاوس-بونه قضیه�ی

مͬ�دهد. پیوند هم به را اویلر(توپولوژی)-

K اگر باشد. ∂S مرز با فشرده رویه�ی ͷی S فرضکنید .١۶ قضیه
در بͽیریم، نظر در ∂S ͷژئودزی انحنای را κg و S گاوسͬ انحنای را

داریم صورت ∫این
S

KdA+

∫
∂S

κgds = ۲πχ(S)

است. طول عنصر ds و سطح عنصر dA آن در ∫که
∂S
κgds = صورت۰ این در باشد نداشته مرز S فرضکنیم اگر

داریم: بنابراین ∫و
S

KdA = ۲πχ(S)

تمامͬ برای که است این مͬ�کند جذاب�تر را مطلب این که نͺته�ای
است آمده دست به اویلر مشخصه�ی جهت�پذیر، و فشرده رویه�های
چنین برای بنابراین شده�اند). دسته�بندی رویه�ها این تمامͬ واقع (در
اویلر مشخصه�ی که آن�جایͬ از و مشخصاست!

∫
S
KdA رویه�هایͬ

ͷتوپولوژی شͺل�های تغییر با بنابراین است، ͷتوپولوژی ناوردای ͷی

ثابت
∫
S
κdA مقدار واقع در و ثابت آن مقدار رویه، پیچاندن هم�چون

نیز خم�ها برای مͬ�گوییم. تام۴٣ انحنای را مقدار این مͬ�ماند. باقͬ
صفحه در خم�های برای مͬ�شود. تعریف شͺل همین به تام انحنای
اندیس که است ۲π از ضریبصحیحͬ همواره انتͽرال این مقدار نیز

مͬ�گویند. چرخش۴۵ عدد یا خم۴۴
محاسبه�ی در مͬ�توان را قضیه این کاربردهای ساده�ترین از ͬͺی
را کره از ساده مثلث�بندی ͷی زیر شͺل دید. کره سطح مساحت
۴ − ۶ + ۴ = ۲ کره برای اویلر مشخصه�ی بنابراین و مͬ�دهد نشان

است.

کره مثلث�بندی :٢۵ شͺل

است ۱
r۲ با برابر و ثابت کره گاوسͬ انحنای مͬ�دانیم چون بنابراین

مͬ�آید: دست به است، کره شعاع r آن در ∫که
S

۱
r۲
dA = ۴π

⇒ ۱
r۲
S = ۴π

⇒ S = ۴πr۲

[١٧] در مͬ�توانید را گاوس-بونه قضیه�ی از جالب و شهودی اثباتͬ
ببینید.

٢ رویه انحنای

خط از باشد، بیشتر انحنایخم چه هر بازگردیم. تعریفانحنایخم به
از خم روی نقطه دو فاصله�ی بنابرین و دارد بیشتری فاصله�ی راست
با و دیدگاه این مͬ�شود. بیشتر نسبت به دو آن بین راست خط فاصله�ی

۴٣Total Curvature
۴۴Index of Curve
۴۵Winding Number

۴۵



کمترین مشخص، مرز ͷی با (اینͺه مینیمال رویه�های داشتن نظر در
مͬ�آورد؛ ذهن در انحنا برای را دیͽری ایده�ی باشیم) داشته را سطح
مساحت مقایسه�ی واقع در انحنا. تعریف در مساحت کردن دخیل
اشیائͬ چه مساحت اما اقلیدسͬ. فضای با رویه روی موجود اشیاء
مͬ�کند، معرفͬ گاوس-بونه قضیه�ی را ایده اولین کنیم؟! مقایسه را
روی مشخص�تری صورت به را مثلث�ها مͬ�کنیم سعͬ پس مثلث!
از سادگͬ به مͬ�توان هم را کار این انجام نحوه�ی کنیم. تعریف رویه
این با کرد تعریف عینا را مثلث�ها و آورد دست به اقلیدسͬ فضای
راست خطوط و داریم کار و سر ژئودزی�ͷها با رویه در که تفاوت

ندارند. خاصͬ معنای دیͽر

ͷژئودزی سه γ۱, γ۲, γ۳ و باشد رویه ͷی S کنید فرض .١٧ تعریف
که طوری به باشند S روی

γ۱(۱) = γ۲(۰), γ۲(۱) = γ۳(۰), γ۳(۱) = γ۱(۰)

مͬ�دهیم S(γi)△نمایش
۳
i=۱ با را (γ۱, γ۲, γ۳) سه�تایͬ صورت این در

مͬ�گوییم. γ۳ و γ۲ ،γ۱ اضلاع با S در ۴۶ͷژئودزی مثلث را آن و

کره روی ͷژئودزی مثلث ͷی :٢۶ شͺل

که است خاطر این به مͬ�دهیم نمایش ژئودزی�ͷها به را مثلث اینͺه
ͷژئودزی ͷی از بیشتر است ممͺن نقطه دو بین کلͬ�تر فضاهای در
فضای هم�چون است برقرار یͺتایͬ که فضاهایͬ در اما باشیم داشته

دهیم. نمایش نقاط با را مثلث مͬ�توان اقلیدسͬ
برای معیاری باید کردیم تعریف را ͷژئودزی مثلث�ها که حال
روی مثلث هر آیا که است این مسأله اولین باشیم. داشته مقایسه

۴۶Geodesic Triangle

اگر مسلما کنیم؟ مقایسه R۲ در دیͽر مثلث هر با مͬ�توانیم را رویه
هر پس نیست. درست چیزی چنین باشد، مطرح ما برای مساحت
مثلث�های را آن�ها استکه مقایسه خاصقابل مثلث�هایͬ با تنها مثلث
پیش را راه ساده�ترین نیز مثلث�ها این تعریف برای مͬ�گوییم. مشابه

مͬ�گیریم:

مثلث ͷی △S(γi)
۳
i=۱ و باشد رویه ͷی S کنید فرض .١٨ تعریف

در را △R۲(xi)
۳
i=۱ مثلث صورت این در باشد. آن روی ͷژئودزی

اگر مͬ�گوییم △S(γi)
۳
i=۱ مشابه اقلیدسͬ فضای

d(γi(۰), γi(۱)) = dR۲(xi, xi+۱), i ∈ {۱, ۲, ۳}, x۴ = x۱

این برأساس را موردنظرمان انحنای سادگͬ به مͬ�توانیم حال
اگر مͬ�گوییم نامنفͬ انحنای با را S رویه�ی دهیم. ارائه تعاریف
بیشتری مساحت آن مشابه مثلث�ها از S روی ͷژئودزی مثلث�های
کمتری مساحت اگر مͬ�گوییم نامثبت انحنای دارای و باشند داشته

باشند. داشته

نامنفͬ، انحنای با چپ سمت الͺساندر-مثلث انحنای :٢٧ شͺل
مشابه مثلث ͷی میانͬ، مثلث و نامثبت انحنای با راست سمت مثلث

مͬ�دهد. نشان را اقلیدسͬ فضای در مثلث دو این با

کنیم، بیان دقیق�تر صورت به را فوق تعریف بخواهیم اگر واقع در
مͬ�شود: مطرح زیر صورت به

است نامنفͬ الͺساندر انحنای دارای S رویه�ی مͬ�گوییم تعریف١٩.
مانند آن با مشابه مثلث و △X(γi)

۳
i=۱ ͷژئودزی مثلث هر برای اگر

باشیم: داشته △R۲(xi)
۳
i=۱

∀t ∈ [۰, ۱]; d(γ۱(۰), γ۲(t)) ≥ dR۲(x۱, γ̄(t))

مشابهاً است. اقلیدسͬ فضای در x۳ و x۲ بین ͷژئودزی γ̄ آن در که
جهت فوق نامساوی اگر است نامثبت الͺساندر انحنای دارای S

عوضشود. نامساوی

خواسته�های واقع در و نمͬ�رسد نظر به دقیق چندان فوق تعریف
قابل آن از جالبͬ مطالب هم�چنان اما نمͬ�سازد برآورده را انحنا از ما
حرکت ͷژئودزی دو بین را سطح ͷی اگر واقع در است. استنتاج
که مͬ�آید دست به مطلب این انحنا بودن منفͬ یا مثبت از دهیم،

مͬ�کند. تغییر چͽونه موردنظر سطح

۴۶



نامنفͬ. انحنای :٢٨ شͺل

نامثبت. انحنای :٢٩ شͺل

گفت، مͬ�توان الͺساندر انحنای مورد در که دیͽری مهم مطلب اما
از بزرگͬ دسته�ی به آن بودن گسترش قابل و آن تعریف سادگͬ
حالتخاصͬ و مͬ�شود نامیده ͷژئودزی فضاهای که ریاضͬ فضاهای
واقع در ͷژئودزی فضاهای مͬ�باشد. هستند، ͷمتری فضاهای از
وجود ͷژئودزی ͷی حداقل آن نقطه�ی دو هر بین که هستند فضاهایͬ

دارد.
ارتباط رویه�ها روی ͷژئودزی مثلث�های بالا، بحث بر علاوه
دست به گاوس توسط که ارتباطͬ دارند. گاوسͬ انحنای با ͬͺنزدی
با S رویه�ی روی ͷژئودزی مثلث ͷی △ اگر کرد ثابت گاوس آمد.
این در ،(٢۶ (شͺل باشد C و B ،Aرئوس و γ و β ،α زاویه�های

∫صورت
△
κdA = α+ β + γ − π

است. گاوسͬ انحنای κ که است برقرار
P نقطه�ی ͷی در گاوسͬ انحنای قضیه این ͷکم به بخواهیم اگر
هر در را P نقطه�ی حول ͷژئودزی مثلث مͬ�توانیم آوریم، دست به را
به P نقطه�ی در انحنا حدگیری با نهایت در و کنیم کوچ�ͷتر مرحله

با الͺساندر انحنای که گفت مͬ�توان شͺل این به و مͬ�آید. دست
است: برقرار زیر قضیه�ی واقع در است. هم�علامت گاوسͬ انحنای

S صورت این در باشد. هموار رویه�ی ͷی S کنید فرض .٢٠ قضیه
آن گاوسͬ انحنای اگر تنها و اگر است نامنفͬ الͺساندر انحنای دارای

باشد. نامنفͬ

بالاتر بعدهای در انحنا و رویه�ها تعمیم به بعدی شماره�ی در
از ͬͺی که دارد وجود مختلفͬ روش�های این�کار برای مͬ�پردازیم.
جایمساحت به حجم از استفاده روشو ادامه�یهمین آن�ها ساده�ترین
اشیاء مقایسه�یحجم با و مͬ�کنیم روشاستفاده همین از نیز ما است.

کرد. خواهیم تعریف را انحنا اقلیدسͬ، فضای با
رأس۴٧ چهار زیبای و جذاب قضیه�ی آخر، مطلب عنوان به ادامه در
بخش، این مطالب اغلب مͬ�پردازیم. آن بررسͬ به و مͬ�آوریم را
قضیه این از کاملͬ توصیف و است [۴] از قسمت�هایͬ ترجمه�ی

کنید. دنبال مقاله� همین در مͬ�توانید را

رأس چهار قضیه�ی

سرتاسری دیفرانسیل هندسه نتایج اولین از ͬͺی رأس، چهار قضیه�ی
حداقل دایره، جز به صفحه، در بسته ساده�ی خم هر مͬ�گوید که است
است- موضعͬ کمینه�ی یا بیشینه آن�ها در انحنا که رأس-نقاطͬ چهار
اکیدا خم�های برای را مطلب این سیاماداس۴٨ ١٩٠٩ سال در دارد.
کنزر۴٩ آدولف ،١٩١٢ در آن از پس و کرد ثابت صفحه در محدب
آورد. دست به صفحه در بسته ساده�ی خم�های تمامͬ برای را قضیه
تابع هر که مͬ�شود بیان شͺل این به رأس چهار قضیه�ی وارون
کمینه�ی دو و بیشینه دو حداقل که دایره روی مقدار حقیقͬ پیوسته
صفحه در بسته ساده�ی خم ͷی انحنای تابع باشد، داشته موضعͬ
اکیدا انحنای برای را قضیه گلاک۵٠ هرمان ،١٩٧١ سال در است.
سال در را آن کلͬ صورت دالبرگ۵١ نهایت، در و کرد ثابت مثبت
١٩٩٨ سال در وی مرگ دلیل به آن انتشار اما گرفت نتیجه ١٩٩٧
سال در کرملین۵٣ و ویلهلم۵٢ ویرایش�های با سپس و افتاد تعویق به

۴٧Four-Vertex Theorem
۴٨Syamadas Mukhopadhyaya
۴٩Adolf Kneser
۵٠Herman Gluck
۵١Bjorn Dahlberg
۵٢Vilhelm Adolfsson
۵٣Peter Kumlin
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١٨۶۶-١٩٣٧ سیاماداس پروفسور :٣٠ شͺل

شد. منتشر ٢٠٠۵
خم باید کار این برای کنیم! نقض را قضیه این کنیم سعͬ بیایید
و است ناثابت آن انحنای تابع که بزنیم مثال صفحه در بسته�ای ساده�ی
یͺنواست کمان دو بین بنابراین و دارد موضعͬ یͷبیشینه و یͷکمینه
مͬ�کنیم سعͬ بنابراین داریم؟). کمینه ͷی و بیشینه ͷی حداقل (چرا
کار این اما بسازیم. دایره کمان تعدادی ͷکم به را خمͬ این�چنین

چرا؟ ببینیم نیست! ممͺن
خم کنید. نͽاه قطار ریل�های عنوان به ٣٣ شͺل دایره�های به
حرکت دایره�ای ریل�های این امتداد در که است قطاری اثر ما موردنظر

مͬ�شود. منتقل دیͽر به ͬͺی از مشخصشده نقاط در و مͬ�کند
مͬ�کند شروع دایره بزرگترین پایین در ١ نقطه�ی از قطار فرضکنید
راست سمت به بزرگ دایره�ی طور در سپس دارد. را کمینه انحنای که
کوچ�ͷتر دایره�ی به و مͬ�رسد ٢ نقطه�ی به و مͬ�کند حرکت به شروع

مͬ�یابد. افزایش آن انحنای شده، منتقل
در کوچ�ͷتر دایره�ی عمودی قطر که است این توجه قابل نͺته�ی

مͬ�گیرد. قرار بزرگ�تر دایره�ی عمودی قطر راست سمت
دوم دایره�ی روی تا دهیم اجازه قطار به بحث، شدن کوتاه برای
برسد دایره این بالای در ٣ شماره نقطه�ی به که زمانͬ تا کند حرکت

است. اصلͬ دایره�ی عمودی قطر راست سمت در که
پایین نقطه�ی از قطار دهیم اجازه دیͽر بار ͷی و بازگردیم حال
و کند حرکت داده�ایم، را ۱′ برچسب آن به این�بار که اصلͬ دایره�ی

١٨۶١٩٣٠-٢ کنزر پروفسور :٣١ شͺل

دایره�ی به ۲′ نقطه�ی در صورت این در برود. چپ سمت به این�بار
در که مͬ�دهد ادامه آن بالای ۳′ نقطه�ی تا و مͬ�شود منتقل کوچ�ͷتر

است. اصلͬ دایره�ی عمودی قطر چپ سمت

این در باشد بسته محدب ساده�ی خم شͺل به قطار مسیر خم اگر
نمͬ�دهد! رخ اتفاق این اما ... شوند منطبق ۳′ و ٣ نقاط باید صورت

ندارد! وجود خمͬ چنین بنابراین

صورت هر در مͬ�کنیم، استفاده دایره تعداد چه از که نیست مهم
مادامͬ شود بسته نمͬ�تواند خم شد: خواهیم دچار تناقض همین به

داشت. نخواهد وجود بنابراین و بماند، ساده بخواهیم که

سادگͬ این�صورتبه در کند، قطع خودشرا خم دهیم اجازه اگر اما
ͷی و کمینه ͷی تنها آن انحنای تابع که آورد دست به خمͬ مͬ�توان

باشد. داشته بیشینه

را قطبͬ مختصات در r = ۱− ۲ sin θ معادله�ی با خمͬ ٣۴ شͺل
دایره�ی پایین در خود کمینه�ی مقدار خم این انحنای مͬ�دهد. نمایش
دارد کوچ�ͷتر دایره�ی پایینͬ نقطه�ی در را بیشینه مقدار و دارد بزرگ

یͺنواست. دو این بین و

قضیه�یچهار برای اثباتساده�ای رابرتاوسرمان۵۴ ١٩٨۵ سال در
ارائه اوسرمان که مقاله�ای ابتدای در کرد. ارائه کلͬ حالت در رأس

است: آمده کرد،

۵۴Robert Osserman
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١٩۴١٩٩٨-٩ دالبرگ پروفسور :٣٢ شͺل

چهار قضیه برای نقض مثال آوردن دست به برای تلاش :٣٣ شͺل
رأس

محیطͬ دایره�ی مͬ�شود: یͷعبارتخلاصه اثباتدر ماهیت
بͽیرید. نظر در را

در کران�دار) و (بسته فشرده و ناتهͬ مجموعه�ی ͷی E فرضکنید
بͽیرید. نظر در دربرمͬ�گیرند، را E که دایره�هایͬ تمام باشد. صفحه
این به است. دایره کوچͺترین که دارد وجود C یͺتای دایره�ی ͷی

مͬ�گوییم. محیطͬ دایره�ی دایره،
گفت؟ مͬ�توان چه C ∩ E مورد در

اینصورتمͬ�توان غیر در زیرا باشد، Eاشتراکداشته با Cباید (١
باشد. E شامل هم�چنان و کرد ͷکوچ اندکͬ را C

بͽیرد قرار باز نیم�دایره�ی ͷی در کامل طور به نمͬ�تواند C ∩E (٢
اندازه، تغییر بدون C دادن حرکت کمͬ با صورت این در زیرا

رأس دو با خم ͷی :٣۴ شͺل

آن. محیطͬ دایره�ی و E فشرده�ی مجموعه�ی :٣۵ شͺل

و ندارند اشتراکͬ نقطه�ی هیچ اما هست E شامل C هم�چنان
است. تناقض در (١) با این

دقیقا اگر و باشد نقطه دو شامل حداقل باید C ∩ E بنابراین (٣
قطر ͷی روی نقطه دو آن صورت این در باشد، نقطه دو شامل

باشد. بیضͬ ͷی E که مͬ�دهد رخ زمانͬ این دارند. قرار

است: زیر شͺل به اوسرمان قضیه�ی صورت مقدمات، این با

(دوبار C۲ کلاس از بسته ساده�ی خم ͷی α کنید فرض .٢١ قضیه
محیطͬ Cدایره�ی که باشد صفحه در پیوسته) مشتق�های با مشتق�پذیر
αصورت این در باشد، داشته مؤلفه n حداقل α ∩ C اگر است. آن

دارد. رأس ۲n حداقل

است: زیر شͺل به اثبات اصلͬ مراحل

انحنای K = ۱
R و باشد محیطͬ دایره�ی شعاع R کنید فرض (١

صورت این در باشد داشته مؤلفه�ی n حداقل ،α ∩ C اگر آن.
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رأس n حداقل و κ ≥ K آن�ها در که دارد رأس n حداقل ،α
است. κ < K که دارد

آن. محیطͬ دایره�ی و α خم :٣۶ شͺل

شͺل روی که نقطه�ای ۶ که نیست این ما فرض که کنید دقت
ترتیب به اگر اما هستند. α رأس�های شده�اند، مشخص ٣۶
که همان�طور آن انحنای که کنیم پیدا α خم روی نقطه شش
آن�ها مͬ�توانیم صورت این در مͬ�شود، کم و زیاد مͬ�شود دیده
آن سه�تای و موضعͬ بیشینه�ی آن سه�تای که α از رأس شش با را

کنیم. عوض است، موضعͬ کمینه�ی

نقطه n مͬ�توان سادگͬ به مشخصاست، شͺل از که همان�طور
برای حال است. κ ≥ K آن�ها در که کرد مشخص α روی را
عمل زیر شͺل به باشد κ < K که آن�ها بین کردن مشخص

مͬ�کنیم.

خلافجهتعقربه�های در نقطه n ،P۱, P۲, . . . , Pn فرضکنید
مؤلفه�ی ͷی از کدام هر که باشند C دایره�ی روی ساعت،
در تمامͬ به نمͬ�تواند C ∩ α چون است. شده انتخاب C ∩ α
گونه�ای به را نقاط این مͬ�توانیم بͽیرد، قرار باز نیم�دایره�ی ͷی
ͷی از C روی متوالͬ نقطه�ی دو هر فاصله�ی که کنیم انتخاب

نباشد. بیشتر نیم�دایره

روی را آن با متناظر α۱ کمان و P۲ و P۱ بین C از C۱ کمان حال
که مͬ�کنیم فرض شدن، ساده�تر برای بͽیرید. نظر در α خم
است. عمودی خطͬ مͬ�کند، وصل هم به را P۲ و P۱ که خطͬ

تمام در اما است مماس C بر P۲ و P۱ نقاط در α از α۱ کمان
جدا مؤلفه�ی دو در P۲ و P۱ چون نمͬ�دهد رخ اتفاق این C طول
دارد وجود α۱ روی C۱ از خارج Q نقطه�ی بنابراین هم�اند. از
وصل هم به را P۲ و P۱ که است عمودی خط راست سمت که
C ′ مͬ�گذرد P۲ و Q ،P۱ نقاط از که را دایره�ی حال مͬ�کند.

مͬ�نامیم.

.C ′ دایره�ی :٣٧ شͺل

نتیجه نیست، بزرگتر نیم�دایره از C۱ و دارد قرار C Qدرون چون
است. K ′ < K بنابراین و بزرگتر C از C ′ دایره�ی که مͬ�شود

تا مͬ�دهیم حرکت آرامͬ به چپ سمت به را C ′ دایره�ی حال
شود. مماس α۱ از Q۱ نقطه�ی آخرین بر که زمانͬ

چپ. سمت به C ′ انتقال :٣٨ شͺل

مͬ�کند صدق κ(Q۱) ≤ K ′ < K شرط در κ ،α انحنای Q۱ در
بودیم. آن دنبال به که است چیزی همان دقیقا این و

برای باشد. بسته کمانͬ یا ت�ͷنقطه�ای مͬ�تواند α∩C مؤلفه�های (٢
بیشتر مͬ�توانیم است کمان ͷی نقطه ͷی جای به که مؤلفه هر
رأسͬ ۲n از بیشتر مͬ�توانیم بنابراین آوریم دست به رأس دو از

باشیم. داشته داده، وعده اوسرمان قضیه�ی که

با است قبلͬ خم همان مͬ�بینید ٣٩ شͺل در که α خم تصویر
آن از بخشͬ P۲ نقطه�ی در است شده باعث که تغییرات اندکͬ
P۲ نقطه�ی در α انحنای بنابراین است. شده ͬͺی C دایره�ی با
خم طرف دو در α از نقاطͬ بعلاوه است. K دقیقا این�جا در
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نقاط این از نمونه دو است. Kبیشتر از آن انحنا که دارد، وجود
نتیجه�ای بنابراین است. مشخصشده R′

۲ و R۲ با ٣٩ شͺل در
این از مͬ�توان رأس دو از بیشتر که است این مͬ�شود حاصل که

آورد. دست به مؤلفه

مͬ�شود. حاصل کمانͬ مؤلفه�های از که رأس�هایͬ :٣٩ شͺل

رخ زمانͬ آن و باشد مؤلفه ͷی شامل تنها α ∩ C است ممͺن (٣
C از نیم�دایره ͷی مساوی یا بزرگتر کمانͬ مؤلفه این که مͬ�دهد
رأس دو حداقل α که مͬ�کند تضمین اوسرمان قضیه�ی باشد.

داریم. رأس دو از بیشتر مͬ�شود نتیجه (٢) از و دارد

نتیجه را رأس ۴ قضیه�ی یͺدیͽر با (٢) و اوسرمان قضیه�ی (۴
مͬ�دهند.

وارون دقیق صورت مͬ�پردازیم. رأس چهار قضیه�ی وراون به حال
همان S۱ از منظور آن در که است بیان قابل زیر شͺل به قضیه این

ببینید. [۴] در مͬ�توانید را قضیه این اثبات است. واحد دایره�ی

یا که باشد پیوسته تابعͬ κ : S۱ → R کنید فرض .٢٢ قضیه
بیشینه�ی دو و موضعͬ کمینه�ی مقدار دو حداقل یا است ناصفر ثابت
α : S۱ → R۲ مانند بسته�ای ساده�ی صورتخم این در دارد. موضعͬ
κ(t) با برابر t نقطه�ی در α انحنای t ∈ S۱ هر برای که دارد وجود

است.

در خم�های برای رأس چهار مسأله�ی قضیه، این شدن ثابت با
مشابهͬ قضیه�ی مͬ�توان نیز رویه�های برای آیا اما شد. کامل صفحه
[۵] در قمͬ محمد توسط سؤال این از خاصͬ شͺل کرد؟! مطرح
بین ارتباطͬ قمͬ پروفسور واقع، در مقاله این در است. شده اثبات
از نیز آن ایده�ی است. کرده برقرار هندسͬ و ͷتوپولوژی خواص

مͬ�شود. حاصل پینͺال۵۵ از قضیه�ای
۵۵Ulrich Pinkall

شده۵۶ غوطه�ور رویه�ی ͷی مرز که R۲ در بسته خم هر .٢٣ قضیه
([١٣]) دارد. رأس چهار حداقل باشد

مراجع و اینترنت از تماماً نوشتار این در شده استفاده عͺس�های
نیز استفاده مورد مهم منابع از ͬͺی است. شده استخراج شده ذکر

است. بوده ویͺͬ�پدیا سایت
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شهودی اثباتͬ و R۳ در دوبعدی رویه�های معماری علیرضا. بحرینͬ، [١٧]

پاییز ،۵٣ شماره ریاضͬ، اندیشه�ی و ͹فرهن گاوس-بونه. قضیه�ی بر

.١٣٩٢

انتشارات دوم. جلد انتͽرال، و حسابدیفرانسیل سیاوش. شهشهانͬ، [١٨]

.١٣٨٧ فاطمͬ،
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ریاضیات در بˀعد
صلواتͬ عرفان

مͬ�کنیم تصور ما چرا کرد؟ تعریف باید چͽونه را شͬء ͷی بعد
دو کره سطح مͬ�گوییم چرا است؟ بعدی ٣ فضا و بعدی ٢ صفحه

است؟ بعدی سه توپر کره و بعدی

ریاضیات در بعد مفاهیم ١

مورد ریاضͬ مختلف شاخه�های در که است مفاهیمͬ از ͬͺی بعد
است. شده ارائه آن برای مختلفͬ تعاریف و گرفته قرار بررسͬ

دیͽر، مفاهیم خیلͬ مانند که است ذهنͬ مفهومͬ بعد واقع در
انتظار با ممͺن جای تا که شده ساخته آن برای ریاضͬ�ای تعاریفِ
را بعد ویژگͬ�های از کدام هر باشد. سازگار آن ذهن̞ͬ مفهوم از ما
به بعد از تعریف ͷی بͽیریم، نظر در بعد اساسͬ ویژگͬ عنوان به که
در بعد برای متعددی تعاریف که است دلیل همین به مͬ�آید. دست
مفهوم از مناسبͬ صورت�بندی�های برای تلاش دارد. وجود ریاضیات

است. شده ریاضیات در مهمͬ پیشرفت�های به منجر بعد

خطͬ جبر بعد

خط، نقطه، گفت، سخن آن�ها بعد از مͬ�توان که اشیائͬ ساده�ترین
(فرق هستند اقلیدسͬ فضاهای آفین زیرفضاهای کلͬ طور به و صفحه
آفین زیرفضای که است این خطͬ زیرفضاهای با آفین زیرفضاهای
باشد، چه هر بعد ریاضͬ تعریف واقع در نمͬ�گذرد). مبدأ از لزوماً
و بعدی ͷی موجودی خط بعدی، صفر موجودی نقطه آن، طبق باید

باشد. بعدی دو موجودی صفحه
ذهن به شͬء ͷی بعد از که تعریفͬ ایده، این داشتن نظر در با
قرار آن در شͬء که است آفینͬ زیرفضای کوچ�ͷترین̞ بعدِ مͬ�رسد
صفحه در چون هستند بعدی دو ͷدیس و مربع مثلث، مثلا́ دارد.
فضا در چون هستند بعدی سه کره و مͺعب چهاروجهͬ، و دارند قرار
هر به اما داد قرار فضا در نیز را مربع مͬ�توان مثلا́ چه اگر دارند. قرار
و مͬ�شود نامیده آفین بعد بعد، این مͬ�گیرد. قرار یͷصفحه در حال
بعد از است عبارت مجموعه ͷی آفین بعد خطͬ، جبر دقیق�تر بیان به

آن. توسط شده تولید آفین زیرفضای

مͬ�کند برآورده را بعد از ما انتظارات بعضͬ اگرچه تعریف این
بعدی چه کره ͷی سطح تعریف این طبق دارد. هم مشͺلاتͬ اما
سه فوق تعریف با اما باشد دوبعدی کره سطح داریم انتظار ما است؟
به واقع (در ندارد قرار صفحه ͷی در کره سطح زیرا مͬ�شود، بعدی
کره سطح توسط شده تولید آفین زیرفضای بعد مͬ�شود ثابت راحتͬ
آن، در که باشیم بعد از دیͽری تعریف دنبال به باید پس است). ٣

باشد. دوبعدی کره سطح

خمینه�ای بعد

تعداد مجموعه، ͷی بعد از ما شهودی تصوراتِ از دیͽر ͬͺی
است. مجموعه آن نقاط مشخصکردن برای لازم مستقل پارامترهای
سطح نقاط مͬ�توان چون است بعدی دو نیز کره سطح تعریف، این با
مشخص کروی مختصات در آن جغرافیایͬ عرض و طول با را کره

کرد.

عرضجغرافیایͬ و طول با کره سطح نقاط کردن مشخص :١ شͺل

کار اندکͬ تعریفکارآمد ͷی به آن تبدیل و ایده این کردن دقیق اما
ͷی با حتͬ را کره سطح نقاط مͬ�توان فعلͬ تعریف با واقع در دارد.
انجام مصنوعͬ بسیار طرز به کار این اگرچه کرد، مشخص هم عدد
دو اعشاری نمایش ارقام شما که است این�گونه روشکار اما مͬ�شود،
مͬ�آورید دست به عدد ͷی و مͬ�چینید هم بین میان در ͬͺی را عدد
بازسازی را اولیه عدد دو مͬ�توانید نهایͬ عدد روی از برعͺس و
بودن ناپیوسته بالا، مختصات مشͺل که برسد نظر به شاید کنید.
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بازه از پیوسته نͽاشتͬ حتͬ مͬ�توان واقع در اما است، نͽاشت این
بپوشاند را کره سطح همۀ که نحوی به ساخت کره سطح به [٠, ١]

مͬ�نامند). فضاپرکن خمهای را خمهایͬ (چنین
ͷی برای تعریفͬ باید بعد، از مناسبͬ تعریف ارائه برای پس
خمینه١ تعریف به منجر مسیر این کنیم. ارائه طبیعͬ مختصات
خمینه�ها است. کره سطح چون اشیائͬ تعمیم واقع در که مͬ�شود
دیفرانسیل توپولوژی و خمینه�ها هندسه در مطالعͬ مورد اصلͬ اشیاء
کتاب مطالعۀ خمینه�ها، مورد در بیشتر اطلاعات کسب برای هستند.

مͬ�شود. توصیه [١] ارزشمند بسیار

استقرایͬ بعد

آن مͬ�کنیم سعͬ و مͬ�کنیم ارائه بعد از دیͽری شهودی تعریف اکنون
کاغذ قطعه دو و ببریم را کاغذ قطعه�ای کنید فرض کنیم. دقیق را
ͷی یعنͬ بود، خواهد خم ͷی قطعه، دو بین مرز بیاوریم. دست به
ͷی بریدن برای که مͬ�رسد نظر به کلͬ طور به بعدی. ͷی مجموعۀ

باشد. بعدی d− ١ باید برش مرز قطعه، دو به بعدی d مجموعه
ͷی X کنید فرض مͬ�دهیم. توضیح دقیق�تر را ایده این اکنون
را X از Y زیرمجموعۀ ͷی باشند. آن از نقطه دو y و x و مجموعه
از ناگزیر y به x از پیوسته�ای مسیر هر اگر مͬ�گوییم y و x جداکنندۀ

کند. عبور Y
تعریفکنیم. را یͷمجموعه بعد استقرایͬ طور به مͬ�توانیم اکنون
مͬ�کنیم. تعریف صفر برابر را نقاط از متناهͬ مجموعه�های بعد ابتدا
آن نقطۀ دو هر اگر مͬ�گوییم بعدی d حداکثر را مجموعه ͷی سپس
را مجموعه بعدِ و باشد داشته بعدی d − ١ حداکثر جداکنندۀ ͷی

باشد. درست بالا گزارۀ که مͬ�گیریم dای کوچ�ͷترین
برمͬ�خورد. مشͺلاتͬ به اما مͬ�رسد کامل نظر به تعریفاگرچه این

مͬ�دهد. نشان را موضوع این زیر مسأله

دو هر که دارد وجود صفحه از مجموعه�ای زیر کنید ثابت .١ مسأله
نیست. پیوسته�ای خم هیچ شامل ولͬ مͬ�کند جدا را صفحه از نقطه�ای

ولͬ است، طبیعͬ غیر خیلͬ شده یاد ساختمجموعه نحوه چه اگر
نیست پیوسته�ای خم هیچ شامل مجموعه این که آنجا از حال هر به
١ حداکثر صفحه نتیجه در و است بعدی صفر ما، تعریف طبق پس
ͬͺکوچ تغییر نیست. سازگار ما انتظار با این که بود خواهد بعدی
بعد مفهوم برای براوئر٢ که مͬ�شود تعریفͬ به منجر فوق، تعریف در
حداکثر را X مجموعۀ مͬ�شود: نامیده استقرای٣ͬ بعد و کرد پیشنهاد

manifold١
L. E. J. Brouwer (1881-1966)٢

inductive dimension٣

B و A مجزای و بسته مجموعه زیر دو هر برای اگر مͬ�گوییم بعدی d
مجموعۀ که یافت را V و U مجزای و باز مجموعه�های بتوان آن، از
مانند Y واقع در باشد. بعدی d − ١ حداکثر Y = X − (U ∪ V )

بسته زیرمجموعه�ای اکنون که تفاوت این با است جداکننده ͷی قبل
−١ آن بعد که است تهͬ مجموعۀ استقرایͬ، تعریف این پایۀ است.

مͬ�شود. تعریف
مفهوم از فقط تعریف این در مͬ�شود مشاهده که همانطور
مͬ�توان دلیل همین به است، شده استفاده بسته و باز مجموعه�های

داد. تعمیم ͷتوپولوژی فضاهای به را آن

ͷتوپولوژی بعد

به منجر که مͬ�کنیم مطرح بعد مورد در دیͽری مقدماتͬ ایدۀ اکنون
فرض است. شده ارائه ۴͹لب توسط که مͬ�شود بعد از تعریفجدیدی
کوچͺتری بازه�های توسط را حقیقͬ اعداد از بازه ͷی مͬ�خواهیم کنید
با حتماً کوچͺتر بازه�های که دید مͬ�توان صورت این در بپوشانیم،
را کار این نحوی به مͬ�توان اما داشت، خواهند همپوشانͬ یͺدیͽر

نͽیرد. قرار بازه دو از بیش در نقطه�ای هیچ که داد انجام
کوچͺتری باز مربع�های با را مربع ͷی مͬ�خواهیم فرضکنید حال
تلاش اندکͬ با بپوشانیم. نیستند) خود لبۀ شامل که مربع�هایͬ (یعنͬ
مͬ�شود یافت نقطه�ای دهید، انجام را کار این طور هر که دید خواهید
نحوی به مͬ�توان و هست، کوچ�ͷتر مربع�های از تا سه حداقل در که
مربع�های از تا سه حداکثر در نقطه هر که داد انجام را کار این

باشد. کوچ�ͷتر

آن از تظریفͬ و ͹سیاه�رن مجموعۀ از باز پوششͬ راست: :٣ شͺل
و مربع از باز پوششͬ چپ: هست، باز دو حداکثر در نقطه هر که
ناموفق تلاش و هست باز سه حداکثر در نقطه هر که آن از تظریفͬ

باشد باز دو حداکثر در نقطه هر که تظریفͬ ساختن برای

d مجموعۀ ͷی پوشاندن برای مͬ�رسد نظر به کلͬ، حالت در
خواهد وجود نقطه�های ناگزیر ،ͷکوچ باز مجموعه�های توسط بعدی

H. L. Lebesgue (1875-1941)۴
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مͬ�توان را همین هست. مجموعه�ها از تا d+ ١ حداقل در که داشت
d را X فشرده ͷمتری فضای داد: قرار بعد از تعریف ͷی مبنای
به باز مجموعه�های با را آن بتوان δ هر برای هرگاه مͬ�گوییم بعدی
تا d + ١ حداکثر در نقطه هر که نحوی به پوشاند δ حداکثر قطر
فضاهای به تعمیم قابلیت تعریف این بͽیرد. قرار مجموعه�ها از
نیز ͷتوپولوژی بعد را آن دلیل همین به دارد، را دلخواه ͷتوپولوژی
نیز و دید خواهیم را تعریف این کلͬ صورت بعد بخش در مͬ�نامند.

است. بعدی d واقعاً Rd اقلیدسͬ فضای که کرد خواهیم ثابت

هاوسدورف بعد و فرکتالͬ بعد

اندازۀ با تعریف این مͬ�رسیم. بعد از شهودی تعریف آخرین به اکنون
ͷی اندازۀ دارند. هم با روشنͬ ارتباط بعد و اندازه دارد. ارتباط اشیاء
بعدی دو شͬء ͷی اندازۀ آن، طول از است عبارت بعدی ͷی شͬء
است عبارت بعدی سه شͬء ͷی اندازۀ و آن مساحت از است عبارت
یͷشͬء تعریفبعد برای ایده این از مͬ�توان چͽونه ولͬ آن. حجم از
وقتͬ که مͬ�کینم استفاده واقعیت این از کار این برای کرد؟ استفاده
اندازه باشد، یعدی ͷی اگر بدهیم، تجانس ٢ ضریب با را شͬء ͷی
بعدی سه اگر و برابر ۴ آن اندازه باشد، بعدی دو اگر برابر، دو آن

مͬ�شود. برابر ٨ آن اندازۀ باشد،
به مربعͬ کنیم، برابر دو را مربع ͷی ضلع وقتͬ مثال، عنوان به
با مͬ�شود. تقسیم اولیه مربع اندازۀ به مربع ۴ به که مͬ�آوریم دست
مͬ�توان اشیاء از محدودی دسته برای تنها را بˀعد چه اگر ایده، این
مجموعه�ها برخͬ بˀعد که دارد را جالب ویژگͬ این اما کرد، تعریف
مجموعه مͬ�دهیم. توضیح مثال ͷی با مͬ�شود. صحیح غیر اعداد
مͬ�کنیم شروع [٠, ١] بازۀ از که تعریفمͬ�شود صورت این به کانتور۵
کرده تقسیم مساوی قسمت سه به را آن سپس مͬ�نامیم C٠ را آن و
متشͺل که را باقͬ�مانده مجموعه و مͬ�کنیم حذف را وسط قسمت و
بازه�های از ͷی هر سپس مͬ�نامیم. C١ است ١

٣ طول به بازه ٢ از
قسمت�های و مͬ�کنیم تقسیم برابر قسمت سه به مجدداً را باقͬ�مانده
فرآیند این و مͬ�نامیم C٢ را حاصل مجموعۀ و مͬ�کنیم حذف را میانͬ

.C =
∩
Cn مͬ�کنیم تعریف نهایت در مͬ�دهیم. ادامه را

در و ناشمارا مجموعه�ای دارد، جالبͬ ویژگͬ�های کانتور مجموعۀ
بودن خودمتشابه آن دیͽر جالب ویژگͬ است. صفر اندازۀ با حال عین
افراز قسمت دو به را آن مͬ�توان یعنͬ است. آن بودنِ فرکتال همان یا
فقط و هستند کانتور مجموعۀ خودِ با متشابه قسمت دو آن که کرد
با را کانتور مجموعۀ ما اگر نتیجه در شده�اند. ضرب ١

٣ ضریب در
حال مͬ�آوریم، دست به را آن خودِ از کپͬ دو دهیم، تجانس ٣ ضریب

Cantor set۵

به خودش از کپͬ ٣d باید مͬ�بود، dبعدی کانتور، مجموعۀ اگر آنͺه
مͬ�دهد نتیجه که ٣d = ٢ داشت انتظار مͬ�توان پس مͬ�آمد. دست
ایده این با .d = log٣ ٢ ≈ ٠٫ ۶٣ با است برابر کانتور مجموعۀ یعد

کرد. محاسبه را فرکتالͬ بعد فرکتال�ها از بسیاری برای مͬ�توان

بیابید: را زیر فرکتال�های بعد .٢ مسأله

چپ: ،ͬͺسرپینس فرش وسط: ،ͬͺسرپینس مثلث راست: :۴ شͺل
کخ برف�دانۀ

که دارد زیادی محدودیت�های فرکتالͬ بعد شد گفته که همانطور
مͬ�کند. ممͺن غیر فرکتالͬ غیر مجموعه�های برای را آن از استفاده
برای هم و است اندازه مفهوم بر مبتنͬ هم که بعد از دیͽری تعریف
هاوسدورف بعد است، تعریف قابل مجموعه�ها از وسیعͬ بسیار ردۀ
فرکتالͬ بعد همانند و است شده معرفͬ هاوسدورف۶ توسط که است
زیر مسأله در را آن تعریف مͬ�کند. اختیار هم صحیح غیر مقادیر

مͬ�بینید:

آن از زیرمجموعه�ای S و ͷمتری فضای ͷیX فرضکنید .٣ مسأله
تعریف S d-بعدیِ هاوسدورف اندازۀ ،d مثبت عدد هر برای باشد.

مͬ�شود

Cd(S) := lim
ϵ→٠

inf
(Ui)

{
∞∑
i=١

diam(Ui)
d}

. diamUi < ϵ که است S از (Ui) باز پوشش�های همۀ روی inf که

،d > α برای که دارد وجود ٠ ≤ α ≤ ∞ کنید ثابت الف)
بعد را α این .Cd(S) = ∞ ،d < α برای و Cd(S) = ٠

مͬ�نامیم. S هاوسدورف

است. d ،Rd هاوسدورف بعد کنید ثابت ب)

بیابید. را قبل مسأله فرکتال�های هاوسدورف بعد ج)

ͷتوپولوژی بعد ٢

شد معرفͬ قبل بخش در که را ͷتوپولوژی بعد مفهوم بخش این در
بعد مفهوم با مفهوم این مͬ�دهیم نشان و کرده تعریف دقیق طور به

است. سازگار اقلیدسͬ فضاهای
Hausdorff (1868-1942)۶
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یعنͬ X ͷتوپولوژی فضای ͷی برای باز پوشش ͷی .١ تعریف
آن�ها اجتماع که {Uα}α∈I مانند X باز مجموعه�های از خانواده�ای
باز، پوشش ͷی از باز تظریف ͷی از منظور بشود. X فضای کل
زیرمجموعه�ی Vβ هر که طوری به است {Vβ}β∈J مانند باز پوششͬ

باشد. Uαها از ͬͺی حداقل

بعدی d حداکثر X ͷتوپولوژی فضای .(ͷتوپولوژی (بعد ٢ تعریف
که باشد داشته باز تظریف ͷی X از باز پوشش هر اگر مͬ�شود گفته
یعد باشد. تظریفآمده اعضای از تا d+١ حداکثر در فضا از نقطه هر
باشد. بعدی d حداکثر X که است ای d کوچͺترین X ͷتوپولوژی

فضا نباشد، موجود شده یاد خاصیت با d هیچ اگر تعریففوق، در
فضاهای بعد که مͬ�دهد نشان زیر قضیه گوییم. بعدی بͬ�نهایت را

است. ͬͺی آن�ها طبیعͬ بعد با بالا، تعریف با اقلیدسͬ
فضای بعد است لازم باشد خوبͬ تعریف اینͺه برای بالا تعریف
ثابت را امر همین مͬ�خواهیم اکنون دهد. دست به d با برابر را Rd

اثبات، در ͬͺکوچ تغییر با مͬ�کنیم. ثابت [٠, ١]d برای را حͺم کنیم.
انجام زیر قضیه دو طͬ دو در را اثبات مͬ�شود. ثابت نیز Rd حالت

مͬ�دهیم.

است. بعدی d حداکثر [٠, ١]d .١ قضیه

توضیح سپس و مͬ�کنیم ثابت d = ٢ برای را حͺم ابتدا اثبات.
لم از مͬ�آید. دست به مشابه طور به چͽونه کلͬ حالت که مͬ�دهیم

مͬ�کنیم. استفاده ͹لب به منسوب زیر

باشد، آن برای باز پوششͬ {Uα}α∈I و فشرده فضایͬ X اگر .٢ لم
و x مرکز به گوی ،x ∈ X هر برای که دارد وجود λمثبت عدد آنͽاه

مͬ�گیرد. قرار �Uαها از ͬͺی درون کاملا́ λ شعاع

.[٣] به کنید رجوع پرکاربرد قضیه این اثبات دیدن برای
باز پوشش کنید فرض مͬ�گردیم. باز قضیه اثبات به اکنون
مجموعه�ای مربع چون باشد. شده داده [٠, ٢[١ مربع برای {Uα}α∈I

وجود شده یاد خاصیت با λ عدد قبل، لم طبق پس است فشرده
تقسیم λ

٢ از کمتر قطر به مربع�های ٢به شͺل مطابق را مربع دارد.
را آن�ها که مͬ�کنیم معرفͬ باز مجموعه�های از خانواده سه و مͬ�کنیم
درون ناحیۀ از است عبارت A١ خانوادۀ مͬ�نامیم. A٣ و A٢ ،A١

ضلع�های از ͬͺکوچ ͬͽهمسای از است عبارت ،A٢ خانوادۀ مربع�ها.
و ندارند) اشتراک مجاور اضلاع همسایͽͬ�های که نحوی (به مربع�ها
رئوسمربع�ها. از ͬͺکوچ همسایͽͬ�های از عبارتاست ،A٣ خانوادۀ
نحوه به توجه با و مͬ�پوشاند را [٠, ٢[١ کل بازها، این همۀ اجتماع
قرار Uαها از ͬͺی درون کاملا́ بازها این از کدام هر λ انتخاب

هستند مجزا ی�ͷدیͽر از خانواده هر اعضای که آن�جا از و مͬ�گیرد
پس است. خانواده) هر از ͬͺی) باز ٣ حداکثر به متعلق نقطه هر پس
است. مطلوب خاصیت با باز تظریف ͷی ،A = A١

∪
A٢
∪
A٣

باز سه حداکثر در نقطه هر که خاصیت این با باز تظریف :۵ شͺل
است.

[٠, ١]d مشابهاً نیز d > ٢ برای شد. ثابت d = ٢ برای حͺم پس
A١ خانواده�های و مͬ�کنیم تقسیم λ

٢ از کمتر قطر به مͺعب�های به را
از متشͺل Ai واقع (در مͬ�کنیم تعریف مشابه طور به را Ad+١ تا
بود). خواهد مͺعب�ها بعدی i− ١ وجوه از ͬͺکوچ همسایͽͬ�های

است. بعدی d حداقل [٠, ١]d .٣ قضیه

توضیح سپس و مͬ�کنیم ثابت d = ٢ برای را حͺم ابتدا نیز بار این
مͬ�آید. دست به مشابه طور به چͽونه کلͬ حالت که مͬ�دهیم

پس است هم�ارز مثلث با ͷتوپولوژی نظر از [٠, ٢[١ که آنجا از
مثلث کنیم. ثابت مثلث برای تنها را حͺم است کافͬ است کافͬ
با T از دلخواهͬ پوشش بنامید. T را ١ ضلع به متساوی�الاضلاع
این مͬ�دهیم نشان بͽیرید. نظر در ١

٢ از کم�تر قطر به باز گوی�های
در باشد. باز دو حداکثر در آن نقطۀ هر که ندارد تظریفͬ هیچ پوشش

مͬ�کنیم: ثابت واقع

از نقطه�ای ، ١٢ از کمتر قطر با بازهای با T از پوشش هر برای .۴ لم
دارد. قرار باز سه حداقل در که دارد وجود T

فرض متناهͬ را پوشش مͬ�توانیم T بودن فشرده به توجه با لم. اثبات
هر قطر که باشد T از بازی پوشش {U١, . . . , Un} فرضکنید کنیم.
است. ازUiها تا دو حداکثر در x هر فرضکنید و باشد ١

٢ از کم�تر Ui

مͬ�خواهیم اکنون مͬ�کنیم. شماره�گذاری ٣ و ٢ و ١ با را T رئوس
این دهیم، نسبت مͬ�نامیم vi را آن که مثلث رئوس از ͬͺی Ui هر به
T اضلاع از ͷی هیچ با Ui اگر مͬ�دهیم: انجام طریق این به را کار
اگر مͬ�گیریم. دلخواه به مثلث رئوس از ͬͺی را vi نداشت، اشتراک
دو رئوس از ͬͺی را vi داشت، اشتراک T اضلاع از ͬͺی با فقط Ui

اشتراک T اضلاع از تا دو با Ui اگر و مͬ�گیریم دلخواه به ضلع آن سر
مͬ�توان راحتͬ به مͬ�گیریم. ضلع دو آن مشترک رأس را vi داشت،
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با نمͬ�توانند Uiها از ͷی هیچ لم، فرض به توجه با که کرد مشاهده
باشند. داشته اشتراک ضلع سه هر

به نسبت واحد افراز ͷی ϕ١, . . . , ϕn کنید فرض اکنون
که هستند [٠, ١] به T از توابعͬ ϕiها (یعنͬ باشند U١, . . . , Un

افراز وجود اثبات برای .ϕ١ + · · · + ϕn ≡ ١ و suppϕi ⊂ Ui

.(٣۶ بخش [٣] به کنید رجوع واحد
مͬ�کنیم، تعریف اکنون

f(x) =
n∑

i=١
ϕi(x)vi

،x ∈ T هر برای زیرا تعریفمͬ�کند. T به T از تابعͬ f که دقتکنید
است مثلثمحدب چون و است رئوسمثلث از محدب ترکیبͬ f(x)
واقع در f(x) که مͬ�کنیم ادعا اما است. مثلث از نقطه�ای f(x)پس
Uiها از تا دو حداکثر در x فرض، بنابر زیرا است. مثلث اضلاع روی
ϕj(x) = ١ آنͽاه باشد، Uj مثلا́ ، Uiها از ͬͺی در فقط اگر هست.
اگر و ،f(x) = vj حالت این در پس هستند. صفر ϕi(x)ها سایر و
صفر ϕi(x)ها سایر آنͽاه ،Uk و Uj مثلا́ باشد، Uiها از تا دو در x
محدب ترکیبͬ f(x) یعنͬ .f(x) = ϕj(x)vj + ϕk(x)vk و هستند
قرار رأس دو آن شامل ضلع روی پس است T رأس�های از تا دو از

دارد.
مرز ∂S از (منظور است f : T → ∂T که شد ثابت بنابراین
خودش x اگر که مͬ�دهد نشان حتͬ بالا استدلال است). S مجموعۀ
ضلع همان روی نقطه�ای نیز f(x) آنͽاه باشد، اضلاع از ͬͺی روی
رئوس از ͬͺی آن�ها متناظر vi هستند x شامل که Uiهایͬ زیرا است،
f تابع که شد ثابت این�جا تا پس است. x شامل ضلع همان سر دو

دارد: را زیر خواص

است. پیوسته نͽاشتͬ f : T → ∂T الف

نͽاشته ضلع همان از نقطه�ای به f توسط مثلث، ضلع هر نقاط ب
مͬ�شوند.

مͬ�دهیم. ترتیب شعبده�بازی ͷی fای چنین از استفاده با اکنون
اینͺه بدون آن، کردن جمع و کشیدن با فقط را مثلث لبۀ مͬ�خواهیم
نقطه ͷی در بیاوریم، مثلث داخل را آن آینͺه بدون و کنیم پاره را آن

کنیم! جمع خودش از
طور به مثلث لبۀ نقاط دادن حرکت با داریم قصد دقیق�تر، طور به
همۀ بمانند باقͬ مثلث اضلاع روی همواره که نحوی به و پیوسته
در مثلث لبۀ اینͺه بدون کنیم جمع مثلث لبۀ از نقطه ͷی در را آن�ها
با ریاضͬ زبان به مجموعه، ͷی پیوستۀ حرکت شود. پاره فرآیند این

مͬ�شود. بیان هموتوپͬ مفهوم

پیوستۀ نͽاشت ͷی از است عبارت هموتوپͬ ͷی
زمان مؤلفۀ اول مؤلفۀ که F (t, x) : [٠, ١] × X → Y

h(x) = f(١, x) و g(x) = f(٠, x) بین هموتوپͬ ͷی را F است.
با h : X → Y و g : X → Y نͽاشت�های مͬ�گوییم و مͬ�گوییم

هستند. هموتوپ Y در ی�ͷدیͽر
همانͬ نͽاشت بین هموتوپͬ ͷی داریم قصد ما اکنون
به طریق این از و کنیم ارائه ثابت نͽاشت و id : ∂T → ∂T

تعریف مͬ�دهیم. قرار مختصات مبدأ در را مثلث مرکز تناقضبرسیم.
مͬ�کنیم:

F (t, x) =

{
٢tf(x) + (١− ٢t)x ٠ ⩽ t ⩽ ١

٢
f((٢− ٢t)x) ١

٢ ⩽ t ⩽ ١

به آن ضابطۀ هر زیرا است، پیوسته تابعͬ F که کنید توجه اولا˟
t = ١

٢ یعنͬ مشترکشان، مقادیر در ضابطه دو و است پیوسته تنهایͬ
برابرند. هم با

،٠ ≤ t ≤ ١
٢ برای زیرا است. ∂T در F برد که کنید توجه دوماً

در ب خاصیت بنابر چون و است f(x) و xمحدب ترکیب F (t, x)
محدب ترکیب پس هستند، مثلث ضلع ͷی به متعلق f(x) و x بالا،
برای است. ∂T به متعلق نتیجه در و ضلع همان به متعلق نیز آن�ها
درست ادعا این است ∂T در f برد که این به توجه با نیز ١

٢ ≤ t ≤ ١

است.
که کنید توجه همچنین است. ∂T در هموتوپͬ ͷی F پس
با ∂T در همانͬ نͽاشت پس .F (١, x) = f(٠) و F (٠, x) = x

همانطور چیزی چنین است. هموتوپ g(x) = f(٠) ثابت نͽاشت
بیان را موضوع این زیر قضیۀ نیست. ممͺن مͬ�گوید ما شهود که

مͬ�کند:

همانͬ نͽاشت باشد، بعدی d بسته گوی D اگر .۵ قضیه
نیست. پوچ�هموتوپ id : ∂D → ∂D

هموتوپ ثابت نͽاشت با اگر گوییم پوچ�هموتوپ را نͽاشت ͷی
بعدی دو بستۀ گوی با ͷتوپولوژی نظر از T که کنید دقت باشد.

است. معادل
ثابت جبری توپولوژی پیشرفتۀ نسبتاً ابزار�های وسیلۀ به قضیه این
براوئر ثابت نقطه قضیۀ جمله از دارد، جالبͬ بسیار نتایج و مͬ�شود
ثابت نقطه دارای f : D → D پیوستۀ نͽاشت هر آن، اساس بر که
گروه از استفاده با ٢ بعد در بالا قضیه از اثباتͬ دیدن برای است.
در اثباتͬ دیدن برای همچنین کنید. رجوع ۵۵ بخش [٣] به بنیادی
رجوع ٢.١۴ نتیجه [۴] به همولوژی گروه از استفاده با کلͬ حالت

کنید.
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تناقضنشان این تناقضمͬ�رساند، به را ما F هموتوپͬ وجود پس
به و بوده غلط Uiها باز پوشش وجود بر مبنͬ ما فرضاولیۀ که مͬ�دهد
مͬ�شود. ثابت d = ٢ برای قضیه حͺم و مͬ�شود ثابت لم ترتیب این
جای به که است این تفاوت تنها است. مشابه اثبات ،d > ٢ برای

بͽیریم. نظر در سادکd-بعدی٧ را T باید بار این مثلث،

است. بعدی d ،[٠, ١]d .۶ نتیجه

بیابید: را زیر مجموعه�های ͷتوپولوژی بعد .۴ مسأله
کخ برف�دانۀ ،ͬͺفرشسرپینس ،ͬͺمثلثسرپینس کانتور، مجموعۀ

متناهͬ و بسته زیرفضاهای Z و Y که X = Y ∪ Z اگر .۵ مسأله
آنͽاه هستند X بعدِ

dimX = max{dimY,dimZ}

است. ١-بعدی ͷتوپولوژی فضای ͷی گراف، کنید ثابت .۶ مسأله

است. d بعدی، d خمینۀ ͷی ͷتوپولوژی بعد کنید ثابت .٧ مسأله

نشاندن قضایای ٣

عمدتاً قضایا این دارند. اساسͬ اهمیت ریاضیات در نشاندن قضایای
مͬ�توان را مشخص خاصیت ͷی با فضاهای که هستند آن از حاکͬ
قضایا: نوع این از معروف نمونه�هایͬ نشاند. ساده�تری فضاهای در

را بعدی d خمینۀ هر خمینه�ها: هندسه در ویتن٨ͬ نشاندن قضیۀ •
نشاند. R٢d فضای در مͬ�توان

را جدایͬ�پذیر ͷمتری فضای هر توپولوژی: در یوریسون٩ قضیۀ •
نشاند. [٠, ١]∞ در مͬ�توان

را ریمانͬ خمینه هر دیفرانسیل: هندسه در نش١٠ نشاندن قضیۀ •
نشاند. اقلیدسͬ فضای ͷی در ͷایزومتری طور به مͬ�توان

فضاهای برای نشاندن قضیۀ ͷی مͬ�خواهیم فصل این در
کنیم. اثبات و بیان بعدی dͷتوپولوژی

R٢d+١ در مͬ�توان را بعدی d فشرده ͷمتری فضای هر .٧ قضیه
نشاند.

d-dimensional simplex٧
Whitney embedding٨

Urysohn٩
Nash embedding١٠

است. ممͺن ثابت بهترین قضیه، این صورت در ٢d+ ١ عدد نͺته.
را آنها نمͬ�توان که دارند وجود بعدی d فشرده ͷمتری فضاهای یعنͬ
بعدی ١ ͷتوپولوژی فضاهای گراف�ها مثال عنوان به نشاند. R٢d در
گراف و رأسͬ ۵ گرافکامل (مانند مسطح غیر گراف�های ولͬ هستند

نشاند. صفحه در نمͬ�توان را (K٣,٣ دوبخشͬ کامل

با dبعدی فشرده ͷمتری فضای ͷی X کنید فرض .٧ قضیۀ اثبات
را اثبات کلͬ ایدۀ .N = ٢d + ١ مͬ�دهیم قرار باشد. d(x, y) متر
پیوسته نͽاشت ͷی آوردن دست به هدف، کرد. بیان این�گونه مͬ�توان
قضیه�ای بنابر است، Xفشرده است(چون f : X → RN ͷبه�ی�ͷی و
است پیوسته نیز آن وارون (٢۶.۶ قضیۀ [٣]) توپولوژی در مقدماتͬ

است). ͷتوپولوژی نشاندن ͷی نتیجه در و
ی�ͷبه�یͷهستند تقریباً که مͬ�سازیم نͽاشت�هایͬ ابتدا منظور بدین
دست به ͷبه�ی�ͷی نͽاشتͬ نͽاشتهایͬ، چنین از گرفتن حد با بعد و

مͬ�آوریم.

اگر است گوییم ͷبه�ی�ͷی-ϵ را f : X → RN نͽاشتͬ .٣ تعریف
.d(x, y) < ϵ دهد نتیجه f(x) = f(y)

نشان C(X,RN ) با RNرا Xبه از پیوسته نͽاشت�های همۀ فضای
f تابع دو برای یعنͬ مͬ�کنیم. مجهز sup متر به را فضا این مͬ�دهیم.

،g و

ρ(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ X}

است. کامل فضای ͷی متر، این با C(X,RN ) که مͬ�دانیم
f : X → RN ͷبه�ی�ͷی-ϵ و پیوسته نͽاشته�های همۀ مجموعۀ
از چͽالͬ و باز زیرفضای Uϵ که داد خواهیم نشان مͬ�نامیم. Uϵ را
اشتراک که مͬ�شود نتیجه بئر١١ قضیۀ از سپس است، C(X,RN )

∞∩
n=١

U ١
n

f(x) = f(y) و باشد اشتراک این از عضوی f اگر حال است. ناتهͬ
ͷبه�ی�ͷی f پس ،x = y نتیجه در و d(x, y) < ١

n ،n هر برای آنͽاه
مͬ�کنیم. ثابت را ادعا اکنون مͬ�شود. ثابت حͺم و است

،Uϵ در f داده�شدۀ تابع برای باید است .باز C(X,RN ) در Uϵ الف)
درون کاملا́ Bρ(f, δ) گوی که دارد وجود δ > ٠ دهیم نشان

دهید قرار مͬ�گیرد. قرار Uϵ

a = sup{d(x, y) : x, y ∈ X, f(x) = f(y)}

مجله در جامع مقاله�ای آن، کاربردهای و بئر قضیۀ مورد در ،Baire Theorem١١

است. رسیده چاپ به پنجم شماره شریف، ریاضͬ
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تبدیل max به بالا عبارت در sup است، فشرده X که آنجا از
را b حال .a < ϵ داریم ،ͬͺبه�ی�ͷی-ϵ فرض بنابر و مͬ�شود.

کنید تعریف و بͽیرید ϵ و a بین دلخواه عددی
A = {(x, y) : d(x, y) ≥ b}

است مثبت A روی ،|f(x)− f(y)| تابع ،bانتخاب نحوۀ بنابر
دارای |f(x) − f(y)| پس است فشرده A و پیوسته f چون و

دهید قرار اکنون است. A روی مثبتͬ مینیمم

δ =
١
٢
min{|f(x)− f(y)| : (x, y) ∈ A}

کنید فرض دارد. را نظر مورد خاصیت δ این مͬ�کنیم ادعا
داریم ،g(x) = g(y) هرگاه صورت این در .ρ(f, g) < δ

|f(x)− f(y)| ≤

|f(x)− g(x)|+ |g(x)− g(y)|+ |g(y)− f(y)|

< ٢δ

نتیجه در و (x, y) /∈ A داریم ،δ انتخاب نحوه بنابر پس
Uϵ بودن باز و است ͷبه�ی�ͷی-ϵ نیز g پس .d(x, y) < b

مͬ�شود. ثابت

این Xدر بودن فرضdبعدی از است .چͽال C(X,RN ) در Uϵ ب)
f پیوستۀ نͽاشت کنید فرض مͬ�شود. استفاده اثبات از بخش
g ∈ Uϵ مͬ�خواهیم است. شده داده δ > ٠ و C(X,RN ) در

.ρ(f, g) < δ که بیابیم

هرگاه که دارد وجود α > ٠ ثابت ،X فشردگͬ دلیل به
مͬ�توانیم همچنین و ،|f(x)− f(y)| < δ

٢ آنͽاه d(x, y) < α

به گوی�های با X از بازی پوشش اکنون .α < ϵ
٢ کنیم فرض

تظریفͬ ،X بودن بعدی dفرض بنابر بͽیرید. نظر در α
٢ شعاع

هر که طوری به دارد وجود {U١, . . . , Un} مانند پوشش این از
Uiها این بنابر هست. Uiها از تا d+ ١ حداکثر در X از نقطه

دارند: را خواص این

diamUi <
ϵ
٢ .١

diamf(Ui) <
δ
٢ .٢

هست. Uiها از تا d+ ١ حداکثر در X نقطۀ هر .٣

هر برای و بͽیرید Uiها به نسبت واحد افراز ͷی را ϕiها اکنون
تعریفͬ به اکنون بͽیرید. نظر در Ui در دلخواه نقطه�ای را xi ،i

داریم. نیاز خطͬ جبر از

عموم١٢ͬ وضعیت در را RN در zm ،. . . ،z١ نقاط .۴ تعریف
ͷی روی بر آن نقطۀ k هیچ ،k ≤ N + ١ هر برای اگر گوییم
سه هیچ (یعنͬ باشند. نداشته قرار بعدی k − ٢ آفین زیرفضای
و نباشند هم�صفحه نقطه�ای چهار هیچ نباشند، هم�خط نقطه�ای
N − ١ آفین فضای زیر ͷی روی نقطه�ای N + ١ هیچ و ...

باشند.) نداشته قرار بعدی

عمومͬ وضعیت در برمͬ�آید، تعریف این نام از که همانطور
خاص حالات در مͽر و است عمومͬ ویژگͬ ͷی نقاط، بودنِ
تعدادی اگر که کرد ثابت مͬ�توان راحتͬ به مͬ�دهد. رخ همواره
آن�ها کردن جابه�جا با مͬ�توان نباشند، عمومͬ وضعیت در نقطه
قرار عمومͬ وضعیت در را آن�ها ،ͷکوچ دلخواه به مقدار به

داد.

نقاط RN f(xi)در نقاط برای مͬ�توان توضیح این به توجه با
آن بر علاوه و باشند عمومͬ وضعیت در که یافت را zi

.|zi − f(xi)| < δ
٢

کنید تعریف حال

g(x) =

n∑
i=١

ϕi(x)zi

این�که به توجه با اولا˟ است. مطلوب تابع همان g مͬ�کنیم ادعا
،
∑
ϕi(x) = ١

g(x)− f(x) =
n∑

i=١
ϕi(x)zi −

n∑
i=١

ϕi(x)f(x)

=
n∑

i=١
ϕi(x)(zi − f(xi)) +

n∑
i=١

ϕi(x)(f(xi)− f(x))

و |zi − f(xi)| < δ
٢ ziها، انتخاب نحوه به توجه با اکنون

از و x ∈ Ui آن�گاه ،ϕi(x) ̸= ٠ ،i ͷی برای اگر همچنین
.|f(xi) − f(x)| < δ

٢ پس ، diamf(Ui) < δ
٢ که آن�جا

نتیجه در و هستند δ
٢ از کمتر بالا عبارت جملۀ دو هر پس
.ρ(g, f) < δپس .|g(x)− f(x)| < δ

g(x) = g(y) اگر مͬ�کنیم ثابت .g ∈ Uϵ مͬ�دهیم نشان دوماً
نتیجه در و هستند Uiها از ͬͺی به متعلق y و x آنͽاه
کنید فرض است. ͷبه�ی�ͷی-ϵ ،g پس .d(x, y) < ϵ

٢

آن�گاه .g(x) = g(y)
n∑

i=١
(ϕi(x)− ϕi(y))zi = ٠

General position١٢
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پس هست، ها Ui از تا d + ١ حداکثر در x هر که آن�جا از
ϕi(y)ها از تا d + ١ حداکثر و ϕi(x)ها از تا d + ١ حداکثر
آن�گاه ci = ϕi(x)− ϕi(y) دهیم قرار اگر پس هستند. ناصفر
طرف از و هستند ناصفر �ciها از تا ٢d+ ٢ = N + ١ حداکثر

∑دیͽر
ci =

∑
(ϕi(x)− ϕi(y)) = ١− ١ = ٠

c١, . . . , ck ̸= ٠ کنیم فرض مͬ�توانیم کلیت از شدن کم بدون
مͬ�نویسیم ck+١, . . . , cn = ٠ و

٠ =

n∑
i=١

cizi =

k∑
i=٢

ci(zi − z١)

مͽر هستند خطͬ وابسته zk − z١ ،. . . ،z٢ − z١ بردار�های پس
بردارها این بودن خطͬ وابسته اما باشند. صفر ciها همۀ این�که
بعدی k − ٢ زیرفضای ͷی در بردارها این که معناست این به
زیرفضای ͷی روی zk ،. . . ،z١ نقاط نتیجه در و دارند قرار
k ≤ N + ١ به توجه با این که دارند قرار بعدی k − ٢ آفین
تناقض در RN در zi نقاط داشتن عمومͬ وضعیت فرض
،i هر برای نتیجه در و باشند صفر باید ciها همۀ پس است.
که بͽیرید نظر در را iهایͬ از ͬͺی حال .ϕi(x) = ϕi(y)

Ui عضو دو هر y و xپس .ϕi(y) ̸= ٠ نتیجه در ،ϕi(x) ̸= ٠

مͬ�شود. ثابت حͺم و هستند

مͬ�توان را بعدی صفر فشرده ͷمتری فضای هر دهید نشان .٨ مسأله
نشاند. کانتور مجموعۀ در

مͬ�توان را بعدی صفر فشرده ͷمتری فضای هر دهید نشان .٩ مسأله
نشاند. ͹گن اعداد مجموعۀ در

را صفحه از ی�ͷبعدی فشرده زیرمجموعۀ هر دهید نشان .١٠ مسأله
نشاند. ͬͺسرپینس فرش در مͬ�توان

در مͬ�توان را ی�ͷبعدی فشرده زیرمجموعۀ هر دهید نشان .١١ مسأله
نشاند. منͽر١٣ اسفنج
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احتمال در حدی مسأله�ای به هندسͬ نͽاهͬ

فرهودی روزبه

چͺیده ١

دارد. اهمیت احتمالاتبسیار در تصادفͬ، پدیده�های رفتارهایحدی بررسͬ

همزمان بررسͬ با ولͬ است سخت منفرد کمیت�های بررسͬ معمولا˟ زیرا

از ͬͺی شویم. روبرو ساده�تری مسأله�ی با داشت امید مͬ�توان آن�ها تمام

در است. جایͽشت ͷی صعودی زیردنباله�ی بزرگترین موضوع این مثال�های

خوبͬ تخمین مͬ�توان تصادفͬ جایͽشت�های برای مͬ�دهیم نشان مقاله این

صورت اول بخش در آورد. بدست صعودی زیردنباله�ی بزرگترین طول از

لازم محاسبات بعدی بخش�های در و مͬ�گوییم را آن هندسͬ تعبیر و مسأله

مͬ�دهیم. انجام

جایͽشت صعودی زیردنباله�ی بزرگترین ٢
تصادفͬ

هندسͬ الͽوریتم ͷی با دارد. وجود n تا ۱ اعداد از جایͽشت n! مͬ�دانیم

n ابتدا کنیم: انتخاب آن�ها بین از يͺنواخت طور به را جايͽشتͬ مͬ�توانیم

انتخاب I = [۰, ۱] × [۰, ۱] مربع از یͺنواخت طور به و تصادف به نقطه

خط ͷی روی نقطه دو گرفتن قرار احتمال که جا آن از .(١ (شͺل �مͬ�کنیم

y و xمحورهای از ͷهری روی نقاط این تصویر است؛ صفر عمودی یا افقͬ

مͬ�کنیم مرتب صعودی طور به را آن�ها مͬ�دهد. بدست متمایز نقطه�ی n نیز

ͷي ازای به برسیم. y۱ < y۲ < · · · < yn و x۱ < x۲ < · · · < xn � به تا

هستند {(xi, yσ(i))|۱ ≤ i ≤ n} شͺل به I در نقاط σ ∈ Sn ، جايͽشت

جایͽشت�ها تمام بین از يͺنواخت طور به σ جايͽشت تقارن، علت به و

جایͽشت ͷی به مربع در نقطه nانتخاب طریق، این به است. شده انتخاب

از صعودی دنباله�ی زير ͷی هندسͬ تعبیر این در مͬ�شود. منجر یͺنواخت

بين واصل پاره�خط�های که است نقاطͬ گرفتن نظر در متناظر جایͽشت این

معادل صعودی زیردنباله�ی بزرگترین نتیجه در باشد. داشته مثبت شيب آن�ها

است. نقاط این از مثبت شیب با و شͺسته خطوط از دنباله طولانͬ�ترین

۶٠ دهه در است. تر راحت هندسͬ تعبیر با کردن کار احتمالاتͬ دید از

زیردنباله�ی بزرگترین طول زد حدس کامپیوتری سازی شبیه با اولام١ میلادی

بعد سال چند است. ۲
√
n مرتبه�ی از ،Sn از تصادفͬ جایͽشتͬ صعودی

١Ulam

در نقطه تعدادی انتخاب معادل تصادفͬ جایͽشت ͷی انتخاب :١ شͺل
است. مربع

مرتبه�ی از طول این داد نشان گفتیم بالا در که هندسͬ تعبیر با همرزل٢ͬ

اگر که بود این او ایده�ی آورد[١]. بدست c برای کران�هایͬ و است c
√
n

تصادف به m۲نقطه ،m ضلع به مربع در و نقطه n۲ ، n ضلع به مربع در

بزرگترین طول بچسبانیم یͺدیͽر امتداد به قطر روی از را آنها و دهیم قرار

برای طول این جمع برابر تقریباً حاصل شͺل در مثبت شیب با شͺسته خط

m+ n ضلع به مربع از قسمتͬ شده چسبانده شͺل آنجا از است. شͺل دو

بدست صعودی زیردنباله�ی بزرگترین طول میانͽین برای نامساوی ͷی است،

به را استدلال این داریم قصد اینجا در مͬ�دهد. نتیجه را مرتبه که �مͬ�آوریم

کنیم. ثابت دقیق طور

پواسون فرایند با تقریب ٣

مدل برای فرایند این هستید. آشنا پواسون فرایند با احتمال درس از احتمالا˟

آنجا از مͬ�شود. اسفاده مͬ�شوند وارد صف به افرادی که زمان�هایͬ کردن

نقطه�ای فرایند آن، به داد نشان خط روی نقاطͬ با مͬ�توان را زمان�ها این که

یعنͬ است. مͺان به نسبت تقارن آن اصلͬ ویژ�گͬ مͬ�گویند. هم پواسون

چͽالͬ این مقدار است. ثابت خط طول در نقاط چͽالͬ شهودی طور به

کنار زمان مفهوم نͽاه، این در مͬ�کند. مشخص را صف به افراد ورود نرخ

فضای روی احتمال اندازه�ی ͷی شͺل به پواسون فرایند به و مͬ�شود گذاشته

مجرد نͽاه این مͬ�شود. نͽاه حقیقͬ اعداد گسسته�ی زیرمجموعه�های تمام

ͷی نرخ با پواسون نقطه�ای فرايند بنابراین و داد تعمیم بعد دو به مͬ�توان را

: است شرط دو با تصادفͬ فرايندی صفحه، در
٢ Hammersley
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همرزلͬ جان :٢ شͺل

نرخ با پواسون متغیری صفحه از مستطیل هر در واقع نقاط تعداد .١

است. آن مساحت

است. هم از مستقل صفحه از مجزا مجموعه�ی زير دو نقاط تعداد .٢

σ ∈ Sn صعودی زيردنباله�ی بزرگترين طول را Ln(σ) تصادفͬ متغير

تصادفͬ متغیر صفحه، کل Nروی پواسون نقطه�ای فرايند برای و مͬ�گيريم

شيب با شͺسته�ی خط بزرگترين روی نقاط تعداد با برابر را L↗(x, y)

xتعريفمͬ�کنيم: ∈ Rبرای و مͬ�دهيم قرار [۰, x]×[۰, y]ناحیه�ی مثبتدر

g(x) = E(L↗(x, x))

وجود نقطه n تقریباً [۰,
√
n]× [۰,

√
n] مربع Nدر فرایند برای که آن�جا از

برای باشند. يͺديͽر به ͷنزدي Ln و L↗(
√
n,

√
n) داريم انتظار دارد،

مͬ�دهيم. نشان L↗
x با را L↗(

√
x,

√
x) تصادفͬ متغير ساد�گͬ

قرار هم کنار با که کرد مشاهده همرزلͬ گفتیم؛ بالا در که همان�طور

از دیͽری و (t, t) تا (۰, ۰) از ͬͺی مثبت، شيب با شͺسته�ی خط دو دادن

تا (۰, ۰) از مثبت شيب با شͺسته�ی خط ͷي (t + s, t + s) تا (t, t)

تحت پواسون فرایند بودن ناوردا علت به مͬ�آيد. �بدست (t + s, t + s)

(t, t) نقطه�ی از مثبت شیب با شͺسته خط بزرگترین تصادف̞ͬ متغیر انتقال،

(s, s) به (۰, ۰) از که مشابهͬ تصادفͬ متغیر با فرقͬ (t + s, t + s) تا

L↗(s, s) با هم�توزیع L̃↗(s, s) تصادفͬ متغير نتيجه در ندارد. مͬ�رسد،

که: دارد وجود

L↗(t, t) + L̃↗(s, s) ≤ L↗(t+ s, t+ s)

طرفین: از گرفتن ریاضͬ امید با و

g(t) + g(s) ≤ g(t+ s) (١)

مͬ�گوييم. ابرجمعͬ مͬ�کنند صدق ١ رابطه در t و s هر برای که توابعͬ به

صورت به ابرجمعͬ توابع رشد مͬ�دهد نشان مͬ�آوریم زیر در که مشهوری لم

است. خطͬ

باشد ابرجمعͬ g : (۰,+∞) −→ R+ تابع کنيد فرض ٣ (فͺت). ١ لم

صورت: اين در .c = supt
g(t)
t و

c = lim
t−→+∞

g(t)

t

نامنفͬ و صحیح عدد x ∈ R+ هر برای بͽيريد. ثابت را t ∈ R+ اثبات.

ابرجمعͬ از .x = nt+ r که مͬ�شوند يافت ۰ ≤ r < t حقيقͬ عدد و n

مͬ�شود: نتيجه بودن

ng(t) + g(r) ≤ g(x)

نتيجه: در
n

nt+ r
g(t) +

g(r)

x
≤ g(x)

x

بینهایت: به x دادن میل با بنابراين و

g(t)

t
= lim inf

n→+∞
(

n

nt+ r
g(t) +

g(r)

x
) ≤ lim inf

x→+∞

g(x)

x

است: برقرار t ∈ R+ هر برای بالا نامساوی که آن�جا از

lim sup
t→+∞

g(t)

t
≤ lim inf

x→+∞

g(x)

x

است c = supt
g(t)
t برابر و دارد وجود limx→+∞

g(x)
x بنابراين

اين بر علاوه دارد. وجود limx→+∞
E(L↗

x )√
x

مͬ�شود نتيجه بالا لم از
L↗

x√
x
حد داد نشان مͬ�توان تصادفͬ� متغيرهای برای فͺت لم از استفاده با

دارد[٢]. وجود پواسون نقطه�ای فرایند از نمونه هر ازای به تقریباً

جایͽشت�ها برای حد وجود ۴

[۰,
√
n] × مربع در اما دارد. وجود limn→+∞

E(L↗
n )√
n

ديديم تاکنون

بین مͬ�دهیم نشان قسمت این در ندارد. قرار نقطه n الزاماً [۰,
√
n]

وجود مͬ�توان و نیست زیادی تفاوت Ln و L↗
n تصادفͬ متغیر دو

مͬ�شود: انجام لم دو با کار این داد. نشان هم را limn→+∞
E(Ln)√

n

طبيعͯ: n و k هر برای .٢ لم

P(Ln ≤ k) ≤ P(Ln−۱ ≤ k)

٣Fekete lemma
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که مͬ�کنیم تعریف شͺل این به را R : Sn −→ Sn−۱ نͽاشت اثبات.

[σ(۱), σ(۲), . . . , σ(n)] دنباله�ی با را σ ∈ Sn در جایͽشت هر ابتدا

جایͽشتͬ به است شده n با برابر که جمله�ای حذف با حال مͬ�دهیم. نمایش

مͬ�رسیم. Sn−۱ از

نͽاه ناوردا را یͺنواخت احتمال اندازه�ی است، ۱ به n نͽاشتͬ R که آنجا از

دید مͬ�توان نͽاشت این تعریف از مͬ�دارد.

∀σ ∈ Sn : Ln−۱(R(σ)) ≤ Ln(σ)

مͬ�دهد. نتیجه را لم راحتͬ به که

را k باشد. بزرگ کافͬ اندازه�ی به و طبيعͬ عددی n کنيد فرض .٣ لم

مͬ�کنیم تعریف بͽیرید. n تا ۱ فاصله در دل�خواه عددی

Mn = ⌊n+ ۴
√
n log n⌋

و

mn = ⌊n− ۴
√
n logn⌋

که: مͬ�شود یافت k و n از مستقل cثابت صورت این در

P(LMn ≤ k)− c

n۳ ≤ P(L↗
n ≤ k) ≤ P(Lmn ≤ k) +

c

n۳

داریم: [۰,
√
n]× [۰,

√
n] مربع در نقاط تعداد روی کردن شرطͬ با اثبات.

P(L↗
n ≤ k) =

+∞∑
t=۱

e−nnt

t!
P(Lt ≤ k) =

+∞∑
t=۱

ωn(t)P(Lt ≤ k)

مͬ�کنیم: تقسیم زير دسته چهار به را بالا سری .ωn(t) =
e−nnt

t! که

+∞∑
t=۱

ωn(t)P(Lt ≤ k) =

n−۴
√
n logn∑
۱

+

n+۴
√
n logn∑

n−۴
√
n logn

+

۲n∑
n+۴

√
n logn

+

∞∑
۲n

(n به ͷنزدی (tهای دوم جمله روی بالا سری اصلͬ سهم مͬ�کنیم ثابت

است.

مͬ�کنیم: استفاده ͹استرلین تقریب برای از ابتدا

ωn(t) ∼
۱√
۲πt

exp(−(n+t log
t

n
−t)) = ۱√

۲πt
exp(−f(t))

که مͬ�شود دیده سرراست محاسباتͬ با .f(t) = n + t log t
n − t که

در تنها چون آن بر علاوه که است محدب تابعͬ f نتیجه در و f ′′
(t) = ۱

t

هست. نیز نامنفͬ تابعͬ مͬ�شود، صفر t = n نقطه

نوشت: مͬ�توان t > ۲n یعنͬ بالا سری چهارم جمله�ی برای

f(t) ≥ f(۲n) + (t− ۲n)f
′
(۲n) =

n(۲ log ۲− ۱) + (t− ۲n) log ۲ = t log ۲− n

مͬ�دهد: نشان ∑که
۲n≤t

ωn(t)P(Lt ≤ k) ≤
∑
۲n≤t

ωn(t) ≤ e−c۱n

مقدار به سری این nافزایش با پس است. n از مستقل و مثبت عددی c۱ که

شد. خواهد ͷکوچ کافͬ

مشتق فاصله این در چون .t ≤ ۲n مͬ�دانیم سوم و اول جملات برای

در و است مثبت تابع این است، صفر از بیشتر f(t) − ۱
۴n (t − n)۲ دوم

دارند: n نقطه با ۴
√
n log n فاصله حداقل که نقاطͬ برای نتیجه

۴ log n ≤ f(t)

پس:

ωn(t) ≤ exp(−f(t)) ≤ c۲
n۴

نشان قبل مرحله�ی مانند و است n از مستقل و مثبت عددی نیز c۲ که

نهایت در است. c۳
n۳ برابر حداکثر نیز سوم و اول جملات مجموع مͬ�دهد

است ۴
√
n log n = o(n) آنها تعداد مͬ�مانند. باقͬ دوم جملات تنها

(زیرا است ͷی به ͷنزدی سری این در شده ظاهر ωn(t)های جمع مͬ�دانیم

دیͽر سری سه در شده ظاهر nهای برای ها ωn(t) جمع که دیدیم بالا در

حال هستند. نزولͬ P(Ltها ≤ k) � ٢ لم به توجه با و است.) ͷکوچ

را mnام و Mnام جمله�های ترتیب به بالا و پایین کران به رسیدن برای

مͬ�شود. ثابت حͺم و مͬ�کنیم جای��ͽذاری

پیشامدهای مͬ�دانیم مͬ�کنیم. اثبات جایͽشت�ها برای را حد وجود حال

پس: هم�دیͽرند. مͺمل Lt > k و Lt ≤ k

P(Lt ≤ k) = ۱− P(Lt > k)

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را قبل لم درنتیجه و

P(Lmn > k)− c

n۳ ≤ P(L↗
n > k) ≤ P(LMn > k) +

c

n۳

مثبت: تصادفͬ متغیر هر برای که آنجا از

E(X) =
∑
k≥۰

P(X > k)

مͬ�آوریم: بدست k = ۱, . . . , ۲n روی زدن جمع با

E(Lmn)−
c

n۲ ≤ E(L↗
n )−

∑
k≥۲n

P(L↗
n > k) ≤ E(LMn)+

c

n۲

از بیش [۰,
√
n] × [۰,

√
n] مربع داخل باید باشد، k از بیشتر Ln اگر اما

مͬ�دهد: نشان این که باشد داشته وجود نقطه k

P(L↗
n > k) ≤ e−nnk

k!
≤ e−ck

است e−cn شͺل به حداکثر
∑

k≥۲n P(L↗
n > k) جمله مͬ�دهد نشان که

نتیجه: در و

lim
n→+∞

E(Ln)√
n

= lim
n→+∞

E(L↗
n )√
n

۶٣



c برای پایین و بالا کران�های ۵

بخش اين در دارد. وجود c = limn→+∞
E(Ln)√

n
ديديم قبل بخش� در

. c ̸= ۰,+∞ مͬ�کنیم مشاهده و آورد خواهيم بدست c برای کران�هايͬ

قضایای از ͬͺی نتیجه زیر قضیه�ی مͬ�دهيم. ارائه c برای پايينͬ کران ابتدا

است مرتب جزیͬ طور به مجهز مجموعه�ی ͷی در زنجیرها درباره معروف

مͬ�شود. یافت ترکیبیاتͬ مرجع�های اکثر در آن اثبات که

در هستند. طبيعͬ عدد mدو و n کنيد فرض ۴ (اردوش-زاکر). ۴ قضیه

n+ ۱ طول به صعودی زيردنباله�ا�ی يا Snm+۱ در جايͽشت هر صورت اين

+mدارد. ۱ طول به نزولͬ زيردنباله�ا�ی يا و

در جايͽشت هر مͬ�شود نتيجه دهيم قرار n برابر mرا قضيه اين در اگر

با دارد. n طول به نزولͬ زيردنباله�ی ͷي يا زيردنباله�یصعودی ͷي یا Sn۲+۱
E(Ln)√

n
دنباله�ی �حد c مͬ�دانيم . ۱۲ ≤ c مͬ�کنيم ثابت موضوع اين از استفاده

طبيعͬ: اعداد از {n۲ + ۱}+∞
n=۱ زيردنباله�ی گرفتن نظر در با نتيجه در است.

c = lim
n→+∞

E(Ln۲+۱)

n

زيردنباله�ی بلندترین طول تصادفͬ متغير را ln(σ) ،n طبيعͬ عدد هر برای

جايͽشت، ͷي نوشتن راست به چپ از با که آن�جا از بͽيريد. σ نزولͬ

تصادفͬ متغير دو توزيع�های مͬ�شوند؛ تبديل صعودی به نزولͬ زيردنباله�های

قضیه�ی درنتیجه و E(Ln) = E(ln) بنابراين و است ͬͺي Ln و ln
:σ ∈ Sn۲+۱ هر برای اینͺه با است معادل اردوش-زاکر

n ≤ Ln۲+۱(σ) + ln۲+۱(σ)

بͽیریم: ریاضͬ امید طرفین از اگر و

n ≤ E(Ln۲+۱) + E(ln۲+۱)

مͬ�دهد: نتيجه که
۱
۲
≤ lim

n→+∞

E(Ln۲+۱)

n

. ۱۲ ≤ c بنابراین

جمله هر زیرا یافت، دیͽری پایین�های کران مͬ�توان ١ لم از استفاده با البته

داشت خواهیم n = ۱ دادن قرار با است. c برای پایین کران ͷی E(L↗
n )√
n

نقطه ͷی حداقل ۱
e احتمال به [۰, ۱] × [۰, ۱] مربع در ولͬ .E(L↗

۱ ) ≤ c

که: مͬ�دهد نشان این و است واقع
۱
e
≤ c

مͬ�آوریم: بدست c برای بالایͬ کران زیر لم از استفاده با

طبيعͯ: k ≤ n هر برای .۵ لم

P(k ≤ Ln) ≤ min{۱, ۱
k!

(
n

k

)
}

۴Erdos-Szkeres Theorem

.P(k ≤ Ln) ≤ ۱
k!

(
n
k

)
دهيم نشان کافيست اثبات.

اعداد

۱ ≤ i۱ < i۲ < · · · < ik ≤ n

اين�که احتمال تقارن به بنا کنيد. فرض ثابت را

σ(i۱), σ(i۲), . . . , σ(ik)

مͬ�توان طريق
(
n
k

)
به طرفͬ از است. ۱

k! باشد σ در صعودی زيردنباله�ای

این از ͬͺي بايد k ≤ Ln(σ) اگر و نمود انتخاب را i۱, i۲, . . . , ik اعداد

مͬ�دهد. نتيجه حͺم اين که باشد صعودی زیردنباله�ها

.c ≤ e دهیم: نشان و بͽیریم حد بالا لم راست طرف از مͬ�خواهیم

داریم:

E(Ln) =
∑

۱≤k≤n

P(k ≤ Ln) ≤
∑

۱≤k≤n

min{۱, ۱
k!

(
n

k

)
}

≤
∑

۱≤k≤n

min{۱, nk

(k!)۲
} =

∑
۱≤k≤e′

√
n

+
∑

e′′
√
n<k≤n

۱ با را اول مجموع جملات هستند. e به ͷنزدی اعدادی e ≤ e
′ ≤ e

′′ که

جملات برای مͬ�شود. کمتر e′
√
n از آن مقدار نتیجه در و مͬ�زنیم تخمین

مͬ�کنیم: استفاده ͹استرلین تقریب از دوم مجموع
nk

(k!)۲
≤ (

e
′√
n

k
)۲k ≤ (

e
′

e′′
)۲e

′′√
n

از است. کمتر n( e
′

e′′
)۲e

′√
n از دوم سری جملات کل مجموع نتیجه در

است. پوشͬ چشم قابل حد، در است، o(
√
n) مرتبه�ی از عدد این که آنجا

نتیجه e به e′′ دادن میل با که دارند اهمیت اول سری جملات تنها بنابراین

.c ≤ e مͬ�شود

دیͽر مسائل با ارتباط ۶

و مͬ�رسد میلادی شصت دهه�ی به مسأله این قدمت شد، گفته که همان�طور

نهایت در آید. بدست c مقدار تا شد بسیاری تلاش�های اثباتهمرزلͬ از بعد

و ۵ͷورشی توسط کلͬ�تر مسأله�ی ͷی از خاصͬ حالت عنوان به مسأله این

جایͽشتͬ گروه نمایش�های حدی شͺل کلͬ، مسأله�ی اثباتشد[٣]. کروو۶

نظریه�ی داغ مسائل از ͬͺی میلادی ١٩٧٠ سال�های حدود در که است

͹یان نمودار و صعودی زیردنباله�ی بزرگترین بین جالبͬ ارتباط بود. نمایش

نیز تازگͬ به دارد. وجود مͬ�شوند ظاهر جایͽشتͬ گروه نمایش�های در که

که است شده شناخته دیͽر مسائل با آن ارتباط درباره�ی جالبͬ پیشرفت�های

نشان مͬ�توان مثال عنوان به است. تصادفͬ ماتریس�های مسأله�ی آن مهمترین
۵Vershik
۶Kerov

۶۴



گوسͬ تصادفͬ ماتریس ͷی ویژه�ی مقدار بزرگترین توزیع با Ln توزیع داد

شده داده نشان دارد. نوساناتͬ Ln− ۲
√
nکمیت این بر علاوه است. ͬͺی

است. O(n
۱
۶ ) مرتبه�ی از نوسانات این
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١ گراور جستجوی الͽوریتم

محرابیان٢ عباس

مقدمه ١

دربسته بسته�ی صد مͬ�شود: برگزار زیر شͺل به مسابقه�ای فرضکنید
ͬͺی در و هستند پوچ آن�ها نه�تای و نود که دارد قرار شما روبروی
مͬ�توانید شما دارد. قرار تومان ٢۵هزار ارزش به جایزه�ای آن�ها از
آن در جایزه اگر و کنید، باز تومان هزار پرداخت با را بسته هر
از پس مͬ�کنید؟ شرکت مسابقه این در شما آیا بردارید. را آن بود،
شرکت مسابقه این در که نیست شما نفع به که مͬ�بینید تأمل اندکͬ
دنیای در داد نشان که است هندی ریاضͬ�دان ͷی [٢] گراور کنید.
شرکتکنید! مسابقه این در شماستکه نفع به کوانتوم، الͽوریتم�های
حدود کردن خرج با که داد ارائه کوانتومͬ الͽوریتمͬ حقیقت در او
کند. پیدا است آن در جایزه که را بسته�ای مͬ�تواند تومان ١٠هزار
ͷی که مͬ�دهیم، توضیح را گراور جستجوی الͽوریتم مقاله این در
کلͬ توضیحات مقاله نخست نیمه�ی در است. کوانتوم٣ͬ الͽوریتم
جزئیات وارد که این بدون مͬ�دهیم کوانتومͬ الͽوریتم�های درباره�ی
شویم، کوانتومͬ ͷانیͺم مباحث و آن�ها پیاده�سازی نحوه�ی به مربوط

مͬ�دهیم. توضیح را گراور الͽوریتم دوم نیمه�ی در و

کوانتومͬ الͽوریتم�های ٢

است. غیرکوانتومͬ الͽوریتمͬ متعارف، الͽوریتمͬ از منظور ادامه در
اطلاعاتͬ واحدهای بیتها متعارف، الͽوریتم�های در که همان�طور
اطلاعاتͬ واحدهای کیوبیتها۴ کوانتومͬ، الͽوریتم�های در هستند،
{۰, ۱} مجموعه�ی عضو دو از ͬͺی مͬ�تواند بیت هر محتوای هستند.

مجموعه�ی از عضوی هر مͬ�تواند کیوبیت ͷی محتوای باشد.

Q۱ =

{(
a
b

)
∈ C۲ : |a|۲ + |b|۲ = ۱

}
١Grover’s search algorithm

٢

کامپیوتر مهندسͬ رشته دو در را خود کارشناسͬ مدرک ١٣٨٨ سال در نͽارنده
دکتری دانشجوی حاضر حال در و نمود اخذ شریف صنعتͬ دانشͽاه از ریاضیات و

amehrabi@uwaterloo.ca. ای�میل: نشانͬ کاناداست. واترلوی دانشͽاه
٣quantum algorithm
۴qubits

در کلͬ طور به و مقاله این در که برداری فضاهای در باشد.
مجموعه�ی همیشه میدان داریم، سروکار آن�ها با کوانتوم الͽوریتم�های
اعضای دادن نشان برای مخصوصͬ نمادهای است. مختلط اعداد
نشان |۱⟩ با را

(
۰
۱

)
و |۰⟩ با را

(
۱
۰

)
دارد: وجود C۲ استاندارد پایه�ی

ͷی با که مͬ�کنند مشخص فقط این�جا در | و ⟩ نمادهای مͬ�دهیم.
ابتدای در است. ستونͬ بردار ͷی شͺل به که داریم Q۱سروکار عضو
|۰⟩ مقدار دو از ͬͺی با را کیوبیت�ها از ͷی هر مͬ�توان الͽوریتم، ͷی

کرد. اولیه مقداردهͬ |۱⟩ یا

نشان منطقͬ مدار ͷی شͺل به مͬ�توان را متعارف الͽوریتم ͷی
است. شده تشͺیل or و ،and ،not مانند گیت۵ تعدادی از که داد
است. بیت ͷی هم آن خروجͬ و بیت دو یا ͷی گیت هر ورودی
دو داد. نشان صورت همین به مͬ�توان هم را کوانتومͬ الͽوریتم�های
ͷی حالت ساده�ترین در اول نوع دارد: وجود کوانتومͬ گیت نوع
ͷی U کنید فرض دارد. خروجͬ کیوبیت ͷی و ورودی کیوبیت
صورت این در باشد. C۲ برداری فضای روی دلخواه یͺه۶ عملͽر
هر برای که گرفت نظر در U با متناظر کوانتومͬ گیت ͷی مͬ�توان
بͬ�نهایت که کنید توجه Uمͬ�باشد. |q⟩ آن خروجͬ ،|q⟩ ∈ Q۱ ورودی

داریم. اول نوع از کوانتومͬ گیت گونه

کیوبیت ͷی آن ورودی که دارد، نام اندازه�گیری٧ گیت دوم، نوع
در که داریم کیوبیت ͷی کنیم فرض است. بیت ͷی آن خروجͬ و

)حالت
a
b

)
= a |۰⟩+ b |۱⟩

شود، وارد اندازه�گیری گیت ͷی به کیوبیت این اگر دارد. قرار
خواهد ١ مقدار |b|۲ احتمال به و ٠ مقدار |a|۲ احتمال به آن خروجͬ
منظور مͬ�کنیم، اندازه�گیری را کیوبیت ͷی مͬ�گوییم وقتͬ داشت.
توجه مͬ�دهیم. قرار آن راه سر اندازه�گیری گیت ͷی که است این

داریم. دوم نوع از کوانتومͬ گیت گونه ͷی فقط که کنید

داریم مثلا́ مͬ�دهیم؛ ⊗نشان نماد با ماتریسرا دو ضربتانسوری٨

(
a
b

)
⊗
(
c
d

)
=


ac
ad
bc
bd

 .

آن محتوای که است بزرگ�تری اطلاعاتͬ واحد n-کیوبیت ͷی

۵gate
۶unitary operator
٧measurement gate
٨tensor product
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مجموعه�ی از عضوی

Qn =


 x۱

...
x۲n

 ∈ C۲n : |x۱|۲ + |x۲|۲ + · · ·+ |x۲n |۲ = ۱


است ۱-کیوبیت ͷی کیوبیت ͷی حقیقت، در که کنید دقت است.
کیوبیتخاص n نیستجز یnͷ-کیوبیتچیزی ،ͬͺفیزی نظر از (و
ͷی شͺل به آن�ها به قراردادی صورت به که شماره�گذاری�شده و
که باشیم داشته کیوبیت n کنید فرض مͬ�شود). نͽاه منسجم گروه
کنار از صورت این در باشند. |q۱⟩ , |q۲⟩ , . . . , |qn⟩ مقادیر دارای
که مͬ�آید دست به n-کیوبیت ͷی کیوبیت�ها این دادن قرار هم
را آن اختصار به که است |q۱⟩ ⊗ |q۲⟩ ⊗ · · · ⊗ |qn⟩ آن محتوای
دارد. جالبͬ نتیجه�ی نمادگذاری این مͬ�دهیم. نشان |q۱q۲ . . . qn⟩ با
ͷی صورت به مͬ�توان را ۲n − ۱ و ۰ بین m مانند صحیح عدد هر
خوانده دودویͬ نمایش (که داد نمایش ۱ها و ۰ها از n طول به رشته
مͬ�توان صورت این در مͬ�دهیم. نشان b(m) با را آن که مͬ�شود)
استاندارد پایه�ی همان {|b(i)⟩ : ۰ ≤ i ≤ ۲n − ۱} که کرد وارسͬ
{|۰۰۰⟩ , |۰۰۱⟩ , |۰۱۰⟩ , |۰۱۱⟩ , |۱۰۰⟩ , |۱۰۱⟩ , |۱۱۰⟩ , |۱۱۱⟩} مثلا́ است. C۲n

تانسوری ضرب از همواره که کنید دقت است. C۸استاندارد پایه�ی
را n-کیوبیت ͷی ولͬ مͬ�آید، دست به n-کیوبیت ͷی کیوبیت n
این نوشت. کیوبیت n تانسوری ضرب صورت به نمͬ�توان لزوماً
پدیده�ی به و است کوانتومͬ ͷانیͺم عجیب ویژگͬ�های از ͬͺی
این حوصله�ی از آن درباره�ی بحث که است، مرتبط entanglement

است. خارج مقاله
طبیعͬ صورت به کردیم، تعریف کیوبیت�ها برای که گیتͬ نوع دو
یͷعملͽر U فرضکنید تعریفهستند. قابل نیز برایn-کیوبیت�ها
ͷی U با متناظر صورت این در باشد. C۲n برداری فضای روی یͺه
n-کیوبیت دو هر خروجͬ�اش و ورودی که داریم کوانتومͬ گیت
خروجͬ ،|q⟩ ∈ Qn ورودی هر برای ،n = ۱ حالت همانند و هستند
مͬ�دهد. بیت n ما به یnͷ-کیوبیت اندازه�گیری مͬ�باشد. U |q⟩ آن
صورت به استاندارد پایه�ی در که باشد یnͷ-کیوبیت |q⟩ فرضکنید

|q⟩ =
۲n−۱∑
i=۰

αi |b(i)⟩

اندازه�گیری حاصل |αi|۲ احتمال به صورت این در شود. داده نمایش
بود. خواهد b(i)

گراور جستجوی الͽوریتم ٣

که طوری به باشد دلخواه تابعͬ f : X → {۰, ۱} کنید فرض
است، f−۱(۱) در عنصری کردن پیدا هدف است. ناتهͬ f−۱(۱)

نمادگذاری در سهولت برای مͬ�شود. نامیده جواب�ها مجموعه�ی که
پوشیده الͽوریتم بر f تابع طبیعت .X = {۰, ۱}n مͬ�کنیم فرض
سیاه جعبه�ی ͷی صورت به f تابع مͬ�کنیم فرض این�جا در و است
را f تابع مقدار مͬ�تواند تنها الͽوریتم و است شده داده الͽوریتم به
کم�ترین با که است این هدف بپرسد. دامنه�اش از دلخواهͬ نقاط در
هر که است واضح کند. پیدا را جوابͬ سیاه، جعبه�ی این از پرسش
Ω(۲n) به کلͬ حالت در جواب کردن پیدا برای متعارف الͽوریتم
که داد ارائه کوانتومͬ الͽوریتمͬ [٢] گراور ولͬ دارد، نیاز پرسش
از پرسش O

(
۲n/۲

)
با باشد، معلوم جواب�ها تعداد که صورتͬ در
مͬ�کند. پیدا مساله برای جوابͬ سیاه، جعبه�ی

کار چͽونه f با متناظر سیاه جعبه�ی که مͬ�دهیم توضیح حال
{۰, ۱} در عنصر دو xor دادن نشان برای ⊕ نماد از مͬ�کند.
گیت ͷی است). دو مبنای در جمع همان (که مͬ�کنیم استفاده
روی یͺه عملͽر ͷی که مͬ�کنیم تعریف F نام به n)-کیوبیتͬ + ۱)

F تعریف برای مͬ�کند. بازی را سیاه جعبه�ی نقش و است C۲n

هر ازای به کنیم. مشخص پایه اعضای روی را آن اثر است کافͬ
،x۱, x۲, . . . , xn, y ∈ {۰, ۱}

F |x۱x۲ . . . xny⟩ = |x۱x۲ . . . xn⟩ ⊗ |y ⊕ f(x۱, x۲, . . . , xn)⟩
(١)

نظر به عجیب کمͬ گیت این کار نحوه�ی است ممͺن اول نͽاه در
با را f(x۱, x۲, . . . , xn) مقدار تنها گیت این حقیقت در برسد.
نقطه این در را f مقدار طریق این از و مͬ�کند، xor آخر کیوبیت
گیت�های جز (به کوانتومͬ گیت�های که آورید یاد به مͬ�دهد. ما به
F مثل گیت�هایͬ از استفاده لذا و هستند یͺه عملͽرهای اندازه�گیری)
است. اجتناب�ناپذیر کوانتوم الͽوریتم�های در سیاه جعبه�ی عنوان به
به و مͬ�کند، استفاده F گیت از کپͬ O

(
۲n/۲

)
از گراور الͽوریتم

ذکر (شایان مͬ�کند. پیدا مساله برای جوابͬ ی�ͷسوم از بیش احتمال
هم استفاده مورد الͽوریتم و است قطع٩ͬ تابع ͷی f تابع که است
مͬ�شود الͽوریتم وارد تصادف که جایͬ تنها و است قطعͬ عمدتاً
با است.) اندازه��گیری گیت�های از استفاده موقع و الͽوریتم انتهای
کرد. زیاد دلخواه به را موفقیت احتمال مͬ�توان الͽوریتم این تͺرار

N = ۲n کنید تعریف مͬ�کنیم. توصیف را گراور الͽوریتم ͷاین
و

|h⟩ =
∑

x∈{۰,۱}n

|x⟩ /
√
N .

نشان O با را C۲n فضای در صفر بردار .|h⟩ ∈ Qn که کنید دقت
به مͬ�کنیم: تعریف چنین را R n)-کیوبیتͬ + ۱) گیت مͬ�دهیم.

٩deterministic
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|z⟩ ∈ Qn کنیم فرض ،|x⟩ ∈ Qn, |y⟩ ∈ Q۱ مثل ورودی ͷی ازای
ادامه�ی در و این�جا (در باشد O |h⟩ خط حول |x⟩ بازتاب حاصل
است). O, |h⟩ ∈ C۲n نقاط از گذرنده خط O |h⟩ از منظور مقاله،

صورت، این در
R (|x⟩ ⊗ |y⟩) = |z⟩ ⊗ |y⟩ . (٢)

ͷی از گراور الͽوریتم .|−⟩ = (|۰⟩−|۱⟩)/
√
۲ ∈ Q۱ کنید تعریف

مͬ�کند شروع است |h⟩⊗ |−⟩ اولیه�ی حالت در که +n)-کیوبیت ۱)

به تا مͬ�کند اعمال آن روی بار k یͺͬ�در�میان را R و F عملͽرهای و
خواهد تعیین پایین�تر k دقیق مقدار برسد. (RF )k(|h⟩⊗|−⟩)حالت
مͬ�کند اندازه�گیری را حاصل n)-کیوبیت + ۱) سپس الͽوریتم شد.
را k مͬ�توان مͬ�دهیم نشان برسد. x۱, x۲, . . . , xn, y بیت n+ ۱ به تا
ی�ͷسوم از بیش احتمال به و k = O(

√
N) که کرد انتخاب طوری

جوابͬ (x۱, x۲, . . . , xn) یعنͬ ،f(x۱, x۲, . . . , xn) = ۱ باشیم داشته
باشد. مساله از

مͬ�کنیم تعریف مͬ�پردازیم. الͽوریتم این تحلیل به حالا
A = f−۱(۱), B = f−۱(۰), α = |A|, β = |B| .

مͬ�کنیم تعریف هم�چنین
|a⟩ =

∑
x∈A

|x⟩ /
√
α, |b⟩ =

∑
x∈B

|x⟩ /
√
β .

C۲nهستند. در یͺه و هم بر عمود بردار دو |b⟩ و |a⟩ که کنید ملاحظه
بردار دو این توسط شده تولید خطͬ زیرفضای S ⊆ C۲n کنید فرض

است. صفحه ͷی حقیقت در که باشد C۲n در

|s⟩ بازتاب حاصل |t⟩ که طوری به |s⟩ , |t⟩ ∈ S کنید فرض .١ لم
صورت، این در باشد. O |b⟩خط حول

F (|s⟩ ⊗ |−⟩) = |t⟩ ⊗ |−⟩ .

تأثیر دهیم نشان است کافͬ است، خطͬ عملͽری F چون اثبات.
است کافͬ یعنͬ است، مطلوب تأثیر همان S پایه�ی اعضای روی آن

برقرارند. زیر تساوی دو دهیم نشان

F (|b⟩ ⊗ |−⟩) = |b⟩ ⊗ |−⟩ , (٣)

F (|a⟩ ⊗ |−⟩) = (− |a⟩)⊗ |−⟩ . (۴)

داریم F عملͽر بودن خطͬ دلیل به و |b⟩ و تعریف⟨−| از

√
۲βF (|b⟩ ⊗ |−⟩) =

√
۲F

(∑
x∈B

|x⟩ ⊗ |−⟩

)
=
∑
x∈B

[F (|x⟩ ⊗ |۰⟩)− F (|x⟩ ⊗ |۱⟩)] .

داریم y ∈ {۰, ۱} هر و x ∈ B هر ازای به (١) در F تعریف طبق
F (|x⟩ ⊗ |y⟩) = |x⟩ ⊗ |f(x)⊕ y⟩ = |x⟩ ⊗ |y⟩ .

داریم نتیجه √در
۲βF (|b⟩ ⊗ |−⟩) =

∑
x∈B

[|x⟩ ⊗ |۰⟩ − |x⟩ ⊗ |۱⟩]

=
√

۲β(|b⟩ ⊗ |−⟩) ,

است. درست (٣) بنابراین
خطͬ دلیل به و |a⟩ و |−⟩ تعریف از مͬ�کنیم. اثبات را (۴) حال

داریم F عملͽر بودن

√
۲αF (|a⟩ ⊗ |−⟩) =

√
۲F

(∑
x∈A

|x⟩ ⊗ |−⟩

)
=
∑
x∈A

[F (|x⟩ ⊗ |۰⟩)− F (|x⟩ ⊗ |۱⟩)] .

داریم y ∈ {۰, ۱} هر و x ∈ A هر ازای به (١) در F تعریف طبق
F (|x⟩ ⊗ |y⟩) = |x⟩ ⊗ |f(x)⊕ y⟩ = |x⟩ ⊗ |۱− y⟩ .

داریم نتیجه در
√
۲αF (|a⟩ ⊗ |−⟩) =

∑
x∈A

[F (|x⟩ ⊗ |۰⟩)− F (|x⟩ ⊗ |۱⟩)]

=
∑
x∈A

[|x⟩ ⊗ |۱⟩ − |x⟩ ⊗ |۰⟩]

=
∑
x∈A

[(− |x⟩)⊗ |۰⟩ − (− |x⟩)⊗ |۱⟩]

=
√
۲α (− |a⟩ ⊗ |−⟩) ,

است. درست (۴) بنابراین

خطوط بین زاویه�ی θ کنیم فرض بͽیرید. نظر در را S صفحه�ی
فرض کنیم، تعیین را زوایا علامت که این (برای Oباشد |b⟩ Oو |h⟩
این در باشد.) y Oمحور |a⟩ خط و x Oمحور |b⟩ خط که مͬ�کنیم
زاویه�ی با دوران ͷی اعمال شبیه RF عملͽر اعمال بار هر صورت
.|x⟩ ∈ S کنید فرض واقع، در مͬ�باشد. صفحه این در O حول ۲θ

داریم ١ لم طبق صورت این در
F (|x⟩ ⊗ |−⟩) = |y⟩ ⊗ |−⟩ ,

علاوه، به مͬ�باشد. O |b⟩ حول |x⟩ بازتاب حاصل |y⟩ آن در که
داریم (٢) در Rتعریف طبق

F (|y⟩ ⊗ |−⟩) = |z⟩ ⊗ |−⟩ ,

دو ترکیب مͬ�باشد. O |h⟩ حول |y⟩ بازتاب حاصل |z⟩ آن در که
حول ۲θ زاویه�ی با دورانͬ Oمعادل |h⟩ Oو |b⟩محورهای با بازتاب
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۲θ زاویه�ی با و O حول |x⟩ دوران حاصل |z⟩ بنابراین مͬ�باشد، O

که کنید توجه است. S صفحه�ی در
|h⟩ =

√
α/N |a⟩+

√
β/N |b⟩ ,

نتیجه�ی .۰ < θ ≤ π/۲پس β ≥ ۰ و α > ۰ چون و |h⟩ ∈ S بنابراین
مͬ�شود. حاصل زیر

|h′⟩ آن در که (RF )k(|h⟩ ⊗ |−⟩) = |h′⟩ ⊗ |−⟩ داریم .٢ نتیجه
است. S صفحه�ی در ۲kθ زاویه�ی با O حول |h⟩ دوران حاصل

در همیشه آخر کیوبیت که است این این�جا در جالب نͺته�ی ͷی
با نمͬ�کند، تغییری الͽوریتم طول در هیچ�گاه و مͬ�ماند |−⟩ حالت

کرد! حذف الͽوریتم از را کیوبیت این نمͬ�توان حال این

O |q⟩ خطوط بین زاویه�ی ψ و |q⟩ ∈ Qn ∩ S کنید فرض .٣ لم
n)-کیوبیت + ۱) اندازه�گیری از پس کنید فرض باشد. O |b⟩ و
صورت این در آیند. دست به x۱, x۲, . . . , xn, y بیت�های ،|q⟩⊗|−⟩

است. sin۲(ψ) حداقل f(x۱, . . . , xn) = ۱ احتمال

کنید فرض اثبات.
|q⟩ =

∑
x∈{۰,۱}n

qx |x⟩

احتمال ،A = f−۱(۱) چون باشد. استاندارد پایه�ی در |q⟩ نمایش
خطوط بین زاویه�ی ϕ فرضکنید .

∑
x∈A q۲

x با است برابر نظر مورد
داریم است، عمود O |b⟩ بر O |a⟩ چون باشد. O |a⟩ و O |q⟩

کوشͬ-شوارز، نامساوی طبق .cos۲(ϕ) = sin۲(ψ)

∑
x∈A

q۲
x =

(∑
x∈A

q۲
x

)(∑
x∈A

۱
α

)

≥

(∑
x∈A

qx/
√
α

)۲

= ⟨|q⟩ , |a⟩⟩۲ = ∥ |q⟩ ∥۲ · ∥ |a⟩ ∥۲ · cos۲(ϕ)

= cos۲(ϕ) = sin۲(ψ) .

الͽوریتم تحلیل و مناسب k انتخاب برای را لازم ابزارهای اکنون
داریم |b⟩ و |h⟩تعریف طبق داریم. گراور

cos θ = ⟨|h⟩ , |b⟩⟩ =
∑
x∈B

۱/
√
Nβ =

√
β/N .

جواب�های تعداد چون .sin θ =
√
α/N ≥ ۱/

√
N داریم نتیجه در

الͽوریتم بر نیز θ است، معلوم الͽوریتم بر و است α برابر مساله
بار k و مͬ�سازد θ زاویه�ی O |b⟩ با O |h⟩ مͬ�دانیم است. معلوم
بنابراین مͬ�باشد. O حول ۲kθ اندازه�ی به دوران معادل RF اعمال
مانند +n)-کیوبیتͬ ۱) به عملͽر این اعمال بار k از پس ٢ نتیجه طبق

(۲k+ ۱)θ Oزاویه�ی |b⟩ Oبا |h′⟩ که طوری به مͬ�رسیم |h′⟩⊗ |−⟩
احتمال به +n)-کیوبیت ۱) این اندازه�گیری با ٣ لم طبق مͬ�سازد. را

مͬ�کنیم. پیدا را مساله از جوابͬ sin۲((۲k + ۱)θ) حداقل
در انتخابکنیم، صفر برابر را kاست کافͬ ،π/۴ ≤ θ ≤ π/۲ اگر
خواهد ی�ͷدوم حداقل گراور الͽوریتم موفقیت احتمال صورت این
باشد طبیعͬ عدد کوچ�ͷترین k فرضکنید ،۰ < θ < π/۴ اگر بود.

صورت این در .π/۴ ≤ (۲k + ۱)θ که

(۲k − ۱)/
√
N ≤ (۲k − ۱) sin θ ≤ (۲k − ۱)θ < π/۴

داریم دیͽر طرف از .k < (π
√
N + ۴)/۸ <

√
N نتیجه در

موفقیت احتمال ،k این انتخاب با لذا π/۴؛ ≤ (۲k + ۱)θ ≤ ۳π/۴

بود. خواهد ی�ͷدوم حداقل گراور الͽوریتم

مؤخره ۴

کوانتومͬ الͽوریتمͬ و کردیم تعریف جستجویͬ مساله�ی ٣ بخش در
در که مسابقه�ای با دقیقاً مساله این البته دادیم. ارائه آن حل برای
بسیار ارائه�شده الͽوریتم به�هرحال نیست؛ متناظر کردیم مطرح مقدمه
کوانتومͬ قدرتالͽوریتم�های بین را تفاوتبارزی استو جالب�توجه

مͬ�دهد. نشان متعارف الͽوریتم�های و
مساله�ی برای که کوانتومͬ الͽوریتم هر داد نشان [٢] گراور
باشد، ی�ͷسوم حداقل موفقیتش احتمال که شود ارائه بالا جستجوی
تعداد مرتبه�ی١٠ بنابراین و مͬ�کند استفاده )Ωگیتجعبه�سیاه

√
N) از

است. بهینه او الͽوریتم پرسش�های
جعبه�سیاه گیت�های تعداد که دادند نشان [١] مقاله�ی نویسندگان
که دادند ارائه الͽوریتمͬ آن�ها هم�چنین است. بهینه گراور الͽوریتم
ولͬ مثبت جواب�ها تعداد که حالتͬ در را بالا جستجوی مساله�ی
استفاده جعبه�سیاه گیت O(

√
N) از و مͬ�کند حل است نامعلوم

مͬ�کند.

مراجع

[١] M. Boyer, G. Brassard, P. Høyer, and A. Tapp.

Tight bounds on quantum searching. Fortschritte

der Physik, 46(4-5):493-505,1998.

[٢] L. K. Grover. A fast quantum mechanical algo-

rithm for database search. In Proceedings of the

١٠order

۶٩



Twenty-eighth Annual ACM Symposium on the The-

ory of Computing (STOC 1996), pages 212-219,

New York, 1996, ACM.

٧٠



عرض با گراف�های روی ترکیباتͬ بهینه�سازی
محدود درخت١ͬ

حدادان آرش

مقدمه ١

شوند مͬ تعریف گراف روی به که بهینه�سازی مسائل از بسیاری
مستقل، مجموعه�ی بزرگترین به مͬ�توان جمله از هستند. NP-hard

مͬ�توان خاصͬ شرایط تحت اما کرد. اشاره غیره و رأسͬ آمیزی ͹رن
مثال برای نمود. حل جمله�ای چند زمان در را مسائل این از بسیاری
درخت گرافمسأله که صورتͬ در بهینه�سازی، مسائل از بسیاری برای
مسائل این جمله�ی از کرد. پیدا چندجمله�ای الͽوریتم مͬ�توان باشد
اشاره استاینر درخت یا و مسلط مجموعه�ی کوچ�ͷترین به مͬ�توان
اندازه�گیری برای پارامتری تعریف به کلیدی مشاهده�ی این .[۶] نمود
گراف ͷی درختͬ عرض انجامید. گراف ͷی بودن درخت میزان
مͬ�دهد. نشان را بودن درخت از گراف آن فاصله�ی شهودی به�طور
اولین برای درختͬ عرض دارند.) ͷی درختͬ عرض (درخت�ها
١٩٨۴ در اما شد. معرفͬ ١٩۶٧ در هالین٢ رودولف توسط بار
عرضͬ پارامتر چند کنار در را تعریف این سیمور۴ و رابرتسون٣
زمان آن از کردند. معرفͬ دوباره مسیری۵ عرض جمله از دیͽر
طراحͬ و گراف نظریه�ی در پرکاربرد مفهومͬ به عرضدرختͬ تاکنون

است. شده بدل الͽوریتم
برای پویا برنامه�ریزی عمومͬ الͽوریتم ͷی با گزارش این در
محدود درختͬ عرض با گراف�های روی بهینه�سازی مسائل بسیاری
اجرا خطͬ) (غالباً چندجمله�ای زمان در الͽوریتم این مͬ�شویم. آشنا
با گراف�های روی NP-hard مسائل بسیاری حل برای ما به و شده
تجزیه�ی ابتدا گزارش این در مͬ�کند. ͷکم محدود درختͬ عرض
سپس مͬ�دهیم. ارائه درختͬ عرض از دقیق تعریفͬ سپس و درختͬ
طراحͬ برای ما به که مͬ�کنیم معرفͬ را خوب درختͬ تجزیه�ی
بخش این در این بر علاوه مͬ�کند. ͷکم پویا برنامه�ریزی الͽوریتم
مرور را درختͬ عرض و درختͬ تجزیه�ی کلیدی خاصیت چند

١Treewidth.
٢Rudolf Halin
٣Neil Robertson
۴Paul D. Seymour
۵Pathwidth

(آ)

(ب)

(ب) آن درختͬ تجزیه�ی و (آ) ٢ درختͬ عرض با گرافͬ :١ شͺل

برای پویا برنامه�ریزی چندجمله�ای الͽوریتم ،٣ بخش در مͬ�کنیم.
ادامه�ی در مͬ�بینیم. را وزن�دار مستقل مجموعه�ی بزرگترین مسأله�ی
در را روش ازین استفاده کلͬ چارچوب مختصر به�طور بخش این
نتیجه�گیری ͷی با ۴ بخش در نهایت در دید. خواهیم کلͬ حالت

مͬ�رسانیم. پایان به را گزارش این مختصر

مقدمات ٢

است. درختͬ تجزیه�ی درختͬ، عرض با رابطه در مفهوم اساسͬ�ترین

درخت بͽیرید. نظر در را G = (V,E) گراف .١ تعریف
اگر: مͬ�گوییم G درختͬ تجزیه�ی را T = (I, F )

دهیم. نسبت Bi ⊆ V کیسه۶ ͷی i ∈ I نقطه�ی هر به .١

باشد داشته وجود i ∈ I نقطه ͷی حداقل v ∈ V هر برای .٢
.v ∈ Bi به�طوری�که

داشته وجود i ∈ I مانند نقطه�ای G در e = uv یال هر برای .٣
.{u, v} ⊂ Bi که باشد

ͷی Y = {i ∈ I| v ∈ Bi} مجموعه v ∈ V رأس هر برای .۴
�کند. القا T روی زیردرخت

از �است عبارت T درختͬ تجزیه�ی عرض همچنین
max
i∈I

|Bi| − ۱

۶Bag
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از عبارتاست مͬ�دهیم نشان tw(G) با گرافGکه عرضدرختͬ
تعریف ۱−در که دقتکنید .G تجزیه�یدرختͬ عرض�ترین عرضکم
برابر عرضدرختͬ درختها برای که است این برای تنها عرضدرختͬ
داده نمایش آن درختͬ تجزیه�ی و گراف ͷی ١ شͺل در باشد. ͷی با
٢ شده داده نشان درختͬ تجزیه�ی عرض که کنید توجه است. شده
تجزیه�ی چهارم ویژگͬ دارد، دور شده داده گراف چون طرفͬ از است.
شده، داده گراف درختͬ تجزیه�ی در که مͬ�کند مجبور را ما درختͬ
گراف درختͬ عرض پس باشیم. داشته رأس سه حداقل با کیسه ͷی
از جلوگیری برای بعد به این�جا از است. ٢ شͺل این در شده داده
برای نقطه کلمه از و اصلͬ گراف رئوس برای رأس کلمه از شبهه،
از ͬͺی زیر قضیه�ی مͬ�کنیم. استفاده درختͬ تجزیه�ی رئوس به اشاره
حالت در گراف�ها عرضدرختͬ محاسبه�ی مورد در نتایج اصلͬ�ترین

. [١] است کلͬ

عرض این�که تشخیص ،k صحیح عدد و G گراف برای .٢ قضیه
است. NP-complete خیر، یا است k حداکثر G درختͬ

محدود گراف عرضدرختͬ اگر که مͬ�دهد نشان زیر قضیه�ی ولͬ
نمود محاسبه چندجمله�ای زمان در را آن� درختͬ تجزیه�ی مͬ�توان باشد

. [٢]

خطͬ، زمان در که دارد وجود الͽوریتم ͷی k ∈ N هر برای .٣ قضیه
و خیر یا است k حداکثر گراف ͷی درختͬ عرض که مͬ�کند بررسͬ

مͬ�دهد. ما به k عرضحداکثر با درختͬ تجزیه�ی ͷی بود اگر

به بعدی بخش در که پویا برنامه�ریزی ͷنیͺت به رسیدن از پیش
طراحͬ در را ما که دیͽری تعریف است لازم پرداخت؛ خواهیم آن

کنیم. مطرح مͬ�کند، ͷکم پویا برنامه��ریزی الͽوریتم

مͬ�گوییم خوب درختͬ تجزیه�ی را T درختͬ تجزیه�ی ͷی تعریف۴.
درنظر ریشه عنوان به را r مانند T نقطه�های از ͬͺی اگر که صورتͬ در
باشند: زیر شͺل چهار از ͬͺی Tr ریشه�دار درخت نقطه�های بͽیریم،

برگ� •

و باشد نداشته فرزندی اگر است برگ Tr در i نقطه ͷی
.|Bi| = ۱

الحاقͬ •

j۲ و j۱ مانند فرزند دو دقیقاً اگر است الحاقͬ Tr در i نقطه ͷی
.Bi = Bj۱ = Bj۲ و باشد داشته

فراموشͬ •

مانند فرزند ͷی دقیقاً اگر است فراموشͬ Tr در i نقطه ͷی
به�طوری�که باشیم داشته v ∈ V مانند رأسͬ و باشد داشته j

.Bj = Bi ∪ {v} و |Bi| = |Bj | − ۱

معرفͬ •

j مانند فرزند ͷی دقیقاً اگر است معرفͬ Tr در i نقطه ͷی
به�طوری�که باشیم داشته v ∈ V مانند رأسͬ و باشد داشته

.Bi = Bj ∪ {v} و |Bj | = |Bi| − ۱

ͬͺی دقیقاً باید خوب درختͬ تجزیه�ی در نقطه هر که کنید دقت
خوب درختͬ تجزیه�ی ٢ شͺل در باشد. داشته را برچسب چهار ازین
تسمیه وجه که کنید توجه مͬ�بینید. را {a, d} یال بدون K۴ گراف
درخت به که بود خواهد واضح صورتͬ در معرفͬ و فراموشͬ نقاط
کردن پیدا که مͬ�دهد نشان زیر قضیه�ی کنیم. نͽاه بالا به پایین از

نیست. مشͺلͬ کار خوب درختͬ تجزیه�ی

را رأس n با گراف ͷی از k عرض با درختͬ تجزیه�ی ͷی .۵ قضیه
و kعرض با خوب درختͬ تجزیه�ی ͷی به O(k۲n) زمان در مͬ�توان

کرد. تبدیل نقطه O(kn) حداکثر

استقرا با (راهنمایͬ: مͬ�کنیم واگذار خواننده به را قضیه این اثبات
نقطه هر مͬ�توان دهید نشان شده داده درختͬ تجزیه�ی نقاط تعداد روی
درختͬ تجزیه�ی و گرفت نظر در ریشه عنوان به را درختͬ تجزیه�ی

ساخت.). آن اساس بر را خوب

.K۴ − {a, d} برای خوب درختͬ تجزیه�ی ͷی :٢ شͺل
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الͽوریتم ٣

داده گراف ͷی برای وزن�دار مستقل مجموعه�ی بزرگترین مسأله�ی در
پروزن�ترین دنبال به ،c(v) نامنفͬ رأسͬ وزن با G = (V,E) شده
مسأله این هستیم. Gرئوس از غیرمجاور دو به دو رئوس مجموعه���ی
عرض� که حالتͬ برای بخش این در است. NP-hard کلͬ حالت در
مͬ�دهیم. ارائه O(۲kn) زمان با الͽوریتم ͷی باشد، k برابر G درختͬ

آن درختͬ تجزیه�ی همراه به G = (V,E) گراف که کنید فرض
تجزیه�ی ͷی T که کرد فرض مͬ�توان است. شده داده T = (I, F )

مͬ�توان ۵ قضیه�ی ͷکم با صورت این غیر در است. خوب درختͬ
ͷی i ∈ I نقطه هر به ساخت. خوب درختͬ تجزیه�ی ͷی آن روی از
Vi =

∪
j∈J Bj مجموعه�ی آن رئوس که مͬ�دهیم Giنسبت گراف

Gi گراف است. i خود و T در i نوادگان تمام مجموعه�ی J که هستند
نقطه�ی هر برای حال Gاست. بروی Vi وسیله�ی به شده القا زیرگراف
هر برای Ci جدول کنیم. محاسبه را Ci جدول ͷی مͬ�خواهیم i ∈ I

حداکثر نقطه هر جدول نتیجه در دارد. خانه ͷی Bi زیرمجموعه�ی
مقدار S ⊆ Bi برای است.). k درختͬ عرض (چون دارد� خانه ۲k+۱

W ⊂ Vi مستقل مجموعه�ی پروزن�ترین وزن از عبارت�است Ci(S)

پروزن�ترین وزن Ci(S) دیͽر عبارت به .Bi ∩W = S که طوری به
از ͷهیچ�ی و دارد را S رئوس همه�ی که است Gi مستقل مجموعه�ی
نداشته وجود مستقلͬ مجموعه�ی چنین اگر ندارد. را Bi \ S رئوس
مجاور رأس دو Gi روی به S توسط شده القا گراف زیر (در باشد

.Ci(S) = −∞ مͬ�دهیم قرار آن�گاه باشند)

با نقطه هر برای را جدول که مͬ�کند عمل صورت این به الͽوریتم
بایستͬ منظور همین به مͬ�کند. فرزندهایشمحاسبه جدول از استفاده
درختͬ تجزیه�ی ͷی در چون کرد. محاسبه بالا به پایین از را جدول�ها
را جدول محاسبه�ی نحوه�ی کافیست تنها داریم نقطه نوع چهار خوب

دهیم. شرح نقطه نوع هر برای

برگ نقاط ١.٣

کامل برای نتیجه در .Bi = {v} داریم i مانند برگ نقطه�ی ͷی برای
محاسبه را Ci(∅) و Ci({v}) که کافیست i نقطه�ی جدول کردن
.Ci(∅) = ۰ و Ci({v}) = c(v) که دید مͬ�توان سادگͬ به کنیم.
ثابت زمانͬ به برگ نقطه�ی ͷی جدول محاسبه�ی برای ترتیب بدین

داریم. نیاز

معرفͬ نقاط ٢.٣

j مانند فرزند ͷی دقیقاً i آن�گاه باشد، T معرفͬ نقطه�ی ͷی i اگر
دقت .Bi = Bj ∪ {v} که دارد وجود v ∈ V مانند رأسͬ و دارد
در زیرا نیست. Vj \ Bj رئوس از ͷی هیچ مجاور v رأس که کنید
گرفت نتیجه مͬ�توان درختͬ تجزیه�ی چهارم ویژگͬ از غیراین�صورت

است. تناقض که است v ∈ Bj که

باشد، S ⊆ Bj اگر .۶ لم

، Ci(S) = Cj(S) .١

آن�گاه {u, v} ∈ E که باشد u ∈ S مانند رأس ͷی اگر .٢
،Ci(S ∪ {v}) = −∞

آن�گاه {u, v} /∈ E باشیم داشته u ∈ S هر ازای به اگر .٣
.Ci(S ∪ {v}) = Cj(S) + c(v)

.S ⊆ Bi که مͬ�دانیم S ⊆ Bj هر برای .١ اثبات.
به�طوری�که Gj روی W مستقل مجموعه�ی هر همچنین
و هست هم Gi روی مستقل مجموعه�ی ͷی W ∩ Bj = S

.{v} /∈W که Wچرا ∩Bi =W ∩ (Bj ∪ {v}) = S

آن�جا از باشد، داشته وجود W مانند مستقلͬ مجموعه�ی اگر .٢
تناقضاست. که دارد مجاور رأس Wدو یعنͬ S ∪{v} ⊆W

.Ci(S ∪ {v}) = پس∞−

مجموعه�ی هر ندارد Vj\Bj در رأسمجاوری هیچ v که آن�جا از .٣
رأسͬ S Wو ∩Bi = S به�طوری�که Gj Wروی مانند مستقل
مجموعه�ی به v کردن اضافه با مͬ�توان را باشد نداشته v مجاور
مجموعه�ی این که کنید دقت داد. گسترش Gi برای مستقلͬ
این غیر در است. ممͺن مستقل مجموعه�ی پروزن�ترین مستقل
پس مͬ�رسیم. تناقض به Gj روی W بودن بیشینه با صورت

.Ci(S ∪ {v}) = Cj(S) + c(v) داریم

Ci(S) مانند معرفͬ نقطه�ی ͷی جدول از خانه هر محاسبه�ی برای
بررسͬ v با را هستند S در که رأسͬ k + ۱ حداکثر مجاورت بایستͬ
این از که دهد نشان مͬ�تواند ساده تمرینͬ عنوان به خواننده کنیم.
هر و کرد پرهیز مͬ�توان مجزا به�طور خانه هر برای مجاورت بررسͬ
با کرد. محاسبه ثابت زمان در را معرفͬ نقطه�ی ͷی جدول خانه�ی
نقطه�ی ͷی جدول کردن کامل برای که داد نشان مͬ�توان حساب این

است. نیاز O(۲k+۱) مرتبه�ی از زمانͬ معرفͬ،
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فراموشͬ نقاط ٣.٣

j مانند فرزند ͷی دقیقاً i آن�گاه باشد T فراموشͬ نقطه�ی ͷی i اگر
به .Bj = Bi ∪ {v} که دارد وجود v ∈ V مانند نقطه�ای و دارد

.Gi = Gj که دید مͬ�توان سادگͬ

داریم: باشد S ⊆ Bi اگر .٧ لم

Ci(S) = max{Cj(S), Cj(S ∪ {v})}

که Gi روی W مانند وزن بیشینه�ی مستقل مجموعه�ی ͷی اثبات.
مͬ�شود شامل را v یا مجموعه این بͽیرید. نظر در Wرا ∩Bi = S

بیشینه�ی مستقل مجموعه�ی با متناظر آن�گاه {v} ∈ W اگر نه. یا
این در که W۱ ∩ Bj = S ∪ {v} که است Gj روی W۱ مانند وزن
آن�گاه {v} /∈ W اگر بود. خواهد Cj(S ∪ {v}) آن وزن صورت
بود خواهد Gj روی W۲ وزن بیشینه�ی مستقل مجموعه�ی با متناظر

بود. خواهد Cj(S) آن وزن صورت این در W۲∩Bjو = S که

نقطه�ی ͷی جدول خانه�ی ۲k+۱ از ͷهری مͬ�توان که کنید دقت
ͷی i وقتͬ را Ci مͬ�توان بنابراین نمود. محاسبه O(۱) در را فراموشͬ

کرد. محاسبه O(۲k+۱) در است فراموشͬ نقطه�ی

الحاقͬ نقاط ۴.٣

j۲ و j۱ مانند فرزند دو دقیقاً i آن�گاه باشد T الحاقͬ نقطه�ی ͷی i اگر
Vi = Vj۱ ∪ Vj۲ که دید مͬ�توان راحتͬ به .Bi = Bj۱ = Bj۲ و دارد

.Gi = Gj۱ ∪Gj۲ واقع در و

.{u, v} /∈ E داریم u, v /∈ Bi و v ∈ Vj۲، u ∈ Vj۱ اگر .٨ لم

برأساس .{u, v} ∈ E کنید فرض تناقض به رسیدن برای اثبات.
که هست T در i′ مانند نقطه�ای درختͬ تجزیه�ی سوم ویژگͬ
با زیردرخت در i′ که فرضکنید کلیت از کاستن بدون .u, v ∈ Bi′

نیست j۱ ریشه�ی با زیردرخت در i′ که دیͽر (حالتͬ نیست j۲ ریشه�ی
نقطه�ای ،v ∈ Vj۲ که آن�جا از بود.). خواهد اثبات این ادامه مشابه
به استناد با .v ∈ Bi′′ که هست j۲ ریشه�ی با زیردرخت در i′′ مانند
i′ نقطه�ی هردو کیسه�ی در v چون درختͬ، تجزیه�ی ویژگͬ چهارمین
به i′ مسیر در که نقاطͬ تمامͬ کیسه در بایستͬ v دارد، حضور i′′ و
این که v ∈ Bi یعنͬ است. i نقاط این از ͬͺی باشد. نیز هستند i′′

.(٣ (شͺل است تناقض ͷی

آن�گاه S ⊆ Bi اگر .٩ لم
Ci(S) = Cj۱(S) + Cj۲(S)− c(S),

٨ لم اثبات کلͬ طرح :٣ شͺل

.c(S) =
∑

v∈S c(v) که

.Ci(S) ≤ Cj۱(S)+Cj۲(S)− c(S) که مͬ�دهیم نشان ابتدا اثبات.
که باشد Gi روی وزن بیشینه�ی مستقل مجموعه�ی W کنید فرض

داریم: Bj۱ = Bi چون .W ∩Bi = S

(W ∩ Vj۱) ∩Bj۱ = S ∩ Vj۱ = S

مشابه هست. Gj۱نیز برای مستقل Wیͷمجموعه�ی ∩Vj۱ همچنین
نتیجه: در گفت. مͬ�توان Gj۲ Wروی ∩ Vj۲ �برای را این

Ci(S) = c(W )

= c(W ∩ Vj۱) + c(W ∩ Vj۲)− c(W ∩ Vj۱ ∩ Vj۲)

≤ Cj۱(S) + Cj۲(S)− c(S).

اثبات Ci(S) ≥ Cj۱(S)+Cj۲(S)− c(S) این�که دادن نشان با حالا
وزن بیشینه�ی مستقل مجموعه�ی W۱ کنید فرض مͬ�کنیم. کامل را
Gj۲ روی W۲را مشابهاً .W۱ ∩ Bj۱ = S به�طوری�که باشد Gj۲ روی
مستقل مجموعه�ی ͷی W۱ ∪W۲ که مͬ�کنیم ادعا بͽیرید. نظر در

داشت: خواهیم صورت این در است. Gi روی

(W۱ ∪W۲) ∩Bi = (W۱ ∩Bi) ∪ (W۲ ∩Bi)

= (W۱ ∩Bj۱) ∪ (W۲ ∩Bj۲)

= S,

داشت: خواهیم نتیجه در و

Ci(S) ≥ c(W۱ ∪W۲)

= c(W۱) + c(W۲)− c(W۱ ∩W۲)

= Cj۱(S) + Cj۲(S)− c(S).

روی مستقل مجموعه�ی ͷیW۱ ∪W۲ که دهیم نشان کافیست حال
W۲ W۱یا در هردو اگر u, v ∈W۱ ∪W۲ رأس دو هر برای است. Gi
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مستقل مجموعه�های خود W۲ و W۱ زیرا {u, v} /∈ E آن�گاه باشند
و u ∈ Vj۱ یعنͬ u, v /∈ Bi و v ∈ W۲ و u ∈ W۱ اگر هستند.
نهایت در .{u, v} /∈ E داریم ٨ لم به استناد با نتیجه در v ∈ Vj۲

در u ∈ Bj۲ آن�گاه ،u مثلا́ باشند، Bi در v یا u از ͬͺی حداقل اگر
Gj۲است. روی مستقل W۲یͷمجموعه�ی همچنین .u ∈ Vj۲ نتیجه

.{u, v} /∈ E بنابراین

محاسبه را c(S) بایستͬ Ci(S)ای هر محاسبه برای که کنید توجه
این ذخیره با مͬ�توان اما دارد. نیاز زمان O(k) به کار این و کنید
استفاده بزرگتر زیرمجموعه�های وزن محاسبه برای راحتͬ به مقدار
O(۱) در را c(S) مͬ�توان اطلاعات این ذخیره با که دهید نشان کرد.
الحاقͬ نقاط جدول که دید مͬ�توان حالا فرض این با نمود. محاسبه

کرد. تͺمیل O(۲k+۱) زمان در مͬ�توان را

جمع�بندی ۵.٣

ͷی کافیست جداول محاسبه�ی برای نقاط کردن مرتب برای
ͷی جدول که هنͽامͬ تا دهیم انجام T رئوس روی پس�ترتیب٧
محاسبه پیشتر را نقطه آن فرزندان جدول مͬ�کنیم محاسبه را نقطه
نقاط تعداد روی خطͬ زمان در توان مͬ را پس�ترتیب باشیم. کرده
،r خوب، درختͬ تجزیه�ی ریشه�ی داد. انجام خوب درختͬ تجزیه�ی
که کنید دقت مͬ�کنیم. محاسبه را جدولش که است نقطه�ای آخرین
روی وزن بیشینه�ی با مستقل مجموعه�ی وزن بنابراین .G = Gr

الͽوریتم این اجرای زمان .maxS∈Br Cr(S) از �است عبارت G

نیاز O(۲k)زمان به هرنقطه جدول محاسبه�ی برای زیرا O(۲kn)است

عنوان به داریم. درختͬ تجزیه�ی در نقطه O(n) مجموع در و داریم
داد تغییر طوری را الͽوریتم این مͬ�توان دهید نشان ساده تمرین ͷی

بسازد. را وزن بیشینه�ی با مستقل مجموعه�ی که
مستقل مجموعه�ی بزرگترین مسأله برای بخش این در روشکه این
کردن پیدا برای را آن مͬ�توان استو یͷروشکلͬ تشریحشد وزن�دار
روی بهینه�سازی مسأله�های از بسیاری روی چندجمله�ای الͽوریتم�های
مسائل این جمله از کرد. استفاده محدود عرضدرختͬ با گراف�های
و گراف رن�͹آمیزی استاینر، درخت رأسͬ، پوشش مسأله�ی به مͬ�توان
درختͬ عرض با G مثل شده داده گراف ͷی برای نمود. اشاره غیره
مͬ�روند: به�کار مشابه الͽوریتمͬ طراحͬ در اصلͬ گام�های این کم،

.O(n) اجرا:� زمان گراف. درختͬ تجزیه�ی کردن پیدا .١

خوب. درختͬ تجزیه�ی ͷی به را درختͬ تجزیه�ی کردن تبدیل .٢
.O(n) اجرا: زمان

٧Postorder

زمان خوب. درختͬ تجزیه�ی نقاط روی پس�ترتیب کردن پیدا .٣
.O(n) اجرا:

در که ترتیبͬ از استفاده با نقطه هر برای جدول کردن محاسبه .۴
.O(n) اجرا: زمان شد. پیدا قبل مرحله�ی

درختͬ تجزیه�ی ریشه�ی با متناظر جدول در خانه�ای کردن پیدا .۵
اجرا زمان دارد. را مقدار (کوچͺترین) بزرگترین که خوب

.O(۱)

٨ مͬ�شود�. اجرا O(n) زمان در الͽوریتم بنابراین

نتیجه�گیری ۴

روی NP-hard مسائل از بسیار دیدیم گزارش این در که همانطور
نوین طرح ͷی هستند. ردیابͬ قابل کم درختͬ عرض با درخت�های
درختͬ عرض با گرافͬ که است این بهینه�سازی مسائل حل برای
درختͬ عرض با شده داده گراف ͷی برای تخمینͬ عنوان به محدود
که گرافͬ روی را شده داده بهینه�سازی مسأله و کنیم پیدا نامحدود

کنیم. حل زده�ایم تخمین
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مسأله�ها
زیرگروه�هایͬ ۱ ≤ i ≤ n Hiها، و گروه ͷی G کنید فرض .١ مسأله
اندیس̞ و G = ∪n

i=۱Hi اگر دهید نشان صورت این در باشند. آن از
نمود: حذف را H۱ تساوی این از مͬ�توان آن�گاه باشد؛ نامتناهͬ G در H۱

.G = ∪n
i=۲Hi

x۱, . . . , x۲n+۱ و صفر مشخصه�ی با میدان ͷی F کنید فرض .٢ مسأله
انتخاب را آنها از +nتا ۱ مͬ�توان که کنید ثابت باشند. F از ناصفر اعضایͬ
نداشته صفر برابر جمعͬ عضو، n + ۱ این از زیرمجموعه�ای هیچ که کرد

.١ باشد.

که خواص این با است Z[x] حلقه�ی از ایده�آلͬ I .٣ مسأله

ندارند. مثبت درجه�ی با مشترکͬ مقسوم�علیه هیچ I عناصرِ •

است. ١ ثابتِ جمله�ی با چندجمله�ای�ای شامل I •

آن در که دارد ۱ + x + x۲ + · · · + xr−۱ شͺل به عضوی I کنید ثابت
.r ∈ N

R کنید ثابت باشد. متناهͬ و جابجایͬ Rیͷحلقه�ی فرضکنید .۴ مسأله
پوچساز را a ∈ R ) باشد. حلقه پوچساز تنها ۰ اگر تنها و اگر است یͺدار

(.aR = {۰} هرگاه مͬ�نامند R

از است دنباله�ای {an}∞n=۱ و است حقیقͬ عدد ͷی α ∈ (۰, ۱] .۵ مسأله
در که حقیقͬ اعداد

an+۱ ≤ αan + (۱− α)an−۱ ∀n ≥ ۲

باشد کراندار پایین از که صورتͬ در دنباله این کنید اثبات مͬ�کند. صدق
شود. همͽرا باید

پیوسته مشتق با مشتق�پذیر تابع ͷی g : [۰, ۱] → R کنید فرض .۶ مسأله
:x ∈ [۰, ۱] هر برای کنید ثابت ∫باشد. ۱

۰

(
g(t)− | g′(t) |

)
dt ≤ g(x) ≤

∫ ۱

۰

(
g(t)+ | g′(t) |

)
dt

کنید فرض هستند. C۲ توابعͬ f۱, f۲, . . . , fn : Rn → R .٧ مسأله
باشیم: داشته ۱ ≤ i, j ≤ n هر برای که باشند چنان cij ثابت�های

∂fi
∂xj

− ∂fj
∂xi

= cij

،۱ ≤ i ≤ n هر برای که قسمͬ به است موجود g : Rn → R دهید نشان
با را Rn بر مختصات اینجا که است ذکر به (لازم است. خطͬ fi + ∂g

∂xi

با تابعͬ Rn بر خطͬ تابع از منظور و داده�ایم نمایش x = (x۱, . . . , xn)
ضابطه�ی

a۰ + a۱x۱ + · · ·+ anxn

است.)

٧۶ پاییز شریف، ریاضͬ مجله�ی ٧ شماره�ی در شده ١مطرح

بازه�ی در متمایز نقاط از چͽال دنباله�ای P۱, P۲, . . . کنید فرض .٨ مسأله
افراز بخش n − ۱ به را بازه این P۱, P۲, . . . , Pn−۱ نقاط˼ باشد. (۰, ۱)
افراز کوچͺتر بازه�ی دو به بخش�ها این از ͬͺی Pn شدنِ اضافه با و مͬ�کنند

دهید: نشان مͬ�گیریم. bn و an را آنها طول که مͬ�شود
∞∑
n=۱

anbn(an + bn) =
۱
۳

باشند. نامنفͬ متقارن ۲ × ۲ ماتریس دو B و A کنید فرض .٩ مسأله
چندجمله�ایِ ͷی g(t) = tr(A + Bt)m ،m ∈ N هر برای دهید نشان
و XTAX ≥ ۰ یعنͬ B و A بودنِ (نامنفͬ است نامنفͬ ضرایب با

است.). تریس نمادِ tr Xو ∈ R۲ هر XTBXبرای ≥ ۰

اندازه�ی از و یͷمیدان در درایه�های با مربعͬ ماتریس̞ Bدو Aو .١٠ مسأله
که مͬ�دهد نتیجه لزوماً این آیا .ABAB = ۰ که قسمͬ به هستند یͺسان

BABA؟ = ۰

بفرستید: ما برای را�ه�حل همراه به را خود پیشنهادی مسأله�های

mathematicsjournal@gmail.com
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مسأله�ها پاسخ

داریم: لم چند اثبات به نیاز .١ پاسخ

و (i = ۱, . . . , n)Hi و n,m ∈ N و باشد گروه ͷیG فرضکنید .١ لم

طوری به باشند داشته وجود xi, yj ∈ G اگر Gباشند. از Dزیرگروه�هایͬ

که:

G = H۱x۱ ∪ · · · ∪Hnxn ∪Dy۱ ∪ · · · ∪Dym (١

G ̸= Dy۱ ∪ · · · ∪Dym (٢

H۱, . . . , Hn زیرگروه�های هم�دسته�های از متناهͬ تعداد اجتماع G آن�گاه

است.

g ∈ G\Dy۱ ∪ · · · ∪Dym عنصرِ ͷی مͬ�شود نتیجه دوم شرط از اثبات)

نتیجه: در و است موجود

Dg ∩ (Dy۱ ∪ · · · ∪Dym) = ∅

داریم: اول شرط از حال
Dg ⊆ H۱x۱ ∪ · · · ∪Hnxn

⇒ Dyi ⊆ (H۱x۱ ∪ · · · ∪Hnxn)g
−۱yi = ∪۱≤j≤nHj(xjg

−۱yi)

⇒ Dy۱ ∪ · · · ∪Dym ⊆ ∪۱≤i≤m,۱≤j≤nHj(xjg
−۱yi)

مͬ�شود. نتیجه حͺم و

راستزیرگروه�هایشپوشش هم�دسته�های از متناهͬ تعداد Gتوسط اگر .٢ لم

است. G در متناهͬ اندیس از زیرگروه�ها آن از ͬͺی حداقل آن�گاه شود، داده

مͬ�خواهیم .G = ∪n
i=۱Hixi و xi ∈ G ،Hi < G کنید فرض اثبات)

را حͺم .[G : Hi] < ∞ که طوری به ۱ ≤ i ≤ n دارد وجود کنیم ثابت

است. بدیهͬ حͺم که n = ۱ برای مͬ�کنیم. ثابت استقرا با

H۱, . . . , Hn حال باشد. برقرار حͺم زیرگروه n برای کنید فرض حال

لم در (١) شرط صورت این Dدر = Hn+۱ دهید قرار و بͽیرید نظر در را

در است شده نتیجه حͺم که باشد متناهͬ [G : D] اگر است. برقرار قبلͬ

نیز قبل لم در (٢) شرط بنابراین و است نامتناهͬ [G : D]صورت این غیر

از متناهͬ اجتماعͬ صورت به را G مͬ�توان نتیجه در و شد خواهد برقرار

ͬͺی مͬ�شود نتیجه استقرا فرض بنابر که ,H۱نوشت . . . , Hn هم�دسته�های

است. G در متناهͬ اندیس از آن�ها از

لم: آخرین نهایت در و

۱ ≤ i ≤ n xiها و Gباشند از ,H۱زیرگروه�هایͬ . . . ,Hn فرضکنید .٣ لم

اندیس از Hn اگر .G = H۱x۱ ∪ · · · ∪Hnxn که طوری به G اعضای

.G = H۱x۱∪· · ·∪Hn−۱xn−۱ نوشت مͬ�توان آن�گاه Gباشد در نامتناهͬ

پس است. G در متناهͬ اندیس از Hiها از ͬͺی حداقل قبلͬ لم بنابر اثبات.

،i = ۱, . . . , k برای کنید فرض لزوم صورت در مجدد اندیس�گذاریِ با

قرار .[G : Hi] = ∞ ،i = k + ۱, . . . , n برای و [G : Hi] < ∞
مͬ�دهیم:

D = H۱ ∩ · · · ∩Hk

اندیسمتناهͬ از همواره اندیسمتناهͬ از زیرگروه متناهͬ اشتراک که آنجا از

تعدادی اجتماع ۱ ≤ i ≤ k ،Hi هر و [G : D] < ∞ داریم: است١،

پس: بود. Dخواهد هم�دسته�های از متناهͬ

∃y۱, . . . , ym ∈ G : H۱x۱ ∪ · · · ∪Hkxk = Dy۱ ∪ · · · ∪Dym

اجتماع صورت Gبه اول لم بنابر Gآن�گاه ̸= Dy۱∪· · ·∪Dym اگر حال

قبلͬ لم بنابر که بود ,Hk+۱خواهد . . . , Hn راست هم�دسته�های از متناهͬ�تا

لذا: .(k + ۱ ≤ i ≤ n, [G : Hi] = ∞ داشتیم: ) نیست امͺان�پذیر این

G = Dy۱ ∪ · · · ∪Dym = H۱x۱ ∪ · · · ∪Hkxk

⊆ H۱x۱ ∪ · · · ∪Hn−۱xn−۱

مͬ�کند. تͺمیل را لم این اثباتِ که

به مͬ�شود تبدیل لم حͺم̧ و i هر برای xi = e مͬ�دهیم قرار آخر لم در اکنون

[G : H۱] = ∞ برقراریِ آن�گاه ،Hi < G و G = ∪n
i=۱Hi هرگاه اینͺه

است. مسأله حͺم همان که .G = ∪n
i=۲Hi است آن مستلزم

که دربردارد را Q از نسخه�ای F ،char(F ) = ۰ که آنجا از .٢ پاسخ

بر برداری فضای ͷی را F مͬ�توان پس است. F ٢ اولِ زیرمیدان همان

عناصر این که Q بر برداری�ای زیرفضای برای را مسأله و کرد تلقͬ Q

آنͽاه بنامیم، m را Q بر زیرفضا این بˀعدِ اگر گرفت. نظر در مͬ�سازند

Qm در x۱, . . . , x۲n+۱ ناصفرِ بردار ۲n + ۱ » به: مͬ�شود تبدیل مسأله

که است موجود آنها از عضوی n + ۱ زیرمجموعه�ی ͷی شده�اند. داده

منظور به نمͬ�شود.» صفر آن به متعلق بردارهای از زیرمجموعه�ای هیچ جمع

ارثمͬ�برد. Rmبه از که کنید مجهز معمولͬ ضربداخل̞ͬ به Qmرا اثبات،

موجود مبدأ از گذرا ابرصفحه�ی ͷی زمینه، میدان بودنِ نامتناهͬ به توجه با

ابرصفحه�ای چنین نباشد. ناصفر بردارِ ۲n+ ۱ این از ͷهیچ�ی شامل که است

داده {x ∈ Qm | x.v = ۰} با v ∈ Qm − {۰} ͷی ازای به باید

لانه�ی اصل بنابر .۱ ≤ i ≤ ۲n + ۱ هر برای v.xi ̸= ۰ بنابراین شود.

Gداریم: دلخواه˼ گروه ͷی Kاز Hو زیرگروه˼ دو هر برای که کردیم استفاده حͺم این ١از

[G : H ∩K] ≤ [G : H][G : K]

٢prime subfield
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پس باشند. هم�علامت داخلͬ ضرب�های این از +nتا ۱ حداقل باید کبوتری

xijها .v همه�ی یا که قسمͬ به موجودند ۱ ≤ i۱ < · · · < in+۱ ≤ ۲n+ ۱

تعدادی هیچ جمع که مͬ�دهد نشان وضوح به این منفͬ. آنها همه�ی یا مثبتند

چنین داخل̞ͬ ضرب همواره زیرا نیست صفر xi۱ , . . . , xin+۱ بردارهای از

بود. خواهد منفͬ یا مثبت ترتیب به v در حاصل�جمعͬ

اثبات را ساده�تر حͺم چند درست̞ͬ باید ابتدا مسأله، حل منظور به .٣ پاسخ

کنیم:

مͬ�شود. شامل را طبیعͬ عددِ ͷی حتماً I ایده�آلِ (الف)

برخلافِ Q[x]-که در I عناصرِ که ایده�آلͬ دلیل، دیدنِ برای (الف): اثباتِ

نمͬ�تواند ایده�آل این بͽیرید. نظر در را مͬ�کنند تولید است- PID Z[x]

p(x) ∈ Q[x] چندجمله�ایِ ͷی باید این�صورت غیر در زیرا باشد. سره

هر از مقسوم�علیه�ای Q[x] در که قسمͬ به باشد موجود مثبت درجه�ی با

Q[x]که از ایده�آلͬ آنͺه ×Qبدون از عنصری ضربدر با باشد. f(x) ∈ I

ضرایب با چندجمله�ایِ p(x) که فرضکرد مͬ�توان کند؛ تغییر مͬ�سازد p(x)

اینͺه وضوح به آنͽاه ولͬ است. ͷی ضرایبش ب.م.م. که است صحیحͬ

معادل باشد، بخش�پذیر چندجمله�ای�ای چنین بر Q[x] در Z[x] از عضوی

که p(x)ای لذا بود. خواهد چندجمله�ای�ها این برای Z[x] در بخش�پذیری

ولͬ بشمارد. را I اعضای تمامͬ هم Z[x] در باید شد، انتخاب بالا در

در گذاشته I ایده�آلِ بر مسأله که نخستͬ شرط با این ،deg p > ۰ چون

حلقه این کل̞ مͬ�سازند Q[x] در I اعضای که ایده�آلͬ پس است. تناقض

وجود f(x), g(x) ∈ I چندجمله�ایِ دو مͬ�دهد نتیجه که امری است.

مͬ�شود. ͷی Q[x] در ضرایبِ با آنها از خطͬ�ای ترکیب که قسمͬ به دارند

p(x)f(x)+ داریم: مناسبͬ، p(x), q(x) ∈ Q[x]ازای به عبارتدیͽر به

مانند مناسبͬ طبیعͬ عدد در تساوی این طرفین̞ ضرب با .q(x)g(x) = ۱

f(x) ترکیبخط̞ͬ و بود خواهند ضرایبصحیح Nq(x)با Np(x)و ،N

باشد- داشته تعلق Z[x] از I ایده�آلِ به باید ضرایب-که این با g(x) و

مͬ�دهد. بدست را (∗) این و بود خواهد N ثابتِ چندجمله�ای

داشت: خواهیم نیاز آن به که دومͬ حͺم

(xs−۱)۲ چندجمله�ای�های با شده تولید ایده�آلِ ،d, s ∈ N هر ازای به (ب)

دربرخواهد را ۱ + x + · · · + xr−۱ شͺل̞ به عنصری Z[x] در d و

داشت.

۱ + x + · · · + xr−۱ صورتِ به چندجمله�ای�ای است کافͬ (ب): اثباتِ

قرار باشد. همنهشت (xs − ۱)۲ از مضربͬ با d ∈ N پیمانه�ی به که بیابیم

برآورده را مطلوب ویژگͬ عدد این داد خواهیم نشان .r = ۲sd دهید:

نوشت: مͬ�توان مͬ�کند.
۲sd−۱∑
i=۰

xi = (
s−۱∑
i=۰

xi)(
۲d−۱∑
i=۰

xsi)

≡ (
s−۱∑
i=۰

xi)
( ۲d−۱∑

i=۰

(xsi − ۱)
)

(mod d)

= (

s−۱∑
i=۰

xi)(xs − ۱)
( ۲d−۱∑

i=۱

i−۱∑
j=۰

xsij
)

d که Z[x] از ایده�آلͬ به
∑۲d−۱

i=۱
∑i−۱

j=۰ x
sij دهیم نشان است کافͬ لذا

برابر xs − ۱ پیمانه�ی به چندجمله�ای این . دارد تعلق مͬ�سازند xs − ۱ و

مͬ�دهد نشان که امری است؛ d مضربِ که
∑۲d−۱

i=۱ i = d(۲d− ۱) با است

دارد. قرار مͬ�سازند xs − ۱ و d که Z[x] از ایده�آلͬ در مذکور چندجمله�ای

داشت: خواهیم نیاز آن به که حͺمͬ آخرین نهایت در و

f(x) ∈ مانند چندجمله�ای ͷی و p اولِ عدد ͷی که Z[x] از ایده�آلͬ (ج)

صورتِ به عنصری دارای حتماً مͬ�کنند؛ تولید f(۰) = ۱ با Z[x]

بود. خواهد xt − ۱

آن توسط که داریم

{
Z[x] → Zp[x]

g(x) 7→ ḡ(x)
همریخت̞ͬ ͷی (ج): اثباتِ

مͬ�شوند. گرفته نظر در p پیمانه�ی به صحیح ضرایب با چندجمله�ای�های

نمایش f̄(x) با را آن که Zp[x] از عضوی به بالا در f(x) پسچندجمله�ایِ

در که بود خواهد معنͬ آن به f(۰) = ۱ این�که و مͬ�شود تصویر مͬ�دهیم

دیͽر طرف از اولند. هم به نسبت x و f̄(x) است- UFDͷی -که Zp[x]

:Zp[x] در که مͬ�کند بیان متناهͬ میدان�های درباره�ی استاندارد حͺمͬ

xp
n

− x =
∏

d|n درجه�ی از تحویل�ناپذیر و تͺین q(x)∈Zp[x]

q(x)

باید چندجمله�ای این شود، گرفته نظر در k ،f̄(x) درجه�ی اگر لذا

(xp
k!

− x)p
k

= xp
k!+k

− xp
k

= xp
k

(xp
k!−pk

− ۱)

f̄(x)حلقه�یچندجمله�ای این در گفتیم آنͺه به توجه با Zp[x]بشمارد. در را

ازای به f̄(x) | xt− ۱ که است معنͬ آن به این هستند، اول هم به نسبت x و

که دارد Zp[x]تعلق از ایده�آلͬ به xt−۱ که مͬ�بینیم موارد این از .t ∈ Nͷی

.f(x), g(x) ∈ Z[x] آن در که xt−۱ = f̄(x)ḡ(x) مͬ�کند: تولید f̄(x)

مضربِ (xt − ۱)− f(x)g(x) چندجمله�ایِ ضرایب تمامͬ Z[x] در پس

بودیم. پͬ�اش در که است چیزی همان این و هستند p

خاصیت به توجه با و (الف) از استفاده با مͬ�پردازیم: مسأله حل به نهایت در

شده تولید ایده�آلِ I که حالتͬ گرفتن نظر در مسأله، صورت در I ایده�آلِ دوم

f(۰) = ۱ با f(x) ∈ Z[x] چندجمله�ایِ ͷی و d ∈ N طبیع̞ͬ عدد ͷی با

خواهیم اثبات d بر استقرا با .I =< f(x), d > نمͬ�کاهد: کلیت از باشد

دربردارد. را ۱ + x + · · · + xr−۱ صورت به عضوی ایده�آل این که نمود

ایده�آلِ حالت این در که چرا است بدیهͬ d = ۱ که وقتͬ یعنͬ استقرا پایه�ی
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حͺم به استقرا فرض از رسیدن منظور به است. منطبق حلقه کل بر مذکور

ضرب I =< f(x), d > بͽیرید. d از دلخواه اول عامل ͷی را p استقرا،

این میان از و مͬ�شود شامل >را f(x), dp > >و f(x), p > ایده�آل�های

هایͬ چندجمله�ای شامل استقرا فرض از دومͬ و (ج) بنابر اولͬ ایده�آل، دو

:Z[x] در ولͬ هستند. ۱+ x+ · · ·+ xr−۱ و xt − ۱ ترتیب به همچون

(xt − ۱)(۱+ x+ · · ·+ xr−۱) | (xt − ۱)(xr − ۱) | (xrt − ۱)۲

I عضو (xrt − ۱)۲ همچنین و d ∈ N مقدارِ با ثابت چندجمله�ای بنابراین

مͬ�کند. تͺمیل را حل (ب) حال و هستند

عنصرِ ضربِ یͺدار حلقه�ای در اگر است: واضح حͺم یͷسمتِ .۴ پاسخ

بر استقرا با را عͺسآن .a = ۰ بایستͬ شود، صفر حلقه اعضای تمامͬ در a

این با مͬ�گیریم جابجایͬ حلقه�ای Rرا نمود: اعضایRاثباتخواهیم تعداد

دهیم نشان مͬ�خواهیم .a = ۰ که است آن مستلزم̧ aR = {۰} که خاصیت

که جابجایͬ�ای حلقه�های برای مشابه حͺم که فرض این با است یͺدار R

استقرا پایه�ی ) است معتبر باشد کمتر R اعضای تعداد از اعضایشان تعداد

a ∈ R − {۰} ͷی است). بدیهͬ و باشد ت�ͷعضوی R که است زمانͬ

که قسمͬ به است موجود b ∈ R مͬ�کنیم ادعا کنید. انتخاب دلخواه به

ایده�آلِ بدین�منظور .ab = a

I = {x ∈ R | ax = ۰}

ایده�آل وضوح به R بودنِ جابجایͬ به توجه (با مͬ�گیریم نظر در را R از

باشد؛ ͷبه�ی�ͷی

{
R→ R

x 7→ ax
نͽاشتِ باید که I = {۰} اگر است).

در که مͬ�دهد بدست هم را آن پوشای̞ͬ R بودنِ متناهͬ به توجه با که امری

bای ∈ R ازای به باشد؛ نͽاشت این بˀردِ در باید a ∈ R چون صورت این

پس بودیم. پͬ�اش در که است چیزی همان که ab = a داشت خواهیم

خارج�قسمت̞ͬ حلقه�ی اعضای تعداد پس نباشد. ناصفر I ایده�آلِ کنید فرض

است- اشͺال از Rخالͬ بودنِ جابجایͬ به توجه با آن گرفتن̞ نظر در -که R
I

کرد: اعمال آن به را استقرا فرض̞ مͬ�توان و است کمتر R اعضای تعداد از

باشد. داشته c+I همچون ناصفر پوچسازی باید نباشد یͺدار حلقه این اگر

و x ∈ R هر ازای به cx ∈ I که است معنͬ آن به عنصر این بودنِ پوچساز

یعنͬ: I تعریفِ بنابر هم این

∀x ∈ R : acx = ۰

ac = ۰ که دهد رخ مͬ�تواند وقتͬ Rتنها بر شده داده قرار شرط به توجه با که

در خارج�قسمتͬ حلقه�ی از c + I عنصرِ بودن ناصفر با این و c ∈ I یعنͬ

هم�دسته�ی را حلقه ِͷی اگر است. یͺدار R
I ناچار به بنابراین است. تناقض

از استفاده با مجدداً .x ∈ R هر برای bx − x ∈ I باید بͽیریم، b + I

داشت: خواهیم I تعریفِ و ندارد صفر جز به پوچسازی R اینͺه

∀x ∈ R : a(bx−x) = ۰ ⇒ ∀x ∈ R : (ab−a)x = ۰ ⇒ ab = a

چنان را b ∈ R مͬ�توان a ∈ R − {۰} اگر شد: حاصل مطلوب حͺم لذا

ایده�آلِ ،b و a این تثبیتِ با پس .ab = a که یافت

J = {x ∈ R | bx = x}

تͺرارِ با دارد. تعلق آن به a که چرا باشد ناصفر باید R جابجای̞ͬ حلقه�ی از

مͬ�کنیم: اعمال RJ خارج�قسمت̞ͬ حلقه�ی به را فرضاستقرا قبلͬ، ایده�ی همان

باید بͽیریم، آن از پوچسازی را d+J اگر که چرا باشد یͺدار باید حلقه این

معنای به J تعریفِ از که x هر برای dx ∈ J

∀x ∈ R : bdx = dx⇒ ∀x ∈ R : (bd− d)x = ۰

است. bd = d⇔ d ∈ J ⇔ d+ J = ۰R
J
مستلزم̧ آن برقراریِ که است

e + J هم�دسته�ی ۱R
J
اگر حال باشد. یͺدار R

J باید موارد، این به توجه با

معادلا˟ یا ex− x ∈ J باید فرضشود،

b(ex− x) = ex− x

(b+ e− be)x = x صورتِ به مͬ�توان را فوق تساویِ .x ∈ R هر برای

مͬ�رسد. انتها به حل و بود خواهد R حلقه�ی ِͷی b+ e− be لذا و نوشت

مسأله، در شده داده نامساویِ طرفین̞ به (۱−α)an کردنِ اضافه با .۵ پاسخ

دنباله�ی که مͬ�بینیم

{bn := an + (۱− α)an−۱}∞n=۲

بود، کراندار پایین از {an}∞n=۱ چون وضوح به همچنین است. نزولͬ

همͽرا L ∈ R همچون حدی به باید پس است. چنین هم مذکور دنباله�ی

α = ۱ اگر همͽراست. هم {an}∞n=۱ گرفتکه خواهیم نتیجه این از باشد.

مͬ�کنیم فرض بنابراین .bn = an زیرا limn→∞ an = L وضوح به که

.limn→∞ an = L
۲−α حالت این در که کرد خواهیم اثبات و α ∈ (۰, ۱)

داریم: ،n ≥ ۲ هر برای bn = an + (۱− α)an−۱ چون که کنید توجه

∀n ≥ ۲ : an =
n∑

k=۲

(α− ۱)n−kbk + (α− ۱)n−۱a۱

limn→∞ bn = و بود ۰ < α < ۱ چون بͽیرید. دلخواه را ϵ > ۰

اعدادِ تمامͬ n > N اگر که ویژگͬ این با است موجود Nای ∈ N ،L

ͷکم به اکنون کمترند. ϵ از
∑∞

k=N (۱−α)k و |(α− ۱)na۱| ،|bn−L|
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داشت: خواهیم را زیر تخمین�های n > ۲N هر برای فوق�الذکر، تساوی�

|an −
n∑

k=۲

(α− ۱)n−kL|

=
∣∣( n∑

k=۲

(α− ۱)n−kbk + (α− ۱)n−۱a۱
)
−

n∑
k=۲

(α− ۱)n−kL
∣∣

≤
∣∣ n∑
k=N+۱

(α− ۱)n−k(bk − L)
∣∣

+
∣∣ N∑
k=۲

(α− ۱)n−k(bk − L)
∣∣+ |(α− ۱)n−۱a۱|

≤ ϵ
∞∑
k=۰

(۱− α)k + sup
k≥۲

|bk − L|

≤ϵ︷ ︸︸ ︷
∞∑

k=N

(۱− α)k +ϵ

همͽرای دنباله�ی جملاتِ قدرمطلق برای بالایͬ کران را M اگر پس

:n > ۲N هر برای که مͬ�دهند نشان فوق نامساوی�های بͽیریم، {bn}∞n=۲

|an −
n−۲∑
k=۰

(α− ۱)kL| = |an −
n∑

k=۲

(α− ۱)n−kL|

≤ ϵ

α
+ (M + |L|)ϵ+ ϵ

که: مͬ�دهد نشان این بود، دلخواه ϵ > ۰ چون

lim
n→∞

an =

∞∑
k=۰

(α− ۱)kL =
L

۲− α

مͬ�کند. تͺمیل را حل که

داده نامساویِ راستِ سمت است کافͬ تنها که کنید توجه ابتدا .۶ پاسخ

آنͺه فرض با زیرا نماییم. اثبات را شده

∀x ∈ [۰, ۱] : g(x) ≤
∫ ۱

۰

(
g(t)+ | g′(t) |

)
dt

کمͬ با −g به نامساوی این اعمالِ g؛ : [۰, ۱] → R Cی ۱ تابع هر ازای به

داد: خواهد نتیجه ساده�سازی

∀x ∈ [۰, ۱] : g(x) ≥
∫ ۱

۰

(
g(t)− | g′(t) |

)
dt

Mو کرد. خواهیم ثابت برهان�خلف با را نامساوی راستِ سمت ادامه در

به نقاط˼ در کنید فرض و بͽیرید g مطلق̞ مینیمم و ماکسیمم ترتیب به mرا

که مͬ�کند بیان فرض�خلف دهند. رخ [۰, ۱] از x۱ و x۲ ∫ترتیب ۱

۰

(
g(t)+ | g′(t) |

)
dt < M

ازای به
∫ ۱
۰ g(t)dt = g(x۳) بایستͬ انتͽرال برای میانͽین مقدار قضیه�ی از

پس: .x۳ ∈ [۰, ۱] مناسبِ نقطه�ی ͷی

g(x۳) < M −
∫ ۱

۰
| g′(t) | dt

نامساویِ دو ترکیب آنͽاه و
∫ ۱
۰ | g′(t) | dt ≥ M − m مͬ�کنیم ادعا

لذا دارد. mمباینت انتخابِ شیوه�ی با g(x۳) ≤ m داد خواهد نتیجه اخیر

نشان را بالا در شده ظاهر نامساویِ آخرین استصحت کافͬ کار اتمام برای

داریم: ∫دهیم. ۱

۰
| g′(t) | dt ≥

∫ x۱

۰

(
− g′(t)

)
dt+

∫ ۱

x۱

g′(t)dt

=
(
g(۰)− g(x۱)

)
+
(
g(۱)− g(x۱)

)
= g(۰) + g(۱)− ۲m

مشابهاً ∫و ۱

۰
| g′(t) | dt ≥

∫ x۲

۰
g′(t)dt+

∫ ۱

x۲

(
− g′(t)

)
dt

=
(
g(x۲)− g(۰)

)
+
(
g(x۲)− g(۱)

)
= ۲M − g(۰)− g(۱)

بر مبنͬ مطلوب حͺم نامساوی، دو این از میانͽین�گیری ∫اکنون ۱

۰
| g′(t) | dt ≥M −m

است. تمام حل و مͬ�دهد بدست را

C۲ی تابع را hi : Rn → R ،۱ ≤ i ≤ n هر برای .٧ پاسخ

hi(x) = fi(x)−
۱
۲

n∑
j=۱

cijxj

مسأله، صورت در شده داده تساوی در j و i جای تعویض̞ با مͬ�گیریم.

پس .cij = −cji باید همواره که مͬ�بینیم

∀۱ ≤ i, j ≤ n :
∂hi
∂xj

− ∂hj
∂xi

= (
∂fi
∂xj

− ∂fj
∂xi

)− ۱
۲
(cij − cji)

= cij −
۱
۲
(cij − cji) = ۰

C ۱ nتابع̧ برای ویژگͬ�ای چنین وجودِ که مͬ�کند بیان ͷکلاسی حͺمͬ

x 7→ برداریِ میدان که است آن معنای به ،Rn بر h۱, . . . , hn مانندِ

تابع̧ ͷی یعنͬ است؛ گرادیان میدانِ ͷی Rn بر
(
h۱(x), . . . , hn(x)

)
تابع̧ حال .٣ i هر برای ∂u

∂xi
= hi چنان�که است موجود u : Rn → R

از که چرا مͬ�کند. برآورده را مسأله صورتِ در مطلوب ویژگ̞ͬ g := −u
iتابع̧ هر ازای به hiها، تعریفِ شیوه�ی و پیشین تساویِ

fi(x) +
∂g

∂xi
=
(
hi(x) +

۱
۲

n∑
j=۱

cijxj
)
− ∂u

∂xi
=

۱
۲

n∑
j=۱

cijxj

است. خطͬ

تساوی�های از دقیق�تر، عبارت ٣به

∀۱ ≤ i, j ≤ n :
∂hi

∂xj
=

∂hj

∂xi

١-فرم̧ که مͬ�شود نتیجه
h۱dx۱ + h۲dx۲ + · · ·+ hndxn

معنای به دقیقاً این باشد. دقیق باید Rn بر بسته ١-فرم̧ هر پوآنͺاره لم طبق ولͬ است. بسته
است. فوق خاصیت با uای وجودِ
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جمع مͬ�کنند. افراز زیربازه n+ ۱ به را (۰, ۱) بازه�ی P۱, . . . , Pn .٨ پاسخ

x۰ = مͬ�دهیم قرار و داده نمایش xn به را زیربازه�ها این طولِ مͺعباتِ

شده گرفته نظر در P۱, . . . , Pn−۱ nنقطه�ی − ۱ از حاصل افراز وقتͬ .۱

در که تغییری جدید، افرازِ ͷی به رسیدن و Pn نقطه�ی کردنِ اضافه با باشد؛

طولِ به بازه�ای که است آن مͬ�دهد رخ افراز در شده ظاهر زیربازه�های طول

پس: مͬ�شود. جایͽزین bn و an طول�های به زیربازه دو با an + bn

xn − xn+۱ = (an + bn)
۳ − a۳n − b۳n = ۳anbn(an + bn)

توجه با و شده ساده تلسͺوپͬ طور به مسأله صورت در شده داده مجموع لذا

این بودنِ اثباتصفر تنها . ۱۳ − limn→∞ xn با بود خواهد برابر x۰ = ۱ به

P۱, . . . , Pn نقاط˼ که (۰, ۱) از افرازی در دهیم نشان باید مͬ�ماند: باقͬ حد

وقتͬ افراز، از حاصل زیربازه�های طول�های مͺعباتِ جمع مͬ�کنند، معین

فرض دلخواه را ۰ < ϵ < ۱ اثبات، منظور به مͬ�رود. صفر به n → ∞
انتخاب بزرگ کافͬ اندازه�ی Nبه اگر چͽالند، (۰, ۱) در Piها چون کنید.

زیربازه�های از ͷهری در شود

(∗) (۰, ϵ), (ϵ, ۲ϵ), . . .
(
(k − ۱)ϵ, kϵ

)
, (kϵ, ۱)

حال داشت. خواهد قرار P۱, . . . , PN نقاط˼ از ͬͺی k := ⌊ ۱
ϵ⌋ آن در که

ترتیب در (۰, ۱) از P۱, . . . , Pn متمایزِ نقاط و n > N کنید فرض

مͬ�خواهیم باشند. شده مرتب y۱ < · · · < yn شͺل̞ به صعودی

در شده ظاهر زیربازه�های بزنیم. تخمین را xn =
∑n−۱

i=۱ |yi+۱ − yi|۳

هر برای Ii =
(
(i− ۱)ϵ, iϵ

)
مͬ�نامیم: I۱, . . . , Ik, Ik+۱ ترتیب به را (∗)

و نمͬ�کند تجاوز ϵ از Iiها از ͷهیچ�ی طول .Ik+۱ = (kϵ, ۱) و ۱ ≤ i ≤ k

y۱, . . . , yn از ͬͺی زیربازه�ها این از ͷهری در باید ،n انتخابِ شیوه�ی طبق

بͽیرید ۱ای ≤ s ≤ n بزرگترین را ij ،۱ ≤ j ≤ k+ ۱ هر برای باشد. واقع

اکنون .i۰ = ۰ دهید قرار و ys ∈ Ij آن ازای به که

۱ = i۰ < i۱ < · · · < ik < ik+۱ = n

داریم: و

(∗∗)

xn =
n−۱∑
i=۱

|yi+۱ − yi|۳

=
k+۱∑
j=۱

ij−۱∑
i=ij−۱+۱

|yi+۱ − yi|۳ +
k∑

j=۱

|yij+۱ − yij |۳

بازه�ی در yij−۱+۱ < · · · < yij نقاط˼ ۱ ≤ j ≤ k+ ۱ هر ازای به اینجا در

لذا و است ϵ حداکثر آن طولِ که واقعند Ij
ij−۱∑

i=ij−۱+۱

|yi+۱ − yi|۳ ≤
( ij−۱∑
i=ij−۱+۱

(yi+۱ − yi)
)۳

= (yij − yij−۱+۱)
۳ ≤ ϵ۳

کنید توجه شده؛ ظاهر (∗∗) در هم آن که
∑k

j=۱ |yij+۱ − yij |۳ موردِ در
ظاهر زیربازه�های از ͷهری چون که چرا است ۸kϵ۳ حداکثر مجموع این که

دوتای هر اختلاف مͬ�شد، شامل را y۱ < · · · < yn از ͬͺی (∗) در شده
،(∗∗) در موارد این دادن قرار با باشد. ۲ϵ باید حداکثر اعداد این از متوالͬ

داشت: خواهیم n > N هر برای

xn ≤ ۹kϵ۳ < ۹(۱+
۱
ϵ
)ϵ۳

نامساوی راست سمت کند میل صفر به که هنͽامͬ و بود دلخواه ϵ > ۰ چون

از سپس و مͬ�کند اثبات را limn→∞ xn = ۰ این مͬ�رود؛ صفر به هم بالا

مͬ�شود. حاصل فوق حد از مطلوب حͺم بودیم، گفته که آنچه

ضرب فضای ͷی بر خودالحاق عملͽر ͷی داشتن̞ با که مͬ�دانیم .٩ پاسخ

از متشͺل فضا برای یͺه�متعامد پایه�ای مͬ�توان متناهͬ�البعد، و حقیقͬ داخل̞ͬ

Rn را مذکور داخل̞ͬ ضرب فضای اگر کرد. ارائه عملͽر آن ویژه�های بردار

اینͺه به مͬ�شود تبدیل حͺم این بͽیریم، معمولش داخل̞ͬ ضرب به مجهز

ماتریس ͷی وسیله�ی به مͬ�توان را حقیقͬ درایه�های با متقارن ماتریس هر

به حͺم این اعمالِ با کرد. قطری حقیقͬ درایه�های با مرتبه همان از متعامد

درایه�های با (PPT = I۲ (یعنͬ P متعامدِ و ۲× ۲ ماتریس̞ ͷی وجود ،B

مͬ�کند: قطری را B که مͬ�شود نتیجه حقیقͬ

P−۱BP = PTBP =

[
λ ۰
۰ µ

]
مسأله شرایط ،PTBP و PTAP ترتیب به با B و A کردنِ جایͽزین با

B ترتیبAو به با P بودنِ متعامد به توجه با ماتریس�ها این نمͬ�کند: تغییر

همواره لذا و هستند مزدوج

tr(A+Bt)m = tr
(
PTAP + (PTBP )t

)m
کماکان تغییر این با ماتریس�ها m(A+Bt)؛ = P−۱(A+Bt)mP زیرا

بود: خواهند نامنفͬ همچنان نهایت در و مͬ�ماند متقارن

∀X ∈ R۲ :

{
XT (PTAP )X = (PX)TA(PX) ≥ ۰
XT (PTBP )X = (PX)TB(PX) ≥ ۰

خود توجه مͬ�توانیم کلیت از شدن کاسته بدون که مͬ�دهند نشان موارد این

متقارنِ ماتریس باشد. قطری B =

[
λ ۰
۰ µ

]
که کنیم معطوف حالتͬ به را

بودن: نامنفͬ شرط در هرگاه بͽیرید. A =

[
a b
b c

]
صورتِ به را A

قرار استاندارد پایه�ی اعضای X جای به ،XTBX ≥ ۰ و XTAX ≥ ۰

نامنفͬ باید ماتریس دو این در قطر روی درایه�های که مͬ�شود نتیجه گیرند،

این فرض̞ با دهیم نشان است کافͬ پس .(∗) : a, c, λ, µ ≥ ۰ باشند:

چندجمله�ایِ ضرایب نامساوی�ها،

(∗∗) t 7→ tr
( [a+ λt b

b c+ µt

]m )
مͬ�کنیم: ادعا منظور بدین نامنفͬ�اند.

mچندجمله�ای�های ∈ N هر برای (***)

Pm(t), Qm(t), Rm(t) ∈ R[t]
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که قسمͬ به موجودند نامنفͬ ضرایب ]با
a+ λt b
b c+ µt

]m
=

[
Pm(t) bQm(t)
bQm(t) Rm(t)

]
چندجمله�ایِ صورت این در زیرا داد. خواهد بدست را مطلوب حͺم̧ این،

ضرایب با که شد خواهد داده Pm(t) + Rm(t) با (∗∗) در شده ظاهر

m = ۱ حالتِ کرد: خواهیم mثابت بر استقرا با را (∗ ∗ ∗) است. نامنفͬ

Qm(t)از = ۱ Rm(t)و = c+µt ،Pm(t) = a+λt اینͺه به توجه با

m+ ۱ برای را آن ،m برای (∗ ∗ ∗) درست̞ͬ فرض با مͬ�شود. حاصل (∗)
مͬ�آوریم: ]بدست

Pm+۱(t) bQm+۱(t)
bQm+۱(t) Rm+۱(t)

]
=

[
a+ λt b
b c+ µt

]m+۱

=

[
a+ λt b
b c+ µt

] [
Pm(t) bQm(t)
bQm(t) Rm(t)

]
=

[
(a+ λt)Pm(t) + b۲Qm(t) b

(
(a+ λt)Qm(t) +Rm(t)

)
b
(
Pm(t) + (c+ µt)Qm(t)

)
b۲Qm(t) + (c+ µt)Rm(t)

]

⇒


Pm+۱(t) = (a+ λt)Pm(t) + b۲Qm(t)

Qm+۱(t) = (a+ λt)Qm(t) +Rm(t)

Rm+۱(t) = (c+ µt)Rm(t) + b۲Qm(t)

و Qm(t) ،Pm(t) ضرایبِ بودن نامنفͬ بر مبنͬ استقرا فرض به توجه با

بودن نامنفͬ فوق تساوی�های ،a, c, λ, µ ≥ ۰ بر مبنͬ (∗) حͺم̧ و Rm(t)

استقرا حͺم و مͬ�دهند نتیجه Rm+۱(t)را Qm+۱(t)و ،Pm+۱(t) ضرایبِ

مͬ�شود. اثبات

توجه ابتدا ساخت. خواهیم نقض مثال ͷی است. منفͬ پاسخ .١٠ پاسخ

داشته ساده�ای Aشͺل آن در که حالتͬ به داد تقلیل را مسأله مͬ�توان که کنید

P,Q وارون�پذیرِ و n × n ماتریس�های پس بͽیرید. A رتبه�ی را r باشد.

که: قسمͬ به موجودند F در درایه�های با

PAQ =

[
Ir Or×(n−r)

O(n−r)×r O(n−r)×(n−r)

]
ماتریس̞ k× l مرتبه�ی صفرِ ماتریس̞ ترتیب به Is Ok×lو از منظور آن در که

با مسأله صورت در B و A کردنِ جایͽزین با است. s× s مرتبه�ی همان̞ͬ

A آن در که حالتͬ به مͬ�یابد تقلیل مسأله ،Q−۱BP−۱ و PAQترتیب به

که: چرا دارد. را بلوکͬ شͺل این
(PAQ)(Q−۱BP−۱)(PAQ)(Q−۱BP−۱) = P (ABAB)P−۱

= On×n ⇔ ABAB = On×n

(Q−۱BP−۱)(PAQ)(Q−۱BP−۱)(PAQ) = Q−۱(BABA)Q

= On×n ⇔ BABA = On×n

متناظر بلوک̞ͬ تجزیه�ی و گرفته نظر در فوق بلوک̞ͬ شͺل با را A ادامه در لذا

مͬ�گیریم: چنین را B برای

B =

[
Xr×r Yr×(n−r)

Z(n−r)×r W(n−r)×(n−r)

]
به مرتبه�های از F در درایه�های با Wماتریس�هایͬ و Z ،Y ،X آن در که

حال هستند. (n−r)×(n−r) و (n−r)×r ،r×(n−r) ،r×rترتیب

و ABAB = On×n تساوی�های که کرد خواهیم بررسͬ بلوکͬ ضرب با

هستند: معنͬ چه به BABA = On×n

AB =

[
Ir Or×(n−r)

O(n−r)×r O(n−r)×(n−r)

][
X Y

Z W

]

=

[
X Y

O(n−r)×r O(n−r)×(n−r)

]

⇒ ABAB =

[
X۲ XY

O(n−r)×r O(n−r)×(n−r)

]

BA =

[
X Y

Z W

][
Ir Or×(n−r)

O(n−r)×r O(n−r)×(n−r)

]

=

[
X Or×(n−r)

Z O(n−r)×(n−r)

]

⇒ BABA =

[
X۲ Or×(n−r)

ZX O(n−r)×(n−r)

]
XY = و X۲ = Or×r از بتوان که است مثبت صورتͬ در پاسخ لذا

مͬ�توان سادگͬ به ولͬ .ZX = O(n−r)×r گرفت نتیجه Or×(n−r)

قرار n = ۳, r = ۲ حالتِ در نمونه عنوان به نباشد. برقرار این که زد مثالͬ

دهید

X =

[
۰ ۱
۰ ۰

]
Y =

[
۱
۰

]
Z =

[
۱ ۰

]
باشیم: داشته اگر بنابراین

A =

۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۰

 B =

۰ ۱ ۱
۰ ۰ ۰
۱ ۰ ۰


محاسبه�ی با سادگͬ به که امری ناصفر. (BA)۲ و است صفر (AB)۲ آنͽاه

است: تحقیق قابل هم مستقیم

ABAB =

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰

 BABA =

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰


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مساله حل و الͽوریتم�ها آزمایشͽاه معرفͬ

و ریاضͬ همچون پایه� علوم از استفاده و علمͬ ͹فرهن گسترش
زمینه این در مستعد افراد پرورش و جذب نیازمند کامپیوتر علوم
در جهت�یابͬ�شان به ͷکم و کاری زمینه�های با ایشان آشناسازی و
برطرف مرتبط عرصه�های در را ما جامعه�ی نیاز که است مسیرهایͬ

کند.

دانشͺده�ی در ساله هر ٨٠ و ٧٠ دهه دو در راستا، این در
به و ترویجͬ فعالیت��های شریف، صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ علوم
این است. مͬ�شده برگزار دانش��آموز مخاطب با برنامه��هایͬ خصوص
باشͽاه�های توسعه�ی آموزشͬ، کارگاه�های برگزاری قالب در فعالیت�ها
با همͺاری و ریاضیات، خانه طراحͬ مدرسه)، اینترنتͬ(شبͺه�ی
کامپیوتر و ریاضͬ مسابقات برگزاری و کامپیوتر و ریاضͬ المپیادهای

است. انجامیده ارزنده�ای تجربیات انباشت به گذشته دهه دو در

با تجربیات، این بر مبتنͬ مساله حل و الͽوریتم�ها آزمایشͽاه

انجام برای و جدی�تر سازمان�دهͬ برای نهادی وجود نیاز احساس
و ریاضͬ آموزش زمینه�ی در ترویج و توسعه پژوهش، فعالیت�های
بنیادی پژوهش�های انجام است. تاسیسشده ١٣٩٠ سال در کامپیوتر
توسعه و ترویج و کامپیوتر و ریاضͬ آموزش زمینه در کاربردی و
آزمایشͽاه این اصلͬ برنامه�های و اهداف از ریاضͬ علوم ͹فرهن

است.

چشم�انداز

در دبیرستانͬ-عمومͬ و دانشͽاهͬ آموزش بین ارتباطͬ پل ایجاد
برای مناسب بستری کردن فراهم و کامپیوتر و ریاضͬ علوم زمینه�ی
جهت در ریاضͬ علوم دانش�آموختͽان مختلف نسل�های موثر ارتباط
تخصصͬ فعالیت مختلف زمینه�های در تجربه�ها و اطلاعات انتقال

علمͬ. ͹فرهن ترویج راستای در ایشان
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مأموریت

انجام با ریاضͬ علوم ترویج و کاربردی و بنیادی پژوهش�های توسعه
سطح سه در مختلفمخاطبان سطوح متناسببا آموزشͬ فعالیت�های

دانشجویͬ. و دانش�آموزی عمومͬ،

اهداف

بهتر آشنایͬ جهت در موثر آموزشͬ محتوای توسعه�ی و تولید •
و ریاضͬ علوم حوزه�ی در علمͬ فعالیت زمینه�های با مخاطبان

کامپیوتر.

اساتید و فارغ�التحصیلان دانشجویان، اجتماعͬ شبͺه�ی ایجاد •
مرتبط. جمعͬ پروژه�های در ایشان کردن درگیر و علاقمند

موضوع. با مرتبط مختلف نهادهای بین ارتباط ایجاد •

برنامه�ها

و چشم�انداز راستای در مساله حل و الͽوریتم آزمایشͽاه برنامه�های
مͬ�شود: گرفته نظر در زیر محورهای در مأموریت،

بنیادی پژوهش�های •

کاربردی پژوهش�های •

مسابقات و جشنواره�ها آموزشͬ، کارگاه�های برگزاری •

بر تͺیه (با ͬͺترونیͺال آموزش و اینترنتͬ باشͽاه�های توسعه�ی •
همراه) تلفن و اینترنت فضای

مسابقات برگزاری •

کتب و نشریات فنͬ، گزارش�های انتشار و علمͬ محتوای تولید •

همͺاران و اساتید

علمͬ هیأت عضو تابش یحیͬ دکتر سرپرستͬ تحت آزمایشͽاه
مͬ�شود. اداره شریف صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ علوم دانشͺده
علمͬ- کمیته نظر زیر کاری گروه��های توسط آزمایشͽاه برنامه�های
از بهره�گیری بر علاوه آزمایشͽاه مͬ�شود. اجرا آزمایشͽاه اجرایͬ
تاکنون ریاضͬ، علوم دانشͺده فارغ�التحصیلان و دانش�جویان فعالیت
دکتر شهشهانͬ، سیاوش دکتر چون اساتیدی همراهͬ و ͷکم از
دکتر علیشاهͬ، دکتر اصغری، دکتر رزوان، دکتر فتوحͬ، دکتر دانشͽر،
و برده بهره خزایͬ دکتر و امین�زاده دکتر رمضانیان، دکتر عباسیان،

فارغ�التحصیلان و دانشجویان و اساتید ͬͽهم نظرات و همͺاری از
مͬ�کند. استقبال گرامͬ

برای و آزمایشͽاه کاری زمینه�های به علاقه صورت در
وب�سایت به مͬ�توانید آینده و گذشته برنامه�های از اطلاع
ͬͺترونیͺال پست وسیله به و کنید مراجعه http://ApLab.sharif.ir

باشید. تماس در ما با ApLab@sharif.ir
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٩٢ اسفند موبایل، زمستانͬ مدرسه�ی گزارش

،٧ روزهای در که است برنامه�ای عنوان موبایل زمستانͬ مدرسه�ی
شد. برگزار شریف صنعتͬ دانشͽاه در ١٣٩٢ اسفندماه ٩ و ٨
- دانشͽاهͬ ریاضیات با دانش�آموزان آشنایͬ هدف با مدرسه این
همͺاری با مͬ�دهند- تشͺیل را مخابرات و موبایل علم پایه�ی که
از جمعͬ ریاضͬ، دانشͺده�ی فارغ�التحصیلان و دانشجویان اساتید،
کامپیوتر مهندسͬ دانشͺده�ی و برق مهندسͬ دانشͺده�ی دانشجویان

شد. برگزار شریف صنعتͬ دانشͽاه
قزوین، کرج، تهران، مدارس از دانش�آموز ١٠٠ مدرسه، این در
دوم اول، مقاطع در دانش�آموزان این داشتند. شرکت زابل و اصفهان

بودند. تحصیل به مشغول دبیرستان سوم و
صورت به را بخش هر ادامه در که بود بخش چندین شامل برنامه

داد. خواهیم توضیح مجزا

علمͬ سخنرانͬ�های

این شد. آغاز علمͬ سخنرانͬ ͷی با برنامه این دوم و اول روزهای
برگزار دانش�آموزان تمامͬ برای و عمومͬ صورت به سخنرانͬ�ها
اساتید از خزایͬ شهرام دکتر توسط اول روز سخنرانͬ گردید.
دیجیتال مخابراتͬ ”سیستم�های موضوع با ریاضͬ علوم دانشͺده�ی
است: زیر شرح به سخنرانͬ این چͺیده�ی شد. انجام آن�ها” امنیت و
را ارتباطات از جدیدی نسل که دیجیتال مخابراتͬ سیستم�های
گسترش و رشد حال در به�روز روز است، کرده فراهم بشر برای
(مانند اطلاعات تولید آنالوگ منبع ͷی سیستم�ها این در هستند.
سیͽنال این مͬ�کند. تولید آنالوگ یͷسیͽنال میͺروفن) ͷی خروجͬ
این به که شده فشرده ممͺن حد تا و کد مناسبͬ نحو به آنالوگ
معمولا که را شده کد اطلاعات مͬ�شود. گفته منبع ͹کدین امر
صورت همین به نمͬ�توان هستند، ͷی و صفر بیت�های از رشته�ای
مانند عواملͬ وجود علت به زیرا کرد. ارسال ارتباطͬ کانال ͷی از
نمͬ�رسند. مقصد به درستͬ به و شده مواجه خطا با اطلاعات نویز
اطلاعاتͬ افزودن با گیرنده، دست به اطلاعات صحیح ارسال برای
را شرایط مͬ�شود.) نامیده ͬͽافزون (که شده فشرده پیام به اضافͬ
صحیح ارسال اما مͬ�سازند. فراهم اطلاعات صحیح دریافت برای
سوء بدنبال همواره جو سود افراد زیر است؛ راه آغاز تازه اطلاعات
برای هستند. مخابراتͬ کانال�های در ارسالͬ اطلاعات از استفاده
ابزاری از اطلاعاتارسالͬ کردن امن برای باید خطراتͬ چنین با مبارزه
مختلف بخش�های سخنرانͬ این در کرد. استفاده رمزنͽاری مانند
مفاهیم با مخاطبان و شدند معرفͬ دیجیتال مخابراتͬ سیستم�های

شدند. آشنا مخابراتͬ شبͺه�های امنیتͬ

روز داغ مباحث جزو که موضوعͬ به دوم روز سخنرانͬ در اما
و ”آزادی عنوان با سخنرانͬ این شد. پرداخته مͬ�شود، محسوب
علوم دانشͺده�ی دانشجویان از حاجͬ�سلیمͬ کوهیار توسط پیشرفت”

است: شͺل این به سخنرانͬ این چͺیده�ی شد. انجام ریاضͬ

«متن�باز»، نرم�افزارهای مفهوم از شروع با است قرار بخش این در
درباره�ی مقداری دهیم. ارایه تͺنولوژی دنیای در آزادی از تعریفͬ
کنیم صحبت (patenting) نوآوری ͷی ثبت انحصاری حق قوانین
موجب کجا از موبایل، زمینه�ی در خصوص به قوانین، این ببینیم و
مͬ�گیرند. را نوآوری جلوی کجا تا و مͬ�شوند بیش�تر نوآوری�های
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و مͬ�پردازیم اندروید سیستم�عامل بودن آزاد داغ بحث به سپس
است کرده ایجاد اندروید برای آزادی این که فایده�هایͬ و مشͺلات
باید شما و بوده «مباحثه�محور» بیش�تر صحبت�ها مͬ�کنیم. بررسͬ را
هنوز بحث نهایͬ نتیجه�ی کنید؛ شرکت نتیجه�گیری�ها شͺل�گیری در

نیست! مشخص

آموزشͬ کارگاه�های

این اصلͬ هسته�ی آموزشͬ کارگاه�های که گفت مͬ�توان واقع در
به دانشͽاهͬ مباحث آموزش کارگاه�ها این هدف بوده�است. برنامه
ایران در معمول صورت به که کارسوق�هایͬ با اما است. دانش�آموزان
مربیان کارگاه�ها، این در واقع در دارد. ویژه�ای تفاوت مͬ�شود، برگزار
به یادگیری و مͬ�آورند فراهم دانش�آموزان فراگیری برای را مسیر تنها
مفاهیم که است بوده این بر سعͬ است. دانش�آموزان خود عهده�ی
شده گنجانده فهم قابل و ساده بازی�های قالب در دانشͽاهͬ پیچیده�ی
درک را مفاهیم این بتوانند فعالیت�ها این انجام حین در دانش�آموزان و
و ریاضیات است شده سعͬ کارگاه�ها موضوعات انتخاب در کنند.

شود. داده پوشش مخابرات و همراه تلفن�های با مرتبط علوم
اسفندماه هشتم و هفتم روزهای یعنͬ اول روز دو در کارگاه�ها این
٢۵ ظرفیت با کارگاه هر گردید. برگزار بعدازظهر و نوبتصبح دو در
نظر در کارگاه شش برنامه این برای شد. اجرا ساعت ٣ مدت به نفر
شرکت کارگاه ۴ در گروه هر برنامه، اول روز دو در و بود شده گرفته

داشتند.
مͬ�آید: ادامه در کارگاه�ها این در شده مطرح مباحث از خلاصه�ای

رایانه و انسان تعامل

باز آیا مͬ�کردید، استفاده صفحه�کلید از باید تنها و نبود موشواره اگر
سادگͬ همین به مͬ�دهید انجام رایانه با که کارهایͬ از بسیاری هم
کلیدها اگر کرده�اید؟! فͺر رایانه�تان صفحه�کلید چیدمان به آیا بود؟!
ساده�تر؟! یا مͬ�شد سخت�تر آن با کار بودند شده چیده دیͽر گونه�ای به

مواردی چنین مطالعه�ی و بررسͬ هدف با رایانه» و انسان «تعامل
و برنامه�ریزی بررسͬ، به رایانه و انسان تعامل واقع در گرفت. شͺل
مͬ�پردازد. مͬ�گذارند، یͺدیͽر بر کاربرانش و رایانه که اثری طراحͬ
رفتاری علوم رایانه، علوم قبیل از متعددی رشته�های آن در که علمͬ
با ممͺن نحو بهترین به بتواند کاربر تا مͬ�آیند هم گرد طراحͬ و
قابلیت�هایش تمامͬ از و کند برقرار رابطه دارد سروکار که «ماشینͬ»
و دریابد درستͬ به را کاربر نیاز «ماشین» مقابل در و ببرد بهره خوبͬ به
پروژه�های و مبحث این با آشنایͬ سازد. برآورده امͺان حد تا را آن�ها
در و پیرامونمان، نیازهای تشخیص دست، این از بزرگͬ و ͷکوچ
در که امͺاناتͬ با نیازها این رفع برای «ماشین» بهترین طراحͬ نهایت

مͬ�کند. دنبال کارگاه این که است هدفͬ داریم، اختیار

چندگانه دسترسͬ

است شده تبدیل بشر وسایل پراستفاده�ترین از ͬͺی به که تلویزیون به
رها را خبر �شبͺه�ی مͬ�توان دکمه ͷی فشردن با تنها کرده�اید؟ دقت
و تلویزیونͬ شبͺه�های تعداد نشست! ٩٠ برنامه�ی تماشای به و کرد
نداریم انتظار هیچ�گاه ما و است افزایش به رو روز به روز ماهواره�ای
ممͺن چͽونه پخششود! دیͽر شبͺه�ای از ورزش شبͺه�ی تصاویر که
اختلالͬ اینͺه بدون مͬ�دهند ادامه خود کار به شبͺه�ها تمامͬ که است

کنند؟! ایجاد یͺدیͽر کار در
تلفن از بخواهید که گرفته�اید قرار شلوغ بسیار مͺان ͷی در آیا
گرفتن با حتͬ یا شوید؟! روبه�رو مشͺل با و کنید استفاده خود همراه
مواجه شبͺه بودن اشغال مشͺل با تلفن، طریق از دوستتان شماره�ی

نباشد؟! اشغال دوستتان تلفن اگر حتͬ شوید،
داشته دسترسͬ مختلف شبͺه�های به همزمان ما است ممͺن اینͺه
خود همراه تلفن با بتوانند افراد از زیادی تعداد یͷمنطقه در یا باشیم،
ما برای چندگانه دسترسͬ تͺنی�ͷهای که است امͺانͬ کنند، صحبت
افراد همه�ی که است این بخش این در ما هدف است. آورده ارمغان به
یابند دست خود نیاز مورد اطلاعات به همزمان بتوانند شرکت�کننده

کنند!! منتقل را است نیاز که اطلاعاتͬ و

منطقͬ مدار

و باشید گفته پاسخ خود ذهن کنجͺاوی به که است شده حال به تا
تا بͽشایید هم از را دست) این از وسیله�ی (یا ماشین�حسابساده ͷی
را عدد دو دکمه چند زدن با مͬ�توان یابید؟!! دست آن درون اعداد به
روی را تقسیم عمل یا و کرد ضرب کرد، کم هم از کرد، جمع هم با
باطری انرژی از کمͬ مͬ�شود صرف که چیزی تنها و داد! انجام دو آن
را خود رایانه�ی دوشاخه�ی تا است کافͬ تنها است! ماشین�حسابتان
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از پیچیده�تر و سخت�تر کار هزاران بتوانید آن با تا کنید وصل برق به
«ماشین»ها این که این�جاست جالب دهید! انجام را ضرب و جمع
ͬͺتریͺال جریان وجود عدم !ͷی و صفر آموخته�اند: را عدد دو تنها

!ͬͺتریͺال جریان وجود و
دنیای و دارد خاصͬ زیبایͬ ی�ͷها و اینصفر ریاضیاتپشت�پرده�ی
در ما بحث آغاز ریاضیات این مͬ�گشاید! آدم روی به را جدیدی
این پیچیده�ترین تا ساده�ترین اساس و پایه که ریاضیاتͬ این�جاست!
شما ذهن کنجͺاوی به ریاضیات این ادامه�ی در «ماشین»هاست!

گفت! خواهیم پاسخ

رمزنͽاری

همراه، تلفن اپراتورهای سوی از شده ارائه جدید خدمات ͷکم به
به کارها قبیل این از بسیاری و ͬͺبان کارهای قبوض، پرداخت انجام
سیستم�ها این به مͬ�توان آیا اما است. شده دکمه چند فشردن سادگͬ
قرار آنان اختیار در را خود ̞ͬͺبان کارت�های اطلاعات و کرد اعتماد

چطور؟ ͬͺترونیͺال خرید سیستم به داد؟!
امنیت اما برسد، نظر به مدرن بسیار ظاهر در شاید فوق مساله�ی
از ͬͺی که است بوده مطرح بشری جوامع برای دیرباز از اطلاعات
سوالͬ بوده، ارسال حین در ͬͽپیام�هایجن امنیت تامین آن�ها مهم�ترین

است!! بشری دغدغه�های از هم�چنان که
سوالات این برای پاسخ یافتن هستیم، آن پͬ در این�جا در که هدفͬ
آمده پیش احتمالا˟ رمزنͽاری! است: ساده بسیار که پاسخͬ است.
به قادر خودتان تنها که باشید گذاشته قرادادهایͬ خود دوستان با که
و خودتان بین رمز سیستم ͷی شما صورت این در بوده�اید. فهم�شان
برای هیچ�راهͬ و اعتمادند قابل رمزها آیا اما کرده�اید! برقرار دوستتان

نیست؟! آن�ها به یافتن دست

محاسباتͬ هندسه

بینایͬ ویژه توانایͬ�های ͷکم رابا هندسͬ مسائل اوقات،ما از بسیاری
این حل برای الͽوریتم�ها از مͬ�توانیم چطور اما مͬ�کنیم. حل درذهن
مͬ�توانیم راحتͬ به معمولا ما مثال عنوان به کنیم؟ استفاده مسائل
بین تقاطعͬ یا است نقشه ͷی از ناحیه کدام در نقطه ͷی کنیم تعیین
برای را توانایͬ این مͬ�توانیم چطور اما خیر. یا دارد وجود شͺل دو
از استفاده با مسائل این از بعضͬ علاوه به کنیم؟ طراحͬ رایانه ͷی
این�گونه نمونه نیستند. حل قابل سادگͬ به نیز ما ذهنͬ توانایͬ�های
آنتن�دهͬ برای مخابراتͬ دکل تعداد کمترین دادن قرار مͬ�تواند مسائل
هندسه باشد. نقطه دو میان مسیر کوتاه�ترین کردن پیدا یا فضا ͷی
بیشترین با رایانه توسط هندسͬ مسائل حل ͬͽونͽچ علم محاسباتͬ

حل برای تلاش به حوزه این در متخصین و محققین و است بازدهͬ
مسائل این�گونه حل برای محاسباتͬ ابزارهای تولید با هندسͬ مسائل
تلفن شبͺه�های در بودن جا�به�جایͬ قابل که آنجایͬ از مͬ�پردازند.
و مͺان با رابطه در مسائلͬ است، تͺنولوژی این ذات جزء همراه
بخش محاسباتͬ هندسه مͬ�شود باعث محیط در گرفتن قرار ͬͽونͽچ
کارگاه این در ترتیب این به باشد. مذکور تͺنولوژی از نشدنͬ جدا
درک مقدمات زمینه، این در جالب مسائلͬ معرفͬ با مͬ�کنیم سعͬ
همراه تلفن شبͺه�های در آن کاربردهای و رایانه علم از شاخه این بهتر

کنیم. فراهم را

شبͺه

تنها شما و است استفاده حال در ایران در همراه تلفن میلیون ده چند
میلیون ده چند این بین در را خود دوست مͬ�توانید عدد ١١ فشردن با
مقصد به شود گم آن�ها بین در این�که بدون شما ͷپیام و کنید! پیدا

مͬ�رسد! خود درست
کار طرز به مͬ�کند! نفوذ ما زندگͬ در بیشتر روز هر که اینترنت!
و مͬ�چرخند دنیا تمام در شما رایانامه�های چͽونه کرده�اید؟ فͺر آن
مͬ�شود فراهم شما برای امͺان این چͽونه مͬ�یابند؟! را مقصدشان
پشت که دوست�تان با و شده متصل اینترنت به همراه تلفن ͷی با که

کنید؟! برقرار ارتباط گرفته قرار رایانه�اش
کارهای از ما، زندگͬ مبنای است. ارتباطات جهان مدرن جهان
مدیریت تا گرفته رایانامه چͷکردن یا پیامͷو فرستادن مانند روزمره
شرایط در صحیح خبررسانͬ یا و زده زلزله شهرهای در بحران کردن
شبͺه�ها این که این استوارند. ارتباطاتͬ شبͺه�های بر همه و همه لازم،
این اصلͬ هسته�ی مͬ�آورند، فراهم ما برای را محیطͬ چنین چͽونه
مشͺلات که است این بر سعͬ نیز ادامه در مͬ�دهد. تشͺیل را کارگاه
است مطرح مشͺلات این برای که راه�کارهایͬ و شبͺه�ها این اصلͬ

شود. بررسͬ

مسابقه

کارگاه�ها طͬ در دانش�آموزان به که مطالبͬ آخر روز در نهایت در
این به کار این شد. گذاشته آزمایش بوته�ی به بود، شده داده آموزش
آن طͬ که گردید برگزار مسابقه�ای آخر روز در که شد انجام صورت
با دانش�آموزان، آموخته�های سنجش بر علاوه است بوده این بر سعͬ
از مدلͬ بازی�ها، نظریه�ی مفاهیم کردن دخیل و رقابتͬ فضای ایجاد
جمعͬ تصمیم�گیری�های به دانش�آموزان تا آید وجود به واقعͬ دنیای

آورند. روی گروهͬ همͺاری�های و
رقابت با اول گروه و شد برگزار زیادی هیجان و شور با مسابقه
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اهدای با مسابقه این برندگان از نهایت در نزدیͷمشخصشد. بسیار
گردید. تقدیر جوایزی

میزگرد

پوریا و اصغری کیهان حضور با اختتامیه، جریان در و کار پایان در
موبایل نرم�افزارهای پیرامون میزگردی ”کافه�بازار” اعضای از کاویانͬ
طور به دانش�آموزان برنامه این در شد. برگزار ایران در آن بازار و
تجربه�ی که افرادی با این�باره در را خود سؤالات مͬ�توانستند مستقیم

کنند. مطرح داشتند زمینه این در بالایͬ

گروهͬ بازی

انجام آن و بود شده گرفته نظر در نیز جانبͬ فعالیت ͷی برنامه این در
در برگزارکنندگان و شرکت�کنندگان تمامͬ که بود گروهͬ بازی ͷی
هدف چندین بازی این در داشتند. شرکت آن در برنامه اجرای روز سه

مͬ�شد: دنبال

برنامه مجریان و یͺدیͽر با دانش�آموزان تعامل برقراری •

دانش�آموزان بین رقابت حس تقویت •

گرو�هͬ فعالیت�های روحیه�ی ایجاد •

آن�ها اهمیت و اجتماعͬ شبͺه�های با آشنایͬ •

داده انتقال و رمزنͽاری علم از مفاهیمͬ شدن مطرح •

با را بازی این نتوانستند شرکت�کنندگان از ͷهیچ�ی نهایت در که
برسانند! پایان به موفقیت
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حل و طرح مسابقه�ی چهارم دوره

خزلͬ علͬ

مͬ�دانم بعید داشته�اید؟ گروهͬ شͺل به مسئله حل تجربه کنون تا آیا
مسابقه باشید. داده انجام کاری چنین مسابقه ͷی قالب در کنون تا
دوره چهار کنون تا که است شͺل همین به مسابقه�ای حل و طرح
مسابقه این در خودم که چهارم دوره از قبل تا است. شده برگزار آن
این خاطر همین به بودم. نبرده پͬ آن فواید و زیبایͬ به کردم شرکت
آشنا آن با هم باشید علاقه�مند شاید که شمایͬ تا مͬ�نویسم را مطلب

شوید.
که است مسابقه�ای برگزاری حل، و طرح مسابقه اصلͬ هدف
به نیاز بدون شود؛ انجام کنندگان شرکت توسط آن کارهای همه�ی
ایده�ی . ... و برگه�ها تصحیح سؤال، طرح برای علمͬ کمیته�ی ͷی
سؤالات کند، طرح سؤال چند یا ͷی تیم هر که است بوده این اولیه�
دیͽر تیم�های پاسخ�های و کند حل را دیͽر تیم�های توسط شده طرح
وضع هوشمندانه�ای قوانین باید اما کند. تصحیح را خودش سؤال به
همه�ی که شود گرفته این جلوی مثلا́ باشد؛ منصفانه مسابقه تا شود
را آن�ها نتواند دیͽری تیم هیچ تا بدهند سختͬ بسیار سؤالات تیم�ها
سؤالات برایحل نمره�ای تیم هر برای معضل، این برایحل کند! حل
جمع هم با نهایت در که مͬ�شود داده سؤالات طراحͬ برای نمره�ای و
تجربه�ی مͬ�دهم ترجیح مسابقه، قوانین به پرداختن از قبل مͬ�شوند.

نرود. سر حوصله�تان تا بنویسم را مسابقه در شرکت
دانشͺده�ی علمͬ انجمن توسط حل و طرح مسابقات کنون تا
که شده�اند برگزار امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ
حضور با ١٣٩٣ اردیبهشت ١٨ پنج�شنبه روز در آن چهارم دوره�ی
ͷی تیم هر و است اینترنتͬ اصل در مسابقه شد. برگزار تیم شش
دانشͽاه چون دوره، این اما دانشͺده! اعضای تمام است؛ دانشͺده
یͷتیم با کند، میزبانͬ را نفره چند تیم چند بود حاضر امیرکبیر صنعتͬ
سرپرست عنوان به خودم همراه (به کارشناسͬ دانشجویان از نفره پنج
حامد ،ͬͺخانی عرفان امینͬ، کامیار کردیم: شرکت مسابقه در تیم)

فرهودی. سهند و فرد دلیرروی مینا دشتͬ،

دادیم تشͺیل جلسه�ای مسابقه از قبل روز چند و تیم انتخاب از پس
کردیم مطرح خام ایده�ی چند کنیم. هم�فͺری سؤال ͷی طرح برای تا
ساخت. یͷمسئله آن�ها روی از مͬ�شود طور چه که کردیم فͺر هم با و
قرار که زمانͬ خصوصبا به نمͬ�کنیم، تجربه را سؤال اغلبطراحͬ ما
مͬ�تواند این من نظر به کنیم. فͺری هم باره این در یͺدیͽر با است
ایده�هایمان تا مͬ�کند ͷکم زیرا باشد، علمͬ تحقیق برای تمرین ͷی
که چیزی کنیم؛ فͺر دیده�ایم که مطالبͬ تعمیم به و دهیم پرورش را
اولیه�ی ایده�ی جلسه پایانِ در است. خالͬ کارشناسͬ دوره�ی جایشدر
مͬ�بینید. انتها در که شد منجر خوب سؤال ͷی به دانشجویان از ͬͺی
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بیان به است. چقدر سؤال سادگͬ درجه�ی که مشخصمͬ�کردیم باید
و ٢ لااقل باید عدد این کنند. حل را آن تیم چند داریم انتظار دیͽر،
تابعͬ سؤال، طرح نمره�ی مͬ�بود. تیم�ها تعداد از کمتر دوتا حداکثر
است. مͬ�کنند حل را سؤال که تیم�هایͬ تعداد و سادگͬ درجه�ی از
نهایت در متأسفانه اما کردیم، تعیین ٢ را سؤالمان سادگͬ درجه�ی
دست از را سوال طرح نمره�ی از قسمتͬ و کرد حل را آن تیم ͷی تنها

دادیم.
برای را سؤالاتشان تیم�ها که بود پنج�شنبه صبح ٩ ساعت حدود
بود! اینترنت�باز واقع در و کتاب�باز مسابقه فرستادند. یͺدیͽر
فͺر تجربه�ی جمله از داشت، جالب نͺته�ی چند هم قسمت این
راه�حل�ها. نوشتن برای کار تقسیم و سؤالات روی گروهͬ کردن
نحوه�ی و مͬ�خواندیم را نوشته�شده راه�حل�های که بود جالب�ترینشاین
و آموزش به نیاز ریاضͬ نوشتن مͬ�کردیم. اصلاح را هم�دیͽر نوشتن

کردیم. تجربه را آن فرصت این در که دارد تمرین
شد. شروع برگه تصحیح و فرستادیم را راه�حل�ها وقت پایان از پس
آسان را تصحیح این و مͬ�شد داده کامل یا صفر سؤال هر نمره�ی
نمره�دهͬ در سلیقه اختلاف اثر از جلوگیری برای قانون (این مͬ�کرد
تصمیم باید مصحح پس است). شده وضع مناقشات رفع سهولت و
جزئͬ ایراد کمͬ با یا کامل، حل راه ͷی شده نوشته پاسخ که بͽیرد
باید را برگه پنج تنها چون است. ناقص حل ͷی که این یا است
انجام سرعت به مرحله این و نداشتیم سختͬ کار مͬ�کردیم، تصحیح
برای مͬ�توانستیم هم شد. رسیدگͬ نظر تجدید تقاضا�های سپس شد.
پاسخ�های برای هم بدهیم نظر تجدید تقاضای خودمان پاسخ�های
افزایش برای است ممͺن تیم ͷی کاغذ، روی حداقل چون، دیͽران!
مراسم آن از پس دهد. انجام غیرواقعͬ تصحیح طرحش نمره�ی
کرده بینͬ پیش امیرکبیر دانشͽاه که نقدی جوایز و شد برگزار اختتامیه

داشتند! مساوی نمره�ی تصادفاً که شد، داده برتر تیم سه به بود
این که است خوب خیلͬ نظرم به شد، ذکر که منافعͬ به توجه با
این از حتͬ شود. برگزار دانشͺده در کوچ�ͷتر سطح در مسابقه نوع
است١. شده استفاده نیز درس ͷی میان�ترم امتحان عنوان به روش
را مسابقه نفره چهار یا سه تیم�های در کلاس ͷی در مͬ�توان مثلا́

کرد. برگزار

مسابقه قوانین

هوشمندانه�ی وضع چون کنم، اشاره هم نمره�دهͬ قوانین به نیست بد
k سؤال ͷی سادگͬ درجه�ی اگر است! جالبͬ مسئلة خودش آن�ها
با را آن که باشد k از تابعͬ باید سؤال آن بارم باشد، شده بینͬ پیش

١ http://tarhohal.persianblog.ir/page/aazmaayeshi02

طرح نمره�ی کنند، حل را آن تیم n اگر هم�چنین مͬ�دهیم. نشان b(k)
نمره�یحل مͬ�دهیم. نشان T (k, n) با را آن استکه k و n از تابعͬ آن
کامل (نمره�ی است کرده حل که است سؤالاتͬ بارم جمع نیز تیم هر
باشد شͺلͬ به باید حل و طرح مسابقه قوانین سؤال). هر برای صفر یا
ͷی برگزاری با هم�راستا رتبه، به�ترین به رسیدن برای تیم�ها رقابت که
دو که سؤال�هایͬ این�که به توجه با باشد. منصفانه و مفید مسابقه
سادگͬ و دارد تفاوت هم با مورد ͷی در کنند حل باید مختلف تیم
نͺاتͬ به توجه قوانینͬ چنین طراحͬ نباشد، ͬͺاستی قرار نیز سؤال�ها

مͬ�کند: ایجاب را

سؤال�های مͬ�توانند چه هر باید به�تر رتبه به رسیدن برای تیم�ها .١
کنند. حل را دیͽران

سادگͬ درجهͬ مورد در را تصمیمش اگر سؤال، هر طراح .٢
درجه که کند طرح سؤالͬ که باشد نفعش به باید گرفته، سؤال

باشد. نزدی�ͷتر عدد آن به سادگͬ�اش

سادگͬ، درجه مورد در که باشد نفعش به باید سؤال هر طراح .٣
کند. بیان را خود برآورد به�ترین

ممͺن مقدار بیش�ترین حل نمره�ی و طرح نمره�ی از تیم دو اگر .۴
نمره�ی سؤالشان سادگͬ درجه�ی از مستقل مͬ�بایست بͽیرند، را

بͽیرند. برابر نهایͬ

شͺل به را نمره�دهͬ فرمول اصل، چهار همین استکه این جالب نͺته
مͬ�کند! مشخص ی�ͷتا

b(k) =
c

k − ۱

T (k, n) =

{
nb(k) n ≤ k

b(k) + c(n−۱)
۲n−k−۱ n > k

باشد. ٢ حداقل باید سؤال سادگͬ درجه�ی مͬ�بینید، که طور همان
روی بالایͬ کران مͬ�توان حد بیشاز سادگͬ از برایجلوگیری هم�چنین
هم�چنین بود. ۴ دوره آخرین در که گذاشت سؤالات سادگͬ درجه�ی
است. کنندگان شرکت تعداد از مستقل فرمول�ها این که کنید توجه
شده�اند، مشخص یͺتا طور به که قوانین این وجود با آیا شما نظر به
تأثیری سؤال طرح برای مختلف سادگͬ درجه�های انتخاب هم�چنان

گذاشت؟ خواهد رتبه در

حل و طرح مسابقه�ی چهارم دوره�ی سؤالات

تهران دانشͽاه

xm+ ۱|(x+ ۱)n رابطه�ی در که را x,m, nمثبت صحیح اعداد تمام
بیابید. مͬ�کنند صدق
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مجموع حل نمره�ی T(k،n) n b(k) k ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ دانشͽاه نام
١۶٨٠ ٨۴٠ ٨۴٠ ٢ ۴٢٠ ٢ ٠ ٠ ١ ١ ١ تهران دانشͽاه
١١٢٠ ۶٣٠ ۴٩٠ ۵ ٢١٠ ٣ ٠ ٠ ١ ١ ٠ خواجه�نصیر دانشͽاه
١٠۵٠ ٢١٠ ٨۴٠ ٢ ۴٢٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ باهنر شهید دانشͽاه
٧٣۵ ٢١٠ ۵٢۵ ۴ ٢١٠ ٣ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ بهشتͬ شهید دانشͽاه
١۶٨٠ ١٢۶٠ ۴٢٠ ١ ۴٢٠ ٢ ١ ١ ٠ ١ ١ امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه
١۶٨٠ ١٢۶٠ ۴٢٠ ١ ۴٢٠ ٢ ١ ١ ٠ ١ ١ شریف صنعتͬ دانشͽاه

حل و طرح مسابقه�ی دوره�ی چهارمین نتایج :١ جدول

طوسͬ نصیر�الدین خواجه دانشͽاه

ͷی فقط که باشد فشرده غیر ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض
چرا؟ است؟ شمارا لزوماً X آیا باشد. داشته حدی نقطه�ی

کرمان باهنر شهید دانشͽاه

ازای به آنͽاه باشد، حقیقͬ اعداد میدان روی برداری یͷفضای V اگر
[x, y) = {λy+(۱−λ)x|۰ ≤ λ < ۱} تعریفمͬ�کنیم x, y ∈ V هر

مͬ�کنیم تعریف A ⊆ V هر ازای به و
Ab = {x ∈ A|∀v ∈ V ∃δ > ۰ : [x, x+ δv) ⊆ A

Am = A ∪ {x ∈ V |∃c ∈ A : [c, x) ⊆ A}

پایه�ی با حقیقͬ اعداد میدان روی برداری یͷفضای V فرضکنید
اگر باشد. B = {x۱, x۲, x۳, . . . } شمارای

F = {x ∈ V |x =

k∑
i=۱

λixi, k ∈ N,λk > ۰}

. Fm = V و F b = ∅ دهید نشان آنͽاه

بهشتͬ شهید دانشͽاه

و f : [۰, ۱] → [۰, ۱] و طبیعͬ عدد دو ۱ < p ≤ q اگر

f(x) =

∞∑
n=۱

xn
qn∫ ۱

۰ f(x)dx مقدار است، pمبنای در x نرمال بسط x =
∑∞

n=۱
xn

pn
که

کنید. محاسبه را

امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه

۱k+۲k+ · · عبارت+· حاصل ، k طبیعͬ عدد هر ازای به که مͬ�دانیم
چندجمله�ای این است. nحسب بر k+۱درجه�ی یͷچندجمله�ای nk

و S۱ = ۱
۲x(x + ۱) مثال عنوان به مͬ�دهیم. نمایش Sk(n) با را

.Rk(x) = Sk(x − ۱
۲ ) کنید تعریف . S۲ =

۱
۶x(x + ۱)(۲x + ۱)

Rk باشد فرد k اگر و است فرد Rk باشد، زوج k اگر دهید نشان
است. زوج

شریف صنعتͬ دانشͽاه

باشد ستون ۲n + ۱ و سطر n با ماتریسͬ A و n ≥ ۴ کنید فرض
n + ۱ کنید ثابت هستند. عضوی دو میدان ͷی در آن درایه�های که
آن�ها گذاشتن هم کنار از که ماتریسͬ رتبه�ی که مͬ�شود پیدا A ستون

٢ باشد. n از کمتر مͬ�آید دست به
http://tarhohal.persianblog.ir مسابقه: وبلاگ

قرار ۲n+ ۱ جای به مͬ�توان سؤال، این برای امیرکبیر صنعتͬ دانشͽاه حل راه ٢با
داد. بهبود n+ ۳ تا n ≥ ۵ برای مͬ�توان را نتیجه این .n+ ۵ داد
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کارشناسͬ شفاهͬ مجله

آخرین در که است دانشجویͬ ارائه�ای کارشناسͬ شفاهͬ مجله�ی
طور به یعنͬ شفاهͬ مجله�ی از قبل ساعت ͷی ماه هر چهارشنبه�ی
طول ساعت ͷی تقریباً ارائه�ها مͬ�شود. آغاز ١٣ ساعت معمول
دانشجویان برای فهم قابل مطلبͬ دانشجویان از ͬͺی آن در که مͬ�کشد

مͬ�دهد. ارئه را کارشناسͬ
و مͬ�کند آمادگͬ اعلام دهنده ارائه فرد ارائه از قبل ماه ͷی تقریباً
اساتید از تعدادی با کامل آمادگͬ و موضوع شدن مشخص از پس
نحوه�ی حتͬ و مربوط علمͬ نͺات آن در که مͬ�شود گذاشته جلسه�ای
و جمع�بندی به فرد کار این با و مͬ�دهند تذکر فرد به را دادن ارائه

مͬ�رسد. کامل آمادگͬ
نصب دانشͺده سراسر در قبل هفته ͷی تقریباًً مجله تبلیغات
اساتید از تعدادی از نیز شفاهͬ مجله از شماره هر در مͬ�گردد.
فیلم�برداری جلسه از همچنین مͬ�شود. دعوت جلسه در شرکت برای
برگزاری اهداف جمله از گیرد. قرار عموم استفاده مورد تا مͬ�شود

کارشناسͬ: شفاهͬ مجله

ریاضͬ: فعالیت با ریاضͬ دانشجویان خالͬ اوقات کردن پر •
فعالیتͬ با را خود خالͬ اوقات که هستند دانشجویان از بسیاری
بارور برای زمینه� بستری چنین ایجاد با و مͬ�کنند پر ریاضͬ غیر
فراهم آنها وقت اتلاف از جلوگیری و دانشجویان استعداد کردن

مͬ�شود.

مجله ایجاد کارشناسͬ: دانشجویان دادن ارائه در توانایͬ ایجاد •
در آنان مهارت تقویت باعث لیسانس دانشجویان برای شفاهͬ

مͬ�شود. علمͬ عمیق�ترِ مطالب دادن ارائه

بر علاوه مطالب فراگیری برای مناسب بستری ساختن مهیا •
مضاعف انͽیزه�ای مجله�ای چنین ایجاد با درسͬ: واحدهای
زیباتر و مطالبعمیق�تر فراگیری برای لیسانس دانشجویان برای

مͬ�دهد. ارتقا را آنان علمͬ توانایͬ و مͬ�شود فراهم

شماره��ی موضوع گذرانده�ایم. را کارشناسͬ شفاهͬ مجله� از شماره سه

ͷترمودینامی از دوم شماره��ی امینͬ، کامیار توسط دوم درجه تقابل اول
الͽوریتم سوم شماره�ی و مهͺام ا... روح توسط اعداد نظریه تا آماری
قیاسͬ محمد توسط عدد ͷی بودن اول بررسͬ برای جمله�ای چند

بود.
ا... شا ان بعدی شمارهای بهتر برگزاری امید به
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ͬͽهفت ویدئوی پخش برنامه�ی

قیاسͬ محمد

سال ابتدای از ریاضͬ دانشͺده ͬͽهفت ویدئوی پخش برنامه�ی
در که داریم قصد و است شده آغاز دانشͺده در (١٣٩٣ (سال جديد
ریاضیات) با (مرتبط ریاضͬ یͷویدئوی هفته هر تحصیلͬ سال طول
هفته هر در پخش برای که ویدئوهایͬ کنیم. پخش دانشͺده در
(lecture) ریاضͬ یͷسخنرانͬ نوع از است ممͺن شوند انتخابمͬ

باشند. ... یا ریاضیات با مرتبط (movie) فیلم ͷی یا

موضوع با ویدئوهایͬ که کرده�ایم لیست را سایت�هایͬ زیر در
به مراجعه با مͬ�توانید نیز شما و اند داده قرار دریافت برای ریاضͬ
ما به را آن ͷلین اینͺه یا کنید دریافت را موردعلاقه�تان ویدئوهای آنها

کنیم. استفاده برنامه این در آنها از تا کنید پیشنهاد هم

https://video.ias.edu

http://www.msri.org/web/msri/online-videos

http://www.claymath.org/publications/video-catalogue

https://www.edx.org

http://video.impa.br

http://www.fields.utoronto.ca/video-archive

شده�اند پخش تاکنون که ویدئوهایͬ لیست همچنین
آدرس طریق از را آنها مͬ�توانید که است زیر شرح به

کنید. دریافت https://videos.math.sharif.ir/weekly

سوتوی دو مارکوس اول، اعداد موسیقͬ (١

میرزاخانͬ مریم ،Dynamics on Moduli Space of Curves (٢

،Structure and Randomness in Prime Numbers (٣
او تآ ترنس

فرما آخر قضیه�ی مستند (۴

گاورز تیموتͬ ،The Importance of Mathematics (۵

ترستن ویلیام ،The Mystry of Three-Manifolds (۶

ویدئوها انتخاب در که جعفری دکتر از مͬ�کنیم تشͺر پایان در
ماست مطلوب همچنین و کردند یاری را ما برنامه برگزاری و
به ایمیل ارسال طریق از را خودتان انتقادات و پیشنهادات که

برسانید. ما اطلاع به mathvidoesite@yahoo.com

ریاضͬ علوم دانشͺده�ی برنامه�ی فوق و علمͬ انجمن
٩٣ بهار

٩۵



ریاضͬ دانشͺده چای ساعت

اصلͬ اهداف از ͬͺی دانشͺده در صنفͬ شورای کار به آغاز از
از است. بوده اساتید و دانشجویان بین دوستانه فضایͬ ایجاد آن،
به تصمیم دانشͺده، محترم اساتید و دانشجویان مشورت با رو این
با شد. گرفته چای” ”ساعت عنوان با هایͬ نشست سلسله برگزاری
برنامه، اجرای برای مناسب های زمان بررسͬ و شورا اعضای مشورت
سری این از جلسه اولین ریاضیات، ملͬ مناسبتروز به گرفتیم تصمیم
این خوشبختانه کنیم. برگزار اردیبهشت ٢٩ تاریخ در را جلسات
برگزار اساتید و دانشجویان از کثیری تعداد پرشور استقبال با جلسه
احساس جمع در محترم اساتید از نفر چند خالͬ جای چند هر شد.
آغاز دانشͺده اول طبقه باز محوطه در ١۴ ساعت برنامه مͬ�شد.
ساعت ͷی در انجامید. طول به ساعت دو حدودی مدت به و شد
گپ به افراد و گرفت صورت پذیرایͬ اساتید و دانشجویان از نخست
دکتر و دانشجویان از نفر چند میان بحثͬ ادامه در پرداختند، گفت و
و شد مباحثه حلقه ͷی تشͺیل به منجر که گرفت شͺل علیشاهͬ
پیوستند. حلقه این به نیز اساتید از دیͽر تن چند و دانشجویان کم�کم
ساعت در جلسه و شد موکول بعدی جلسات به بحث ادامه پایان در
در نیز بعدی جلسه�ی زمان نخست، جلسه�ی همانند رسید. پایان به ۴

مͬ�گردد. اعلام دانشͺده
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