






تدبیرتر با را ما که است اثبات خوب، اثبات
کند.

١ منین یوری
٣ اشمیت و واس و ٢ نر آی مارتین از: مصاحبه

کرم علیرضا ترجمه:

قرن این ۴ICMدر ره�ی کن آخرین امسال بین�الملل ره�ی ��کن
مسأله�ی هیچ آیا است؟ ن مم هنوز هیلبرت �کنید م ر ف آیا است.

دارد؟ وجود باشد، مربوط هیلبرت مسائل به که معاصر
روی زیادی تاثیری هیلبرت مسائل لیست که ندارم قبول شخصاً
وقت �گفت م ۵ آرنولد مثال برای داشته�است. قرن این ریاضیات

مسائل لیست از کپ ی بود، ارشد کارشناس دانشجوی ی که
داشت. همراه به را آن همیشه که داشت دفترچه�اش در هیلبرت
کار این به�خاطر را آرنولد فهمید، را موضوع این گلفَند۶ وقت اما
بخش مسأله، حل که �کرد م ر ف این�طور آرنولد انداخت. دست
روند من �کند. م فرق من برای است. ریاض توانای از بزرگ
شما وقت �دانم. م موجود وهای ال تشخیص را ریاض خلق
یا اعداد نظریه احتمال، توپولوژی، – �کنید م مطالعه را چیزی
سپس �کنید، م پیدا آن به نسبت کل دید ی ابتدا در – چه هر
بفهمید �کنید م سع سپس �کنید. م تمرکز آن از بخش روی
دیده بقیه توسط قبلا چیزهای ”چه و دارد؟” وجود چیز ”چه که
آخر در و بخوانید را بقیه مقالات �توانید م آن از بعد شده�است؟”.
هیچ�کسندیده�است. حال به تا که �کنید م تشخیصمواردی به شروع

است: رمانتی دیدگاه مسأله، حل بر تاکید �کنید نم ر ف
�کنند؟ م فتح را قله�ها که بزرگ قهرمانان

�ربط ب که �گویم نم باشد. ورزش دید ی نوع به شاید بله،
بتوانند آن با که جوان افراد جذب برای است خوب وسیله�ی است.
دستاورد ی به چون کنند پا و دست خود برای اجتماع حیثیت
ذهن ی رش ن از حاک خوب مسأله�ی ی رسیده�اند. بزرگ
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اما کند، پیدا بلندی�ها به مسیری �تواند نم که است، ریاض پویای
فهم برای خوب راه این اما دارد. وجود بلندای که �دهد م تشخیص
جوهر و عموم. به آن ارائه�ی برای خوب راه حت نیست، ریاض
لیست ی در را مسائل �سری ی وقت خصوص به نیست. هم آن
لیست ی در کشورها پایتخت دادن قرار به شبیه این �دهیم، م قرار
که ندارم باور شخصاً �دهد. م را ن مم اطلاعات کمترین است:

باشد. ریاضیات به دادن نظم برای راه این �کرد م ر ف هیلبرت

پیش�رو قرن ریاضیات غالب وهای ال از بعض است ن مم
بزنید؟ حدس را

حول بیستم قرن ریاضیات �کنم م ر ف است. سخت خیل
به گاه و شدند فرمول�بندی ارا آش گاه مسائل. نه بود برنامه�ها
توسعه�ی مثال برای کردند. پیدا ظهور رایج گرایش�های علت به مرور
بود برنامه�ای توسعه�، آن مطمئناً ریاضیات. مبان و ریاض منطق
اکتشافات از بعد کرد. پیدا ظهور رایج گرایش�های علت به که
را �نهایت ب مفهوم حول خودمان ار اف باید که شده�بود مسلم کانتور
گالوا٨. گروه مورد در �لندز٧ لن برنامه�ی یا کنیم. بررس عمیق�تر
�توان م �شویم. م بعدی قرن وارد آن با که دارد وجود برنامه ی
یز فت�ان ش گرفت. نظر در ریاضیات کردن کوانتیزه را برنامه این
سال بیست در ریاض مفاهیم از بسیاری �بینیم م که وقت است
�شده�ی کوانتوم جدید مفاهیم که کرده�اند، تغییر گونه�ای به اخیر
کوهمولوژی ،٩ کوانتوم گروه�های به کنید اه ن هستند: قبل مفاهیم
بسیاری �کنم م ر ف من و ١١ کوانتوم محاسبات و ١٠ کوانتوم
چون �رسد م نظر به عجیب خیل است. پیش در نیز ر دی
نظر در ریاضیات توسعه�ی برای برنامه�ای را این شبیه چیزی هیچ�کس
�دانان فیزی که ، ریاض ابزاری که بود این تنها هدف �گرفت. نم
ول مهیج روش به آن از و کرده�بودند اختراع عال شهود ی با

محضفهمیده�شود. �دان ریاض ی اه ن از �کردند، م استفاده �دقت ب

آیا دیده�شود؟ ونه چ تاریخ نظر نقطه از بیستم قرن �کنید م ر ف
بود؟ مهم قرن

متحد و کردن هماهن در قرن این ریاضیات �کنم. م ر ف این�طور
قبلا گفت توان م شاید که مقیاس در ، مختلف شاخه�های کردن
نظریه�ی را اتحاد این در نقشبرجسته بود. موفق بود، نشده دیده هرگز
که بود باور این بر کانتور ابتدا در که حال در داشت. مجموعه�ها
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به مجموعه�ها نظریه�ی است، ریاضیات از فصل �نهایت ب نظریه�ی
شد. بدل ریاضیات جهان زبان به و داد تغییر را خود وضعیت آرام
عملیات� و عبارات از کوتاه لیست از شروع با که شد برده پ این به
که کرد تولید ، زبان ساختمان�های بازگشت صورت به �توان م پایه
توپولوژی، اعداد، نظریه احتمال، حسابان، بنیان�گزاران شهود ظاهراً
ی ریاض جامعه�ی بنابراین �رساند. م را … و دیفرانسیل هندسه

ار آش تفاوت در توانای دلیل به همچنین کرد. پیدا مشترک زبان
از ریاضیات ساختارِ هندس و مجموعه�ای محتوای بین قائل�شدن
فرمول�ها، (علامت�ها، انعطاف�پذیر زبان اصطلاحات و سو ی
نیم�کره�ی بین ارتباط مجموعه�ها نظریه�ی ر، دی سوی از محاسبات)
عمل�کرد این کرد. ساده را �دان ریاض هر راست و چپ سمت
برای ابزاری که این بر علاوه مجموعه�ها، نظریه�ی زبان (مضاعف)
ایجاد زمینه�ای کرد، فراهم تحقیقات برنامه�های کردن فرمول�بندی
قدیم مسائل حل برای جدید نی ت ابزارهای توسعه�ی به که کرد

داشت: ربط اجتماع بیرون پدیده�های به ریاضیات تنوع شد. منجر
نظر به . فیزی ن بنیان�اف اکتشافات و علم اجتماعات سریع رشد
کوانتوم نظریه�ی با قیاس قابل چیزی گذشته سال صد ریاضیات من
کرده�باشد، عوض را جهان به ما کل دید که عموم نسبیت یا
�دانان فیزی ریاضیات، زبان بدون دارم باور اما رده�است. ن تولید
بین ارتباط این کنند. بیان �بینند م که را چیزی نبودند قادر حت
آن با که ، ریاض زبان کردن، ر ف ریاض روش و فیزی اکتشافات
را بیستم قرن دید این با است. فت�آور ش شد، بیان اکتشافات این

دانست. بزرگ پیشرفت�های قرن �توان م

آن در حاضر قرن که هست شما ذهن در مشخص عناوین آیا
باشد؟ سرآمد

ما که بود چیزی از �تر گن بسیار ریاض زبان ١٩ و ١٨ قرن در
درباره�ی مجدد ر تف با بیستم قرن �کنم م ر ف کرده�ایم. عادت آن به
برای جستجو شد، روشن کاف اندازه�ی به مبان وقت شد. آغاز مبان
ابزارهای ساخت به منجر که شد آغاز قدرتمندی نی ت روش�های
خود هندس شهود تا داد توانای ما به ابزارها این شد. قدرتمندی
توپولوژی١٢، ذهنم در من دهیم. گسترش جدیدی حوزه�های به را
این�که محض به دارم. را جبری١۴ هندسه�ی و همولوژی١٣ جبر
ل، مش مسائل از بسیاری راه�حل شد، حاصل نی ت پیشرفت�های
برای دِلین١۵ اثبات آمد– بدست ساله ٣٠ زمان دامنه�ی ی در

١٢Topology
١٣Homological Algebra
١۴Algebraic Geometry
١۵Deligne

اثبات و موردل١٨ حدس برای ز١٧ فالتین اثبات ویل١۶، حدسیات
�توانست نم این�ها از هیچ�کدام فرما٢٠. آخر] [قضیه�ی برای وایلز١٩
کاف اندازه�ی به ریاضیات که دلیل این به شود انجام گذشته قرن در

رده�بود. ن پیدا توسعه

مرگ ادعای هستند– �دان ریاض آن�ها از عده�ای –که بعض
کامپیوترها. ان هم دست�رس دلیل به بعضاً کرده�اند، را اثبات

چیست؟ باره این در شما نظر
درباره�ی �کنید، م صحبت اثبات بدون ریاضیات درباره�ی اگر
ر –م بمیرد �تواند نم اثبات �زنید. م حرف متناقض ذاتاً چیزی
بشری فرهن از بخش عنوان به ریاضیات اما ریاضیات. با همراه
هنوز �دان�ها ریاض ما، نسل در که �کنم م ر ف من بمیرد. �تواند م
تنها اثبات کرده�بودیم. درک را آن ما که �ورزند م ریاض همان�طور
راه تنها اثبات �فهمیم. م را خود ار اف درست ما که است راه
که نیست ادعا ی تنها اثبات �بینیم. م که است چیزی آن توضیح
است راه اثبات هرگز! �کنیم. م قانع را فرض مخالف ی آن با
–جهش ری دی چیز هر �دهیم. م انتقال را ریاض حقایق آن با که
مسائل �پایه، ب ول م مح اعتقادات ، ناگهان کشف شادی شهود،
�دهیم، م انجام کامپیوتری محاسبات ما که وقت ماست. خصوص
همان�گونه اشیاء ، بررس مورد مسأله�ی در که �دهیم م نشان تنها

کرده�ایم. مشاهده که هستند

هربرت حدس کامپیوتر ی که بود روزنامه در خبری اخیراً
اثبات استراتژی�ها همه�ی روی کامل جستجوی وسیله به را رابین٢١

کرده�بود.
مناسب استراتژی ی اگر نه؟ که چرا است. ان�پذیر ام این البته
صوری محاسبات یا و وسیع جستجوی شامل که بسازید اثبات برای
را جستجو که کنید پیاده�سازی برنامه�ای آن از بعد و باشد طولان
همانند کامپیوتر، کم به اثبات اما نیست. ل مش دهد، انجام
خوب اثبات باشد. خوب یا بد �تواند م کامپیوتر، کم بدون اثبات
جز چیزی اثبات قلب اگر کند. تدبیرتر با را ما که است اثبات
احتمالا نباشد، تساوی�ها از طولان عبارت یا حجیم جستجوهای
که هستند پرت قدری به چیزها از بعض اگر نیست. خوب اثبات
انجام ارزش احتمالا �آید، م بالا کامپیوتر یا صفحه ی روی جواب
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باشم ناچار من اگر است. زنده ارتباطات با خردمندی ندارند. دادن
محاسبه از بعد مطمئناً کنم، محاسبه دست با را پ عدد اول رقم ٢٠
و است طولان من، محاسبه�ی این �بینم م که چون شده�ام باتدبیرتر
وقت اما کند. کمتر را من زحمت که �کنم م ابداع وریتم ال احتمالا

که برنامه�ای از استفاده با و کامپیوتر با را پ عدد رقم میلیون ٢٠
�مانم م باق احمق قدر همان �آورم، م بدست نوشته ری دی شخص

بودم. قبلا که

زیبا اندازه همان به اثبات همراه به زیبا قضیه�ی ی شما اگر
به را آن داشته�باشد، مورد �صد ی بررس به نیاز که داشته�باشید

است؟ صادقانه اثبات ی این آیا �کنید؟ م واگذار کامپیوتر
صادقانه �نویسم م کاغذ روی که اثبات اندازه�ی به اثبات این
ن مم دهد، روی برنامه�نویس در اشتباهات است ن مم است.
فهم ون چ در یا و دهد روی محاسبات اجرای در اشتباهات است
داریم. اثبات�ها این�گونه از مثال�های ما مسائل. دسته�بندی در ما
از آن�جا در ساده. متناه گروه�های دسته�بندی و رن چهار مساله
ش برای جا بنابراین شد. استفاده زیادی کامپیوتری محاسبات

مهم�تر اما شود، بررس مجدد محاسبات، که است نیاز و است بسیار
دید. ر دی گونه�ی به را مسائل بتوان که است راه�های تدبیر همه، از

از ریاضیات درون موارد درباره�ی سوال ی بدهید اجازه
روی ریاض جامعه�ی اخیر سال�های در �رسد م نظر به بپرسم. شما
با مقایسه در محض ریاضیات �کنید م ر ف آیا دارد. تاکید کاربرد
دارید را احساس این آیا داشت؟ خواهد ل مش کاربردی ریاضیات

رفت؟ خواهد شاخه�ها آن سمت به تنها بودجه، آینده در که
بودجه�ی به هم محض ریاضیات به نسبت کاربردی ریاضیات
اما �کند. م دریافت بیش�تری بودجه�ی هم و دارد احتیاج بیش�تری
بحث تنها محدود، منابع اختصاص مورد در که �کنم نم گمان
پول و ندارند احتیاج زیاد پول به �دان�ها ریاض باشد. مطرح بودجه
مورد ارزش�های و عموم توجه مسأله�ی �کنند. نم مصرف زیادی
رشدی به رو جدای جامعه�مان در من است. مطرح عموم قبول
مردم عموم و �کنم، م مشاهده سنت ری٢٢ِ روشن ارزش�های از را
اه�ها دانش برای کل طور به احتمالا و ریاض برای �خواهند نم
روند این قربان باشد– قربان که هم –اگر ریاضیات شود. هزینه
�رود. م کاربردی مباحث سمت به بودجه این�که نه است عموم
مباحث سمت به مداوم جهت تغییر که باورم این بر قطعاً من البته
میزان البته و شده داده تخصیص منابع کم میزان در کاربردی
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ریاضیات داد. خواهد رخ جوان افراد برای مباحث این جذابیت
–کامپیوترها، است ارتباط در کامپیوتری شبیه�سازی با کاربردی
از سخنران ی زمان آن. شبیه چیزهای و اه�داده پای برنامه�های
برگزار نشست ستان ازب در کردم. ترجمه روس به را کنوث٢٣ دونالد
با را خود سخنران کنوث داشت. خوارزم به اختصاص که شد
برای کامپیوتر اهمیت �ترین اصل او، نظر به کرد. آغاز جالب جمله�ی
جذب ریاض سمت به افرادی بالاخره که است این ریاض جامعه�ی
هم وریتمی ال ذهن اما بودند مند علاقه ریاض به که شوند م
دهند. انجام �خواستند، م که را آن�چه بودند قادر آن�ها حالا داشتند..
جدی را بحث این من نداشت. وجود خرده�فرهن این آن از قبل
گروه آینده بالقوه�ی �دانانِ ریاض بین در که دارم باور و �گیرم م

است بهتر کامپیوتری برنامه�های نوشتن برای ذهنشان که دارند وجود
ثابت قضیه اشخاصاحتمالا این�گونه گذشته قرن در قضایا. اثبات تا
اویلر امروز اگر که �دهم م زیادی احتمال من نه. حالا ول �کردند م
�کرد م نرم�افزار نوشتن صرف را وقتش بیش�تر �پرداخت، م کار به
برای جدول�های محاسبه�ی صرف زیادی وقت او مثال برای زیرا
زنده اکنون اگر گاوس، که دارم باور همین�طور �کرد. ماه ان�های م

�گذراند. م کامپیوتر صفحه�ی جلوی را بیش�تری زمان بود،

این آیا برگردیم. کاربردی ریاضیات موضوع به بیایید
ول است موفق معمولا ریاضیات که نیست درست موضوع

مثال ی �کنند؟ م دریافت را آن اعتبار بیش�تر علوم�کامپیوتری�ها
حال به تا من که شخص هیچ است. کامپیوتری٢۴ توموگراف رایج
توموگراف هسته�ی رادون٢۵، تبدیل �به راجع کرده�ام صحبت او با

که �کنند م ر ف باسواد افراد حت است. نشنیده چیزی کامپیوتری
است. کامپیوتر علوم دانشمندان کار این

ی دغدغه�های توجیه�کردن برای تلاش ذات ضعف در ته ن
جهان در فایده است. آن جلوه�دادن فایده�دار به�وسیله�ی شخص
تنها �فهمید، م کوانتوم انی م از شما که آن�چه است. مهندس
درباره�ی فایده�داری چیز هیچ است. کاغذ روی فرمول�های از فهم
چیزی روی که بود خواهد فایده�دار زمان تنها ندارد. وجود آن

شود. مهندس و شود، پیاده�سازی

آن�ها آیا کنند؟ اتخاذ تهاجم موضع باید �دانان ریاض آیا
نسبت ما آیا هستیم”؟ این�جا ”ما ویند ب و بروند دنیا سمت به باید

نیستیم؟ �میل ب حد �از بیش دستاوردهایمان تبلیغ به
٢٣Donald Knuth
٢۴computer tomography
٢۵Radon transform
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جمع به را دیدگاه�هایم که متنفرم و هستم گوشه�گیری انسان من
ار آش روزی هست خوب که چه هر �کنم م ر ف کنم. تحمیل
این –با فرهن فروش نام به عموم مساله�ی ی هرچند �شود، م
وجود دارد– فرهن ارزش که �کنیم م تولید چیزی ما که فرض
البته نند. ن توجه یا کنند توجه آن به که دارد جمع به بست این دارد.
اما کنیم، تلاش دستاور�هایمان بودن مهم اثبات برای باید ما از بعض
این از �توانست م چه�طور رامبراند٢۶ هست. سخت که �کنم م ر ف
دفاع مرد فقیر انسان ی کسوت در و کامل بدبخت در که واقعیت
چیست. درباره�ی ریاضیات �دانم نم ویم، ب صادقانه چه�طور؟ کند؟
که �دانیم نم ترتیب، همان به زیرا است، همین�طور هم فرهن اما
را انسان�ها صورت او چرا چیست، درباره�ی رامبراند �های نقاش
مسأله�ی این �دانیم. نم بود؟ مهم چرا �کرد؟ م نقاش آن�گونه– –به

”چرا”. ویید ب �توانید نم شما است: فرهن

چیست؟ ریاضیات فرهن نقش �کنید م ر ف
ریاضیات و است، زبان بشری فرهن تمام پایه�ی من، نظر در
ابزار ی طبیع زبان است. زبان فعالیت از خاص نوع ی
بیان اولیه، نیاز�های تامین منظور به ارتباط برای انعطاف�پذیر بسیار
دین، و شعر مجازی جهان�های ساختن اراده، اعمال و احساسات
به�دست�آوردن، برای طبیع زبان همه این با است. ایمان و اغوا
که طبیعت، از ما رشد حال در فهم از هداری ن و بخشیدن نظام
احتمال به نیست. مناسب است، جدید تمدن شاخصه�ی �ترین اساس
تا را زبان قابلیت این که بود بزرگ ر متف آخرین ارسطو قوی
نقش نیوتون٢٩، و کپلر٢٨ گالیله٢٧، ظهور با داد. گسترش مرزهایش
در مستتر علم اطلاعات بین میانج ی به علم در طبیع زبان
میدان�های نظریه�ی معادلات ، شیم فرمول�های ، نجوم جدول�های
ما مغز و طرف ی در انسان ژنوم به مربوط اطلاعات ، کوانتوم
مطالعه در طبیع زبان از استفاده با داده�شد. تنزل ر دی طرف در
تصویرهای تعصبات، و ارزش�ها آن همراه به ما علم، آموزش و
میدان به را خود شیادانه�ی �های توانای و قدرت�طلب شاعرانه،
همه نیست. سودمند علم محتوای بیان برای زبان این اما �آوریم، م
انجام ریاضیات و اطلاعات بلندبالای لیست�های به�وسیله�ی چیز
دستاوردهای از ی ریاضیات که دارم باور همین برای �شود. م
در ریاضیات به من اشتغال وجود با و است، فرهن توجه قابل
روز هر آخر در هنوز عمر، طول تمام در محقق و معلم کسوت

٢۶Rembrandt
٢٧Galileo
٢٨Kepler
٢٩Newton

که نیست این من باور گرچه �کنم. م ستایش و بهت احساس کاری
بر معاصر عموم بحث در عقیده این از قانع�کننده�ای طور به بتوانم

کنم. دفاع علم و انسان ارزش�های سر

هستید؟ بدبین اندازه این تا چرا
که �کنم م آغاز یادآوری این با را خود بدبین درباره�ی توضیح من
شده�است. خود-ارجاع شدیداً کلمه�ای ” ”فرهن ، کنون کاربرد در
قبل از فرهن زمینه�های به�وسیله�ی فرهن تعریف که معنا بدین
و �پرده ب قبل زمینه�های اگر حت شده�است، عادی روال موجود،
و برآورد هیچ که است معنا بدین این نشده�باشند. تعریف صریح
گزاره�ای هر این، بر علاوه نیست. ن مم فرهن از �ای عین ارزیاب
عوض را فرهن از عموم تصور شود، آمرانه که فرهن درباره�ی
این�که خصوص به �دهد. م تغییر را فرهن کل بنابراین کرده،
این به ما است. سیاس گفتمان تابع فرهن سر بر مدرن گفتمان
٣١ فرهن دو بحث اسنو٣٠ چارلز که پیش دهه�ی دو از قبل تا موضوع
در که موضوع این از اسنو کرده�بودیم. توجه کمتر کرد، مطرح را
سپیر٣٢، ش و �ها یونان عصر برخلاف او، -فرهن اجتماع محیط
ران ن نیست، فرهیخته افراد آموزش از طبیع عضوی علم دانش
تصورات �تواند م خودنمای با و �پروا ب نفر ی به�علاوه، بود.
موضوع این اسنو کند. اعلام فرهیخته شخص عنوان به را خودش
حقیق محتوای آن�چه از عموم تحریف�شده�ی دیدگاه نتیجه�ی را

اصلاح و عموم بحث که بود امیدوار و �دانست م است، فرهن
بازگرداند. را تعادل بتواند آموزش

هست؟ مطرح هنوز فرهن دو تز آیا
اندازه چه تا که �گردد برم ما توانای به ما با نظر این بودن مرتبط
و هومر٣۴ شامل که او، نظر مورد ٣٣ فرهن با را خودمان �توانیم م
همراه �شود، م انیشتین٣٧ و تولستوی٣۶ سپیر، ش و گالیله باخ٣۵،
رفته�است. دست از زیادی اندازه�ی تا توانای این که متاسفم من کنیم.
ی به �های فرهن تصور ، چند-فرهن پسند مورد نظر حقیقت، در

وه باش فرهن بالندگ و ریشه آورده�است. وجود به را معتبر اندازه
مفاهیم با و شده گرفته منطقه�ای �های فرهن ر دی با تراز هم اروپای
اروپامحوری و فرهن امپریالیسم مانند تحقیرآمیزی ضمن طور به

٣٠Charles Percy Snow
٣١Two Cultures
٣٢Shakespeare
٣٣Cultre with capital C
٣۴Homer
٣۵Bach
٣۶Tolstoy
٣٧Einstein
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و علم زیست محیط طرفداران است. شده کاسته آن منزلت و قدر از
سرزنش �کنیم م آن�ها از که مخرب استفاده�ها�ی دلیل به را نولوژی ت
�دهند. م کاهش هم باز را آن�ها فرهن جاذبه�ی بنابراین و و �کنند م
پیشه�ی دادن جلوه موجه برای دانشمندان که استدلال این�که، فت ش
روند �رود. م کار به آن�ها علیه اکنون �گرفتند، م به�خدمت خود
تشخیص اساس ملاک�های پست�مدرن٣٩، و ن٣٨ ساختارش گفتمان
تردید مورد �گردند بازم ن۴٠ بی و گالیله زمان به که را علم حقیقت
عقلان ساختمان�های با آن�ها جای�گزین در سع و است داده قرار

تنها نه تأثیرگذار اندیشمندان از بسیاری صورت بدین دارد. دل�به�خواه
پرخاش�گرانه ه بل �گیرند م نادیده را معاصر فرهن علم همتایان
که هست) این�طور این�که (کما است ن مم من �کنند. م رد را آن�ها
در �توانم نم واقع�بینانه، اه ن با اما بیابم، تأسف�بار را وضع این

کنم. حساب اوضاع بهبود روی قابل�پیش�بین آینده�ای

که دارید نظریه�ای شخصاً آیا بازگردیم، ریاضیات آینده�ی به
چیزی این کنم، زندگ کاف اندازه�ی به “اگر ویید: ب آن مورد در

ببینم.”؟ دارم دوست که هست
، علم کار طول در �دانم: نم دلیل این به که هست چیزی این
بعض زیرا عوضکردم ، خیل نه اما بار، چندین را کارم موضوع من

را چیزی هر واقع در �دانستم. م ر دی بعض از جذاب�تر را چیزها
ی در را کارها همه�ی که نیست این ان ام اما �پنداشتم، م جالب

که است این است، بهتری راه من نظر از ،که دوم راه داد. انجام زمان
به من که چیزی دو شوید. حرفه�ای نوبت به رشته چند در کنید سع
زمینه دو در بنابراین بود. فیزی و اعداد نظریه� بودم علاقه�مند آن�ها
یافته�بود رشد زمینه دو هر در که شهودی از کردم سع و کردم ر ف
که کرد کم من به اعداد نظریه در مسائل فهمیدن کنم. استفاده
�ام شخص ارزش�های میان در من س. برع و بفهمم را فیزی مسائل
غنای – هستم قائل ارزشزیادی ،varieta،عبارترنسانس این برای
ذهن�های توسط که رات تف و تجربه�ها از بسیاری با جهان و زندگ
مطابق داریم، آن�ها از گرفتن سرمشق بر سع ما و آمده دست به بزرگ

است.

٣٨Deconstructionist
٣٩Postmodern
۴٠Bacon
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ریاضیات جهان
مارک١ ت ماکس از ریاضیات جهان نظریه�ی اساس بر

حبیب سامان

که نظریات�اند از دسته آن فیزی نظریات موفق�ترین امروز به تا
هر �پردازند. م ما پیرامون واقع دنیای از خاص�تری جنبه�های به
دقت �شود، م محدودتر مطالعه مورد موضوع و خاص�تر شرایط چه
فیزی پدیده�های بین پیش و توجیه در آنها عمل توفیق و نظریات

ها آن است. ری دی چیز �دانان فیزی آرمان اما �یابد. م افزایش
حوزه�ها بالا، دقت وجود با که باشند داشته نظریات دارند دوست
یافتن �دانان فیزی مقدس جام برگیرند. در را فراگیرتری شرایط و
بدون دهد، توضیح را جهان پدیده�های تمام بتواند که است تئوری�ای
هر نتیجه�ی و برگیرد در را چیز همه کامل طور به که نظریه�ای خطا.
«نظریه�ی را تئوری چنین آنان کند. بین پیش صحت به را آزمایش
هنوز ( آن وجود فرض با ) نظریه�ای چنین البته �نامند. م چیز٢» همه
چنین اگر که �کند م بیان ریاضیات جهان تئوری است. نشده یافت
بود. خواهد ریاض ساختار ی نظریه این باشد داشته وجود نظریه�ای
بین ریاض روابط و نمادها از مجموعه�ای ریاض ساختار از منظور
داشت. خواهیم تئوری این کردن روشن در سع ادامه در است. آنها
�های ویژگ واجد باید باشد، داشته وجود واقعا اگر چیز، همه نظریه
توافق مطلب مورد در باید آن به پرداختن از قبل اما باشد. خاص
ماست. ذهن از خارج واقع فیزی جهان ی وجود هم آن کنیم.
تحقیقات و �پذیرند م اصل ی عنوان به را این دانشمندان اغلب
کاملا را بیرون دنیای و �کنند م جهان این شناخت صرف را خود
صورت به فرضیه این اما �گیرند. م نظر در انسان ذهن از مستقل
نفس�گراها٣ مثال برای نیست. شده پذیرفته ان هم برای پیش�فرضو
آن وجود به �تواند م کاملا فرد هر که است چیزی تنها ذهن معتقدند
کوانتوم انی م از کپنهاگ تفسیر طرفداران یا باشد داشته اطمینان
هر به اما ندارد. وجود حقیقت انسان، مشاهده�ی بدون معتقدند که
به شاید ه آن با و �پذیریم م را خارج حقیقت وجود فرضیه ما حال
مطالعه در چندان اهمیت آن پذیرش عدم یا و پذیرش که برسد نظر

١Max Tegmark
٢Theory of everything
٣solipsists

یری چشم نتایج فرضیه این که دید خواهیم داشت، نخواهد جهان
داشت. خواهد

که �دهد م نشان ( شلخت اندک و مسامحه با ) فوق ل ش
کرد مرتب درخت ی روی را مختلف علم نظریات �توان م چطور
های یال با که ) بالاییش نظریات از علم نظریه هر که طوری به
جدید اصل ی حداقل اضافه به ( شده�اند متصل هم به جهت�دار
نسبیتخاص از �توان م را کلاسی انی م نمونه برای آورد. بدست
ه این یا آورد بدست است �نهایت ب نور سرعت ه این کردن فرض با
و.... شناس زیست از را طب علم و گرفت شیم از را شناس زیست
�شود م معرف جدید مفهوم ی نظریه هر در تئوری�ها، سلسله�ی در
مفاهیم تعریف و.... فرهن ارگانیسم�ها، سلول، اتم، پروتون، مثل
اولیه مفاهیم همان از ه این جای به است کار کردن ساده�تر برای جدید
گیاهان مورد در تئوری ی کنید تصور مثلا کنیم. استفاده بنیادین و
گیاه و درخت از تعریف با تئوری این اغلب باشیم. داشته درخت�ها و
کنید تصور ه این یا �شود. م ارائه بنیادی�تر مفاهیم به توسل بدون و...
خاصکه های اتم از «مجموعه�ای �دهیم م درخت ی از که تعریف
پیچیده بسیار البته که باشد اند» گرفته قرار هم کنار معین چینش با

بود. خواهد ن نامم عملا و
به �توان م را ( علم نظریات سایر و ) فوق تئوری�های همه�ی
که واژگان و تعاریف از دسته�ای اول بخش کرد. تقسیم بخش دو
را �فهمیم م نهایتاً که چیز�های و مشاهدات میان ارتباط �کند م سع
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ریاض فرمول�های و معادلات شامل که دوم بخش و دهد توضیح
است.

ما این که باشیم داشته خاطر به که است این اساس ته�ی ن اما
ساخته�ی مفاهیم این و �دهیم م ارائه تعاریفرا این که هستیم انسان�ها

و.... اتم درخت، جمله از مفاهیم این همه ماست. ذهن
جهان در خود از اصالت و هستند ما ذهن به وابسته تعاریف این

ندارند. خارج
، علم نظریات درخت این در کنیم ادعا �توانیم م تسامح اندک با
حجم از �آییم م پایین به هرچه �کنیم م شروع بالا از که ام هن
شده معرف مفاهیم و تعاریف بر و شده کاسته ریاض معادلات
میدان مثل نظریات با درخت فوقان قسمت�های در است. شده افزوده
در است ریاض روابط از مملو که مواجه�ایم عام نسبیت و کوانتوم
فرمول�های ، شناس زمین و شناس زیست در مثلا پایین بخش�های
جامعه�شناس مثل پایین�تر بخش�های در و بوده اندک بسیار ریاض
تعاریف از پر تئوری�ها این عوض در اما �کند م میل صفر به و...

است. انسان ذهن ساخته
متذکر را ته ن این ما، ذهن از مستقل خارج جهان وجود فرض
داشته وجود چیز همه نظریه�ی عنوان تحت نظریه�ای اگر که �شود م
نتیجه در و باشد مرتبط ما ذهن برداشت�های به نباید نظریه این باشد،
باشد. اند کرده ارائه انسان�ها که مفاهیم تعاریفو از مستقل بایست
ساختار ی بود. خواهد ریاض ساختار ی تنها نظریه این یعن
آنها بین روابط و ( ندارند خاص معن که ) نمادها شامل ریاض

بود. خواهد
نظریه�ی صحت صورت در که است این توجه جالب ته�ای ن
بر باید فیزی جهان بر منطبق ساختار تقارن�های ، ریاضیات جهان

باشد. منطبق اطرافمان دنیای در موجود فیزی تقارن�های
توصیففضای در سع که �ای ریاض ساختار از مثال ی عنوان به

: کنید دقت زیر نمونه�ی به دارد، اطرافمان ٣بعدی
حقیق عدد با که است xα فرم به اعضای شامل مجموعه�ای S۱ •

شده�اند. اندیس�گذاری α
بردار ی با که است yr فرم به اعضای شامل مجموعه�ای S۲ •

شده�اند. اندیس�گذاری r ٣بعدی
: زیر روابط اضافه به

• R1(xα1 , xα2) = xα1−α2 ∈ S1

• R2(xα1 , xα2) = xα1/α2
∈ S1

• R3(yr1 , yr2) = yr1+r2 ∈ S2

• R4(xα, yr) = yαr ∈ S2

• R5(yr1 , yr2) = xr1.r2 ∈ S1

نظر در rigid حقیق اعداد میدان عنوان به را S۱ �توانیم م بنابراین
ضربداخل همراه به ٣بعدی اقلیدس فضای عنوان به را S۲ و یریم ب
دست به �توانیم م را آشنا روابط همه�ی فوق روابط ترکیب با متعارف.
هم�چنین و �گیریم م R۱(xα, xα) = x۰ را مبدا نمونه برای آوریم.
به بود خواهد R۲(xα, xα) = x۱ با برابر S۱ در ضرب همان عنصر
فضای در مبدا و R۱(R۱(xα, xα), xα) = x−α جمع وارون همراه

�شود. م R۴(R۱(xα, xα), yr) = y۰ ٣بعدیمان
�باشد. م دوران به نسبت تقارن دارای شده، مطرح ساختار این
R دوران ۳ × ۳ ماتریس با ،Aut(S) = O(۳) اتومورفیسم گروه

�کند: م عمل زیر صورت به که �شود م پارامتریزه
x′
α = xα, y

′
r = yRr

دارد، دوران تقارن بعدی سه ساختار این که این دادن نشان برای
روی شده تعریف اولیه روابط از کدام هر دهیم نشان که است کاف

: �گذارند م احترام تقارن این به فضا این
R۳(y

′
r۱
, y′r۲

) = yRr۱+Rr۲ = yR(r۱+r۲) = R۳(yr۱ , yr۲)
′

R۴(x
′
α, y

′
r) = yαRr = yRαr = R۴(xα, yr)

′

R۵(y
′
r۱
, y′r۲

) = x(Rr۱).(Rr۲) = xr۱.r۲ = R۵(yr۱ , yr۲)
′

است این ریاضیات جهان فرضیه�ی نتایج از شد، گفته که همانطور
منطبق فیزی جهان تقارن�های بر ریاض ساختارهای تقارن�های که
درون ناظر ی که �دهد م نشان فوق مثال نمونه برای بود. خواهند
دوران که فضا این از نسخه�ای و فضا این میان تواند نم S۲ فضای

شود.. قائل تمایزی است شده داده
آنها چراکه دارند را شدن مشاهده پتانسیل روابط، ه این ر دی ته ن
ی که است مهم بسیار بنابراین هستند. ساختار از خاصیت�های

به تفاوت�های که آنجا از �کنیم م تعریف ونه چ را ریاض ساختار
در بزرگ تفاوت�های باعث ساختار، ریاض تعریف در کوچ ظاهر

�شود. م فیزی
میدان ،R برداری فضای ،R متری فضای ،R خمینه�ی مثال برای
چهار این�ها اما دارند اشاره حقیق اعداد به هم R حقیق اعداد
مختلف. کاملا تقارن گروه چهار با هستند مختلف ریاض ساختار
فضای مثال به دوباره مطلب این شدن روشن برای دهید اجازه
با شد مطرح بالا مثال در که ٣بعدی فضای گردیم. باز ٣بعدی�مان
معادل هیچ بدون یرید ب نظر در را R۴(R۱(xα, xα), yr) = y۰ مبدا
ما اطراف فیزی فضای �رسد م نظر به . فیزی دنیای در واقع
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ساختار این که انتقال تقارن جمله از باشد داشته بیشتری تقارن�های
ندارد. تقارن همچین شده مطرح ریاض

آن جای به و کنیم حذف را R۴ و R۳ فوق مثال در کنید فرض
کنیم: تعریف

R۵(yr۱ , yr۲) = x|r۱−r۲|

اما بسازیم. متری فضای ی بود برداری فضای ی که S۲ از یعن
ارائه را ما اطراف فیزی فضای از بیش چیزی ساختار این واقع در
واحد طول دارد. ارجح طول مقیاس ی فضا این که چرا �دهد م
هیچ �آید نم نظر به اطرافمان فیزی دنیای در که حال در x۱ یعن

باشد. موجود ”١” مقیاس با طول
٣بعدی فضای بر که داد ارائه �توان م که ساختاری ساده�ترین
نظرگیری در عدم با باشد، منطبق ( کلاسی فیزی اه ن با ) ما اطراف

: است زیر صورت به نسبیت،

• S1 is set of elements xα labeled by real numbers α

• S2 is set of elements yα labeled by real numbers α

• S3 is a set of elements zr labeled by 3-vectors r

• R1(xα1 , xα2) = xα1−α2 ∈ S1

• R2(xα1 , xα2) = xα1/α2
∈ S1

• R3(yα1 , yα2) = yα1+α2 ∈ S2

• R4(xα1 , yα2) = yα1α2 ∈ S2

• R5(zr1 , zr2 , zr3) = y(r2−r1).(r3−r1) ∈ S2

١بعدی برداری فضای S۲ و است حقیق اعداد میدان S۱ آن در که
نیز S۳ و ارجح واحد طول هیچ بدون و تقسیم بدون است، حقیق
بیان به اند. تعریفشده نیز زاویه�ها آن در که است متری فضای ی
طول ی نقطه دو هر و �کند مشخصم را زاویه ی نقطه ٣ هر ر دی

رابطه�ی با را
R۵(zr۱ , zr۲ , zr۲) = y|r۲−r۱|۲ ∈ S۲

ماتریس با دوران ساختار این روی شده تعریف اتومورفیسم عام�ترین
است. λ غیرصفر ضریب با تجانس و a بردار با انتقال ،R

x′
α = xα, y

′
α = yλ۲α, z

′
r = zλRr+a

: مثال برای کرد. بررس را تقارن�ها این �توان م سادگ به
R۵(z

′
r۱
, z′r۲

, z′r۳
) = y[(λRr۲+a)−(λRr۱+a)].[(λRr۳+a)−(λRr۱+a)]

= yλ۲(r۲−r۱).(r۳−r۱) = R۵(zr۱ , zr۲ , zr۳)
′

دارای هنوز فیزی فضای که �دهد م نشان عام نسبیت موفقیت
هم از جدا کاملا نقاط بین روابط طور همین است. بیشتری تقارن�های
�شود. م تعریف هم به نزدی بسیار نقاط برای تنها فاصله و شده طرد
پیمانه�ای۵ تقارن نه و دیفیمورفیسم۴ تقارن نه که باشید داشته توجه
این�ها معن ی به نیستند. منطبق ساختار این اتومورفیسم�های بر
هستند. زائد تقارن�های و نیستند فیزی دنیای بر منطبق تقارن�های
کاندیدای نسبیتعام ریاض ساختار نبود کوانتوم فیزی سبب به اگر
�بود. م �مان واقع دنیای بر منطبق ریاض ساختار عنوان به خوب
تقارن�های گروه بر انطباق برای دقیق ریاض ساختار ی تعریف
استاندارد نوع از کوانتوم میدان نظریه SU(۳) × SU(۲) × U(۱)

�شود. م مطرح باز مساله ی عنوان به هنوز

۴Diffeomorphism
۵Gauge
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ی در تصادف عضو دو شدن جابه�جا احتمال
گروه١

صلوات عرفان

مقدمه ١
این روی �تواند م بداند را جبر و احتمال از مقدمات که دانشجوی هر
گروه�های حالت در را مسأله این حل راه بخش این در کند. ر ف سؤال

�دهیم: م ارائه است سرراست نسبتاً که متناه
احتمال را Pr(G) باشد. n مرتبه متناه گروه ی G کنید فرض
بین از ذاری) جای با (و تصادف به که عضو دو که �گیریم م این
که است روشن شوند. جابه�جا ر دی ی با شده�اند انتخاب G اعضای
فرض .C = {(x, y) ∈ G×G|xy = yx} که Pr(G) = |C|/n۲

�شوند. م جابه�جا x با که باشد گروه از عناصری مجموعه�ی Cx کنید
که است روشن

|C| =
∑

|Cx|,

و x اگر که کنید دقت اکنون است. x ∈ G همه�ی روی مجموع که
به هستند. مزدوج زیرگروه�های Cy و Cx باشند، ر دی ی مزدوج y

با است برابر x تزویج کلاس اعضای تعداد که دید �توان م سادگ
کلاس�های از نماینده�های x۱, x۲, . . . , xk اگر بنابراین، .[G : Cx]

داریم باشند، G در تزویج
|C| =

k∑

i=۱

[G : Cxi ].|Cxi | = k.n

به G تزویج کلاس�های تعداد نسبت یعن ،Pr(G) = k
n بنابراین

شده گرفته کار به [٣] توران و اردوش توسط روش این .G مرتبه�ی
است.

.Pr(G) ≤ ۵
۸ باشد، آبل غیر G که وقت �دهیم م نشان اکنون

کلاس�های بعض �شود. م افراز تزویج کلاس�های Gبه که �دانیم م
بنابراین .٢G مرکز اعضای از عبارتند که هستند عضوی ت ، تزویج

|G| = |Z|+ |K۱|+ · · ·+ |Kt|,
مقاله�ی از است ترجمه�ای مقاله ١این

What is the Probability that Two group Elements Commute
شده چاپ American Mathematical Monthly مجله ١٩٧٣ نوامبر شماره�ی در که

است.
.{x ∈ G|∀y ∈ G, xy = yx} از است عبارت G ٢مرکز

عضو ی از بیش با تزویج ,K۱کلاس�های . . . ,Kt Gو مرکزِ Z که
بنابراین .(|G| − |Z|)/۲ ≥ t بنابراین ،|Ki| ≥ ۲ داریم هستند.
بنابر است، غیرآبل G چون .k = t + |Z| ≤ (|G| + |Z|)/۲
بنابراین و (۵٠ صفحه [۵]) نیست دوری G/Z کلاسی گزاره�ای
خواننده .Pr(G) ≤ ۵

۸ نتیجه در و k ≤ ۵
۸ .|G| بنابراین .|Z| ≤ |G|

۴

کران بهترین ۵
۸ که کند مشاهده ٨ مرتبه گروه�های بررس با میتواند

است. ن مم

نامتناه گروه�های ٢
نامتناه گروه�های مورد در نحوی هیچ به قبل بخش استدلال�های آیا
�معن ب نامتناه گروه�های در k/nنسبت چه اگر هستند؟ برقرار هم

گروه�های از دسته�ای برای ۵/۸ کران که دید خواهیم ول است
است. برقرار نیز توپولوژی

باشد. فشرده و هاوسدورف توپولوژی گروه ی G کنید فرض
یعن است، چپ٣ هار اندازه�ی ی دارای G معروف، قضیه�ای بنابر

برای و µ(U) > ۰ ،G Uاز باز هر برای که طوری به µ برل اندازه�ی ی
به .µ(x.E) = µ(E) ،x ∈ G هر و G از E برل زیرمجموعه�ی هر
µ(G) = فرضکنیم اگر یعن تاست، ی ضریب ی حد در µ علاوه،
بیشتر آشنای برای خواننده�ی �شود. مشخصم تا ی طور به µ آن�گاه ،۱

کند. مراجعه XI فصل [۴] مرجع به میتواند هار اندازه�ی با
را µ×µ حاصل�ضرب اندازه�ی ،G×G حاصل�ضرب فضای روی

�کنیم م تعریف دوباره �دهیم. م قرار
C = {(x, y) ∈ G×G|xy = yx}

که است پیوسته�ای تابع f : G × G → G که C = f−۱(۱) داریم .
در و بسته C پس �شود. م تعریف f(x, y) = xyx−۱y−۱ صورت به
احتمال اندازه�ی ی عنوان به را µ × µ اگر است. اندازه�پذیر نتیجه
بخش نتیجه�ی اکنون .Pr(G) = µ × µ(C) آن�گاه یریم، ب نظر در

�دهیم: م تعمیم G گروه به را قبل

آن�گاه باشد. غیرآبل فشرده�ی گروه ی G کنید فرض .١ قضیه
.Pr(G) ≤ ۵/۸

پس باشد. C مشخصه�ی تابع χC کنید فرض اثبات.
µ× µ(C) =

∫

G×G
χCd(µ× µ),

، فوبین قضیه�ی بنابر
=

∫

G

∫

G
χC(x, y)dµ(x)dµ(y).

Left Haar measure٣
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،x هر برای طرف ∫از

G
χ(x, y)dµ(y) = µ(Cx)

[G : Z] ≥ ۴ قبل، قسمت مشابه دلیل به .Cx = {y|xy = yx} که
که �شود م نتیجه است Z هم�دسته�های مجزای اجتماع G چون و
است).اکنون اندازه�پذیر نتیجه در و Zبسته که (دقتکنید µ(Z) ≤ ۱

۴

.µ(Cx) = ۱ بنابراین و Cx = G آن�گاه ،x ∈ Z اگر که کنید توجه
٢ حداقل اندیس دارای Cx آن�گاه ،x ∈ G − Z اگر ر، دی طرف از

داریم µ(Cx).بنابراین ≤ ۱
۲ نتیجه در و است

Pr(G) = µ× µ(C) =

∫

G
µ(Cx)dµ(x)

=

∫

Z
µ(Cx)dµ(x) +

∫

G−Z
µ(Cx)dµ(x)

≤ µ(Z).۱+ µ(G− Z).
۱
۲
= µ(Z) +

۱
۲
− µ(Z)

۲
≤ ۵

۸
.

مسائل ٣
مطرح متناه گروه�های برای Pr(G) تخمین با رابطه در مسأله چند

�کنیم. م

.Pr(G×H) = Pr(G).P r(H) کنید ثابت .١

است. پوچ�توان G آن�گاه Pr(G) = ۵
۸ اگر .٢

مستقیم ضرب G آن�گاه ،Pr(G) = ۵
۸ و باشد متناه G اگر .٣

و |H| ≥ ۸ که طوری به Hاست ٢-گروه ی و آبل گروه ی
.Pr(H) = ۵

۸ و نیست گروه دو هیچ مستقیم جمع H

را قبل مسأله در شده گفته �های ویژگ با H گروه�های همه�ی .۴
کنید. شناسای

کران�های محاسبه�ی برای �توان م Pr(G) = k
n رابطه�ی از .۵

کرد. استفاده خاص گروه�های حالت در Pr(G) برای بهتری
.Pr(G) ≤ p۲+p−۱

p۳ ، آبل غیر p-گروه�های۴ برای دهید نشان

تنها تساوی و Pr(G) ≤ ۱
۱۲ آن�گاه باشد، آبل غیر و Gساده اگر .۶

�دهد. م رخ A۵ گروه برای

متناه گروه�های احتمالات �های ویژگ مورد در کل طور به .٧
[٢] سون دی از حدس مورد در خاص، طور به کنید. تحقیق

است p از توان آن�ها مرتبه�ی که گروه�های ۴یعن

تصادف به که عضو دو که این احتمال کنید: ر ف �توانید م
تولید را G �شوند، م انتخاب G ساده�ی متناه گروه ی از
G مرتبه�ی که وقت �کند م میل ی به نواخت ی طور به کنند،

�کند. م میل �نهایت ب به

پایین کران�های �کنیم: م مطرح هم دشوار مسأله�ی ی انتها در
در ثابت کران که دید �توان م راحت به بیابید. Pr(G) برای
که داده�اند نشان [٣] توران و اردوش اما ندارد، وجود کل حالت
برای پایین کران�های نیز [١] مرجع در .Pr(G) ≥ log۲ log۲ |G|

G

است. َشده ارائه پایین مرتبه�ی از p-گروه�های
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گوگل جستجوی وریتم ال
کرم عل محمد

از ی شاید و دنیاست جستجو٢ی موتور موفق�ترین گوگل١
نوشتار این در باشد. آن جستجوی وریتم ال آن، موفقیت رمزهای
در جستجو برای گوگل توسط شده استفاده ایده�ی �کنیم م سع

دهیم. توضیح را اینترنت ه�ی شب
گراف ی گرفت، نظر در �توان م اینترنت ه�ی شب برای که مدل
(یا اینترنت سایت�های نماینده�ی راس�ها آن در که است جهت�دار
پیوند٣ ی وجود نماینده�ی جهت�دار یال�های و سایت�ها) آن سرور
ی سایت، هر به بتوانیم اگر است. مقصد سایت به مبدا سایت از

�توانیم م آن�گاه دهیم، نسبت اهمیت معیار یا ارزش عنوان به عدد
شده جستجو واژه�ی که سایت�های میان در اینترنت، در جستجو برای
داده نشان زودتر را گرفته�اند بیشتری ارزش که آن�های دربردارند، را
وریتم ال ی کنار در گوگل بنابراین دهیم. قرار بالاتر اولویت در و
به ارزش تخصیص وریتم ال ی از رشته۴ جستجوی کارآمد و سریع

دارد. نام Page Rank که �کند م استفاده نیز وب صفحات
آن در که است PR : V → R+ مانند تابع یافتن هدف پس
سایت�های کل مجموعه�ی همان یا گراف راس�های مجموعه�ی V

مثبتدارد PageRank سایتی هر �کنیم فرضم اینترنتاستو
زیاد موضوع این البته �گیریم)، نم نظر در صفر را سایت هیچ (ارزش
سایت ارزشهیچ که است این است مهم که چیزی ول ندارد اهمیت

ه�ی شب روی احتمال اندازه ی دنبال نحوی به یعن نیست، منف
بالاتری احتمال اهمیت�تر، با سایت�های که گونه�ای به هستیم اینترنت

بیابند.
دو از ی خود که پیج۵، لری Page Rank ایده�ی ر مبت
روش از را ارزش�گذاری این ایده�ی هست، نیز گوگل شرکت موسس
تعداد براساس علم مقالات کرد. اخذ علم مقالات ارزش�گذاری
مقاله�ای به چه هر و �شوند م ارزش�گذاری قول٧ نقل تعداد و ارجاع۶

١Google
٢Search Engine
٣Link
۴String Matching
۵Larry Page
۶Reference
٧Citation

پرکاربردتر و بودن اهمیت�تر با از نشان باشد، شده داده ارجاع بیشتر
مقاله�ی ی به اهمیت، با مقاله�ای در اگر طرف از دارد. مقاله آن بودن
�رود، م بالا هم ر دی مقاله�ی آن ارزش باشد، شده داده ارجاع ر دی
در عامل دو داریم انتظار ما بنابراین است. شده تبلیغ نوع به زیرا
باشند: داشته مثبت تاثیر اینترنت سایت ی Page Rank افزایش

دارند. پیوند موردنظر سایت به که سایت�های بالای تعداد .١

سایت به که بالا PageRank با یا اهمیت، با سایت�های وجود .٢
دارند. پیوند موردنظر

دارد؛ دور و است بازگشت نوع به Page Rankتعریف بنابراین
به بالا ارزش با سایت بیش�تری تعداد که است بالاتر ارزشسایت زیرا
(Page Rank (همان PRاحتمالات زبان به باشند. داشته پیوند آن
اگر �دهد م نشان که است اینترنت ه�ی شب روی احتمال توزیع ی
روی کردن کلی با و تصادف به سایت ی از شروع با شخص
بعد برود، ر دی سایت به سایت از برابر، احتمال و تصادف به پیوند�ها
با یعن گشت، خواهد سایت�ها در PR توزیع با طولان نسبتا مدت از
داشت. خواهند قرار دارایPRبیش�تر سایت�های در بیش�تری احتمال
بنابراین گذراند.) خواهد sسایت در را زمان از PR(s)∑

t PR(t) نسبت (به
ریست ن مارکوف تصادف فرآیند ی منزله�ی به را کار این �توان م
درون پیوند�های تمام برای ر دی سایت به سایت از گذر احتمال که
این نهای و پایا توزیع دنبال به ما و �شود م فرض مساوی سایت ی

است. PR همان که هستیم فرآیند
تغییر بدون مارکوف فرآیند انجام تحت که است توزیع پایا توزیع
سایت�های Buمجموعه�ی اگر ،uسایت هر برای بنابراین بماند. باق

تعداد را L(w) ،w سایت هر برای اگر و دارند پیوند u به که باشد
سایت هر از و نیست مجاز رار (ت یریم ب بیرون سایتwبه پیوند�های
خودش به سایت هیچ از و داریم پیوند ی حداکثر ری دی سایت به

صورت: این در نداریم) پیوند
PR(u) =

∑

v∈Bu

PR(v)

L(v)
(١)

و است PR(u) طرف از باشیم u در بعد گام در که این احتمال زیرا
باشیم Bu سایت�های از ی در باید حاضر حال در ر، دی طرف از
دارد پیوند u به که سایت هر برای و برویم u به بعد گام در بتوانیم تا
زدن (قدم است. ۱

L(v) گام ی در u به v از رفتن احتمال ،v مانند
نظر در را برابر احتمال به راس هر در و مستقل گام�های با تصادف

یرید.) ب
محاسبه�ی یا حل جهت در ریاض سهولت�های از پاره�ای برای
�کنیم؛ م اضافه را فرض ی (١) معادلات اه دست جواب تقریب
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در وب، روی تصادف زدن قدم که است این �کنیم م اضافه که فرض
احتمال به و �رود م موجود پیوندهای از ی به d احتمال به گام هر
انتخاب را اینترنت ه�ی شب درون تصادف کاملا سایت ی ،۱ − d

ن مم استکه این فرض چنین برای دلیل ی �رود. م آن به و �کند م
بیرون به پیوندی هیچ که برویم سایت درون کلی چند از بعد است
کار ل مش این رفع برای �افتیم. م گیر آن داخل صورت این در ندارد،
این افزودن ر دی دلیل �دهیم. م ادامه تصادف کاملا سایت ی با را
ن مم کاربر ی که است این (Damping Factor نام (به عامل
ی با کل به و شده خسته متوال �های لین کردن دنبال از بعد است
معادلات که است این هم سوم دلیل دهد. ادامه را کار جدید سایت

لحاظ از �شوند م نوشته Damping Factor گرفتن نظر در با که
بهتر نیز محاسبات لحاظ از و �شوند م حل راحت�تر و بهتر تحلیل
که اول حالت در (مثلا زد. تخمین وریتم�های ال با را PR �توان م
تناوب یا باشد داشته جاذب نقاط مارکوف فرآیند بود ن مم بود d = ۱

پس داد.) �شد نم خوش�تعریف پایای توزیع حالت دو این در و شود
�آید: م در ل ش این به معادلات

PR(pi) =
۱ − d

N
+ d

∑

pj∈M(pi)

PR(pj)

L(pj)
(٢)

ی و صفر بین عددی d سایت�ها، کل تعداد N iام، سایت pj که
است) آمده دست به صورتتجرب به که �گیرند، م ۰٫ ۸۵ را dمعمولا)

است. Bpi M(pi)همان و
چنین �توان م فشرده ل ش به را (٢) Nمجهول Nمعادله، اه دست

نوشت:

R =
۱ − d

N

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۱
۱
...
۱

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+d

⎡

⎢⎢⎢⎣

l(p۱, p۱) l(p۱, p۲) · · · l(p۱, pN )
l(p۲, p۱) l(p۲, p۲) · · · l(p۲, pN )

... ... . . . ...
l(pN , p۱) l(pN , p۲) · · · l(pN , pN )

⎤

⎥⎥⎥⎦
R

(٣)
که

R =

⎡

⎢⎣
PR(p۱)...
PR(pN )

⎤

⎥⎦

و

l(pi, pj) =

{
۰ باشد نداشته پیوند pi به pj اگر

۱
L(pj)

باشد داشته پیوند pi به pj اگر

.۱ = ∑N
i=۱ l(pi, pj) :j هر برای بنابراین

جمله�ی اگر و است تصادف ماتریس ی (٣) Nدر ×N ماتریس

۱ − d

N

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

۱
۱
۱
...
۱

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�رسیم م R = AR ل ش به معادله�ای به کنیم ترکیب آن با نیز را
غیرتناوب مارکوف فرآیند ی با متناظر تصادف ماتریس ی A که

بنویسیم: است کاف است. تحویل�ناپذیر
R = MR+ LR

همان L و است ۱−d
N آن درایه�های تمام که است ماتریس M که

ویژه�ی بردار بایست بنابراین است. l(pi, pj)درایه�های ماتریسحاوی
فرآیند�های در قضیه�ای طبق که کنیم پیدا را ١ ویژه�ی مقدار با متناظر
و است مثبت بردار، آن درایه�های و تاست ی و دارد وجود تصادف
Page Rank همان یا R عنوان به شدن نرمالیزه صورت در �تواند م

شود. استفاده
چند فقط که است نحوی به A ماتریس طیف که این به توجه با
R بردار لذا برخوردارند، توجه قابل اندازه�ی از آن اول ویژه�ی مقدار
وریتم ال از مرحله کم تعداد با فقط و بالا نسبتا دقت با پایا) (توزیع
.[١] است محاسبه قابل v۰, Av۰, A۲v۰, . . . محاسبه�ی یعن رر، ت

به که است این Page Rank وریتم ال ضعف نقطه�ی ی
جدید وب صفحه�ی ی و �دهد م بیش�تری اهمیت قدیم صفحات
ر م �گیرد نم بالای PR بودن، خوب صورت در تاسیسحت تازه و
PR با صفحات از تعدادی و باشد شده محبوب زیادی حد تا که این

باشند. داده ارجاع آن به قدیم بالای
و سریع محاسبه�ی برای زیادی محاسبات و تقریب روش�های

.[٣] و [٢] است شده ارائه Page Rank کاربردی
سریع و ساده تقریب و ٨ توزیع وریتم ال ی وریتم�ها ال این از ی
وریتم ال .[٢] �کند م استفاده تصادف قدم�زدن ایده�ی از که است
بر را آن برای موردنیاز پردازش بتوان که است وریتم ال ، توزیع
سپس و کرده اجرا موازی طور به و کرد تقسیم پردازنده تعدادی روی
به را نهای جواب و کرد ترکیب هم با و گرفته را بخش هر نتایج
روش به را عدد زیادی تعداد مرتب�سازی �توان م (مثلا آورد. دست
در وریتم ال این است.) جالب مساله�ی خود که داد انجام توزیع
�کند م محاسبه را Page Rank زیاد احتمال با مرحله، O( logn

ϵ )

با وریتم�های ال است. (٢) در d همان ϵ و سایت�ها کل تعداد n که
وجود ری خاصدی شرایط در )Oنیز

√
logn
ϵ ) )Oو

√
logn
ϵ هزینه�ی(

٨Distributed
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ویژه�ی بردار کردن پیدا ،PR تقریب محاسبه�ی برای ر روشدی دارد.
برای �شد م هم ری دی روش است. توان رری ت روش با ماتریس
مقدار نظیر ویژه�ی بردار کردن پیدا آن و برد کار به PR محاسبه�ی
روش این ول است. مذکور معادلات اه دست حل طریق از ١ ویژه�ی
مجهول، N و معادله N اه دست حل زیرا نیست، عمل کاربرد دارای
میلیارد ١.۵ مرتبه�ی از N وقت N ×N ماتریس ی کردن وارون یا
هزینه�ی بر علاوه و نیست صرفه�ای به کار چندان است، وب صفحه�ی
در محاسبات خطای دلیل به است ن مم ، زمان و محاسبات بالای
وارون�سازی وریتم�های ال نبودن پایدار و ماتریس وارون کردن پیدا
برای توان رری ت روش بیاید. دست به غلط کل به PR ماتریس،
توزیع مثلا ،v۰ اولیه�ی توزیع از آن در که است بهتر مقصود این
محاسبه را v۰, Av۰, A۲v۰, . . . دنباله�ی و �کنیم م شروع نواخت ی
در قضیه�ای طبق مرحله k مثلا مرحله، کم تعداد از بعد �کنیم. م
همین و �شود م برابر R با Akv۰ خوب تقریب با تصادف فرآیندهای

دارد. توزیع وریتم�های ال نیز رری ت روش

Page Rank اری دست راستای در تلاش�های
مصنوع ل ش به را خود PR �کنند م تلاش سایت�ها مدیران برخ

ضعیف یا �اهمیت ب سایت�های از پیوند زیادی تعداد مثلا ببرند، بالا
آمده پدید کار و کسب نوع هم�چنین کنند. ایجاد خود سایت به
گرفتن با بالا، PR با و پربازدید و مهم سایت�های برخ آن در که
در بالاتر PR کسب دنبال به که سایت�های به پیوندهای ، مبالغ
این با گوگل خود �کنند. م ایجاد هستند، گوگل جستجوی موتور
کاهش را جستجو موتور کیفیت است معتقد و است مخالف کار
کشف صورت در را پیوندها نوع این که است کرده تهدید و �دهد م

ساخت. خواهد �اثر ب جستجو نتیجه�ی در
مرتب�سازی برای خود Page Rank به کاملا گوگل خود البته
با و تبلیغات دید با را سایت�ها از بعض و نیست وفادار سایت�ها
گوگل هم�چنین �دهد، م نشان جستجو نتایج میان در دستمزد گرفتن
استفاده جستجو نتایج ارتقاء و بهبود برای نیز ری دی روش�های از
پیوندی٩ مزرعه�های تشخیص برای روش�های ویژه به �کند، م
احتمالا و غیرعادی و حد از بیش طور به که سایت�های (مجموعه
این به ضمن در پیوند. فروش و خرید و دارند) پیوند هم به عمدی
از و رده ن اکتفا وریتم ال این به تنها گوگل که کرد اشاره باید ته ن
جستجو نتایج بهبود برای مختلف علوم در متنوع بسیار روش�های
از برخ ضمن در است، تجرب روش�ها این از خیل و �کند م استفاده
پیاده�سازی به مربوط و علم قسمت�های مخصوصا گوگل راه�کارهای

٩Link Farms

است. محرمانه تقلب، با مبارزه و
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آن از کاربردهای و بئر قضیه�ی
فیلُم خشایار

مقدمه ١
«قضیه�ی �شود م نامیده مراجع از برخ در که ونه آن یا ١ بئر» «قضیه�ی
یا ١ آنالیز در استاندارد درس هر از ضروری بخش بئر»٢، رسته�ی
پرداختن با �خواهیم م کوتاه مقاله�ی این در است. عموم توپولوژی
، ریاض گوناگون شاخه�های در قضیه این کاربردهای از برخ به
تضمین بئر قضیه�ی شهودی طور به دهیم. نشان را قضیه این قدرت
اندازه�ی به توپولوژی فضای ی از خاص زیرمجموعه�ی که �کند م
نتیجه را خاص اشیاء وجود �توان م آنجا از و است «بزرگ» کاف
به فضا از نقطه هر ٣« نوع طور «به که داد نشان حت یا گرفت
قضیه این از متداول صورت به ابتدا دارد. تعلق مذکور زیرمجموعه�ی

: �شود م بیان ١ آنالیز استانداردِ درس هر در که �پردازیم م
{Un}∞n=۱ و باشد کامل۴ متری فضای ی (X, d) اگر .١ قضیه
∩∞
n=۱Un زیرمجموعه�ی اه آن ال، چ و باز زیرمجموعه�های از دنباله�ای
.∩∞

n=۱Un ̸= �الخصوص∅ عل است. ال چ نیز X ِ متری فضای از
معنای به متری فضای ی بودن کامل که �کنیم م (یادآوری
چندان قضیه این اثبات است.) آن در کوش دنباله�ی هر رای هم
یا [۴] به را خواننده و �پردازیم نم آن به اینجا در ول نیست، سخت
مل م با بسته، به باز مجموعه�های تبدیل با طبعاً �دهیم. م ارجاع [۵]

:۵ کرد بیان هم را زیر معادل صورت �توان م کردن
{An}∞n=۱ و باشد کامل متری فضای ی (X, d) اگر .٢ قضیه
اه آن ندارند، درون نقطه�ی که بسته�ای زیرمجموعه�های از دنباله�ای
درون نقطه�ی فاقد Xهم ِ متری فضای از ∪∞

n=۱An زیرمجموعه�ی
.∪∞

n=۱An ̸= X �الخصوص عل است.
باز زیرمجموعه�های از متناه تعدادی اشتراکِ وضوح به واقع در
بدون و بسته زیرمجموعه�های از متناه تعدادی اجتماع یا ال چ و
ته�ی ن بود. خواهد دست این از زیرمجموعه�ای خود ، درون نقطه�ی

١ Baire Theorem
٢ Baire Category Theorem
٣generically
۴complete

فرضشده! X ̸= ∅ قضیه هردو در که است ۵واضح

اجتماع یا اشتراک که است آن قضیه صورت�بندیِ هردو در اساس
است. شده گرفته نظر در زیرمجموعه�ها این از نامتناه خانواده�ای

بئر۶، فرانسوی ریاضیدانِ که بدانید است جالب ، تاریخ نظر از
دکترای پایان�نامه�ی در و ١٨٩٩ سالِ در (Rn (برای را مذکور قضیه�ی
برای قضیه این ١٨٩٧ در زودتر سال دو که حال در نمود، اثبات خود
شده ثابت ود٧ اوس ای آمری ریاضیدانِ توسط حقیق اعداد فضای

بود!٨
فضای ی در �پردازیم: م مفهوم چند یادآوریِ به کار ادامه�ی از قبل
اشتراکِ هرگاه �نامیم م Gδ را A ⊆ X زیرمجموعه�ی X ِ توپولوژی
هرگاه �نامیم م Fσ و باشد باز زیرمجموعه�های از شمارا خانواده�ای
«هیچ�جا A باشد. بسته زیرمجموعه�های از شمارا خانواده�ای اجتماع
باشد. درون نقطه�ی فاقدِ X در بستارش اگر �شود م نامیده ال»٩ چ
مراجع برخ در (که ١٠X از « اول رسته�ی «از زیرمجموعه�ی ی
از است عبارت �رود.) م کار به آن برای هم ١١ «نحیف» اصطلاح
الِ چ هیچ�جا زیرمجموعه�ی شمارا تعدادی اجتماع که زیرمجموعه�ای
ِ توپولوژی مشابه �توان م را زیرمجموعه�ها از دسته این باشد. X
زیرمجموعه�ی ی گرفت١٢. نظر در اندازه�یصفر از زیرمجموعه�های
حال نباشد! اول رسته�ی از استکه ١٣زیرمجموعه�ای دوم» رسته�ی «از
بئر» رسته�ی «قضیه�ی اصطلاح از گاه چرا که داد توضیح �توان م
که کرد بیان ونه این �توان م را ١ قضیه�ی م ح �گردد. م استفاده
در نیست. اول رسته�ی از نباشد!) ته البته (که کامل ِ متری فضای
تعریف «پسمانده»١۴ X ِ توپولوژی فضای از زیرمجموعه�ای نهایت،
شهودی طور به اینها باشد. اول رسته�ی از ملش م اگر ١۵ �شود م
چنین نقاط برای �ای ویژگ اگر و هستند X «بزرگ» زیرمجموعه�های
است. ١۶« «نوع ویژگ آن �گوییم م باشد، Xبرقرار از زیرمجموعه�ای
پس دارد. معن هم توپولوژی فضاهای در ١و٢ قضایای م ح

کرد: ارائه را زیر کل تعریف �توان م
۶Rene-Louis Baire (1874-1932)
٧William Fogg Osgood (1864-1943)

.[٣] به کنید ٨رجوع
٩ nowhere dense
١٠of first category
١١meager

تعریفِ دو از که بودن کوچ مفاهیم است ن مم که کرد توجه باید ١٢البته
محور مثلا باشند. متضاد مواردی در �شوند، م استنباط «نحیف» و صفر» «اندازه�ی
نحیف زیرمجموعه�ای و صفر اندازه�ی از زیرمجموعه�ای اجتماع به �توان م را حقیق
به کنید رجوع دارد. صفر اندازه�ی از و پسمانده زیرمجموعه�ای R (معادلا نمود افراز
ر دی تعبیرِ در و بزرگ تعابیر این از ی در مجموعه�ها این از هری حال و (.٧ تمرین

بود. خواهد کوچ
١٣of second category
١۴residual

ترجمه�ی از residual برای «پسمانده» و meager برای «نحیف» ١۵ترجمه�های
است. شده اقتباس رویدن کتابِ فارس

١۶generic

١۴



�شود، م نامیده ١٧ بئر» «فضای Xی ِ توپولوژی فضای تعریف٣.
ته درونِ با و بسته زیرمجموعه�های از دنباله�ای {An}∞n=۱ اگر هرگاه

شود. ته هم ∪∞
n=۱An درونِ اه آن باشد، Xاز

اگر تنها و اگر است بئر فضای ، توپولوژی فضای ی پس
را ١ قضیه�ی همچنین و باشد دوم رسته�ی از آن از ناته باز هر
بئر فضای ی کامل، ِ متری فضای هر که کرد تعبیر ونه این �توان م
که موجودند نیز توپولوژی فضاهای از ری دی خانواده�های است.
ِ توپولوژی فضای هر که شده ثابت [۵] در مثال عنوان به هستند. بئر

است. ویژگ این حائز فشرده و هاسدورف

توپولوژی در خود بئر، فضای ی از باز هر ثابتکنید الف) .۴ تمرین
است. بئر فضای القای

Xهمسای ِ توپولوژی فضای از x نقطه�ی هر اگر دهید نشان ب)
اه آن باشد، بئر (X از القای توپولوژی (در که باشد داشته بازی

بود. خواهد بئر هم X فضای

موضعاً ِ توپولوژی فضای هر که یرید ب نتیجه قبل قسمت از پ)
است. بئر فضای ی فشرده

در که بئری فضای در شمارا زیرمجموعه�ای مل م کنید ثابت ت)
فضای ی القای توپولوژی با خود بسته�اند، �نقطه�ای�ها ت آن

است. بئر

ِ توپولوژی فضاهای از {Xα}α∈I خانواده�ی گرفتن نظر در با ث)
بئر حاصلضرب توپولوژیِ در نیز ∏α∈I Xα دهید نشان بئر،

است.

ی برای ١ قضیه�ی م ح که کنید تحقیق نقض، مثال ی ذکر با ج)
برقرار لزوماً ال چ و باز زیرمجموعه�های از ناشمارا خانواده�ی

نیست.

نتیجه �توان م فوق تمرین در (پ) و (الف) قسمت�های از هری از
است. بئر فضای ی Rn از بازی هر که گرفت

مثال چند حل ٢
جالب مسأله�ی چند حل با �دانیم، م را بئر قضیه�ی صورتِ که حال
این قدرتِ شده!) محول شما به تمرینات در آنها از برخ البته (که

دید: خواهیم را قضیه
١٧Baire space

این غیر در که چرا نیست. Gδ ، R از Q زیرمجموعه�ی .۵ مثال
که بود خواهد موجود R بازهای از {Un}∞n=۱ خانواده�ی صورت،
شیوه�ای به را Q شمارای مجموعه�ی حال .∩∞

n=۱Un = Q آن برای
ی کنید. شماره�گذاری Q = {r۱, r۲, . . . , rn, . . . } مانند دلخواه

برای پس �ماند. م باز هم نقطه ی حذف با R از باز زیرمجموعه�ی
اعداد تمام چون علاوه به و است باز R در هم Ui − {ri} ،n هر
بئر قضیه�ی بنابر لذا هست. نیز ال چ ، دربردارد را ی جز به گویا
حال در باشد، R از ال چ زیرمجموعه�ای باید ∩∞

n=۱(Un − {rn})
.∩∞

n=۱Un−{r۱, r۲, . . . } = Q−{r۱, r۲, . . . } = ∅ با است برابر که
پرداخت:«هیچ معروف گزاره�ی این به �توان م م، ح این دانستن با
مجموعه�ی دقیقاً �اش پیوست نقاط که fای : R → R پیوسته�ی تابع
که دید �توان م سادگ به که چرا نیست. موجود باشد گویا اعداد
X (اگر است Gδ زیرمجموعه�ای تابع ی پیوست نقاط مجموعه�ی
Un تعریفِ با باشد، دلخواه تابع g : X → R و توپولوژی فضای
،١٨diam(

g(V )
)
< ۱

n که X از V بازهای تمام اجتماع عنوان به
با است پیوسته آنها در g که X از نقاط زیرمجموعه�ی وضوح به
دیدیم که آنجا از نتیجه در و است.) Gδ که �شود م داده ∩∞

n=۱Un

گویا نقاط در تنها f : R → R تابع ندارد ان ام نیست، Gδ ،Q
باشد. پیوسته

(که f : R → R تابع ی پیوست نقاط که بدانید است جالب
زیرمجموعه�ی برابر است ن مم Qباشد.) برابرِ �تواند نم ثابتکردیم

شود: گن اعداد
کنید تحقیق .۶ تمرین

f(x) =

{
۱
q (p, q) = ۱ و q ∈ N و p ∈ Z آن در که x = p

q اگر
۰ صورت این غیر در

ناپیوسته. گویا نقاط در و است پیوسته گن نقاط در
به که توابع ناپیوست نقاط به مربوط ر دی معروف نتیجه�ی ی

�شود: م ثابت بئر قضیه�ی کم
دنباله�ای نقطه�ی به نقطه حد که �دهیم م نشان تمرین این در .٧ تمرین
تعریفپیوسته دامنه�ی از ال چ زیرمجموعه�ای بر باید پیوسته، توابع از
که یرید ب پیوسته توابع از دنباله�ای را {fn : [a, b] → R}∞n=۱ باشد.

رایند. هم f : [a, b] → R به نقطه به نقطه طور به
دهید: قرار n ∈ N و θ > ۰ هر برای الف)

Fn = {t ∈ [a, b] | ∀k,m ≥ n : |fk(t)− fm(t)| ≤ θ}

.∪n∈NFn = [a, b] و است بسته Fn هر دهید نشان
از نقطه دو فاصله�ی سوپریمم یعن است، R از g(V ) زیرمجموعه�ی قطرِ ١٨منظور

مجموعه. این

١۵



[a, b] از مثبت طول به و بسته زیربازه�ای I و ϵ > ۰ کنید فرض ب)
بازه�ی ی که دهید نشان (الف) و بئر قضیه�ی کم به باشد.
به است موجود Int(I) در مشمول J بسته�ی و مثبت طول به

.s, t ∈ J هر برای |f(t)− f(s)| ≤ ϵ که قسم

یرید. ب [a, b] از دلخواه مثبتِ طول به و بسته زیربازه�ی ی را I پ)
زیربازه�های از {In}∞n=۱ دنباله�ی ی (ب) از رر م استفاده�ی با

که: خواص این با بسازید I از مثبت طول به و بسته

I۱ ⊃ int(I۱) ⊃ I۲ ⊃ int(I۲) ⊃ I۳ . . . (١
.|f(t)− f(s)| ≤ ۱

n :s, t ∈ In هر برای (٢

نقاط در f استو ∞∩ناته
n=۱In فوق تحتشرایط کنید تحقیق

است. پیوسته آن در واقع

[a, b] از ال چ زیرمجموعه�ای بر f یرید ب نتیجه قبل قسمت از ت)
است. پیوسته

از Q صفرِ اندازه�ی از و ال چ زیرمجموعه�ی که دیدیم ۵ مثالِ در
اندازه�ی و ال چ زیرمجموعه�های معهذا نیست. Gδ ، حقیق اعداد

هستند١٩: نیز Gδ که موجودند R از صفری

شماره�گذاری {xn}∞n=۱ صورتِ به گویا اعداد کنید فرض .٨ تمرین
دهید: قرار و باشند شده

E = ∩∞
m=۱∪∞

n=۱(rn − ۱
۲n+m , rn +

۱
۲n+m )

است. صفر اندازه�ی از و ال چ ،Gδ ،R در E کنید تحقیق الف)

همیومورفیسم هر برای کنید ثابت بئر، قضیه�ی بردنِ کار به با ب)
.h(E) ∩ E ̸= ∅ داریم: h : R → R

آن در �نقطه�ای ت زیرمجموعه�های Xکه مانندِ بئر فضای هر .٩ مثال
x ∈ X همچون نقطه�ای (یعن تنها نقطه�ی علاوه به و ٢٠ باشند بسته
در که چرا ناشماراست. باشد نداشته باشد.) باز {x} آن برای که
X = {x۱, x۲, . . . } صورت به X درنظرگرفتن با صورت غیراین
{xn} بودنِ بسته دلیل به Un هر ،Un = X − {xn} دادنِ قرار و
بئر، قضیه�ی بنابر پس است. ال چ {xn} نبودنِ باز دلیل به و باز
ها xn از هیچ�ی اشتراک این که حال در باشد ال چ باید ∩∞

n=۱Un

بدست را مطلوب م ح تناقضحاصله است! ته لذا و دربرندارد را
متری فضاهای �دهد م نشان این که کنید توجه ویژه به �دهد. م

ال چ و Gδ زیرمجموعه�ی ی شد، ارائه که تعاریف به توجه با کنید ١٩توجه
زیرمجموعه�ای مل م ر دی عبارت به پسمانده زیرمجموعه�ای ، توپولوژی فضای از

است. اول) رسته�ی از ) نحیف
باشد. T۱ فضا اصطلاح ٢٠به

وجود عدم شرط به هاسدورف و فشرده ِ توپولوژی فضاهای یا کامل
بود. خواهند ناشمارا تنها نقاط

�به�ی ی پیوسته، اشتِ ن هیچ n ≥ ۲ برای �کنیم م ثابت .١٠ مثال
نباشد ونه این کنید فرض نیست. موجود f : R → Rn پوشای و
همیومورفیسم ی از �ای ویژگ تنها یرید. ب نظر در را fای چنین و
نباشد، آن حائز f برای شده ذکر خواص با اشت ن است ن مم که
نیز بسته اشت ن چنین بدانیم اگر وارون. پیوست از است عبارت
�شود. م تضمین بودن همیومورفیسم آنجا از و وارون پیوست هست،
، پیوست دلیل به ول باشد، بسته ندارد لزوم f : R → Rn اشتِ ن
آن تبع به و فشرده زیرمجموعه�ای به را دامنه از فشرده زیرمجموعه�ای
دامنه از فشرده زیرمجموعه�ای f تحدیدِ با بنابراین �برد. م Rn از بسته
[a, b] → f([a, b]) همیومورفیسم ی ،[a, b] بسته�ی بازه�ی همچون
نقطه�ی فاقد Rn از f([a, b]) همبندِ زیرمجموعه�ی �شود. م حاصل
شود، شامل را Rn از B ̸= ∅ بازِ گوی ی اگر که چرا است. درون
�ماند. م همبند هم B به متعلق نقطه�ی نامتناه از هری حذف با
Rn در باز گوی هر از دلخواه نقطه�ای حذف با ،n ≥ ۲ دلیل به زیرا
که امری بود. خواهد همبند نیز �مانده باق زیرمجموعه�ی ،B همچون
همبند هم f([a, b])− {x} ،x ∈ B هر برای �دهد م نشان سادگ به
بازه این ،[a, b]بازه�ی با f([a, b]) همیومورفبودنِ دلیل به ول است.
که موجودند آن از نقطه نامتناه باشد: مشابه �ای ویژگ حائزِ باید هم
وضوح به که گزاره�ای بود، خواهد همبند هم فضایحاصل حذفشان با
قضیه�ی بردنِ کار به با باید ونه چ که است روشن حال است. غلط
هر تصویر فوق مطالب بنابر شانیم: ب تناقض به را خلف فرض بئر
از درون نقطه�ی بدون و بسته زیرمجموعه�ای f تحتِ فشرده بازه�ی
بود.) پوشا f که کنید (توجه Rn = f(R) بنابراین و است Rn

در باشد، زیرمجموعه�های چنین از شمارا تعدادی اجتماع �تواند نم
.f(R) = ∪n∈Nf([−n, n]) که حال

هر برای که باشد چنان f : R+ → Rپیوسته�ی تابع اگر آیا .١١ مثال
نتیجه �توان م شود، را هم صفر به {f(nx)}∞n=۱ دنباله�ی x ∈ R+

که دید خواهیم بئر قضیه�ی کم به ∞→limt؟ f(t) = ۰ که گرفت
از بازی چون را-که R+ کنید. تثبیت ϵ > ۰ ی است. مثبت پاسخ
است- بئر فضای ی خود ۴الف بنابر است، R کامل متری فضای

نوشت: ونه این �توان م ،f برای مفروض ویژگ دلیل به
R+ = ∪∞

n=۱{x ∈ R+| |f(mx)| ≤ ϵ ∀m ≥ n}

راست سمت در شده ظاهر زیرمجموعه�های است، پیوسته f چون
ناته آنها از ی حداقل درونِ بئر، قضیه�ی اعمالِ با حال و بسته�اند
در واقع x هرگاه که قسم به موجودند n ∈ N و ۰ < a < b است:

١۶



داشته گردد، انتخاب n با مساوی یا بزرگتر m طبیع عدد و (a, b)

بزرگتر n و a
b−a هردوی از k ∈ N اگر حال .|f(mx)| ≤ ϵ باشیم:

که: کرد تحقیق �توان م سادگ به شود، انتخاب
(ka,∞) ⊆ ∪∞

m=n(ma,mb)

سمت به متعلق نقاط در که است آن معنای به گفتیم بالا در که آنچه
x > ka ازای به بنابراین و �کند نم تجاوز ϵ از |f | فوق تساوی راستِ
،ϵ > ۰ بودنِ دلخواه دلیل به که امری ،|f(x)| ≤ ϵ داشت: خواهیم

�دهد. م بدست را limt→∞ f(t) = ۰

هستند. مختلط صفحه�ی بر هولومورف تابع دو g و f .١٢ مثال
است توابع این ترکیبِ چندبار g و f برحسب کلمه ی از منظور
خود که ،(f ◦ g ◦ g ◦ f ◦ f ◦ f ◦ g (مثلا دلخواه ترتیب ی در
برای کنید فرض شد. خواهد مختلط صفحه�ی بر هولومورف تابع
صفر z در که باشد موجود g و f برحسب کلمه�ای z ∈ C هر
صفر صفحه سرتاسر در که است موجود کلمه�ای �دهیم م نشان شود.
کلمه هر برای و شماراست کلمات تعداد است: ساده اثبات است٢١.
از است ل متش که �گیریم م نظر در را C از بسته�ای زیرمجموعه�ی
�شود. م صفر کلمه این متناظرِ هولومورفِ تابع آنها در که نقاط
از شمارا خانواده�ی این اجتماع که است آن معنای به شده بیان شرط
بئر قضیه�ی بنابر پس .C کل بر است منطبق بسته زیرمجموعه�های
آن معنای به که دارد درون نقطه�ی بسته زیرمجموعه�های این از ی
بر ،C دامنه�ی به هولومورف تابع عنوان به متناظر کلمه�ی که است
صفر با متحد ، ان ی اصل بنابر هم این که �گردد م صفر ناته بازی

�دهد. م نتیجه را مذکور تابع بودنِ

نظر در بئر قضیه�ی از کاربردی اری�ترین ابت �توان م را بعدی مثال
شده: مطرح اینجا تا که گرفت

تابع f : R → R کنید �پردازیم:«فرض م مسأله این به .١٣ مثال
به وابسته nای ∈ N ،x ∈ R هر برای که ویژگ این با باشد هموار
چندجمله�ای تابع ی f کنید ثابت .f (n)(x) = ۰ که است موجود x
قرار n ∈ N طبیع عدد هر مسأله٢٣،برای این حل منظور به است.»٢٢

و Sn = {x | f (n)(x) = ۰} �دهیم: م
X = {x|.نیست fچندجمله�ای |(a,b) ،(a, b) ∋ x بازِ بازه هر {برای
که دید �توان م سادگ به و بسته�اند R زیرمجموعه�های این هردوی
اه آن باشد، تنها نقطه�ی ی x ∈ X اگر زیرا ندارد. تنها نقطه�ی X

٧٩ زمستان شریف، ریاض مجله�ی ٩ شماره�ی در شده ٢١مطرح
٢٠٠۴ ،سال Vojtˇech Jarn´ık مسابقاتِ در شده ٢٢مطرح

از برگرفته ٢٣راه�حل
http://mathoverflow.net/questions/34059/if-f-is-infinitely-differentiable-

then-f-coincides-with-a-polynomial

f که قسم به باشد موجود نقطه این حول (u, v) بازِ بازه�ی باید
امری شود، داده چندجمله�ای ی با (u, v) − {x} از نقطه هر حول
f |(u,v) که دهد رخ �تواند م وقت تنها f بودنِ هموار دلیل به که
(u, x) بازِ بازه�های از هری بر باید f واقع در باشد. چندجمله�ای
مشتقات وجود دلیل به و گردد تحدید چندجمله�ای ی به (x, v) و
x در چندجمله�ای دو این مشتقات تمام ،x در مراتب همه�ی از f
(u, v) کل بر f و برابرند هم با چندجمله�ای�ها بنابراین و هستند سان ی
م ح X بودنِ ته اثباتِ با شد. خواهد داده چندجمله�ای ی با
تابع با نقطه هر حول f صورت این در �گردد: م حاصل مطلوب
ی بر که چندجمله�ای�ای دو هر ول شد. خواهد داده چندجمله�ای
مبتن استدلال با نتیجه در و منطبقند هم بر باشند برابر ناته باز
پس باشد. چندجمله�ای ی سرتاسری طور به باید f همبندی، بر
مفروض ویژگ �رسیم. م تناقض به و X ̸= ∅ �کنیم م فرض
زیرمجموعه�های که �دهد م نتیجه مسأله صورت در تابع این برای
ِ متری فضای ی X ول �پوشانند. م را آن X از Sn ∩ X بسته�ی
کار به با لذا و (R کامل فضای از بسته (زیرمجموعه�ای است کامل
ناته درونِ دارای بسته زیرمجموعه�های این از ی بئر، قضیه�ی بردن

که موجودند (a, b) بازه�ی و n ∈ N است:
∅ ≠ (a, b) ∩X ⊆ Sn

نیز Sm در mمشمول ≥ n هر برای بالا چپِ سمت که �کنیم م ادعا
با اه آن و Sn+۱ در است مشمول که �کنیم م ثابت تنها واقع در هست.
زیرمجموعه�ی (a, b)∩X ،(a, b)∩X ⊆ Sn+۱ چون استدلال همان
نظر در را دلخواه x ∈ (a, b)∩X ی آخر. ال و بود خواهد هم Sn+۲

زیرمجموعه�ی از نقطه هر نداشت، تنها نقطه�ی X که آنجا از یرید. ب
زیرمجموعه این متمایزِ دوبدو عناصر از دنباله�ای حد R از (a, b)∩X

چنان را (a, b) ∩X عناصرِ از {xk}∞k=۱ دنباله�ی �توان م پس است.
گردد. را هم x به دنباله این علاوه به و k هر برای xk ̸= x که برگزید
است واقع Sn در xk ̸= x ،k هر برای ،∅ ̸= (a, b)∩X ⊆ Sn چون
از ول . f(n)(x)−f(n)(xk)

x−xk
= ۰ ⇐ f (n)(xk) = f (n)(x) = ۰ لذا و

بین نقطه�ای در +nام ۱ مشتق مقدارِ کسر این ین میان مقدار قضیه�ی
{xk}∞k=۱ دنباله�ی مانند هم نقاط این ،k → ∞ اگر است. xk و x

که کنید (توجه f (n+۱) پیوست از نتیجه در و �شوند م را هم x به
دادیم نشان اینجا تا .x ∈ Sn+۱ ⇐ f (n+۱)(x) = ۰ بود.): هموار f

که:
∀m ≥ n : ∅ ≠ (a, b) ∩X ⊆ Sm

باید تنها است. صفر (a, b)نقاط همه�ی در f (n) که �کنیم م ادعا حال
است مشمول (a, b)∩X بالا از که چرا بپردازیم (a, b)−X نقاط به
زیرمجموعه�ای (a, b)∩X چون .f (n) ریشه�های مجموعه�ی یعن Sn
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اجتماع R از (a, b) −X بازِ زیرمجموعه�ی بود، X از ناته و بسته
آنها از هری انتهای دو که مجزاست دوبدو بازِ بازه�ی شمارا تعدادی
کاف فوق ادعای اثبات منظور به Xواقعند. در (b و a احتمالا جز (به
داد نشان و گرفت نظر در را (c, d) همچون بازه�ها این از ی است
تعریف از لذا و (c, d) ∩X = ∅ صفر. با است متحد آن بر f (n) که
اگر است. t درجه�ی از مثال عنوان به چندجمله�ای تابع f |(c,d) ،X
صورت این غیر در و است بدیه (c, d) بر f (n) بودنِ صفر که t < n

ناصفر ثابتِ تابع ی ([c, d] بر آن تبع به (و (c, d) بر f (t) و t ≥ n

از ی حداقل که حال در ،f (t)(c), f (t)(d) ̸= ۰ ویژه به و است
شده ثابت م ح بنابر t ≥ n چون آنجا از و (a, b)∩X به d و c نقاط
که باشد صفر c, d از ی حداقل در باید f (t) لذا و دارند تعلق St به
f (n) که دادیم نشان و �دهد نم رخ t ≥ n حالتِ پس نیست. چنین
است چندجمله�ای�ای f |(a,b) بنابراین و است صفر (a, b) بازِ بازه�ی بر
معنای به X تعریفِ ون چ به توجه با این و n حداکثر درجه�ی از

دارد. تناقض (a, b)انتخاب روش با که است (a, b) ∩X = ∅

[a, b] بازه�ی دامنه�ی به (n = ۱, ۲, . . . )fn پیوسته�ی توابع .١۴ تمرین
طبیع اعدادی ازای به بازه این از نقطه هر که �اند ویژگ این دارای
بر کنید ثابت است. fm = fn معادله�ی ریشه�ی ،m ̸= n مانندِ

برابرند. هم با توابع این از تا دو [a, b] از مثبت طول به زیربازه�ای

�البعد متناه که باناخ٢۴باشد فضای ی E کنید فرض .١۵ تمرین
پایه�ای �تواند نم برداری فضای عنوان به E دهید نشان نیست.
باشد، پایه�ای چنین {v۱, v۲, . . . } اگر : (راهنمای باشد. داشته شمارا
و یرید ب نظر در را Ak = Span{v۱, . . . , vk} بسته�ی زیرفضاهای

کنید.) اعمال را بئر قضیه�ی

: (راهنمای ٢۵ است؟ R پیوسته�ی تصویر R۲ − Q۲ آیا .١۶ تمرین
است R۲−Q۲بئر فضای ه این اثبات برای کنید. عمل ١٠ مثالِ مشابه

کنید.) استفاده ۴ت تمرین از �توانید م

زیباست: بسیار بعدی مثال

اندومورفیسم T » کنیم: حل را مسأله این �خواهیم م .١٧ مثال
x ∈ E هر برای که قسم به است E مختلط باناخ فضای از کراندار
داریم: مختلط ضرایب با f ̸= ۰ مناسبِ چندجمله�ای ی ازای به
این با است موجود g ناصفرِ چندجمله�ایِ دهید نشان .f(T )(x) = ۰

که است آن �رسد م ذهن به که ایده�ای اولین «.g(T ) = ۰ که ویژگ
است معنا بدین T برای مفروض ویژگ کنیم: عمل ١٢ مثالِ مشابه

کامل نرم�دارِ ٢۴فضای
٧٩ بهار شریف، ریاض مجله�ی ٨ شماره�ی در شده ٢۵مطرح

۰ ̸= f(t) ∈ C[t] مناسبِ چندجمله�ای ی ازای به E از عضو هر که
نوشت: �توان م پس است. واقع f(T ) : E → E هسته�ی در

E = ∪f(t)∈C[t]−{۰}Ker
(
f(T )

)

بودن کراندار دلیل به E از Ker
(
f(T )

) خط زیرفضای هر و
T : E → E بودنِ کراندار از (که f(T ) اندومورفیسم�های
تساوی در E کامل فضای پس است. بسته �شود.) م ناش
توصیف بسته زیرمجموعه�های از خانواده�ای اجتماع عنوان به فوق
معن بدان این باشد، داشته درون نقطه�ی آنها از ی اگر و شده
خط ر عمل ،g(t) ̸= ۰ چندجمله�ای ی ازای به که بود خواهد
رخ �تواند م زمان تنها که است صفر ناته بازی بر g(T ) : E → E

م ح همان چندجمله�ای�ای چنین وجود و باشد صفر با متحد که دهد
از ناشمارا خانواده�ای برای بئر قضیه�ی متأسفانه ول است. مطلوب
و ۴ج.) تمرین به کنید (رجوع نیست صحیح بسته ریرمجموعه�های
ناشمارای اجتماع در که کرد م ح مذکور تساویِ در �توان نم بنابراین
زیرمجموعه�های از ی حداقل درون ∪f(t)∈C[t]−{۰}Ker

(
f(T )

)

را E ل، مش این بر آمدن فائق منظور به باشد. ناته باید شده ظاهر
عدد هر برای که روش این به �نویسیم م شمارا اجتماع ی صورت به

�دهیم: م قرار n طبیع صحیح
An = ∪f(t)∈C[t]−{۰},deg(f)≤nKer

(
f(T )

)

ازای به که است E در بردارهای مجموعه�ی An ر دی عبارت به
مانندِ مختلط ضرایبِ با n حداکثر درجه�ی با ناصفر چندجمله�ای ی
بنابر دوباره �روند. م صفر به E از f(T ) اندومورفیسم توسط ،f(t)
حال .E = ∪n∈NAn مسأله: صورتِ در T برای مفروض ویژگ
از ی حداقل که داد نشان و کرد استفاده بئر قضیه�ی از �توان م
درون نقطه�ی راست سمت اجتماع در شده ظاهر زیرمجموعه�های
این برای دهیم. نشان را Anها بودنِ بسته ابتدا ه این به مشروط دارد
و باشد را هم v به E عناصرِ از {vk}∞k=۱ دنباله�ی که فرضکنید کار
چندجمله�ای ی k هر برای باشند: واقع An در اعضایش از هری
که قسم به است موجود n حداکثر درجه�ی از ۰ ̸= fk(t) ∈ C[t]
برای خواصمشابه با چندجمله�ای�ای وجود بایست و fk(T )(vk) = ۰

و آن پیشروی جمله�ی ضریب بر fk(t) هر تقسیم با داد. نشان را v
�توان م کلیت از شدن کاسته بدون ،tn−deg(fk) در ضربش سپس
به توجه با سپس و است n درجه�ی از و ین ت fk هر که کرد فرض

ل ش به تجزیه�ای fk هر ،C بودنِ جبری بسته�ی
fk(t) = (t− α(k)

۱ ) . . . (t− α(k)
n )

کنید توجه است. مختلط عدد ی α(k)
i هر آن در که داشت خواهد
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T − α(k)
i .۱E : E → E رِ عمل اه آن ،٢۶ |α(k)

i | >∥ T ∥ اگر که
تساویِ در �توان م لذا و ( همان رِ عمل ۱E ) شد خواهد وارون�پذیر
fk(T )(vk) =

(
(T − α(k)

۱ .۱E) . . . (T − α(k)
n .۱E)

)
(vk) = ۰

به حاصل تساوی در سپس و کرد حذف سمت از را T − α(k)
i .۱E

|α̃(k)
i | ≤∥ T ∥ آن در که T − α̃(k)

i .۱E همچون عامل آن جای
بدون پس بماند. برقرار تساوی هم باز که گونه�ای به کرد زین جای
α(k)
i ریشه�های نرم که کرد فرض �توان م کلیت از شدن کاسته

�کنند. نم تجاوز ∥ T ∥ از ،fk(t) چندجمله�ایِ هر از ۱ ≤ i ≤ n

کراندار نقاطCهم از (۱ ≤ i ≤ n) {α(k)
i }∞k=۱ دنباله�های بنابراین

از را {α(k)
i }∞kj=۱ رای هم زیردنباله�های �توان م نتیجه در و هستند

که ویژگ این با موجودند C در β۱, . . . ,βn برگزید: آنها
∀۱ ≤ i ≤ n lim

j→∞
α
(kj)
i = βi

:E → E کراندارِ رهای عمل فضای در حال
lim
j→∞

(T − α
(kj)
۱ .۱E) . . . (T − α(kj)

n .۱E)

= (T − β۱.۱E) . . . (T − βn.۱E)

vkj بر فوق حد چپ سمت در شده ظاهر رِ عمل اثر ر دی طرف از
خود مانند ،{vk}∞k=۱ از {vkj}∞j=۱ زیردنباله�ی چون پس بود. صفر
n درجه�ی چندجمله�ای ازای به باید بود، را هم v به E در دنباله این
،f(T )(v) = ۰ باشیم داشته f(t) := (t − β۱) . . . (t − βn) ین ت
ثابت را زیرمجموعه این بودن بسته آنجا از و An به v تعلق که امری
طبیع عدد ی ازای به باید گفتیم پیشتر که همان�گونه پس �کند. م
همچون ناته بازی ازای به یعن باشد. داشته درون نقطه�ی An ،n
درجه�ی از چندجمله�ای ی x ∈ U هر برای :E باناخ فضای از U
را f(T )(x) = ۰ که است موجود ۰ ̸= f(t) ∈ C[t] مانند n حداکثر
صورت در n کردنِ بزرگتر و z ∈ U ی تثبیت با �کند. م برآورده
عبارت به و بود خواهد Eبرقرار از نقطه هر برای مشابه ویژگ لزوم،
ی که چرا داد. قرار را E فضای کل U جای به بالا در �توان م ر دی

و q(T )(z) = ۰ آن برای که است موجود q(t) ̸= ۰ چندجمله�ایِ
را r > ۰ �توان م U بودنِ باز دلیل به باشد، دلخواه x ∈ E اگر حال
با f(t) ̸= ۰ ی ازای به لذا و ۱

r .x + z ∈ U که گرفت بزرگ آنقدر
آنجا: از و f(T )( ۱

r .x+ z) = ۰ :deg f ≤ n(
q(T )f(T )

)
(x) =

r.
(
q(T )

(
=۰︷ ︸︸ ︷

f(T )(
۱
r
.x+ z)

)
− f(T )

(
=۰︷ ︸︸ ︷

q(T )(z)
))

= ۰

گرفتن نظر در با لذا و است n+deg q حداکثر q(t)f(t) ̸= درجه�ی۰
بود: خواهد صادق زیر گزاره�ی ،n عنوان به فوق عدد

.∥ T ∥:= supx∈E−{۰}
|T (x)|
|x| است: T : E → E ریِ عمل نرم ∥ T ∥٢۶

درجه�ی از f(t) ∈ C[t]−{۰} چندجمله�ایِ ی x ∈ E هر برای (∗)
.f(T )(x) = ۰ که: قسم به است موجود n حداکثر

x ∈ E هر به کرد. میل ت را حل سادگ به �توان م (∗) بردنِ کار به با
نسبت �شود م داده نشان px(t) نمادِ با که مینیمال» «چندجمله�ایِ ی
کمترین با ناصفری و ین ت چندجمله�ایِ از است عبارت که �دهیم م
وضوح به �کند. م صدق px(T )(x) = ۰ در که ن مم درجه�ی
تساویِ q(t) ∈ C[t] چندجمله�ایِ برای ه آن برای کاف و لازم شرط
C[t] چندجمله�ایِ حلقه�ی در که است آن کند برآورده را q(T )(x) = ۰

deg px ≤ n که �دهد م نشان (∗) علاوه به px(t)|q(t) باشیم داشته
که داد نشان است کاف مسأله م ح اثبات منظور به .x هر برای
را آن pxها همه�ی که است موجود ناصفری مختلط چندجمله�ای
حداقل ریشه�ی که مختلط اعداد تعداد اگر که کنید توجه �شمارند. م
درجه�ی ه این به توجه با امر این باشد، متناه هستند pxها از ی
اگر بود: خواهد بدیه است n حداکثر چندجمله��ای�ها این از هری

کنیم فرض
∪x∈E{c ∈ C | px(c) = ۰} = {b۱, . . . , bm}

بود خواهد (x − b۱)n . . . (x − bm)n از مقسوم�علیه�ای px هر اه آن
از {ck}∞k=۱ دنباله�ی کنید فرض بنابراین . deg px ≤ n که چرا
به ck هر که گونه�ای به باشد موجود متمایز دوبدو مختلط اعداد
متناظر pxk(t) مینیمالِ چندجمله�ای از ریشه�ای xk ∈ E ی ازای
T : E → E رِ عمل از مقدارویژه�ای باید ck هر است. xk

صورتِ به �توان م را pxk(t) ̸= ۰ چندجمله�ایِ C[t] در باشد:
داریم: کرد. تجزیه pxk(t) = (t− ck)q(t)

px(T )(xk) = ۰ ⇒ (T − ck.۱E)
(
q(T )(xk)

)
= ۰

⇒ T
(
q(T )(xk)

)
= ck.

(
q(T )(xk)

)

مینیمالِ چندجمله�ای درجه�ی از q(t) ̸= ۰ درجه�ی چون آن در که
بردار لذا و ناصفر (q(T ))(xk) است، کمتر pxk(t) همان یا xk

{yk}∞k=۱ دنباله�ی �توان م پس است. ck ویژه�ی مقدار متناظر ویژه�ای
ویژه�ای بردار yk هر که برگزید چنان Eرا در واحد طول به بردارهای از
ویژه�های بردار �دانیم م .Tyk = ck.yk باشد: ck مقدارویژه�ی متناظر
زیرمجموعه�ی لذا و هستند خط مستقل متمایز مقدارویژه�های متناظر
به حال است. خط مستقل E باناخ فضای از {yk | k ∈ N}
نسبت مینیمال چندجمله�ای درجه�ی باید (∗) بنابر �رسیم: م تناقض
ی ازای به یعن باشد. n حداکثر E n+۱∑از

k=۱ yk بردارِ به شده داده
.q(T )(∑n+۱

k=۱ yk) = ۰ داریم deg q ≤ n با q(t) ∈ C[t] − {۰}
معنای به T i) ۰ ≤ i ≤ n y′i := T i(

∑n+۱
k=۱ yk) عناصرِ نتیجه در

ول هستند. خط وابسته�ی E از است.) خودش با T iباره�ی ترکیبِ
y′i = نوشت: �توان م ۰ ≤ i ≤ n هر برای بالا، از که کنید توجه
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خط وابسته�ی عناصر نتیجه در و T i(
∑n+۱

k=۱ yk) =
∑n+۱

k=۱ c
i
k.yk

Span{y۱, . . . , yn+۱} �البعدِ متناه زیرفضای در E از y′۰ , . . . , y′n
بردارهای زیرفضا، این برای {y۱, . . . , yn+۱} مرتبِ پایه�ی در و واقعند
توصیف زیر (n + ۱) × (n + ۱) ماتریس با {y′۰ , . . . , y′n} در واقع
پایه�ی این در y′j−۱ مختصات ۱ام ≤ j ≤ n + ۱ ستونِ (در �شوند م

شده.): نوشته ⎡مرتب

⎢⎢⎢⎣

۱ c۱ · · · cn۱
۱ c۲ · · · cn۲... ... . . . ...
۱ cn+۱ · · · cnn+۱

⎤

⎥⎥⎥⎦

دترمینان، این که حال در باشد صفر باید فوق ماتریس دترمینان لذا
بیان خط جبر از استاندارد م ح و است واندرموند» «دترمینانِ
دترمینان این ،c۱, . . . , cn+۱ بودنِ متمایز دوبدو دلیل به که �کند م

�کند. م میل ت را حل تناقضحاصله است. ناصفر

حقیق باناخ فضاهای به را ١٧ مثال در شده ثابت م ح .١٨ تمرین
باناخ فضای از T : E → E کراندارِ اندومورفیسم اگر دهید: تعمیم
f(T )(x) = ۰ ،x ∈ E هر برای که باشد ویژگ این دارای E حقیق
ناصفرِ چندجمله�ای اه آن ،f(t) ∈ R[t]−{۰} چندجمله�ایِ ی ازای به
: (راهنمای .g(T ) = ۰ که بود خواهد موجود حقیق ضرایب با g(t)
،E⊗R C برداریِ فضای -C از است عبارت که E ٢٧ سازیِ مختلط
ی به T و دارد را مختلط باناخ فضای ی ساختارِ واضح روش به

ثابت م ح که کنید تحقیق حال �یابد. م گسترش آن بر پیوسته ر عمل
کرد.) اعمال ر عمل این به �توان م را مذکور مثال در شده

بخش: این مثال آخرین و

اشتِ ن ی است ن مم آیا ،m > n فرض با ٢٨ .١٩ مثال
برای ر دی عبارت به یا ندهد کاهش را فواصل f : Rm → Rn

در x, y فاصله�ی از Rn در f(x), f(y) نقاط فاصله�ی x, y ∈ Rm هر
چنین فرضوجود تناقضکشاندن به با مثال این در نباشد؟ کمتر Rm

ابتدا که است آن کار ایده�ی است. منف پاسخ که دید خواهیم fای،
مقصد به Rm از بازی زیرمجموعه�ی دامنه�ی به اشت ن دهیم نشان
�دهد. م کاهش را فاصله جای در حتماً Rn از کراندار زیرمجموعه�ای
زیرمجموعه�ی هر وارون تصویر بستارِ که داد خواهیم نشان واقع در
مفروض f : Rm → Rn اشت ن تحت Rn از A همچون کراندار
چنین کنید فرض دلیل دیدن برای است. درون نقطه�ی فاقد بالا، در
:Rn Aاز کراندارِ زیرمجموعه�ی Rmو از U ناته باز ازای به و نباشد
(a۱, . . . , am) نقطه�ی �توان م است، ناته U چون .U ⊆ f−۱(A)

٢٧complexification
داد. پیشنهاد من به جعفری دکتر را مثال ٢٨این

∏m
i=۱[ai − c, ai + c] عبِ م که کرد انتخاب چنان را c > ۰ و U در
طبیع عدد هر برای حال .U در باشد مشمول (a۱, . . . , am) مرکزِ به

زیرمجموعه�ی k دلخواه
{(a۱+

j۱c

k
, . . . , an+

jmc

k
) | j۱, . . . , jm ∈ {−k, . . . , ۰, . . . , k}}

آن از متمایز عضو دو هر فاصله�ی و دارد عضو (۲k+۱)m عب م این از
زیرمجموعه�ی ی �توان م لذا U ⊆ f−۱(A) ول است. c

k حداقل
که ویژگ این با کرد انتخاب f−۱(A) از عضو تعداد همین با B
کمتر مذکور مجموعه�ی نقاط از ی حداقل از آن نقطه�ی هر فاصله�ی
نقطه دو هر فاصله�ی مثلث نامساوی از استفاده با حال باشد. c

۴k از
مفروض ویژگ بنابر چون پس است. c

k − ۲ c
۴k = c

۲k حداقل B از
اعضای بر f دادنِ اثر با ،|f(x)− f(y)| ≥ |x− y| همواره f برای
بدست A در نقطه (۲k+ ۱)m تعداد به f(B) اعضای ،B ⊆ f−۱(A)

گوی�های لذا و است c
۲k حداقل آنها از تا دو هر فاصله�ی که �دهند م

دوبدو �شوند، م رسم c
۴k شعاع و نقاط این مرکز به که Rn در بازی

در هستند مشمول باز گوی�های این همه�ی ول بود. خواهند مجزا
زیرمجموعه�ی

C := ∪a∈A

(
Rnدرc شعاع به a مرکز به باز (گوی

خواهد کراندار A بودنِ کراندار دلیل به که Rn از زیرمجموعه�ای
Rn از C کراندارِ زیرمجموعه�ی ،k طبیع عدد هر برای پس بود.
بردارد. در را c

۴k شعاع به هری مجزا دوبدو بازِ گوی ۲k)تا + ۱)m

Rn در واحد باز گوی حجم α > ۰ اگر گوی�ها این اجتماع حجم
وقت که عددی α(۲k + ۱)m( c

۴k )
n با بود خواهد برابر شود، گرفته

زیرمجموعه�ی لذا و �رود م �نهایت ب به m > n دلیل به k → ∞
در را بزرگ دلخواه به حجم با زیرمجموعه�های Rn از C کراندارِ
کار به با را اثبات �توان م حال است. تناقض وضوح به که بردارد
هر وارونِ تصویر که دیدیم بالا در کرد: میل ت بئر قضیه�ی بردنِ
ال چ هیچ�جا f : Rm → Rn تحتِ Rn از کراندار زیرمجموعه�ی

تساویِ در که است معن بدان این ول است.
Rm = ∪∞

j=۱f
−۱({a ∈ Rn | |a| ≤ j})

نقطه�ی سمتراست در شده ظاهر بسته�ی زیرمجموعه�های از هیچ�ی
نیست. ان�پذیر ام بئر قضیه�ی بنابر که امری ندارند، درون

f : R → R تابع هیچ دهید نشان .۰ < α < ۱ فرض با .٢٠ تمرین
که ویژگ این با

∀x, y ∈ R : |f(x)− f(y)| ≥ |x− y|α

ابتدا و کنید عمل بالا مثال مشابه دقیقاً : (راهنمای نیست. موجود
،[a, b] بسته�ی بازه�ی هر ازای به ، تابع چنین برای که دهید نشان

باشد.) داشته درون نقطه�ی �تواند نم f−۱([a, b])
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فضاهای در بئر قضیه�ی از کاربردهای ٣
تابع آنالیز و توابع

با تابع وجود بئر، قضیه�ی کلاسی کاربردهای از بسیاری در
نظر در اینجا که بئری فضای �گردد. م ثابت معین �های ویژگ
C([a, b]) یا [a, b] بازه�ی بر پیوسته توایع برداریِ فضای �گیریم، م

نرم به هرگاه که است
∥ f ∥= sup{|f(x)| | x ∈ [a, b]}

در رای هم و باناخ فضای ی گردد مجهز سوپریمم نرم به موسوم
بود. خواهد توابع نواخت ی رای هم معنای به فضا این

هیچ در پیوسته تابع ی نوع طور به که دید خواهیم کاربرد اولین در
نیست. مشتق�پذیر نقطه�ای

که پیوسته�ای توابع از ل متش C([a, b]) از زیرمجموعه�ای .٢١ قضیه
پسمانده زیرمجموعه�ی ی شامل نیستند مشتق�پذیر نقطه�ای هیچ در
است. (Gδ و ال چ زیرمجموعه�ی ی یعن کردیم که تعریف (بنابر

به جزئیات و �دهیم م شرح را اثبات کل روند اینجا در اثبات.
مسأله �توان م کلیت از شدن کاسته بدون �شود. م محول خواننده
پیوسته�ای تابع .[a, b] = [۰, ۱] گرفت: نظر در واحد بازه�ی برای را
برای باشد. نامتناه (۰, ۱) از نقطه هر در راستش مشتق که �سازیم م
[۰, ۱] بر پیوسته�ای توایع مجموعه�ی عنوان به را An ،n طبیع عدد هر
موجود x ∈ [۰, ۱− ۱

n ] ی f مانند آنها از هری برای که تعریفکنید
به .| f(x+h)−f(x)

h | ≤ n :h ∈ (۰, ۱
n ) هر برای که قسم به است

باشد پیوسته نقطه ی در fای : [۰, ۱] → R پیوسته�ی تابع هر وضوح
تابع وجود اثبات منظور به پس بود. خواهد واقع Anها از ی در
کاف نباشد مشتق�پذیر (۰, ۱) از نقطه�ای هیچ در که [۰, ۱] بر پیوسته�ای
بئر قضیه�ی نیست. منطبق C([۰, ۱]) بر ∪∞

n=۱An که داد نشان است
است کاف �گذارد: م ما اختیار در را کار این انجام برای لازم ابزار
بودن بسته است. درون نقطه�ی فاقد و بسته An هر که دهیم نشان
An اعضای از دنباله�ای {fj}∞j=۱ اگر است: اثبات قابل سادگ به
xj ∈ [۰, ۱ − ۱

n ] نقطه�ی fj هر برای ،C([۰, ۱]) در fj → f که باشد
توجه با و �کند م برآورده را شده گفته ویژگ که بود خواهد موجود
در آن از زیردنباله�ای با {fj}∞j=۱ کردنِ زین جای با �توان م فشردگ به
[۰, ۱− ۱

n ] از xنقطه�ی به {xj}∞j=۱ که فرضکرد �توان م لزوم صورت
تعریفِ در مطلوب ویژگ f دامنه�ی از نقطه این حال و راست هم
:j هر ازای به h ∈ (۰, ۱

n ) ی تثبیتِ با �کند: م برآورده را An

و fj ⇒ f دلیل به j → ∞ وقت و | fj(xj+h)−fj(xj)
h | ≤ n

و | f(x+h)−f(x)
h | به �شود م را هم نامساوی چپِ سمت xj → x

امری �رسیم، م h ∈ (۰, ۱
n ) هر برای | f(x+h)−f(x)

h | ≤ n به بنابراین
درون نقطه�ی An ه این اثباتِ ایده�ی .f ∈ An �دهد م نشان که
طور به �توان م را An عضوِ هر �دهیم: م شرح اجمال به را ندارد
هری شیبِ که [۰, ۱] بر ٢٩ « خط قطعه به «قطعه توابع با نواخت ی

±۲n �دهند م یل تش را آنها نمودار که صفحه در پاره�خط�های از
نیستند. An عضوِ وضوح به توابع چنین و زد تقریب است

داد نشان �توان م بئر قضیه�ی کم به نوع این از ر دی استدلال در
مورد ی .[١] به کنید رجوع نیست. تحلیل نوع هموار کهتابع

بئر: قضیه�ی کم به معین خواص با تابع وجود اثبات از ر دی
هیچ بر که است موجود f : [۰, ۱] → Rپیوسته�ی تابع ی .٢٢ قضیه

نیست. ( نزول یا (صعودی نوا ی زیربازه�ای
�دهیم: م قرار k ≤ n طبیع اعداد از جفت هر برای اثبات.

Ak,n =
{
f ∈ C([۰, ۱]) | است. نوا k]ی − ۱

n
,
k

n
] بازه�ی {fبر

نوا ی مثبت طول به زیربازه�ای بر که [۰, ۱] بر پیوسته�ای تابع وضوح به
که دهیم نشان باید لذا و باشد داشته تعلق Ak,nها از ی به باید باشد
∪k≤nAk,n زیرمجموعه�ی بر C([۰, ۱]) یا [۰, ۱] بر پیوسته توابع فضای
مشخصاست: کار روند بئر قضیه�ی به توجه با مجدداً نیستو منطبق
نرم به که C([۰, ۱]) فضای در Ak,n هر که کرد اثبات است کاف
ساده اول مورد است. ته درونِ با و بسته - شده مجهز سوپریمم
دنباله�ای نقطه�ی به نقطه حد واقع در و نواخت ی حد که چرا است،
صعودی ترتیب به خود دلخواه بازه�ا�ی بر نزول یا صعودی توابع از
ϵ > ۰ هرگاه که دهیم نشان باید ر دی مورد در بود. خواهد نزول یا
از [k−۱

n , k
n ] زیربازه�ی بر f : [۰, ۱] → R پیوسته�ی تابع و دلخواه

g : [۰, ۱] → R پیوسته�ی تابع اه آن باشد، نوا ی تعریفش دامنه�ی
زیربازه�ی بر g و ∥ f − g ∥≤ ۲ϵ که ویژگ این با است موجود
f نواختِ ی پیوست دلیل به نیست. نزول یا صعودی [k−۱

n , k
n ]

مقادیرِ تفاضل قدرمطلق که برگزید چنان را k−۱
n < a < k

n �توان م
ضابطه�ی با g حال باشد. کمتر ϵ

۲ از [a, k
n ] بازه�ی از نقطه دو هر در f

g(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

۲ −ϵ
k
n−a

(x− a) + f(a) x ∈ [a,
a+ k

n
۲ اگر[

۲ f(
k
n )−f(a)+ϵ

k
n−a

(x− k
n ) + f( kn ) x ∈ [

a+ k
n

۲ , k
n اگر[

f(x) صورت این غیر در
که خط قطعه به قطعه تابع ی به [a, k

n ] زیربازه�ی بر f تغییر با که
است، پیوسته f همانند شده، حاصل دارد مطابقت f با بازه سر دو در

چون
g(

a+ k
n

۲
) = f(a)− ϵ < min

{
f(a), g(

k

n
) = f(

k

n
)
}

٢٩ piecewise linear
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g که آنجا از نهایت در و نیست نوا ی [k−۱
n , k

n ] آن تبع به و [a, k
n ] بر

خط قطعه به قطعه دلیل به و نیست ی f با [a, k
n ] زیربازه�ی بر تنها

اعداد میان محصورند آن بر مقادیرش زیربازه، این بر بودن
g(a) = f(a), g(

a+ k
n

۲
) = f(a)− ϵ, g(

k

n
) = f(

k

n
)

که چرا �کند، م برآورده هم را ∥ f − g ∥≤ ۲ϵ شرط
∀x ∈ [a,

k

n
] : |f(x)− f(a)|, |f(x)− f(

k

n
)| ≤ ϵ

دارد را مطلوب خواص همه�ی g : [۰, ۱] → R پیوسته�ی تابع این پس
است. تمام اثبات و

«اصل قضیه�ی سه ، مقدمات تابع آنالیز در استانداردی درس هر
نیز ٣١ باناخ-اشتاینهاوس» «قضیه�ی به -که ٣٠ نواخت» ی کرانداری
بسته» نمودار «قضیه�ی و ٣٢ باز» اشت ن «قضیه�ی است- معروف
استفاده بئر قضیه�ی از آنها اثبات در که ام اح �گیرد. دربرم را ٣٣

بحث نواخت ی کرانداری اصل درباره�ی تنها اینجا در ما �شود. م
یافت. تابع آنالیز کتاب هر در �توان م را ر دی مورد دو و �کنیم م

نرم�دار برداری فضای ی Y باناخ، Xفضای فرضکنید .٢٣ قضیه
که قسم به باشد X → Y پیوسته�ی رهای عمل از خانواده�ای F و
است. کراندار Y از {T (x)}T∈F زیرمجموعه�ی x ∈ X هر برای
M ≥ ۰ بود: خواهد کراندار نواخت ی طور به F خانواده�ی اه آن

.T ∈ F هر برای ٣۴ ∥ T ∥≤ M که قسم به است موجود

دهیم: قرار n طبیع عدد هر برای اگر اثبات.
An = {x ∈ X | ∀T ∈ F : |T (x)| ≤ n}

خواهند بسته F در واقع رهای عمل بودن کراندار دلیل به اولا Anها

بنابر پس �پوشانند. م Xرا شده�ایم قائل که شرط دلیل به ثانیاً و بود
فرض دارد. درون Anنقطه�ی ،n طبیع عدد ی ازای به بئر قضیه�ی
هر برای باشد. آن در مشمول r > ۰ شعاع و z مرکز به باز گوی کنید
واقع An در لذا و باز گوی این در X از z + r

۲|x| .x نقطه�ی x ∈ X

آنجا: از و بود خواهد
∀T ∈ F : |T (z+ r

۲|x| .x)| ≤ n ⇒ |T (x)| ≤ ۲|x|
r

(n+ |T (z)|)

داشت Mخواهیم := ۲
r (n+ supT∈F |T (z)|)فرض با بنابراین و

∀T ∈ F , x ∈ X : |T (x)| ≤ M |x|

٣٠The Uniform Boundedness Principle
٣١ The Theorem Banach-Steinhaus
٣٢The Open Mapping Theorem
٣٣The Closed Graph Theorem

است. T ریِ عمل نرم ∥ T ∥ از منظور قبل ٣۴مشابه

کرانداریِ اصل از �توان م آن حل برای که تمرین با را قسمت این
�بریم: م پایان به کرد استفاده نواخت ی

T : H → H و ٣۵ هیلبرت فضای (H, ⟨, ⟩) فرضکنید .٢۴ تمرین
که ویژگ این با باشد خط اشت ن

∀x, y ∈ H : ⟨T (x), y⟩ = ⟨x, T (y)⟩

{x 8→ خانواده�ی : است.(راهنمای کراندار T رِ عمل دهید نشان
یرید ب نظر در را H بر کراندار �های تابع از ⟨x, T (y)⟩}y∈H,|y|≤۱

کنید.) اعمال را نواخت ی کرانداری اصل آنها به و

مختلط توابع درباره�ی کوتاه ته�ی ن دو ۴
مختلط) (تحلیل هولومورف توابع درباره�ی گزاره دو بیان به اینجا در
اول قضیه�ی �شود. م استفاده بئر قضیه�ی از اثباتشان در که �پردازیم م
از دنباله�ای نقطه�ی به نقطه حد که �کند م بیان اقتباسشده، [۶] از که
تعریف دامنه�ی از ناته و باز زیرمجموعه�ای بر باید هولومورف، توابع
نیست. برقرار C∞ توابع برای وضوح به که امری باشد. هولومورف

توابع از دنباله�ای {fk}∞k=۱ و است Cn از ناته بازی Ω .٢۵ قضیه
f : Ω → C تابع ی به نقطه به نقطه طور به که آن بر هولومورف
است موجود Ω از V الِ چ و باز زیرمجموعه�ی اه آن هستند. را هم

�شود. م تحدید هولومورف تابع به آن بر f که

گرفت نظر Uدر بازِ همسای ی �توان Ωم از نقطه هر حول اثبات.
کاف .Ω در مشمول و است فشرده ،Cn در U بستارِ که ویژگ این با
است هولومورف U در مشمول ناته بازی بر f که دهیم نشان است
٣۶ «منتل» معروفِ قضیه�ی از استفاده کار ایده�ی شود. نتیجه م ح تا
موضع طور به و هولومورف توابع از خانواده�ای �کند م بیان که است
کراندار نواخت ی طور به فشرده زیرمجموعه�های بر (یعن کراندار
دنباله هر که معن این به است نرمال ،D همچون بازی بر باشد.)
D از فشرده زیرمجموعه�ی هر بر که دارد زیردنباله�ای آن اعضای از
بر که دهیم نشان اگر اینجا در پس راست. هم نواخت ی طور به
کراندار نواخت ی طور به {fk}∞k=۱ دنباله�ی ،∅ ̸= W ⊆ U بازِ ی
بر که بود خواهد موجود آن از {fkj}∞j=۱ زیردنباله�ی ی اه آن است،
حدِ ول راست. هم نواخت ی طور به W فشرده�ی زیرمجموعه�های
از و بود خواهد هولومورف خود هولومورف توابع از دنباله�ای چنین
{fk}∞k=۱ زیرا Wاست، به f تحدیدِ همان حد این اینجا ر دی طرف
را هم f به نقطه به نقطه طور به Ω بزرگترِ باز بر {fkj}∞j=۱ درنتیجه و

کامل داخل ضرب ٣۵فضای
٣۶Montel’s Theorem

٢٢



خواهد هولومورف U در Wمشمول ̸= ∅ بازِ بر f بنابراین و �شدند م
کاف کار اتمام منظور به پس بودیم. آن پ در که چیزی همان بود،
طور به خانواده�ای به U از ناته بازی بر {fk}∞k=۱ دهیم نشان است
خواهیم کار به که ابزاری مجدداً �شود. م تحدید کراندار نواخت ی
به Ū فشرده�ی زیرمجموعه�ی بر چون fk هر است: بئر قضیه�ی برد
نوشت �توان م لذا و است کراندار U بر شده، تعریف پیوسته طور
زیرمجموعه�های .U = ∪∞

m=۱{z ∈ U | ∀k ∈ N |fk(z)| ≤ m}
لذا و بسته�اند آن در هم آمده�اند، تساوی راستِ سمت در که U از
Wاز مانندِ ناته بازی : ٣٧ باشد درون نقطه�ی حائز باید آنها از ی
z ∈ W هر برای که گونه�ای به موجودند m طبیع عدد همراه به U
نواخت ی کرانداری معنای به این و |fk(z)| ≤ m داریم k ∈ N و

بود. خواهد {fk|W }∞k=۱ خانواده�ی

Ω اگر که �کند م بیان ٣٨ -وایرشتراس» کازورات «قضیه�ی .٢۶ مثال
که هولومورف تابع f : Ω− {a} → C و a ∈ Ω باشد، C از بازی
هر در f مقادیرِ اه آن است، آن از ٣٩ اساس ین ت نقطه�ی ی a
دلخواه به ۴٠ C ∪ {∞} از عضوی هر به ،a از محذوف همسای
اندک را م ح این �دهد م اجازه ما به بئر قضیه�ی �شوند. م نزدی
را C ∪ {∞} از X الِ چ زیرمجموعه�ی ی وجود و کرده قوی�تر
،a حولِ C از D ⊆ Ω بازِ هر برای که ویژگ این با یریم ب نتیجه
خانواده�ی منظور بدین دربردارد. را X زیرمجموعه�ی f(D − {a})
زیرمجموعه�های از {f({z ∈ Ω | ۰ < |z − a| < ۱

n}
)}∞

n=۱

تابع هر بودنِ باز دلیل به عناصرش که �گیریم م نظر در را C∪ {∞}
-وایرشتراس کازورات قضیه�ی دلیل به و باز ثابت غیر هولومورف

بئر قضیه�ی بنابر پس الند. چ

X = ∩∞
n=۱f

(
{z ∈ Ω | ۰ < |z − a| < ۱

n
}
)

ویژگ وضوح به و بود خواهد C ∪ {∞} از ال چ زیرمجموعه�ای
قوی�تر م ح این که است ذکر به لازم �کند. م برآورده را مطلوب
که ۴١ ار» پی «قضیه�ی از همچنان -وایرشتراس، کازورات قضیه�ی از
محذوف همسای هر در �متغیره ت هولومورفِ «تابع �کند م بیان
را ی احتمالا جز به مختلط مقدار هر خود، اساس ین ت از

است! ضعیف�تر بسیار �پذیرد.» م بار �نهایت ب

فضای از بازی است: بئر فضای Uی که چرا است، مجاز بئر قضیه�ی از ٣٧استفاده
.Cn کامل

٣٨ Casorati-Weierstrass Theorem
٣٩essential singularity

است. C �نقطه�ایِ ت فشرده�سازیِ همان یا ریمان کره�ی C ∪ {∞}۴٠
۴١Picard Theorem

انتخاب اصل و بئر قضیه�ی ۵
انتخاب «اصل اثبات در غیرمنتظره و جالب روش به بئر قضیه�ی
«اصل از که وابسته انتخاب اصل �رود. م کار به وابسته»۴٢
به است، قوی�تر شمارا»۴۴ انتخاب «اصل از و ضعیف�تر انتخاب»۴٣

است: بیان قابل زیر ل ش
X ̸= ∅ مجموعه�ی بر رابطه�ای R کنید فرض وابسته. انتخاب اصل
است. موجود aRb با b ∈ X ،a ∈ X هر برای که ویژگ این با باشد
این با کرد انتخاب را X اعضای از {xn}∞n=۱ دنباله�ی �توان م اه آن

.n طبیع عدد هر برای xnRxn+۱ که ویژگ
اصل بردن کار به بدون دنباله�ای چنین اول جمله�ی n کنید توجه
�نهایت ب تا �توان م استکه آن ته ن و هستند ساختن قابل انتخابهم
قسمت در آنچه مشابه داد یل تش را دنباله�ای چنین کل و رفت پیش
متناه تعداد برای ه این بر مبن گفتیم بئر قضیه�ی درباره�ی نخست
گزاره دو این بین مشابهت است. بدیه ال چ و باز زیرمجموعه�ی
معادلند!۴۵ دو این که داد نشان �توان م واقع در و است این از بیش
با �توان م �دهد م نتیجه را بئر قضیه�ی مذکور م ح چرا که این به
برد پ [۴] یا [١] در مثال عنوان به بئر قضیه�ی اثبات�های به رجوع
از دنباله ی انتخابِ باید واقع در آنها همه�ی در که کرد مشاهده و
معطوف گزاره س ع به را خود توجه اینجا در پذیرد. صورت نقاط

�کنیم: م
اصل ⇐ کامل متری فضای برای بئر وری کت قضیه�ی .٢٧ قضیه

وابسته انتخاب
یرید: ب نظر در موصوف ویژگ با را آن بر R رابطه�ی و X اثبات.
باید حال .aRb که قسم به b ∈ X دارد وجود a ∈ X هر برای
داشته همواره آن در که داد نشان را {xn}∞n=۱ دنباله�ی انتخابِ ان ام
عنوان به �توان م را X مجموعه�ی بر R رابطه�ی .xnRxn+۱ باشیم
گرفت. نظر X×Xدر از {(a, b) ∈ X×X | aRb} زیرمجموعه�ی

ِ متری به و دهید نشان XN به را N → X توابع تمام فضای
d(f, g) = ۲−min{n∈N|f(n) ̸=g(n)}

با و است متری ی این که دید �توان م سادگ به کنید. مجهز
دنباله�ی ه این �شود: م تبدیل کامل متری فضای ی به XN آن
معادل وضوح به باشد، کوش فضا این نقاط از {fn : N → X}∞n=۱

۴٢Axiom of dependent choice
۴٣Axiom of choice
۴۴Axiom of countable choice

گردید: اثبات زیر مقاله�ی در بار اولین م ح ۴۵این
Blair, Charles E. The Baire category theorem implies the principle of
dependent choices. Bull. Acad. Polon. Sci. Sér. Sci. Math. As-

tronom. Phys. 25 (1977), no. 10, 933–934

٢٣



اعضای از {fn(m)}∞n=۱ mدنباله�ی طبیع عدد هر برای ه این با است
f : N → X تابع ی �توان م اه آن ول ثابتباشد. بعد به جای Xاز
است کاف باشد. مذکور دنباله�ی حدِ متری این در که کرد معرف
بزرگ کاف اندازه�ی به nهای ازای به fn(m) ∈ X با برابر را f(m)

که را فضا از ال چ و باز زیرمجموعه�های تا آماده�ایم حال یریم. ب
دهید: قرار کنیم. معرف گردد اعمال آنها به بئر قضیه�ی باید

Un = ∪m>n ∪(a,b)∈R {f ∈ XN | f(n) = a, f(m) = b}

این با است k > n وجودِ با معادل f ∈ Un که چرا است باز Un

بازِ گوی در که gای : N → X توابع حال و f(n)Rf(k) که ویژگ
داشته مطابقت آن با {۱, . . . , k} بر باید واقعند f از ۲−k−۱ شعاع به
f(k) و f(n) ترتیب به مقادیرِ k و n در �الخصوص عل و باشند
چون آنجا از و g(n)Rg(k) �دهد م نشان که امری کنند، اتخاذ را
رابطه�ی برای که �ای ویژگ از هم Un بودنِ ال چ .g ∈ Un :k > n

یرید.عنصرِ ب دلخواه را h : N → X �شود: م حاصل فرضشده R
تابع ،k > n هر برای پس .g(n)Rt آن برای که است موجود t ∈ X

Un به �شود، م گرفته درنظر h با N−{k}برابر بر و t برابرِ k در که fk

به h(m) = fk(m) چون علاوه به .fk(n)Rfk(k) زیرا دارد تعلق
دنباله�ی لذا .d(h, fk) ≤ ۲−k داشت خواهیم ،m = k در احتمالا جز
Un بودنِ ال چ آنجا از و راست هم h به Un اعضای از {fk}k>n

قضیه�ی در که آن از (نسخه�ای بئر قضیه�ی بنابر حال �آید. م بدست هم
دنباله�ی �توان م پس است. موجود f ∈ ∩∞

n=۱Un ی شده) بیان ١
که برگزید چنان را طبیع اعداد از k۱ < k۲ < . . . صعودیِ اکیداً
است مطلوب انتخابِ تابع همان این .n هر برای f(kn)Rf(kn+۱)

X عناصرِ از {xn}∞n=۱ دنباله�ی ،xn := f(kn) دادنِ قرار با که چرا
�کند. م صدق n هر برای xnRxn+۱ در که �شود م انتخاب

جابجای جبر در بئر قضیه�ی از کاربردی ۶
کردیم، شروع بئر قضیه�ی ِ توپولوژی و آنالیزی عمدتاً نتایج با بحثرا
و پرداختیم منطق و مختلط توابع در آن با مرتبط ام اح به ادامه در
برگرفته ۴۶ جبرجابجای در قضیه این از یز فت�ان ش کاربردی با حال
از منظور همه�جا قسمت این در �دهیم! م خاتمه مقاله این به [٧] از

است. دار» ی و جابجای «حلقه�ی «حلقه»،
است اول»۴٧ ایده�آل�های از «اجتناب مقدمات گزاره�ی تعمیم ما هدف

�شود: م بیان کارشناس دوره�ی جبر دروس در که
و حلقه ی A کنید فرض . اول ایده�آل�های از اجتناب قضیه�ی
A از a ایده�آلِ برای اگر باشند. آن از اول ایده�آل�های p۱, . . . , pn

کرد. معرف من به پورن دکتر را بئر قضیه�ی از کاربرد ۴۶این
۴٧Prime avoidance theorem

باشد: piها از ی در مشمول a باید اه آن ،a ⊆ ∪n
i=۱pi باشیم داشته

.۱ ≤ i ≤ n ی ازای به a ⊆ pi

x عنصرِ ی اه آن ،i هر برای a ! pi اگر که �کند م بیان واقع در این
مواردی �کند. م «اجتناب» piها تمام از که دارد وجود a ایده�آلِ در
گنجانده زیر تمرین در اول ایده�آل�های از اجتناب قضیه�ی با رابطه در

شده�اند.

بیان اینجا در که آنچه از قوی�تر م ح مراجع برخ در .٢٨ تمرین
گرفته نظر در اول» ایده�آل�های از اجتناب «قضیه�ی عنوان به گردید
a, p۱, . . . , pn و n ≥ ۲ کنید است:«فرض شرح این به که �شود م
اه آن .a ⊆ ∪n

i=۱pi که ویژگ این با باشند A حلقه�ی از ایده�آل�های
حداقل ازای به نباشند، اول p۱, . . . , pn ایده�آل�های از تا دو حداکثر اگر

«.a ⊆ pi داشت خواهیم ۱ ≤ i ≤ n ی

کنید. ثابت n = ۲ برای را فوق م ح الف)

: (راهنمای کنید. ثابت n ≥ ۲ بر استقرا با را مذکور م ح ب)
فرض از رسیدن برای است. (الف) قسمت همان استقرا پایه�ی
حالت به را مسأله n ≥ ۳ حالت در استقرا، م ح به استقرا
در ول باشد مشمول p۱, . . . , pn اجتماع در a که دهید تقلیل
کلیت از شدن کاسته بدون خیر. آنها از −nتای ۱ هیچ اجتماع
۱ ≤ j ≤ n هر برای سپس است. اول pn کرد فرض �توان م
بررس با و کنید انتخاب xj ∈ a− ∪۱≤i≤n,i ̸=jpi عنصرِ ی

کنید.) میل ت را حل x۱ . . . xn−۱ + xn ∈ a

اول ایده�آل�های از اجتناب قضیه�ی از ر دی صورت�بندیِ ی پ)
نامتناه میدان ی شامل A حلقه�ی �شود:«اگر م بیان ونه این

a ⊆ ∪n
i=۱pi ،A از a, p۱, . . . , pn ایده�آل�های برای اه آن باشد،

گزاره این دربردارند.» را a piها از ی حداقل که �دهد م نتیجه
نامتناه میدان بر برداری فضای ی : (راهنمای ثابتکنید. را
قابل سره�اش زیرفضاهای از متناه تعدادی اجتماع صورت به

نیست.) بیان

خارج�قسمت حلقه�ی ت)
Z[x, y]
(x۲, y۲)

،(ȳ) ،(x̄) ایده�آل�های برای کنید تحقیق یرید. ب نظر در را
داریم: حلقه این از (x̄, ȳ) و (x̄+ ȳ)

(x̄, ȳ) = (x̄) ∪ (ȳ) ∪ (x̄+ ȳ)

ایده�آل سه از هیچ�ی زیرمجموعه�ی چپ سمتِ که حال در
هیچ�ی که یرید ب نتیجه نیست. راست سمت در شده ظاهر
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این در که اول ایده�آل�های از اجتناب قضیه�ی از نسخه�ای دو از
�توان نم ر دی عبارت به نیستند. ارتقا قابل شدند، بیان تمرین
تعداد داشتیم، مسأله ابتدای در که نخست صورت�بندیِ در
صورت�بندیِ در یا گرفت بیشتر دو از نیستند اول را ایده�آل�های
نمود. حذف را میدان بودنِ نامتناه شرط (ج)، در شده ارائه

شمارا حالت به را ایده�آل�های از اجتناب قضیه�ی که است آن هدف
که حالت در a ⊆ ∪∞

i=۱pi صورت در که کنیم بررس و دهیم تعمیم
خواهد piها از ی در مشمول a لزوماً آیا باشد، اول pi ایده�آلِ هر

است: منف پاسخ کل حالت در خیر؟ یا بود
هر ه آن دلیل به ،Q[x, y] چندجمله�ایِ حلقه�ی در .٢٩ مثال
(x, y) ماکسیمالِ ایده�آل برای دارد تحویل�ناپذیر عامل چندجمله�ای

نوشت: �توان م
(x, y) = ∪f(۰,۰)=۰ با تحویل�ناپذیر f∈Q[x,y](f)

شده�اند ظاهر Q[x, y] از اول ایده�آل شمارا تعدادی راست، سمتِ در
�تواند م وقت تنها (x, y) ⊆ (f) ،f چندجمله�ایِ هر برای که حال در
ی یعن .y و x از باشد مشترک عامل Q[x, y] در f که دهد رخ

از هیچ�ی بالا تساوی در پس باشد. ناصفر و ثابت چندجمله�ایِ
نیستند. (x, y) شامل (f) ایده�آل�های

قضیه�ی م ح ه آن منظور به �دهد، م نشان بالا مثال که همان�گونه
باید بماند، باق درست شمارا حالت در اول ایده�آل�های از اجتناب

کنیم. محدود حلقه�ها از خاص کلاس به را خود
اثبات در بخواهیم اگر قطعاً بود! جبری صحبت�ها همه�ی اینجا تا
توپولوژی فضای ی با باید کنیم، استفاده بئر قضیه�ی از چیزی

است: زیر تعریف مضمون این باشیم. داشته سروکار
۴٨« a-ادی حلقه�یA.«توپولوژیِ از یرید ب ایده�آل را a تعریف٣٠.
حلقه�ی ی به را حلقه این که است تای ی توپولوژی A حلقه�ی بر
حول بازهای برای پایه�ای که گونه�ای به �کند م تبدیل ۴٩ توپولوژی

از: عبارتند توپولوژی این در ۵٠ صفر
A ⊇ a ⊇ · · · an ⊇ · · ·

x ∈ A حولِ بازی U زیرمجموعه�ی توپولوژی این در ر دی عبارت به
باشیم داشته n طبیع عدد ی ازای به اگر وتنها اگر دربردارد را

.۵١x+ an ⊆ U

۴٨a-adic topology
و جمع که ویژگ این با دارد نیز را توپولوژی فضای ی ساختار که ۴٩حلقه�ای

پیوسته�اند. آن در ضرب و تفریق
تا ی طور به همان عنصر حول بازهای ، توپولوژی گروه ی در که کنید ۵٠توجه

�کنند. م مشخص را توپولوژی
S و است حلقه از عضوی x آن در که x + S نمادگذاریِ از منظور ۵١همه�جا

.{x+ s | s ∈ S} زیرمجموعه�ی از است عبارت حلقه، از زیرمجموعه�ای

یا بودن کامل از �توان م ، توپولوژی فضای ی داشتن با قطعاً
از عبارتند کوش دنباله�های قبل تعریف در گفت: سخن آن نبودن
ازای به n هر برای که ویژگ این با {xµ}∞µ=۱ صورتِ به دنباله�های
.xµ − xν ∈ an باشیم: داشته بزرگ کاف اندازه�ی به νهای و µ

برای که است آن معنای به x ∈ A به کوش دنباله�ی این رای هم
an در xµ − x بزرگ، کاف اندازه�ی به µهای ازای به an ایده�آلِ هر
معن این به a-ادی توپولوژیِ در A حلقه�ی بودن کامل شود. واقع
باشد. داشته تا ی حدی آن در کوش دنباله�ی هر که �شود م تعریف
که معن این به کرد کامل را آن �توان م فضا نبودنِ کامل صورت در
کوش دنباله�ی دو نشاند۵٢. کامل فضای ی در را آن ال چ طور به
داشته n هر برای اگر �شوند �م نامیده معادل {yµ}∞µ=۱ و {xµ}∞µ=۱

شود. اختیار بزرگ کاف اندازه�ی به n هرگاه xµ − yµ ∈ an باشیم
کوش دنباله�های تمام آن در که کرد معرف فضای �توان م حال
�کند. م معین را آن از Aنقطه�ای در کوش دنباله�ی هر و هستند را هم
هم�ارزیِ کلاس�های تمام از ل متش Â مجموعه�ی که صورت این به
توپولوژی به مجهز را آن و گرفت نظر در را A در کوش دنباله�های
دنباله�ی به Aرا از عضو هر Aکه → Â اشتِ ن آن در که نمود تای ی
مفهوم همان این است. پیوسته �برد م ثابتند جملاتش که �ای کوش
در دارد. بسیاری کاربردهای جابجای جبر در که است ۵٣ میل» «ت
نقاط جمع و ضرب آن تبع به و کوش دنباله�های جمع و ضرب اینجا
Â فضای به پیوسته طور به A حلقه�ی اعمال واقع در و دارد معن Â
این �کنند. م بدل توپولوژی حلقه�ی ی به را آن و �یابند م گسترش
-a توپولوژیِ در A میل «ت جبرجابجای در که است چیزی همان
حلقه�ی صورت این در که داد نشان �توان م �شود. م نامیده « ادی
حلقه�ای. همریخت Aی → Â و بود خواهد کامل ۵۴ Â ِ توپولوژی
جابجای جبر کتاب از ١٠ فصل به مباحث این دقیق�تر بررس برای

کنید. مراجعه �دونالد» «عطیه-م
اول عددی p آن در که a = pZ و A = Z اگر .٣١ مثال
هر بود. خواهد ۵۵ p-ادی صحیح اعداد حلقه�ی Â اه آن است،
داریم آن در که است ∑∞

n=۱ anp
n نامتناه سری ی آن عنصر

دنباله�ی حد عنوان به �توان م را عضو این واقع در ۰ ≤ an ≤ p − ۱

ی عنوان به کرد. تلق Z اعضای از {∑k
n=۱ anp

n}∞k=۱ کوش
ن مم و نداریم سروکار متری فضاهای با اینجا چون که کرد توجه باید ۵٢البته
تا ی دنباله حد نتیجه در و نبوده هاسدورف شده معرف توپولوژی در A حلقه�ی است
نشود. �به�ی ی A → Â ر دی عبارت به یا نباشد صحیح «نشاندن» لفظ شاید نباشد،

۵٣completion
کرد: معرف صریح طور به را حلقه این �توان م واقع ۵۴در

Â = lim
←

A

an

است. inverse limit وس» مع «حد نمادِ lim← آن در که
۵۵p-adic integers
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میدانِ در ضرایب با n-متغیره چندجمله�ای�های حلقه�ی ر، دی مثال
از ناش توپولوژی به که A = k[x۱, . . . , xn] یرید: ب نظر در را k
حلقه�ی Â است. شده مجهز m = (x۱, . . . , xn) ماکسیمالِ ایده�آل
k[[x۱, . . . , xn]] یا k در ضرایب با n-متغیره صوری توان سری�های

بود. خواهد
شمارا حالت در اول ایده�آل�های از اجتناب بئر، قضیه�ی کم به ما
۵٧(A,m) همچون نوتری۵۶ و موضع حلقه�های از دسته آن برای را
خود پستوجه هستند. کامل m-ادی توپولوژیِ در که �کنیم م ثابت
حلقه�ی که �کنیم م معطوف کامل و نوتری ، موضع حلقه�های به را
این از مثال�های k[[x۱, . . . , xn]] حلقه�ی و p-ادی صحیح اعداد
در ،(A,m) نوتریِ و موضع حلقه�ی برای که کنید توجه .۵٨ نوعند
�شود: م حاصل متر ی از m-ادی توپولوژیِ بودن، کامل حالت
x = y اگر �شود م گرفته صفر d(x, y) فاصله�ی ،x, y ∈ A برای
n ≥ ۰ آن در که �شود م تعریف ۱

۲n با برابر صورت این غیر در و
.x− y ∈ mn که ویژگ این با است �ای نامنف صحیح عدد بزرگترین
�کند م القا را فوق توپولوژی همان استو متری ی این ه آن تحقیق
d خوشتعریف دلیل مبهم، ته�ی ن تنها و است ان�پذیر ام سادگ به
است نتیجه�ای این .∩∞

n=۱m
n = {۰} که است آن معنای به که است

تساوی�ای چنین �کند م بیان که ۵٩ کرول اشتراک معروفِ قضیه�ی از
است. صادق نوتری و موضع حلقه�ی هر در �تر کل حالت در و A در
بود، خواهد بسته m-ادی توپولوژیِ در a همچون A از ایده�آل هر
a که است موجود x حولِ بازی اه آن ،x ∈ A − a اگر که چرا
داریم n نامنف صحیح عدد ی ازای به معادلا یا �کند نم قطع را
حلقه�ی در که �شود م ناش آنجا از هم این .(x + mn) ∩ a = ∅
در کرول اشتراک قضیه�ی بنابر x̄ ̸= ۰ عنصرِ ،Aa نوتریِ و موضع
ی حداقل در یعن حلقه، تای ی ماکسیمال ایده�آل توان�های از ی

ایده�آل�های از
(
m

a
)n =

mn + a

a
(n ≥ ۰)

آماده زیر قضیه�ی بیان برای همه�چیز حال نیست. واقع A
a حلقه�ی از

است:
کنید فرض . اول ایده�آل�های از اجتناب قضیه�ی تعمیم .٣٢ قضیه
بودن کامل معنای (به کامل و نوتری ، موضع حلقه�ی ی (A,m)

۵۶Noetherian
ایده�آل ی یعن است. (local) موضع حلقه�ی ی A که است آن ۵٧منظور

.m از است عبارت که دارد تا ی ماکسیمالِ
فضای ی میل ت از زیرا کاملند فضاهای توپولوژی حلقه�های عنوان به که ۵٨چرا
ی میل ت با که �کند م بیان جابجای جبر از قضیه�ای همچنین و شده�اند حاصل ر دی

به و نوتری نیز حاصل حلقه�ی ماکسیمالش، ایده�آل ی از حاصل توپولوژی در حلقه
بود. خواهد موضع علاوه

۵٩Krull’s intersection theorem

از دنباله�ای {pi}∞i=۱ و A از ایده�آل a باشد، ( m-ادی توپولوژیِ در
به a ⊆ pi باید ،a ⊆ ∪∞

i=۱pi اگر اه آن حلقه. این اولِ ایده�آل�های
.i ≥ ۱ ی ازای

piها همچنین و a ،A کامل متری فضای در اثبات.
متری فضای ی ساختار a بنابراین و بسته�اند زیرمجموعه�های

توجه با که کامل متری فضای �برد. م ارث به A از را کامل
اجتماع عنوان به a = ∪∞

i=۱(a ∩ pi) صورت به ،a ⊆ ∪∞
i=۱pi به

ی حداقل باید ٢ قضیه�ی از شده. نوشته بسته�اش زیرفضاهای
اگر باشد. درون نقطه�ی دارای a فضای از a ∩ pi زیرمجموعه�ی
a با x حولِ A از بازی اشتراک باید بنامیم، x را نقطه�ای چنین
توپولوژی از که توصیف به توجه با ول .a ∩ pi در باشد مشمول
است n ∈ N و x ∈ a وجودِ معنای به این گردید، ارائه m-ادی
خواهیم نتیجه این از .a ∩ (x + mn) ⊆ a ∩ pi که ویژگ این با
ایده�آل داخل تمام به ایده�آل این لذا و ۱ /∈ a .a ⊆ pi که گرفت
دلخواه، y ∈ a ی برای پس دارد. قرار m یا حلقه تای ی ماکسیمال
فوق شمول بنابر که x+ yn ∈ a ∩ (x+mn) پس .yn ∈ a ∩mn

اینجا شمول، همان بنابر که حال در x+ yn ∈ a ∩ pi �کند م ثابت
اول pi چون که yn ∈ pi پس دارد. تعلق راست سمتِ به هم x

�دهد. م بدست را a ⊆ pi آنجا از و y ∈ pi است،
است. ضروری حلقه بودنِ کامل شرط اینجا که است ذکر به لازم
قضیه�ی حالتشمارای برای ٢٩ مثال در شده نقضارائه مثال که چرا
ماکسیمالِ ایده�آل در Q[x, y] حلقه�ی اگر ، اول ایده�آل�های از اجتناب
ی از مثال لذا و �کند م کار هم باز شود موضع هم (x, y)

آن برای ٣٢ قضیه�ی م ح که �دهد م ارائه موضع و نوتری حلقه�ی
توپولوژی در Q[x, y](x,y) که است دلیل آن به این نیست. صادق
هم اینجا �توان م البته نیست۶٠. کامل ماکسیمالش ایده�آل از حاصل
٣٢ قضیه�ی در بودن کامل شرط و داد ارائه ری دی صورت�بندی�های
جبری ،A ونوتریِ موضع حلقه�ی ه این مثلا ری دی شرط�های با را

.[٧] به کنید رجوع کرد. زین جای باشد ناشمارا میدان ی بر
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Rn در توپولوژی بازِ گوی�های آیا
دیفئومورف�اند؟

ک.

مقدمه
D ، یعن که باشد، توپولوژی بازِ n-گوی ی D کنید فرض
همسانریخت ،Bn باز n-گوی با که باشد Rn در بازی زیرمجموعه�ی
این پاسخ است؟ دیفئومورف Bn با D آیا صورت، این در است.
،n ̸= ۴ که زمان است: کننده غافل�گیر بسیار ، طبیع سئوالِ
C∞ باشد، همسانریخت Bn با که Rn در بازی مجموعه�ی هر
برقرار n = ۴ ازای به گزاره این اما است، نیز Bn با دیفئومورف

نیست!
n-گوی اگر اما هستند. غیرمقدمات فوق، نتایج اثبات روش�های
مقدمات پاسخ تا قادریم باشد، ستاره�گون نظر، مورد توپولوژی

n-گوی هر اضافه، شرط این با حقیقت در بیابیم. فوق سئوال برای
تا قادریم هم�چنین است. Bn با دیفئومورف C∞ ، توپولوژی باز
حفظ نیز را راستاها که بسازیم گونه�ای به را نظر مورد دیفئومورفیسم
بعد روی محدودیت هیچ�گونه حالت، این در که کنید توجه کند.

ندارد. وجود
دیفئومورفیسم ساختن مراحل نمادگذاری، اندک از پس و ادامه در
مسأله�های قالب در مراحل، این کرد. خواهیم تعقیب را نظر مورد

نخست پاسخ�ها، مرور از پیش که �کنیم م پیشنهاد و شده�اند تنظیم
بیابید. آن�ها برای را خود پاسخ

نمادگذاری
تعریف r > ۰ هر برای و باشد Rn در اقلیدس نرم ||.|| کنید فرض

کنید:
Sr = {x ∈ Rn | ||x|| = r}

Br = {x ∈ Rn | ||x|| < r}

هر برای که باشد پیوسته تابع µ : S۱ → R۱ کنید فرض هم�چنین
تعریف زیر صورت به را Uµ ⊂ Rn باز مجموعه و µ(θ) > ۰ ،θ ∈ S۱

کنید:
Uµ = {x ∈ Rn | x = ۰ یا ۰ < ||x|| < µ(x/||x||)}

تعریف تابع را µ تابع باشد، شده تعریف فوق صورت به Uµ اگر
�نامیم. م Uµ کننده�ی

١
کنید فرض و باشد U کننده تعریف تابع µ : S۱ → R۱ کنید فرض
هم�چنین .R = sup{µ(θ) | θ ∈ S۱} و r = inf{µ(θ) | θ ∈ S۱}
دهید نشان صورت این در یرید. ب نظر در ۰ < r۰ < r با را r۰ ثابت

که: طوری به دارد وجود {µi : S۱ → R۱}∞i=۱ توابع دنباله که

r۰ < µ۱(θ) < µ۲(θ) < · · · الف)

µi+۱(θ)− µi(θ) > ۰ ب)

.µi → µنواخت ی صورت به S۱ روی ج)

که: طوری به یرید ب نظر در را {ϵi}∞i=۱ دنباله�ی پاسخ.

ϵi > ۰ (i)

ϵi > ϵi+۱ (ii)

ϵ۱ < r − r۰ (iii)

limi→∞ ϵi = ۰ (iv)

علاوه به و ۰ < δi < ϵi بنابراین .δi = ϵi − ϵi+۱ کنید فرض
µ̃i = µ−ϵi+

δi
۲ با را µ̃i : S۱ → R۱ پیوسته توابع .limi→∞ δi = ۰

µ(θ)−ϵi+۱ و µ(θ)−ϵi بین میان نقطه µ̃i(θ) نتیجه در تعریفکنید.
چنان باشد C∞ تابع µi : S۱ → R۱ کنید فرض ،i هر برای است.
چنین (وجود |µi(θ)− µ̃i(θ)| < δi

۴ باشیم داشته θ ∈ S۱ هر برای که
صورت این در است). استون-وایرشتراس قضیه از نتیجه�ای ، تابع

�کند. م صدق (ج) تا (الف) شرایط در وضوح به {µi}∞i=۱

٢
فرض و آمده�اند دست به (١) مسأله در که یرید ب همان�های را µiها

تعریف هم�چنین باشد. µ۰ ≡ r۰ ثابت تابع µ۰ : S۱ → R۱ کنید
.Ri = sup{µi(θ)|θ ∈ S۱} و ri = inf{µi(θ)|θ ∈ S۱} کنید
و A۱ = R۱ رابطه با استقرای صورت به را Ai ثابت�های علاوه به
دنباله�ی که دهید نشان حال کنید. تعریف Ai+۱ = Ri+۱(Ai/ri)

،i هر برای که طوری به دارد وجود {ηi : Rn → R۱}∞i=۰ توابع
Rn\{۰} روی (θ, r) قطب مختصات در و است C∞ ،ηi : U → R۱

ηi که یرید ب نتیجه آن از و ηi(θ, r) = Ai
µi(θ)

،(θ ∈ S۱ و r > ۰)
.ηi ≥ ۱ ،U روی هم�چنین و است غیرنزول شعاع�ها روی

٢٨



توسط که باشد مجموعه�ای Ui = Uµi فرضکنید i هر برای پاسخ.
و Ūi ⊂ Ui+۱ ،i هر برای صورت این در است. شده تعریف µi

به توجه با و U۰ = Br۰ که کنید توجه ضمن در .U = ∪∞
i=۱Ui

.R۰ < R۱ < · · · و r۰ < r۱ < · · · داریم Riها و riها تعریف
هم�چنین:

Ai+۱/Ri+۱ = Ai/ri ≥ Ai/Ri = Ai−۱/ri−۱ ≥ · · · ≥

≥ A۱/R۱ = ۱

که: طوری به باشد C∞ تابع ی α : R۱ → R۱ کنید فرض حال
.t ≥ ۱ اگر α(t) = ۱ و t ≤ ۰ اگر α(t) = ۰ (i)

.t ∈ (۰, ۱) اگر α′(t) > ۰ (ii)
توجه و یرید ب نظر در را Rn در (θ, r) قطب مختصات هم�چنین
محدود S۱ روی مختصات نقشه ی به θ و r > ۰ اگر که کنید
است. Rn\{۰} روی مختصات نقشه�ی ی (θ, r) آن�گاه باشد، شده
استقرای صورت به را ηi : Rn → R۱ اشت�های ن از {ηi}∞i=۰ دنباله

و η۰ = ۱ با

ηi(θ, r) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

۱ r = ۰ اگر
(
۱ − α(

r − µi−۱(θ)

µi(θ)− µi−۱(θ)
)
)
ηi−۱(θ, r) r ̸= ۰ اگر

+ α
( r − µi−۱(θ)

µi(θ)− µi−۱(θ)

) Ai

µi(θ)

کنید. تعریف
((θ, r) ∈ Ūi−۱ (یعن ۰ < r ≤ µi−۱(θ) ازای به که کنید توجه
داریم r ≥ µi(θ) ازای به هم�چنین و ηi(θ, r) = ηi−۱(θ, r) داریم
باشد ۰ ≤ r < r۰ = R۰ که زمان خصوص به .ηi(θ, r) = Ai

µi(θ)

است. C∞ تابع ی ηi : U → R۱ هر بنابراین هستند. ١ متحد ηiها
ηi−۱(θ, r) = Ai−۱/µi−۱(θ) آن�گاه (θ, r) ∈ Ui\Ui−۱ اگر علاوه به

هم�چنین و
Ai/µi(θ) ≥ Ai/Ri = Ai−۱/ri−۱ ≥ Ai−۱/µi−۱(θ)

بازه هر در ηi یرید)، ب ثابت را θ) r *→ (θ, r) شعاع هر طول در لذا
که شعاع هر روی در نتیجه در و است غیرنزول [µi−۱(θ), µi(θ)]

بنابراین ηi(θ, ۰) = ۱ هم�چنین است. غیرنزول �شود، م آغاز مبدا از
.ηi ≥ ۱ ،U روی

٣
نظر در fi(θ, r) = (θ, ηi(θ, r)r) ضابطه با را fi : U → Rn توابع
نشان شدند). ظاهر (٢) مسأله در که هستند همان�های ηiها ) یرید ب

است. U روی C∞ اشت ن f(x) = limi→∞ fi(x) که دهید

C∞ اشت�های ن fiها لذا .fi(x) = ηi(x).x که کنید توجه پاسخ.
.η(x) = limi→∞ ηi(x) فرضکنید .fi|Ūi−۱

= fi−۱|Ūi−۱
و هستند

و η لذا f |Ui = fi|Ui و η|Ui = ηi|Ui ،Ūi−۱ ⊂ Ui ه این به توجه با
استقرای تعاریف که کنید توجه هستند. U روی C∞ اشت�های ن f

انتظار �توان م اما معتبرند، x ∈ Rn هر برای (٢) مسأله�ی و فوق
اگر حت نباشند، مشتق�پذیر ∂U = Ū\U روی f یا و η که داشت

باشند. مشتق�پذیر آن روی fiها و ηiها

۴
U ⊂ Rn اگر که دهید نشان (٣) مسأله در آمده دست به f کم به
آن�گاه باشد، شده تعریف µ : S۱ → R۱ پیوسته�ی اشت ن وسیله�ی به
حفظ نیز را راستاها که دارد وجود h : U → B۱ ،C∞ دیفیومورفیسم

�کند. م

باشد. S۱ روی مختصات θ = (θ۱, . . . , θn−۱) کنید فرض پاسخ.
محاسبه U\{۰} در (θ۱, . . . , θn−۱, r) مختصات در را Df حال

�کنیم. م
داریم: U\{۰} در که کرد مشاهده �توان م سادگ به

Df =

(
In−۱ ۰
∗ r ∂ηi

∂r + ηi

)

لذا است. (n − ۱) × (n − ۱) همان ماتریس In−۱ آن در که
غیرنزول ثابت) θ) r-راستا در ηi طرف از .det(Df) = r ∂ηi

∂r +ηi

ηi ≥ ۱ و r ≥ ۰ ه این به توجه با هم�چنین .∂ηi

∂r ≥ ۰ بنابراین و است
همسای در طرف از .U\{۰} در det(Df) > ۰ که �شود م نتیجه

f ه این به توجه با است. ون ناتبه U روی f بنابراین ،f = id مبدأ،
که گرفت نتیجه �توان م ηi ≥ ۱ و �کند م حفظ را r *→ (θ, r) شعاع
Ri+۱/ri ≥ ۱ و Ai+۱ = Ri+۱Ai/ri که آن�جا از است. ی به ی f
یا و limi→∞ Ai = +∞ یا لذا .A۱ ≤ A۲ ≤ · · · که �شود م نتیجه

:θ ∈ S۱ هر برای .limi→∞ Ai = A < ∞
lim

t→µi(θ)
f(θ, t) = lim fi(θ, t)

= lim(θ, ηi(θ, t)t)

= (θ, Aiµi(θ)/µi(θ))

= (θ, Ai)

نتیجه در است). شده محاسبه t < µi(θ) مقادیر تمام روی (حد
و f(U) = Rn یا لذا و f(Ui) = BAi ،i = ۱, ۲, . . . هر برای
C∞ دیفیومورفیسم ساختن نهایت در .f(U) = BA ،A < ∞ یا
این به است. آسان BA → B۱ یا و Rn → B۱ که راستای حافظ

�شود. م حاصل مطلوب ترتیب
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دوم) (قسمت خمینه�ها روی آنالیز
صادق سعیدی حاج احمدرضا

وینر-هوپف رهای عمل ١
توانستیم پرداختیم. فردهلم رهای عمل بررس به ، مقاله١ قسمتقبل در
یا فشرده ر عمل ی توسط رها عمل این در اختلال ی کنیم ثابت
تغییر را آنها اندیس، ، کوچ کاف اندازه به نرم با کراندار ر عمل ی
تا ی همبندی مولفه ی صحیح عدد هر که دیدیم همچنین �دهد. نم

�کند. م مشخص فردهلم رهای عمل فضای در
رهای عمل نام به فردهلم رهای عمل از رده�ای بررس به قسمت این در
رها عمل این اندیس که دید خواهیم ویژه به �پردازیم. م وینر-هوپف٢
توپولوژی تماماً کمیت ی برابر است، شده تعریف تحلیل کاملا که

قضیه این با اندیس نظریه در حرکت جدی�ترین دلیل همین به است.
است، مشهور گوبرگ-کرین”٣(١٩۵۶) اندیس گسسته ”فرمول به که
کل حالت که (١٩۶٣) ر”۴ عطیه-سین اندیس ”فرمول به و شد آغاز
تا را ابتدای قضایای و تعاریف ابتدا در شد. بدل خمینه�هاست روی آن
کل حالت برخ و اصل قضیه اثبات به سپس �کنیم، م بیان نیاز حد

�پردازیم. م آن
X ) داریم کار و سر نزدی طور به زیر خط فضاهای با مقاله این در

است): آن روی اندازه ی همراه به توپولوژی فضای ی
نرم با X روی مختلط مقادیر با پیوسته توابع فضای C ۰(X) (١)

∥ f ∥∞= sup{| f(x) | | x ∈ X} سوپریمم،
X روی رالپذیر انت مطلقاً مختلط مقادیر با توابع فضای L۱(X) (٢)

∥ f ∥۱=
∫
X | f | نرم با

Xبا روی رالپذیر انت مربع مختلط مقادیر با توابع فضای L۲(X) (٣)
⟨f, g⟩۲ =

∫
X fḡ داخل ضرب

ران ن برای جای اما نباشد، آشنا اندازه نظریه با خواننده است ن مم
واحد X(دایره = S۱ مثل آشنای متری فضاهای با ما چون نیست،

کرد. خواهیم Xکار = Rn و (C یا R۲ در
باناخ�اند. فضاهای L۱(Rn) و L۱(S۱) ،C ۰(S۱) فضاهای .١ مثال

هیلبرت�اند. فضاهای L۲(Rn) و L۲(S۱) همچنین
زیرفضای .{zn|n ∈ Z} دارد: طبیع شادر پایه L۲(S۱)ی .٢ مثال
(Span{zn|n ∈ Z})شود� م تولید {zn|n ≥ k}توسط که هیلبرت
را H۰ روی L۲(S۱) متعامد تصویر ر عمل �دهیم. م نمایش Hk با را

�دهیم. م نشان P با نیز
٩٢ بهار ،۴ شماره شریف، ریاض ١مجله

٢Wiener-Hopf Operators
٣Discrete Gohberg-Krein Index Formula
۴Atiyah-Singer Index Formula

Mf : L۲(S۱) → L۲(S۱) و f ∈ C ۰(S۱) کنیم فرض .٣ تعریف
شمول. ر عمل i : H۰ → L۲(S۱) وهمچنین باشد f در ضرب ر عمل
تعریف P ◦ Mf ◦ i ترکیب توسط را H۰ روی Tf کراندار ر عمل
وابسته توپلیتز۵ ر عمل یا وینر-هوپف (گسسته) ر عمل آن به و �کنیم م

�گوییم. م f به
f (→ ،T : C ۰(S۱) → B(H۰) ر عمل که است واضح تعریف از

.∥ Tf ∥≤∥ f ∥∞ و است کراندار ر عمل ی ،Tf∑∞
n=−∞ û(n)zn نمایش �توان م u ∈ L۲(S۱)هر برای �پس این از

n-ام فوریه ضریب را û(n) = ⟨u, zn⟩۲ آن در که گرفت نظر در را
داشت: خواهیم ،u ∈ H۰ برای بنابراین نامیم. � م

T̂f (u)(n) =
∑∞

k=۰ f̂(n− k)û(k)

رهای عمل Kزیرفضای و �دهیم م نمایش B با B(H۰)را راحت برای
نظر در را π : B → B/K تصویر اشت ن �کنیم. فرضم B در فشرده

.πT (fg) = πT (f)πT (g) داد خواهیم نشان یرید. ب
نیز πT پس است؛ پیوسته ری� عمل π دانیم م اول قسمت مقاله از
از عناصری با توان م را C ۰(S۱) از هرعضو که آنجا از است. پیوسته
کاف زد، تقریب دارد، ناصفر فوریه ضرایب متناه تعداد که C ۰(S۱)
متناه تعداد دو هر که کنیم ثابت های g و f برای را فوق م ح است

f =
∑m

t=−m f̂(t)zt کنیم فرض پس دارند. ناصفر فوریه ضریب
f̂g(p) =

∑∞
k=−∞ f̂(p − که آنجا از .g =

∑n
t−n ĝ(t)z

t و
داریم k ≥ m+ n برای k)ĝ(k)

TfTg(zk) = Tf (
∑n

t=−n ĝ(t)z
t+k) =

∑n
t=−n

∑m
s=−m f̂(s)ĝ(t)zs+t+k = Tfg(zk)

Hm+n ⊂ شمول به توجه با .TfTg |Hm+n= Tfg |Hm+n بنابراین
TfTg − Tfg نتیجه در و ، است متناه codim(Hm+n) ،H۰

نتیجه �توان م قبل مقاله از پس است. متناه رتبه از ری عمل
.πT (fg) = πT (f)πT (g)گرفت

πT (۱) = π(Id) = {Id+وضوح به �داریم. برم را بعدی قدم اکنون
داریم: باشد، ناصفر جا fهمه ∈ C ۰(S۱) اگر بنابراین .K | K ∈ K}

πT (f)πT (f−۱) = πT (۱) = π(Id)

مقاله قبل قسمت بنابر و است پذیر وارون π(Tf ) �گیریم م نتیجه و
ر عمل این اندیس محاسبه به اکنون است. فردهلم ر عمل ی Tf

Tzn = پس Tzn(zk)؛ = zn+k داریم n ∈ Z به�ازای �پردازیم. م
قبل مقاله در shift ر Tzn(عمل = (shift−)|n| یا (shift+)n
کنیم فرض اکنون .index(Tzn) = −n بنابراین و شده�بود) معرف
توپولوژی یا توپولوژی از اما باشد. ناصفر همه�جا f ∈ C ۰(S۱)
توابع از گذر با پیوسته طور به را f �توان م که �دانیم م دیفرانسیل
از منظور . ۶ m = W (f, ۰) آن در که کرد تبدیل zm به ناصفر همه�جا
آنجا از و است پیوسته T چون است. ۰ حول f Wعددچرخش (f, ۰)
پس �دهد نم تغییر را آن اندیس فردهلم تابع ی پبوسته تغییرات که
۵Toeplitz Operator

f : S۱ → مانند پیوسته مشتق با مشتق�پذیر تایع ی برای صفر حول چرخش ۶عدد
�شود. م Wداده (f, ۰) = ۱

۲πi

∫
S۱

f ′(z)
f(z) dz تساوی با C− {۰}

٣٠



index(Tf ) = −W (f, ۰)

کنیم: ثابت را زیر معروف قضیه توانستیم ما پس

f ∈ C ۰(S۱) گوبرگ-کرین)اگر اندیس گسسته (فرمول .۴ قضیه
−W (f, ۰) اندیس با فردهلم ری عمل Tf اه آن باشد ناصفر همه�جا

است.

که Tf ر عمل اندیس �کنیم م مشاهده قضیه این در که طور همان
ی که گردید f اشت ن چرخش عدد برابر است تحلیل کمیت ی
بست اشت ن این هوموتوپ کلاس به تنها و است توپولوژی کمیت

دیدگاه همین کمابیش اندیس نظریه در پیشرفته�تر بحث�های در دارد.
رال انت حسب بر را دیراک٧ ر عمل اندیس مثال برای است؛ حاکم
کلیفورد١٠ کلاف چرن٩ِ نسب مشخصه و خمینه مشخصه٨ کلاس�های
اینجا در مشهورست. ر عطیه-سین اندیس قضیه به که �آوریم م بدست
دیده مشخصه) توپولوژی(کلاس�های و ر) آنالیز(اندیسعمل از پیوندی

�شود. م
طبیع عدد ی N و �پذیر جدای هیلبرت فضای ی H کنیم فرض
هیلبرت فضای ی ساختار H⊗CNنیز که دید �توان م راحت به باشد.
تصویر اشت ن ،H = L۲(S۱)فرض با اکنون داراست. را �پذیر جدای
�شود. م تعریف طبیع طور به P : L۲(S۱) ⊗ CN → H۰ ⊗ CN

،fضرب�در اشت ن f : S۱ → GL(N,C) پیوسته اشت ن برای
تعریف قبل مشابه را ،Mf : L۲(S۱) ⊗ CN → L۲(S۱)⊗ CN

نمایش i با را L۲(S۱)⊗CN H۰در ⊗CN شمول اشت ن �کنیم. م
Tf : H۰ ⊗ CN → با را f با متناظر وینر-هوپف ر عمل �دهیم. م
�کنیم.اکنون م تعریف P ◦Mf ◦ i برابر و �دهیم م H۰نشان ⊗ CN

�کنیم: م بیان را قبل قضیه یافته تعمیم حالت

Tf ،f : S۱ → GL(N,C) پیوسته اشت ن هر برای .۵ قضیه
در آن هوموتوپ کلاس به تنها آن اندیس و است فردهلم ری عمل
.−W (det(f), ۰) با است برابر و است وابسته [S۱, GL(N,C)]

نمایش : است قبل قضیه مشابه حدوداً بودن فردهلم اثبات
با هم را f �گیریم. م نظر H۰⊗CNدر اعضای برای را (u۱, · · · , uN )

و fij که �گیریم م نظر در را های g و f قبل مانند �دهیم. م نشان [fij ]
fij =

∑m
t=−m f̂ij(t)zt و دارد ناصفر فوریه ضرایب متناه gijها
: داریم قبل مشابه استدلال با .gij = ∑n

t=−n ĝij(t)z
t و

برای TfTg(zk۱ · · · , zkN ) = Tfg(zk۱ · · · , zkN )
k۱ · · · , kN ≥ m+ n

دوم قسمت سراغ به اکنون است. قبل مشابه بودن فردهلم اثبات بقیه
هوموتوپ g و f اگر �شود م نتیجه T پیوست از �رویم. م قضیه
هستند همبندی مولفه ی در Tg و Tf فردهلم ر عمل دو اه آن باشند،
نمایش که یریم ب نظر در را fnای اکنون دارند. برابر اندیس نتیجه در و

دارد: را زیر
٧Dirac Operator
٨Charactristic Classes
٩Relative Chern Character
١٠Clifford Bundle

⎛

⎜⎜⎜⎝

zn

۱ ۰

۰
. . .

۱

⎞

⎟⎟⎟⎠

بود خواهد برابر Tfn اندیس قبل قضیه استدلال مانند بنابراین
چون و π۱(GL(N,C)) = Z داد نشان توان م .−n با
تزویج کلاس�های عنوان به �توان م را [S۱, GL(N,C)]اعضای
,S۱](ساختار GL(N,C)] = Zپس گرفت، π۱(GL(N,C))درنظر
در را [S۱, GL(N,C)] روی π۱(GL(N,C))از القای گروه
نماینده�های فوق ماتریس نمایش با توابع پس �گیریم). م نظر
H : پیوسته اشت ن هستند. [S۱, GL(N,C)] هوموتوپ کلاس�های
تعریف f (→ det f ضابطه با را C ۰(S۱, GL(N,C)) → C ۰(S۱)
را H∗ : [S۱, GL(N,C)] → [S۱,C\{۰}] القای اشت ن �کنیم. م
ایزومورفیسم ∗Hی H(fn)پس = zn که آنجا از �گیریم. م نظر در

�گیریم م نتیجه گفته�ایم، تاکنون که آنچه بنابر است.
index(Tf ) = −W (det(f), ۰)

رال انت رهای عمل ٢
اندیس که پرداخت خواهیم رال انت رهای عمل بررس به بخش این در
به فوق ر�های عمل که همانطور مربوط�اند پیوسته فوریه تبدیل به آن�ها
وینر-هوپف ر عمل به دلیل همین به داشتند. ارتباط گسسته فوریه تبدیل

�گوییم. م پیوسته وینر-هوپف ر عمل را آن به متناظر
صورت به F(f) = f̂ آن، فوریه تبدیل f ∈ L۱(Rn) ر عمل برای

�شود: م تعریف زیر
f̂(ξ) =

∫
Rn e−iξxf(x)dx

ضرب دارای L۱(Rn) همچنین .f̂ ∈ C ۰(Rn) کرد ثابت �توان م
است: کانولوشن١١ بنام شرکت�پذیر و جابه�جای

f ∗ g(x) :=
∫
Rn f(x− y)g(y)dy

هستند: دارا را زیر خواص کانولوشن و فوریه تبدیل
F−۱(f)(x) = و f̂ ĝ = f̂ ∗ g ، f̂g = (f̂ ∗ ĝ) (١)
باشند. L۲(Rn) به متعلق هم ĝ و f̂ ،g ،f اگر ۱

(۲π)nF(f)(−x)

آن در MpDqFکه = (−۱)|q|FDpMq (٢)
.| q |=

∑
qi و q = (q۱, · · · , qn) ،p = (p۱, · · · , pn) (i)

.Mp(x۱, · · · , xn) := Πxpi
i (ii)

.Dq := (−۱)|q|
∂q

∂x۱q۱ · · · ∂xn
qn

(iii)
برقرار پارسوال١٢ تساوی f, g ∈ L۱(Rn) ∩ L۲(Rn) برای (٣)

.⟨f, g⟩۲ = (۲π)−n⟨f̂ , ĝ⟩۲ و f̂ , ĝ ∈ L۲(Rn) است:
�دهیم م نشان f̃ با را f ∈ L۲(R) روی متناظر فوریه تبدیل (۴)
تعریف F̃ (f) = f̃(ξ) = d

dξ

∫∞
−∞

e−ixξ−۱
−iy f(x)dx توسط و

�کنیم. م
١١Convolution
١٢Parseval’s Equality

٣١



اما کرد تعریف را Kφ = φ∗ ر عمل �توان م φ ∈ L۱(R) هر برای
کرد: مشخص را آن برد و دامنه باید همه از پیش

است. کراندار ر عمل Kφی : L۲(R) → L۲(R)اشت ن .۶ لم
Kφ و Kφ(f) ∈ L۲(R) دهیم نشان باید f ∈ L۲(R) کنیم فرض

است: کراندار
| Kφ(f)(x) |۲≤

(
∫∞
−∞ | f(y) |۲| φ(x− y) | dy)(

∫∞
−∞ | φ(x− y) | dy) =

(
∫∞
−∞ | f(y) |۲| φ(x− y) | dy)(

∫∞
−∞ | φ(t) | dt)

بنابراین
∫∞
−∞ | Kφ(f)(x) |۲ dx ≤ (

∫∞
−∞ | φ(t) | dt)(

∫∞
−∞ |

f(y) |۲ dy)(
∫∞
−∞ | φ(x− y) | dx) =

(
∫∞
−∞ | φ(t) | dt)۲(

∫∞
−∞ | f(y) |۲ dy)

شد. ثابت م ح دو هر پس
و L۲(R+) هیلبرت فضای روی ری عمل عنوان به را Kφ پس این از

�گیریم: م نظر در زیر صورت به
Kφ(u)(x) =

∫∞
۰ φ(x− y)u(y)dy، x ∈ R+

�توان م را تعریف این اما برسد؛ نظر به عجیب کم تعریف این شاید
کرد: توجیه

C : {z ∈ C | ℑ(z) > ۰} → کیل تبدیل ضابطه از
�کنیم م استفاده �برد- م z−i

z+i به را z -که {z ∈ C | | z |< ۱}
ایزومتری ی اکنون �سازیم. م را κ : R → S۱ اشت ن و
دست به f (→

√
۲
f ◦ κ(x)
x+ i

ضابطه با U : L۲(S۱) → L۲(R)
H۰ = هیلبرت زیرفضای که دارد را خوب خاصیت این و �آید م
H̃۰ : هیلبرت زیرفضای به را f ∈ {L۲(S۱) | f̂(n) = ۰, n < ۰}
با اخیر هیلبرت فضای که �برد م {g ∈ L۲(R) | ĝ |(−∞,۰)= ۰}

است. ایزومتر L۲(R+)
کردیم. تعریف را P : L۲(S۱) → H۰ تصویر اشت ن قبل بخش در
تعریف نیز را P̃ = UPU−۱ : L۲(R) → H̃۰ متناظر تصویر اشت ن
شمول اشت ن و Mf با را f در ضرب f ∈ C ۰(R) برای �کنیم. م
وینر-هوپف (پیوسته) ر عمل �دهیم. م نشان i با را H̃۰ ⊂ L۲(R)
تعریف T̃f = P̃ ◦Mf ◦ i رابطه با را T̃f : H̃۰ → H̃۰ ،f با متناظر
Wf = داریم تعریف از g := f ◦ κ−۱ فرض با اکنون �کنیم. م
f = z + φ̂ اگر است. فردهلم ری عمل Wf ولذا U ◦ Tg ◦ U−۱

W̃f (h) = f̂ ∗ h̃ = داد نشان �توان م است. ثابت z ∈ C که
.zId+Kφ = F̃Wf F̃−۱ بنابراین .zh̃+∫∞

۰ φ(x− y)h̃(y)dy
�گیریم: م نتیجه پس

ناصفر جا همه ۱+ φ̂ فرضکه این با φ ∈ L۱(R) فرض�کنیم .٧ قضیه
ر عمل صورت این در است

Id+Kφ : L۲(R+) → L۲(R+)

Wاست. (۱ + φ̂, اندیس(۰ با فردهلم ری عمل

و ١٣ شبه-دیفرانسیل رهای عمل سمت به حرکت آغاز که قضیه این
گوبرگ-کرین فرمول از پیوسته صورت است، بیضوی١۴ رهای عمل
آینده در و هستند اندیس نظریه مرکزی هسته بیضوی رهای عمل است.

�پردازیم. م آن�ها تشریح به
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اسپینورها بر مقدمه�ای
کوره�چیان مهدی

مقدمه
کوانتوم دنیای و عام نسبیت و گرانش گستره دو به فیزی جهان

بوده ریاضیدانان و دانان فیزی دیرینه آرزوی این است. شده تقسیم
فیزی نظریات تمام توجیه برای واحدی نظریه و فرمالیسم بتوانند که

انجام ریاض نظر از زمینه این در کارهای اخیر دهه چند در کنند. ارائه
ایده باشد. م کلیفورد جبرهای ها آن ترین موفق از ی استکه شده
دانان فیزی توسط ریاض مفاهیم از ر دی بسیاری مانند ها آن پیدایش
با ذره�ای کوانتوم موج معادله توصیف برای دیراک است. شده ارائه
بعدها کند. م استفاده جبر این از ای هوشمندانه بصورت ۱

۲ اسپین
به و یافته توسعه عطیه١ مانند نام ریاضیدانان توسط مفهوم این
امروزه شود. م کشف آن فرد به منحصر های ویژگ و غنا تدریج
مانند فیزی های پدیده از بسیاری جبری فرمالیسم این از استفاده با
را دیراک معادلات ، ذرات اسپین ، خاص نسبیت ، ترومغناطیس ال
تواند م مند علاقه خواننده کرد. بیان واحد زبان ی توسط توان م
کند. مراجعه [٣] و [٢] منابع[١]و به مورد این در بیشتر گاه آ برای
cl(۱, ۳) کلیفورد گروه پنروز٢ راجر که باشد امر همین بخاطر شاید
داند. م کنیم م زندگ آن در که جهان کننده توصیف گروه را
در کلیفورد جبرهای معادل هندس مفهوم معرف برای او تلاش پس

رسد. م نظر به منطق کاملا عام نسبیت
جبری و هندس مفهوم خلاصه بطور تا شود م سع مقاله این در
اول جلد اصل منبع این�جا در گیرد. قرار بررس مورد اسپینورها٣

�باشد. م پنروز نوشته Spinors and space-timeکتاب

١Atiyah
٢Roger Penrose
٣Spinors

اسپینورها هندس دیدگاه ١
وفس مین فضای معرف ١.١

اگر باشد. R۴ چهاربعدی حقیق برداری فضای ی V کنیم فرض
فضاگون۵ جهت ی و (+−−−) ۴ نشانه�گان با متری ی به را آن
فضای را آمده دست به فضای کنیم، مجهز ۶ زمان جهت ی و
فضای این روی مختصات ی (t, x, y, z) اگر �نامند. م وفس مین
مختصاتبه این در �توان م را U مانند دلخواه بردار هر باشد برداری

صورت
U = u۰t− u۱x− u۲y − u۳z (١)

توجه با باشد فضا این برای ری دی پایه (t′, x′, y′, z′) اگر نوشت.
توسط توان م را پایه دو این دارد وجود خط جبر در که روابط به

رابطه توسط ۴× ۴ ین نات ماتریس ی
t′i = αj

i tj (٢)
باشد فضا این برای ری دی پایه gi اگر حال کرد. تبدیل ر دی ی به

دارد٧ وجود زیر تبدیل ها پایه بین
gi = αk

i β
j
kt

′
j (٣)

تبدیل ماتریس�های باشد. م تعدی رابطه ی ها پایه تبدیل پسرابطه
مثبت دترمینان با ماتریس�های کلاسمجزا دو به توان م را مختصات
م غیرویژه٩ دوم دسته به و ویژه٨ اول دسته به کرد. تقسیم ومنف

مربوط کلاستبدیلاتمختصات عنوان به کدام انتخابهر با گوییم.
با را فضا این با متناظر متری دهیم. م نسبت جهت١٠ ی فضا به

بصورت آن ماتریس فرم که دهیم م نمایش ηij نماد
⎛

⎜⎜⎝

۱ ۰ ۰ ۰
۰ −۱ ۰ ۰
۰ ۰ −۱ ۰
۰ ۰ ۰ −۱

⎞

⎟⎟⎠

فضای بردارهای هم فضای متناظر متری ηij اگر �باشد. م
برای ه آن به توجه با باشد، ( وفس مین فضای (دوگان وفس مین
بفرم را برداریش هم فضای متناظر پایه توان م متری فضای هر
برای پس باشد، برقرار gikgkj = δij که بطوری کرد انتخاب کانون

داریم فوق وفس مین متری فضای
ηikηkj = δij (۴)

۴signature
۵orientation
۶time orientation

گردیده. حذف ما سی و شده استفاده فیزی نمادگذاری از فرمول�ها نوشتن ٧در
٨proper
٩inproper

١٠orientation

٣٣



V × V → R از را ⟨, ⟩ خط دو عمل �توان م فضا این به هم�چنین
داد. نسبت متری شبه ی عنوان به

U,W ∈ V, ⟨U,W ⟩ := uiwjηij = u۰w۰−u۱w۱−u۲w۲−u۳w۳

(۵)
ی اقلیدس فضای همانند برداری فضای این از U بردار هر برای و

گرفت. نظر در نرم
||U || := ⟨U,U⟩ = uiujηij = (u۰)۲ − (u۱)۲ − (u۲)۲ − (u۳)۲

(۶)
طبقه�بندی مجزا دسته سه در را شده داده فضای بردارهای نرم این

�کند. ⎧م
⎪⎨

⎪⎩

time like if ||U || > ۰
space like if ||U || < ۰
null or light like if ||U || = ۰

(٧)

مؤلفه�های حاصلضرب علامت که کرد بررس �توان م راحت به
�نامیم) م casual را آن�ها که ) نورگونه یا زمان�گونه بردار دو زمان
دو نتیجه در است. برابر بردار دو این داخل ضرب حاصل علامت با
نورگونه آنها از ی ه آن ر م نیستند عمود هم بر دسته این از بردار
گروه دو به �توان م را V فضای بردارهای پس باشند. متناسب١١ و
ی از بردار١٢ دو داخل حاصلضرب که آن�های کرد. تبدیل مجزا

حاصلضرب که های آن و دسته ی را باشد مثبت آنها مثبت کلاس
باشد. منف متفاوت کلاس دو از نامتناسبشان اعضای داخل

ر دی دسته به و نشان١٣ آینده بردارهای اول دسته بردارهای به
اه آن باشد زمان�گونه t زمان بردار اگر �گویند. م نشان١۴ گذشته
دسته آن و �نامند! زمان١۶م راست را (t, x, y, z) چاربردار١۵

باشد. صفر از بزرگتر u۰ آنها زمان مولفه که هستند بردارهای
اعمال را ها کواترنیون جبر �توان م بردارها فضای قسمت برای
اگر داد. نسبت قسمت این به نیز جهت ی طریق این از بتوان تا کرد

باشیم داشته و باشد فضا این با متناظر ه ی متعامد پایه ی {ei}
ek = iϵijke

i × ej (٨)
زوج {۱, ۲, ۳} مجموعه روی شت جای اگر +۱ با است برابر ϵijk که
برایقسمت �توان م آن�گاه ،−۱ با است غیر�اینصورتبرابر در و باشد

کرد. معرف رد چپ و رد راست جهت دو فضاگونه
نظر از هم هرگاه �گوییم م رد راست را (t, x, y, z) چاربردار حال
فضاگونه محورهای روی بر تعریفشده جهت هم و باشد ویژه زمان

١١proportional
١٢non proportional
١٣future pointing
١۴past pointing

چهارتای ١۵بردار
١۶orthochronous

به�این کار راحت برای و باشد ساعت عقربه�های حرکت جهت در آن
�گویند. م شده١٧ محدود چاربردار

لخت چارچوب�های تمام خاص، نسبیت ارزی هم اصل به توجه با
ندارد. ارجحیت ری دی بر کدام هیچ و هستند ارز هم ر دی ی با
هندس آفین فضای ی وفس مین فضای اصل، به�این توجه با

نقطه�ای از انتقال تحت بردارها مانند فیزی کمیت�های یعن �شود؛ م
عوض ماهیتشان محور ی به نسبت دوران یا و ر دی نقطه�ای به

ندارد. وجود ارجح مختصات مبدأ هیچ و �شود نم
شامل رویدادها بیان برای مختصات چارچوب ی نتیجه در
�باشد م gi = O⃗Qt چاربردار ی Oو مانند دلخواه مبدأ ی انتخاب
ر دی چارچوبمختصات Oی Pو اگر حال �باشد. Qiم ∈ M که
چارچوب در دلخواه بردار U⃗ و باشد عالم رویدادها توصیف برای
وسیله�ی به که دارد وجود gji پذیر وارون ماتریس آن�گاه ، باشد اول

آورد. دست به جدید چارچوب در را V⃗ مختصات �توان م آن
V⃗ = gjiUj (٩)

لخت چارچوب دو بین�این خط تبدیل ی فوق ماتریس به
عبارت به ) کند حفظ را داخل ضرب خط تبدیلات اگر �گویند. م
تبدیل را آن ، شود) تبدیلاتخاصحفظ تحت�این بردارها طول ر دی
حفظ را زمان جهت نیز و فضای پذیری جهت اگر و لورنتز١٨ فعال
خاص تبدیلات �گویند.�این م شده١٩ محدود لورنتز تبدیل آن به کند
شده٢٠ محدود لورنتز گروه را آن که �دهند م جبری گروه ی یل تش
متقارن تانسور ی واقع در که را متری تانسوری کمیت �نامند. م

رابطه توسط �توان م �باشد م هموردا
ηij = vikv

j
l ηkl (١٠)

و رابطه از�این استفاده با و آورد بدست فضا دو انتقال بردار بوسیله
تبدیلات شده محدود گروه برای ماتریس نمایش جبری محاسبات

١٧restricted
١٨active Lorentz transformation
١٩restricted lorentz transformation
٢٠restricted Lorentzian group

٣۴



نسبت بیشتر اطلاع برای �تواند م مند علاقه خواننده بستآورد. لورنتز
کند. مراجعه [۴] منبع به مسئله به�این

اسپین تبدیلات و نورگونه مسیرهای ٢.١
وفس مین فضای ه ی متعامد پایه بردارهای (t, x, y, z) فرضکنیم
صورت به پایه در�این �توان م را U دلخواه بردار هر Mباشند.

U = u۰t− u۱x− u۲y − u۳z (١١)

هستند آن�های نورگونه بردارهای شد گفته قبلا که طور همان نوشت.
نورگونه بردارهای شامل که فضای باشند. صفر با برابر ها آن نرم که
�دهند. نمایشم τ− نماد با را گذشته و τ+ نماد با را باشند سو٢١ آینده
در را �شوند م تولید نورگونه بردارهای توسط که فضای کره دو حال
S− و S+ ترتیب به را ها آن و �گیریم م نظر در t = ±۱ لحظه�های
است واضح �گیریم. م قرار مبدأ در ناظر�ایستا عنوان به خود و �نامیم م
به گذشته از که است زمان�گونه�ای نورهای شامل S− داخل نقاط که

�شود. م آینده سمت به زمان�گونه نقاط شامل S+ و �رسد م ما

ناظر سمت به (−۱, x, y, z) نقطه از نوری اشعه کنیم فرض حال
نقطه وبه �کند م عبور مبدأ از پرتو بالا�این ل ش به توجه با شود. تابیده
آغازی نقطه قرینه مختصاتش که �رسد م (۱,−x,−y−, z)متناظرش
برقرار دوکره بین پوشا و ی به ی تناظر ی �توان م پس �باشد. م
�این ه �این تجسم �گویند. م ٢٢ پادقطب اشت ن اشت، ن به�این کرد.
یعن �باشد. نم ذهن از دور �کند م وس مع را جهت�پذیری اشت ن

جهت در S−روی بر که مماس بردار مبدأ در ساکن ناظر نظر از اگر
تابع �این توسط S+ به وقت �کند م حرکت زمان عقربه�های حرکت
ساعت جهتخلافعقربه�های در ناظر همان دید از ، �شود م اشته ن

�کند. م حرکت
٢١future point null vector
٢٢anti podal

به ی بصورت را کره ی سطح روی نقاط �توان م ریاض در
کار که�این گرفت نظر در مختلط اعداد صفحه با متناظر پوشا و ی
به را S+ مثلا است. شده داده نسبت ریمان به تاریخ لحاظ از
کره شمال قطب نقطه کافیست �گیریم. م نظر در ریمان کره عنوان
که را خطوط سپس برداریم. کره سطح روی از را N = (۱, ۰, ۰, ۱)

امتداد را �کند م عبور کره سطح از دلخواه نقطه ی و نقطه از�این
کدام در را ( Z = ۰ یعن ) مختلط اعداد صفحه کنیم مشاهده تا داده

�کند. م قطع نقطه

بصورت را مختلط اعداد صفحه روی نقطه هر
ζ = X ′ + iY ′ (١٢)

S+ نقاط تمام برای زمان مؤلفه که جا آن از �گیریم. م نظر در
را محاسبات و کرد نظر صرف آن از �توان م است t = ۱ برابر و ثابت
برابر دلخواه نقطه ی اگر مثلا داد. انجام فضای قسمت روی فقط
هندسه در تالس قضیه به توجه با آن�گاه ، باشیم داشته (x, y, z) با
کره شمال قطب و نقطه از�این که را خط معادله �توان م اقلیدس

کرد. محاسبه زیر بصورت را �گذرد م

X ′

x
=

Y ′

y
=

Z ′ − ۱
z − ۱

(١٣)
قطع Z ′ = ۰ نقطه در را مختلط اعداد خطصفحه ر�این دی طرف از
(x۲+y۲+z۲ = ۱) کره �این روی نقاط جبری رابطه اگر حال �کند. م
بدست زیر بصورت Y ′ Xو ′ مقادیر کنیم ذاری جای بالا معادله در را

�آید. م
X ′ =

−x√
۱− x۲ − y۲ − ۱

=
x

۱− z

Y ′ =
−y√

۱− x۲ − y۲ − ۱
=

y

۱− z

ζ = X ′ + iY ′ =
x+ iy

۱− z

به باشد شده داده مختلط صفحه روی ζ مختصات اگر همچنین
بر که آورد بدست S+ کره روی را آن با متناظر نقطه �توان م راحت

�شود. م بیان زیر ζ̄بصورت آن مختلط مزدوج و ζ حسب

x =
ζ + ζ̄

۱+ ζ̄ζ
, y =

ζ − ζ̄

i(۱+ ζ̄ζ)
, z =

ζ̄ζ − ۱
۱+ ζ̄ζ

(١۴)

٣۵



کاف کرد. بیان قطب مختصات حسب بر �توان م را روابط این
معادلات است

x = sin θ cosφ, y = sin θ sinφ, z = cos θ (١۵)
حسب بر را ζ و کنیم ذاری ζجای = X ′ + iY ′ = x+iy

۱−z رابطه در را
صورت به قطب مختصات

ζ = X ′ + iY ′ = cot
θ

۲
(cosφ+ i sinφ) = eiφ cot

θ

۲
(١۶)

پادقطب اشت ن توسط �توان م را S+ روی بر فوق روابط بنویسیم.
دکارت مختصات جای به کار برای�این داد. گسترش S− کره به
قطب مختصات زوج جای به و (−x,−y,−z) مختصات (x, y, z)

ذاری جای (١۴) و (١٧) معادلات در (π− θ,π+ φ) مقدار (θ,φ)
داریم: قطب مختصات برای و �کنیم م

ζ = −eiφ tan
θ

۲
(١٧)

نقطه در�اینجا �گویند. م اری٢٣ کنجن اشت ن ، اشت ن نوع به�این
را�ایفا مختلط صفحه نهایت ب نقش N = (۱, ۰, ۰, ۱) شمال قطب

�کند. م

با آن رابطه و وفس مین فضای لورنتز تبدیلات ٣.١
اسپین تبدیلات

است، مبهم و �حدی مفهوم ریاضیات در نهایت ب که جا آن از
واز کرد اجتناب �شود م بیان که روش از استفاده با آن از �توان م
کرد. استفاده محاسبات انجام در است متناه مقداری که معادلش
یریم، ب نظر در N = (۱, ۰, ۰, ۱) نقطه با متاظر را (ζ = ∞) اگر
ی از مختلط عدد ی از استفاده جای به آن نمایش برای کافیست

برابر آن مختصات دو هر نقطه�ای هیچ در که کرد استفاده دوتای زوج
نباشند. صفر

ζ = (ξ, η) =
ξ

η
(١٨)

ابتدا کار برای�این �گیریم. م نظر در N = ζ = (۱, ۰) حالت در�این
هم�ارزی رابطه آن نقاط بین سپس کرده، انتخاب را C۲ − {۰} صفحه

�کنیم: م اعمال را زیر
x ∼= y ⇐⇒ ∃λ ∈ C− {۰} such that x = λy (١٩)

فضای را (C۲−{۰}
∼= ) هم�ارزی رابطه از�این حاصل خارج�قسمت فضای

�دهیم. م نمایش CP۱ نماد با و �نامند م بعدی ی مختلط تصویری
همان معادل که را مختلط اعداد صفحه کل �توان م روش با�این
ζ = (۱, ۰) با را آن که کرد جمع نقطه ی در است S+ کره �نهایت ب
صفحه مفهوم بهتر درک برای علاقه�مند خواننده �دهیم. م نمایش

کند. مراجعه [۵] به �تواند م تصویری
٢٣Stereographic projection

ی با کنیم ذاری جای (١۵) معادله در را (١٨) رابطه اگر حال
روابط به ساده محاسبه

x =
ξη̄ + ηξ̄

ξξ̄ + ηη̄
, y =

ξη̄ − ηξ̄

i(ξξ̄ + ηη̄)
, z =

ξξ̄ − ηη̄

ξξ̄ + ηη̄
(٢٠)

S+ کره روی OP = (۱, x, y, z) نور پرتو اگر حال �رسیم. م
�توان م را λ مقدار بالا شده تعریف هم�ارزی رابطه به توجه با باشد،
نقطه از P نقطه جای به و باشد ξξ̄+ηη̄√

۲
برابر که کرد انتخاب طوری

صورت به معادله کسری عامل تا کرد استفاده R = λP آن هم�ارز
بشود: ساده زیر

T =
ξξ̄ + ηη̄√

۲
, X =

ξη̄ + ηξ̄√
۲

, Y =
ξη̄ − ηξ̄√

۲
, Z =

ξξ̄ − ηη̄√
۲(٢١)

است (ξ, η)مقیاس تغییر پارامتر به Rوابسته نقطه ،OP خلاف بر
فاز تغییر عمل تاثیر به نسبت فقط و

(ξ, η) → (eiφξ, eiφη) (٢٢)
داد نشان �توان م شد گفته بالا در که چه آن با توجه با �ماند. م ثابت
با متناظر کنیم منتقل (ξ̃, η̃) به خط تبدیل ی با را (ξ, η) نقطه اگر
تبدیل �گیرد. م صورت وفس مین فضای در لورنتز تبدیل ی آن

بصورت را اسپینوری فضای در خط
ξ → ξ̃ = αξ + βη, η → η̃ = γξ + δη (٢٣)

است. شده داده زیر رابطه در خط تبدیل متناظر�این نمایش که است
(
ξ̃
η̃

)
=

(
α β
γ δ

)(
ξ
η

)
, αδ − βγ ̸= ۰ (٢۴)

اسپین تبدیل ی فوق تبدیل به و �نامیم م A را فوق ماتریس
، اسپین تبدیل دو ترکیب که کرد بررس �توان م راحت به �گوییم. م
حاصلضرب از آن به مربوط ماتریس که بود خواهد اسپین تبدیل ی
بودن نرمال شرط اگر همچنین �آید. م بدست ر دی تبدیل دو ماتریس
�این اه آن کنیم، اضافه مسئله به (αδ − βγ = ۱ (یعن را A دترمینان

بصورت وارون عنصر ی دارای ماتریس
A−۱ =

(
δ −β
γ α

)
(٢۵)

نرمال اضافه شرط با اسپین تبدیلات ماتریس�های نتیجه در �شود. م
�توان م ساده نسبتا محاسبه با و �دهند م جبری گروه ی یل تش بودن
خواننده است. ریخت ی SL(۲,C) گروه با گروه که�این داد نشان
[۶] به محاسبه نحوه�این با بیشتر آشنای برای �تواند م مند علاقه
تغییر روی بر را اسپین تبدیل ی اثر �توان م حال کند. مراجعه
وفس مین فضای در آن به متناظر (T,X, Y, Z) دکارت مختصات

�این برحسب را (ξ, η) �توان م (٢١) گرفتن درنظر با کرد. محاسبه

٣۶



عبارت به و کرد حساب کرد حساب دکارت مختصات
۱√
۲

(
T + Z X + iY
X − iY T − Z

)
=

(
ξξ̄ ξη̄
ηξ̄ ηη̄

)
=

(
ξ
η

)(
ξ̄ η̄

)

(٢۶)
ی لورنتز طول آوریم بدست را فوق ماتریس دترمینان اگر رسید.

حال �آید. م دست به (T,X, Y, Z)مختصات با و ۱
۲ ضریب با بردار

اثر (ξ, η) زوج روی بر CP۱ فضای در را A اسپین خط تبدیل اگر
(T,X, Y, Z) مختصاتدکارت اه دست برسیم، (ξ̄, η̄)زوج به تا داده
آوردن بدست برای �شود. م تبدیل (T̃ , X̃, Ỹ , Z̃) به و یافته تغییر نیز

را زیر معادلات کافیست تبدیل صریح�این رابطه
( ¯̃ξ ¯̃η) = (ξ̄ η̃)A∗,

(
ξ̃
η̃

)
= A

(
ξ
η

)
(٢٧)

مزدوج٢۴ کهاد A∗ در�اینجا که ) کنیم ذاری جای (٢۶) رابطه در
داشت خواهیم است) Aماتریس مختلط

(
T + Z X + iY
X − iY T − Z

)
.→

(
T̃ + Z̃ X̃ + iỸ
X̃ − iỸ T̃ − Z̃

)

= A

(
T + Z X + iY
X − iY T − Z

)
A∗

(٢٨)
را بردارها طول که است �این اسپین تبدیلات بفرد منحصر ویژگ
ی ،U = Tt−Xx− Y y − Zz اگر که چرا �دارند. م ه ن ناوردا

برابر آن طول اه آن باشد (t, x, y, z) ه ی متعامد پایه در دلخواه بردار
با است

U = T ۲ −X۲ − Y ۲ − Z۲

در جدید بردار اندازه کنیم، اعمال را ٢٨) اسپین تبدیل اگر حال
با �شود م برابر جدید مختصات اه دست

||Ũ || = det(A
T + Z X + iY
X − iY T − Z

A∗)

= det(A) det(A∗)(T ۲ −X۲ − Y ۲ − Z۲)

= ||U ||

(٢٩)

ماتریس�های برای همیشه detA∗ = ۱
detA که آن�جا از اما

اسپین تبدیلات �این تحت بردارها طول پس است درست وارون�پذیر
�ماند. م ثابت

خواننده اما است خارج بحث حوصله�این از زیر نتایج اثبات
کند. مراجعه اصل منبع به مسئله بهتر درک برای �تواند م علاقه�مند

لورنتز تبدیل ی فقط و ی اسپین تبدیل هر با متناظر .١ نتیجه
دو دقیقا شده محدود لورنتز تبدیل هر برای و دارد وجود شده محدود

است. ری دی منف ی که دارد وجود اسپین تبدیل
٢۴conjugate transpose

دوران ی به مربوط (detA = ۱) ه ی اسپین تبدیل هر .٢ نتیجه
با متناظر S+ از ویژه دوران هر س برع است. S+ در تا ی ویژه٢۵
است. ری دی منف ها آن از ی که است ه ی اسپین تبدیل دو دقیقا

پس است. ریخت S۲ی کره با CP۱ فضای که داد نشان �توان م
پایان قسمت در که گرفت نظر در منیفلد ی عنوان به را آن �توان م

�پردازیم. م آن از خاص �های ویژگ به بخش �این
روی بر که ٢۶ -کسری تبدیلاتخط شد گفته قبلا که گونه همان
αz+β
θz+δ بصورت کل حالت در �توان م را �کنند م اثر CP۱ فضای
اضافه را αδ − βθ = ۱ شرط اگر .z ∈ C که گرفت نظر در
تبیدلات ثابت�این نقطه اگر �آید. م بدست فضا کنیم�ایزومتری�های�این
لحاظ از که �رسیم م ریشه دو با معادله ی به آوریم بدست را اسپین
هندس لحاظ از تبدیلات و�این هستند پادقطب نقاط همان هندس

است. نقطه دو این بین� محور به نسبت کروی دوران

داد نسبت χکمیت �توان م {ζ۱, ζ۲, ζ۳, ζ۴} مانند نقطه چهار هر به
رابطه از و است ناوردا اسپین تبدیلات به تحت که

χ = {ζ۱, ζ۲, ζ۳, ζ۴} =
(ζ۱ − ζ۲)(ζ۳ − ζ۴)

(ζ۱ − ζ۴)(ζ۳ − ζ۲)
(٣٠)

چهار هر آن�گاه باشد حقیق عددی χ مقدار اگر �آید. م دست به
نقطه سه مقدار دانستن با پس اند. گرفته قرار دایره ی روی بر نقطه

٢۵proper rotation
٢۶linear fractional

٣٧



مقدار همیشه آورد بدست فیزی توجیهات با را آن �توان م که χ و
ی �توان م فضا به�این همچنین کرد. مشخص دقیق بطور را چهارم

صورت به متری

ds۲ =
۴dξdξ̄
(ξξ̄ + ۱)۲

(٣١)

ی با بنویسیم، دکارت مختصات برحسب را متری اگر�این حال
فضا الر�این اس انحنای که داد نشان �توان م طولان نسبتا محاسبه
بونت٢٧ گاوس قضیه از استفاده با است. ی منف برابر و ثابت
از کمتر فضای چنین در مثلث زوایای مجموع که داد نشان �توان م
فضا این �های� ویژگ با بیشتر آشنای برای علاقه�مند خواننده است. π

کند. مراجعه (٧) منبع به �تواند م

با ها آن رابطه و فضای بردارهای هندس دیدگاه ۴.١
اسپین فضای

توجه با باشد. شده داده ζ = (ξ, η) اسپین مختصات کنیم فرض
بدست را متناظرش دکارت مختصات اه دست �توان م (٢٢) رابطه به
ناوردا (٢٢) فاز تبدیل تحت اسپین مختصات که انجا از آما آورد.
�ماند. م باق تغییر بدون S+ نورگونه کره ها آن دادن اثر با هستند
اضافه اسپین مفهوم به را جدیدی ساختار که است �این ما هدف
بفرد منحصر مختصات اه دست ی (ξ, η) جفت هر برای که کنیم
به باید جدید ساختار این باشد.� داشته وجود وفس مین فضای در
CP۱ فضای در اسپین مختصات تغییر با ماهیتش که باشد گونه�ای
است passive Lorentz transformation تبدیل ی متناظرش که
�شود) م وفس مین فضای در مختصات اه دست تغییر به منجر (که
یا برداری ش ی از که تعریف همان مانند درست ند. ن تغییری

. داریم معمول هندسه در تانسوری
فضای همان که �گیریم م نظر در را τ+ فضای ابتدا کار �این برای
طرف از است. فضا زمان بردار افزایش جهت در نورگونه مسیرهای
توجه با و ζ = xi

η شد گفته قبل بخش�های در که آنچه به توجه با ر دی
کلاس دارد وجود نقاط بین تصویر فضای در که هم�ارزی رابطه به
مشخص وفس مین فضای در را بفرد منحصر نقطه ی [ξ, η]

و مبدأ بین واصل خط از که است نقاط تمام شامل ه بل �کند نم
�کند. م عبور ζ

ی کند، مشخص را بفرد منحصر نقطه ی (ξ, η) آن�که برای
امتداد در P شده داده نقطه در L مقدار حقیق برداری فضای
�کنیم م سع حال �کنیم. م اضافه (ξ, η) ساختار به نورگونه بردارهای

٢٧Gauss-Bonnet

حقیق مماس فضای به را L مماس فضای شده القا مختلط ساختار
مستقل بردار دو توسط فضا کنیم.�این تبدیل

dz = dx+ idy, dz̄ = dx− idy (٣٢)
، اقلیدس فضای متری مفهوم از استفاده با �توان م �شود. م تولید
فضای که کرد تعریف متری مختلط مماس فضای روی�این بر

کانون روابط در بردار هم و بردارها
⟨dz, ∂

∂z
⟩ = ۱, ⟨dz̄, ∂

∂z̄
⟩ = ۱ (٣٣)

داریم: ∂
∂z = ۱

۲ (
∂
∂x − i ∂

∂y ) یریم ب اگر کند. صدق
⟨dz, ∂

∂z
⟩ = ⟨dx+ idy,

۱
۲
(
∂

∂x
− i

∂

∂y
)⟩

=
۱
۲
(⟨dx, ∂

∂x
⟩+ ⟨dy, ∂

∂y
⟩

= ۱

(٣۴)

�آید: م دست به زیر رابطه�ی ∂
∂z̄ برای صورت همین به

∂

∂z̄
=

۱
۲
(
∂

∂x
+ i

∂

∂y
) (٣۵)

از�این خط ترکیب صورت به کل حالت در �توان م را L فضای پس
بردار هم دو

L = λ
∂

∂ζ
+ λ̄

∂

∂ζ̄
(٣۶)

بالا ساختار اولا که کند تغییر ونه�ای ب باید λ مقدار گرفت. نظر در
از خط اسپین تبدیل ی با �که ام هن همچنین باشد مقدار حقیق

یعن ند ن تغییری بالا برداری ساختار برویم (ξ̃, η̃) به (ξ, η)
λ̃
∂

∂ζ̃
+ ¯̃λ

∂

∂ ¯̃ζ
= λ

∂

∂ζ
+ λ̄

∂

∂ζ̄
(٣٧)

اسپین معادلات به توجه با همچنین
ξ̃ = αξ + βη, η̃ = γξ + δη, ζ̃ =

αζ + βη

γζ + δη
(٣٨)

داریم: (٣٧) در ان ذاری جای و
∂

∂ζ
=

(α(γζ + δ)− γ(αζ + β)

(γζ + δ)۲
) ∂

∂ζ̄

= (γζ + δ)−۲ ∂

∂ζ̄

= η۲η̃−۲ ∂

∂ζ̃

(٣٩)

αδ − βγ = ۱ رابطه در پس است ه٢٨ ی فوق اسپین تبدیل چون و
به زیر مهم نتیجه (٣٩) در معادله ذاری�این جای با �کند. م صدق

�آید: م دست
λ̃η̃۲ = λη۲ (۴٠)

٢٨unitary

٣٨



ساختار درنتیجه �کنیم. م انتخاب λ =
(−۱√

۲

)
η−۲ کار راحت برای
نهای بفرم L برداری

L =
−۱√
۲
(
η−۲ ∂

∂ζ
+ η̄−۲ ∂

∂ζ̄

) (۴١)

ی عنوان به P دلخواه نقطه در L اگر ترتیب به�این �شود. م نوشته
وفس مین فضای در مختصاتش دانستن با باشد، شده داده ر عمل

ζ یعن CP۱ فضای در متناظرش نقطه �توان م (٢۶) از استفاده با و
دو پوشش ی فضا که�این چرا آورد بدست علامت ی اختلاف با را
معلوم Lضرایب که جا آن از اما است. وفس مین فضای برای لایه
با (ξ, η) نتیجه در و آورد دست به نیز را (ξη&ζ۲) �توان م هستند

�گردد. م تعیین علامت ی اختلاف
معادل و هندس روش ی �توان م ساختاری چنین تعریف برای
در دلخواه نقطه�ای P فرضکنیم دوباره آورد. بدست را تعریف با�این
باشد اسپین فضای در آن متناظر نقطه ζ = (ξ, η) و باشد τ+ فضای
P سمت به هموار خم ی روی بر فضا در�این P ′ نقطه فرضکنیم و
است. CP۱ فضای در (ξ̃, η̃)عبارت P ′ با متناظر همچنین کند. میل
بر را مختصاتش �توان م شد نزدی P به کاف اندازه به P ′ وقت
در مختصات تبدیل عنوان به را زیر تبدیل حال کرد. بیان P ′ حسب

�کنیم: م تعریف اسپین فضای
ζ ′ = ζ − ϵ√

۲η۲
(۴٢)

�توان م آن مربع از که است � کوچ بسیار مثبت مقدار ϵ در�اینجا که
تعریف را نقطه دو �این بین واصل بردار اگر حال کرد. پوش چشم

کنیم:
L = lim

ϵ→۰
⃗PP ′ (۴٣)

داشت: خواهیم f ∈ C∞(CP۱, C) که دلخواه f هر برای
lim
ϵ→۰

۱
ϵ
{fp′ − fp}

= lim
ϵ→۰

{
f
(
ζ − ϵ√

۲η۲
, ζ̄ − ϵ√

۲η̄۲

)
− f(ζ, ζ̄)

}

=
−۱√
۲
(
η−۲ ∂

∂ζ
+ η̄−۲ ∂

∂ζ̄

)
f

:= Lf

(۴۴)

تعاریف از کدام هر انتخاب با �شود م مشاهده که گونه همان
فضای بیان برای عبارت ی به ساختاری بودن ناوردا و ری عمل

عبارت توسط �توانیم م و �رسیم م برداری
L =

−۱√
۲
(
η−۲ ∂

∂ζ
+ η̄−۲ ∂

∂ζ̄

)
= Lα ∂

∂xα
(۴۵)

مماس بردار ی طبیع ساختار نمایش با را برداری مفهوم این
بیان {xα} مختصات مؤلفه�های برحسب که وفس مین فضای در

(١۵) رابطه به توجه با ساخت. مربوط �شود م
t = ۱, x =

ζ + ζ̄

۱+ ζ̄ζ
, y =

ζ − ζ̄

i(۱+ ζ̄ζ)
, z =

ζ̄ζ − ۱
۱+ ζ̄ζ

(۴۶)

خواهیم صورت در�این که نوشت ζ̄ و ζ حسب بر را Lα مؤلفه�های
داشت:

∂t

∂ζ
= ۰

∂x

∂ζ
=

۱− ζ̄۲

(۱+ ζζ̄)۲

∂y

∂ζ
=

۱+ ζ̄۲

i(۱+ ζζ̄)

∂z

∂ζ
=

۲ζ̄
(۱+ ζζ̄)۲

(۴٧)

حسب بر �توان م را Lα مؤلفه�های (۴۵) در ζ = ξ
η ذاری جای با

نوشت زیر عبارت فضای مختصات
L۰ = ۰

L۱ =
ξ۲ + ξ̄۲ − η۲ − η̄۲
√

۲(ξξ̄ + ηη̄)۲

L۲ =
ξ۲ − ξ̄۲ + η۲ − η̄۲
√

۲i(ξξ̄ + ηη̄)

L۳ =
−
√

۲(ξη + ξ̄ξ)

(ξξ̄ + ηη̄)۲

(۴٨)

بر وفس مین فضای نرم فضای بردار به�این �توان م همچنین و
طولان نسبتا ول ساده محاسبه�ای با داد. Lαنسبت اساسمؤلفه�های

داد نشان �توام م
||L|| = LaLbηab = LaLa =

−۲
(ξξ̄ + ηη̄)۲

(۴٩)

اسپین بردار مفهوم ۵.١
انتزاع مفهوم ی کردن اضافه با ونه چ که دیدیم قبل قسمت در

از�این که ) وفس مین فضای روی بر برداری ساختار ی عنوان به
ی به ی تناظر ی �توان م ( �کنیم م یاد آن از پرچم٢٩ نام با پس

بخش در�این کنیم. برقرار مختصات فضای و اسپین فضای بین
ساختار ی CP۱ فضای برای و کرده استفاده مفهوم از�این �خواهیم م
بدست هندس شهود از استفاده با همچنین کنیم. تعریف برداری
به بخش در�این �دهیم. م توضیح را ۱

۲ اسپین آمیز اسرار مفهوم آمده
٢٩flag

٣٩



را قبل قسمت در شده تعریف مماس فضای که نورگونه�ای راستای
نورگونه �های ژئودزی توسط شده محدود فضای و ٣٠ پرچم ستون

انتقال ابتدا �گوییم. م ٣١ ستون صفحه ثابت t لحظه در
(ξ, η) → (λξ,λη) (۵٠)

مخالف مختلط عدد ی λ که �گیریم م نظر در CP۱ فضای در را
اما �دهد نم تغییر �را پرچم ستون جهت انتقال اثر�این است. صفر
ستون صفحه امتداد یا داده �تغییر پرچم ستون راستای است ن مم

نمایش زیر ل ش در که باشد دو از�این ترکیب یا و دهد گسترش را
دارد. بست λ مقدار به کاملا و است شده داده

صورت به قطب مختصات حسب بر �توان م را λ
λ = reiθ; r, θ ∈ R, r⟩۰

بررس مجزا صورت به را آن متغیرهای از هرکدام تاثیر و داد نمایش
کرد.

�شود م تبدیل مثبت و حقیق عددی به λ آن�گاه باشد θ = ۰ اگر (١
�دهد نم تغییر را ستون صفحه (ξ, η) زوج روی بر آن عمل که

�دهد. م افزایش r۲ اندازه به �را پرچم ستون طول اما

طول با �محض موهوم عددی به λ یریم ب نظر در r = ۱ اگر (٢
ستون در (ξ, η) جفت بر آن اثر و �شود م تبدیل θ فاز و واحد
ستون صفحه �شود م باعث اما �کند نم تغییری�ایجاد � پرچم

خلاف حرکت جهت در ۲θ اندازه به گرفته قرار بردار که�این
نقطه ابتدا مسئله بیان�این برای کند. دوران ساعت عقربه�های
تغییر ی صورت به که را Q نقطه و گرفته نظر در ثابت را P
مثبت جهت در زاویه) در کوچ بسیار (تغییر θδ اندازه به فاز
توصیف اگر حال �گیریم. م نظر در P به نزدی بسیار و مثلثات
ارائه اسپین فضای در قبل بخش در بردار ی برای که هندس

یریم ب نظر در شد
ζ ′ = ζ − ϵ√

۲η۲
(۵١)

جالب رابطه�ی به کنیم تبدیل η → λη و
η−۲ → r−۲e−۲iθη−۲ (۵٢)

تغییر با�این �متناظر پرچم ستون راستای وضوح به �رسیم. م
حال است. یافته ۲θدوران اندازه به وفس مین فضای در اسپین

صورت به را انتقال از�این حاصل پیوسته تغییر اگر
(ξ, η) → (eiθξ, eiθη) (۵٣)

٣٠flag pole
٣١flag plane

دهیم، تغییر ۰⟨θ⟨π بازه�ی طول در را θ مقدار و دهیم انجام
اش اولیه محل در و �کند م دوران ۲π اندازه �به پرچم ستون
تبدیل (−ξ,−η) به (ξ, η) اسپین فضای در اما �گیرد م قرار
اش اولیه محل به تا است لازم π اندازه به دوران و �شود م
اندازه �به پرچم ستون که �شود م باعث تبدیل اما�ای بازگردد.

کند. دوران وفس مین فضای در ۴π

درک برای �گویند. م دوپوش٣٢ ریاضیات در اشیائ چنین به
محیط روی را ی بردارید. ه س دو مسئله بهتر�این شهودی
شد چرخیده π اندازه به مسیر �که ام هن بچرخانید. ری دی
نقطه�ای اما �چرخد م مرکزش حول کامل دور ی چرخنده ه س
و نیست سان ی حرکت شروع نقطه با �گیرد م قرار آن روی که
ادامه را حرکت مسیر دوبار اگر و است. پادقطب نقطه واقع در

بازگردیم اولیه نقطه به و دهیم
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(١) اعصاب علوم مدل�های بر مقدمه�ای
فرهودی روزبه

ل ش است. بوده یز بران چالش سوال ذهن کارکرد نحوه دیرباز از
نشان که است نواخت ی و رن بیشسفید و کم توده�ای مغز ظاهری
وظیفه مدت�ها تا دلیل همین به �دهد. نم اعجاب�آورش ساختار از
دانشمند و فیلسوف دکارت، رنه نبود. مشخص بدن در آن اصل
کم به که �کرد م تصور کوچ اندام�های از ماشین را مغز شهیر،

و پا دستو مسببحرکتهای هیدرولی قوانین و مغزی درون مایع
١٨٧٣ سال در احساسندارد. هوشو در نقش نتیجه در و است بدن
از مقطع دادن قرار با است، اعصاب علوم امان پیش از که ١ گل
اجزای از بعض بتوان که یافت دست روش به جیوه از ترکیب در مغز
علت به که جالباستبدانید کرد. وپمشاهده روس می زیر در را آن
کاخال٢ و او بین ها مدت تا مغز سلول�های ظاهری ل ش پیچیدگ
یا و است٣ �پارچه ی ساختاری مغز آیا که این سر بر جدی بحث�های
علت به که جای تا گرفت. در است، شده یل تش سلول اجزای از
١٩٠۶ سال در ری، دی بر نظریه دو این از ی هیچ نیافتن تفوق
نظریه بعدی یافته�های هرچند دادند. نوبل آن�ها دوی هر به مشترکاً

داد. قرار تایید مورد را سلول
ابداع مغز ساختار بررس برای مختلف فن�آ�وری�های بعد به تاریخ آن از
و مغز سطح پتانسیل تغییر �توان م ۴ ای.ای.ج با مثال عنوان به شد.
به گرفت، اندازه را مغناطیس میدان تغییرات ۵ ام.ای.ج با آن مشابه
نسبتاً تصویری مغز به آسیب گونه هیچ بدون �توان م ام.آر.آی۶ وسیله
به �توان م اف.ام.آر.آی٧ با و آورد بدست آن درون ساختار از دقیق
علاوه نمود. ثبت را مغزی فعالیت�های زمان طول در و پیوسته طور
با �توانند م ٨ فوتون دو و ترون ال قوی وپ�های روس می این بر
کنار در دهند. نشان را مغز از شده�ای بافتجدا نانومتر حد در جزییات

Camillo Golgi١

Santiago Ramón y Cajal٢

Reticular Theory٣
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MEG۵

MRI۶

fMRI٧

Two Photon Macroscopy٨

است. شده آمیز رن گل روش با که مغز بافت از مقطع :١ ل ش

فعالیت�های دنباله �توان م سلول در ترود ال ی کردن وارد با این�ها
داده� از انبوه آن�ها روزآمد مشابه�های و ابزارها این کرد. ثبت را آن
آن با که است کرده باز محققان بر را جدیدی دریچه و آورده فراهم
وضعیت تشبیه شاید بیاندازند. دوباره اه ن قدیم فلسف سؤالات به
دقیق اندازه�گیری�های براهه٩ و تی که زمان با نروساینس علم کنون
بیراه شد، منجر نیوتن انی م پیدایش به که نمود آسمان اجرام از

نباشد.
بسیاری برسیم. دقیق و کوتاه تفسیرهای به باید داده�ها این درک برای
لذت سپردن، خاطر به یادگرفتن، دیدن، مانند ذهن فعالیت�های از
روشن ما برای .... و کردن حل ریاض مساله کشیدن، درد بردن،
متوجه �کنیم م ثبت را آن�ها نظیر مغزی داده�های که ام هن ول است
اینجاست است. ل مش آن مغزی اتفاقات شرح اندازه چه تا �شویم م
مغز ریاض مدل�سازی حوزه این بنیادی قوانین به یافتن دست برای که
از مقدمات داریم قصد نوشتارها سلسله� این در �کند. م پیدا اهمیت

کنیم. بیان را آن معروف مدل�های و اعصاب علوم

نرون ت مدل ١
اطلاعات که نرون�ها�١٠ است: شده یل تش سلول مهم رده دو از مغز
کننده حمایت نقش که گیلیا١١ سلول�های و �کنند م پردازش را
در ندارند. اطلاعات پردازش در دخالت مستقیماً و دارند را نرون�ها
برابر ١٠ حدود و نرون سلول میلیارد ١٠٠ تقریب طور به انسان مغز
تغییرات و آناتوم نظر از نرون�ها دارد[١]. وجود گیلیا سلول آن
معمول طور به نرون ی حال این با دارند زیادی تنوع تری ال

Tycho Brahe٩

neuronal cells١٠

glia cells١١
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و �کند م تولید را سلول برای لازم پروتئین�های که دارد هسته ی
معروف دندریت١٢ به که �شود م منشعب باری شاخه تعدادی آن از
�کنند. م درست درخت شبیه ل ش شدن، شاخه شاخه با و هستند
�شود م منشعب آکسون١٣ نام به ری دی شاخه هسته از این بر علاوه
دریافت مسؤل دندریت است. دندریت شاخه�های از ضخیم�تر که
نرون�های به را نرون آن پیام کسون آ و است ر دی نرون�های از پیام�های

است. تری ال عصب پیام�های طبیعت �دهد. م انتقال ر دی
دندریت�ها دارد. وجود کسون آ و دندریت کارکرد بین اساس تفاوت
در �کنند. م جمع هم با را ورودی پیام�های و هستند خط معمولا
در شمیای مواد و دارد خط غیر دهنده�های انتقال کسون آ که حال
ی پیام�های جهت همین به �شوند. م منتشر موج ل ش به آن طول

این واحد هر به �یابد. م انتقال ر دی نرون�های به گسسته ل ش به نرون
�توان م حساس ترود ال ی با �گویند. م ١۴ اسپای گسسته پیام�های
داریم قصد اینجا در ما کرد. ثبت زمان طول در را �ها اسپای دنباله
کنیم. مدل را �شود م اسپای ی آمدن وجود به باعث که اتفاقات
١٩٣٩ سال در است. علم آموزنده داستان�های از کشف این تاریخچه
مسأله این به ١۶ هاکسل و ین١۵ هاج نام�های به لیس ان دانشمند دو
در وقفه�ای دوم جهان جن شروع با و بعد اندک اما شدند علاقه�مند
سال تا و بازگشتند مسأله این به دوباره ١٩۴۶ سال در افتاد. کارشان
دستاوردشان بخاطر نهایتاً و رسیدند آن از کامل توصیف به ١٩۵٢

کردند. دریافت ١٩۶٣ سال در را پزش نوبل
نرون�ها مابق از که داشتند نرون به نیاز ابتدا آن�ها کار این برای
زمان آن ابزارهای با بتوان که باشد بزرگ اندازه�ای به و باشد جدا
مرکب١٧ ماه نرون�های از ی کنند. ثبت را آن پتانسیل تغییرات
مواد غلیظت که �یافتند م راه باید سپس بود. مناسب کار این برای
روش کنند. تعیین خود دلخواه به سلول اطراف در را مختلف شمیای
به سلول از قسمت ش م با که بود مویین لوله از استفاده آن�ها ابداع
�داشت.١٨ م ه ن ثابت ناحیه آن اطراف در را مواد غلظت خود، درون
زیادی نمودارهای به مختلف حالتهای در آزمایش رار ت با سرانجام
مقدمات به نیاز آن از قبل کنند. تفسیر را آن�ها تلاشکردند و رسیدند

داریم. سلول سطح پتانسیل تغییر نحوه درباره
میلیارد!) چند مرتبه (از زیادی بسیار تعداد نرون سلول� هر رویسطح
باعث که دارد قرار نانومتر!) چند مرتبه (از کوچ بسیار کانال�های

dendrite١٢

axon١٣

spike١۴

Alan Hodgkin١۵

Andrew Huxley١۶

Squid١٧

Patch clamp technic١٨

نرون سلول ی پتانسیل تغییرات از س ع راست: سمت :٢ ل ش
چپ: سمت شده، گرفته هاکسل و ین هاج توسط که مرکب ماه

کرده�اند ثبت را پتانسیل تغییرات آن با که ترودی ال

و ین هاج که نرون در �شود. م سلول به باردار یون�های انتقال و نقل
داشت وجود پتاسیم و سدیم کانال نوع دو �کردند م کار هاکسل
�داد.١٩ م ر دی طرف به طرفسلول ی از را آن�ها عبور اجازه تنها که
خارج و سلول درون بین IK(t) و INa(t) تری ال جریان دو بنابراین
ایجاد تری ال پتانسیل محیط ی در یون هر �شود. م ایجاد سلول
است یون آن تری ال بار و محیط در آن غلظت از تابع که �کند م
نرون، زدن اسپای علت �شود. م حساب نرنست٢٠ معادله از و
نحوی به است پتاسیم و سدیم تری ال پتانسیل�های بودن متفاوت
حالت از را سلول و �شود م ری دی افزایش باعث ی کاهش که
برای معادلات �خواستند م هاکسل و ین هاج �کند. م خارج پایدار

بنویسند. تحولات این
تاکنون دهیم. نمایش I(t) با را سلول ورودی جریان کنید فرض
آن�ها، بر علاوه اما است. IK(t) و INa(t) از جمع I(t) �دانیم م
کانال�های از که است جریان ی دارد. وجود هم ر دی جریان دو
نیستند) حساس خاص یون به که (کانال�های �شود، م ایجاد نشت
القا درونش به سلول مانند خازن غشای از که است جریان ری دی و

نوشت: �توان م بنابراین .(Icap(t)) �شود م
I(t) = Icap(t) + INa+(t) + IK+(t) + Ileak(t)

غشای خازن ظرفیت C و سلول طرف دو پتانسیل اختلاف V (t) اگر
�آوریم: م بدست Icap(t) = CdV/dt رابطه با باشد، سلول

CdV/dt = I(t)− INa+(t)− IK+(t)− Ileak(t)

سلول رسانای gx که Ix(t) = gx(t)(V (t)−Vx) داریم: اُهم رابطه از
هاکسل و ین هاج است. آن استراحت پتانسیل Vx و x کانال برای
با و هستند ولتاژ از تابع احتمالا کانال�ها این رسانای که �دانستند م
انسان، مغز نرون�های خاص طور به و ر دی نرون�های بررس با بعدها ١٩البته

شد. اضافه مجموعه این به هم کلسیم کانال جمله از ری دی کانال�های
Nernest equation٢٠
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تابع بهترین دنبال به بالا) (نمودار ولتاژ مختلف نمودارهای بررس
رسیدند: زیر خط غیر توابع به سرانجام و گشتند gx برای

gNa = gNam
۳h gK = gKn۴ gleak = gleak

معادلات در m و h ،n تابع سه و ثابت�اند gK و gNa ،gleak که
�کنند: م صدق زیر نمای

dX

dt
=

αX(V )−X

τX(V )
X = m,n, h

هستند. پله�ای توابع β و α که
رد عمل معادل m و h ،n توابع از کدام هر �دانیم م امروز دانش با
قسمت چهار از سدیم کانال مثلا هستند. یون کانال�های از قسمت
که دارند سان ی ساختار آن�ها از تا سه که است شده یل تش مستقل
است. ی ری دی و سه توابع از ی توان کنید اه ن آن معادله به اگر
آن کامپیوتری شبیه�سازی که بود پیچیده قدری به بالا دینامی سیستم
موفق دو این اما �کشید. م طول ماه ۶ حدود زمان آن اه�های دست با

شدند[٣]. آن سریع شبیه�سازی برای روش یافتن به
است اعصاب علوم در پایه�ای معادله�ای هاکسل و ین هاج معادله
رد عم از اطلاعات ول �گوید م را مغزی واحدهای فعالیت نحوه که

�دهد. نم آن�ها گروه

هاپفیلد حافظه�ی مدل ٢
ذخیره ون چ کرده�اید، ر ف آن به بارها احتمالا که سوالات از ی
شعر ی کردن حفظ به شروع وقت مثلا است. ذهن در اطلاعات
ی رار ت است؟ دادن رخ حال در ما ذهن در تغییرات چه �کنیم م
ی تنها را موضوع گاه اما �کند. م کم آن حفظ به موضوع

ن مم ونه چ امر این داریم. یاد به را آن روشن به ول شنیده�ایم بار
است؟

مشابه ما ذهن که کنیم تصور �توانیم م روز فن�آوری�های از الهام با
�کند. م ذخیره را اطلاعات اس ع دوربین یا صدا ضبط اه دست ی
ایستا طور به اطلاعات که دارد وجود مغز در مشخص ان م یعن
انفعالات و فعل باعث داده هر مثال طور به و �شوند م پیاده آن در
این به �کند م عوض را آن حالت که �شود م نرون سلول ی در
س برع حدودی تا اما �شوند. م ه�داری ن بیتاطلاعات به بیت ل ش
اولا دارد. جدی چالش�های عمل در اه ن این کامپیوتری، حافظه�های
حافظه برای را مغز از مشخص جای ی شناس عصب روز دانش

احتمالا هیپوکمپس٢١ مانند مغز از قسمت�های البته �دهد. نم پیشنهاد
تمام در حافظه که �آید م نظر به ول دارند، حافظه در مهم نقش
تنیده هم در اطلاعات پردازش با نوع به و است پخش مغز سطح
عجین تصادف و احتمالات با زیست سازوکارهای ثان در است.
برای را مشخص اطلاعات نرون ی که این تصور درنتیجه و هستند

است. واقعیت از دور دارد ه ن تغییر بدون و طولان مدت
یعن است. نرون�ها ه�ای شب فعالیت حافظه، درباره قبول مورد فرضیه
�شود. م ذخیره اطلاعات نرون�ها از تعدادی اتصال نحوه در تغییر با
پیشنهاد کار این برای مدل ١٩٨٢ سال در که بود محقق هاپفیلد

�دهیم[٢]. م شرح را آن اینجا در که داد
در که است نحوی به نرون هر وضعیت و داریم نرون N کنید فرض
نشان ٠ با (که خاموش یا �دهیم) م نشان ١ با (که فعال لحظه هر
حقیق عددی (که وزن با �توانند م نرون دو هر است. �دهیم) م
را آنها اتصال قدرت وزن این مقدار باشند. وصل ر دی ی به است)
خواهیم نرون�ها اتصال از {Ti,j}Ni,j=۱ ماتریس بنابراین �دهد. م نشان
آن که دارد شدن فعال برای تحمل آستانه�ی نرون هر همچنین داشت.
�دهیم. م نمایش (i نرون (برای Ui مانند ثابت حقیق عدد ی با را
تحول یا و دینامی است. گسسته زمان کنید فرض کار راحت برای
دارد. بست t یعن آن قبل لحظه به تنها t + ۱ زمان در نرون�ها این
ی یا صفر که ) دهیم نشان Vi(t) با t زمان در i نرون وضعیت اگر

دلخواه طور به را نرونi-ام مانند نرون�ها از ی t+۱ لحظه در است)،
مقدار و �کنیم م انتخاب ها نرون تمام بین از مساوی احتمال با و

∑

i ̸=j

Ti,jVj(t)

Ui یعن نرونi-ام، آستانه�ی از بیش حاصل اگر �کنیم. م حساب را
قرار صفر برابر صورت این غیر در و ی برابر را Vi(t + ۱) شد،
ه ن ثابت عملیات این ط در را نرون�ها بقیه وضعیت �دهد. م
شروع لحظه در را نرون�ها وضعیت اگر دینامی این با �داریم. م
است. تصادف فرایند ی بعد زمان�های در آن�ها وضعیت بدانیم،

نرون�ها جمع تحولات اساس ول است ساده هرچند دینامی این
و قبلتر دهه�ها تاریخ نظر از که است آن حقیقت و �کند م بیان را
این ایده�ی بود[۴]. شده ارایه فیزیولوژیست دو توسط ١٩۴٣ سال در
پیدایش با و گرفت قرار محققان توجه مورد بعد به زمان آن از نفر دو
رشته و کامپیوتر علوم پرکابرد ابزارهای از ی به کامپیوتر، عصر

شد. بدل مصنوع هوش
خاموش تعدادی و فعال ها نرون از تعدادی لحظه هر بالا مدل در
در �شود. م تعبیر لحظه آن در چیزی یادآوری به این که هستند
حافظه تثبیت در آن به آسیب که است مغز عمق در ناحیه�ای hippocampus٢١

دارد. مخرب اثرات مدت بلند به مدت کوتاه
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وی ال شود، سپرده خاطر به است قرار که اطلاعات هر معادل نتیجه
وهای ال �خواهیم م کنید تصور �شود. م متناظر نرون�ها فعالیت از
مؤلفه�ی N برداری Pi هر که بسپاریم خاطر به را P۱, P۲, . . . , Pn

هدف (Pi ∈ {۰, ۱}N) �دهد. م نشان را نرون�ها وضعیت که است
شرط هر با تقریباً که کنیم انتخاب طوری را ها Tij که است این
مرحله چند ط از بعد ،t = ۰ لحظه در نرون N روی بر اولیه�ای
با کنید مقایسه را این برسیم. P۱, P۲, . . . , Pn وهای ال از ی به

آوریم. یاد به را موضوع که �کنیم م تلاش که ام هن
رفتارشناس با هب٢٢ دنالد نام به روانشناس میلادی چهل دهه در
فرضیه�ی به بودند، گرفته قرار جراح عمل تحت که مغزی بیماران
نرون دو رفتار اگر وی فرضیه�ی طبق رسید. مغز کارکرد در مهم
همزمان مواقع اکثر در (مثلا باشد داشته زیادی تشابه زمان طول در
تقویت به مشابهت این باشند) داشته سان ی پتانسیل یا بزنند اسپای
رفتار نرون�ها ر دی عبارت به �کند. م کم دو این بین اتصال
های مشابهت که ام هن و �گیرند م نظر در را ر دی نرون�های
و �شوند م متصل ر دی ی به �یابند م خود و آن�ها رفتار بین زیادی

�کنند. م قوی�تر را اتصالشان یا
بهترین کردن پیدا برای رساند نتیجه این به را هاپفیلد موضوع، این
وهای ال در j نرون و i نرون فعالیت تشابهات به باید Ti, j

پیشنهاد آن برای را زیر مقدار اساسآن بر و کرد توجه P۱, P۲, . . . , Pn

داد:
Ti,j =

n∑

s=۱

(۲Ps(i)− ۱)(۲Ps(j)− ۱)

.Ti,i = ۰ و
قبل صورت این در باشد. صفر نرون هر تحمل آستانه�ی کنید فرض
رسید خواهیم وها ال از ی به اولیه�ای شروع هر با آیا ببینیم که این از
هستند؟ نرون دینامی ثابت نقاط وها ال آیا که بدانیم باید خیر، یا

به P۱, P۲, . . . , Pn وهای ال و n = o(N) کنید فرض .١ قضیه
در �شوند. انتخاب {۰, ۱}N مجموعه از نواخت ی و مستقل طور
باشند دینامی ثابت نقطه وها ال تمام که این احتمال صورت این

�کند. م میل ی به N افزایش با

دهیم نشان باید �دهیم. م ارایه را اثبات از طرح اینجا در اثبات.
هر برای ر دی بیان به یا و �مانیم م باق آن در Ps حالت از شروع با
علامتهستند. ∑هم

j TijPs(j) و ۲Ps(i)−۱ عدد دو ،۱ ≤ i ≤ N

Donald Hebb٢٢

داریم: محاسبه اندک با
∑

j

Ti,jPs(j) =

n∑

s′=۱

(۲Ps′ (i)− ۱)

⎛

⎝
∑

j

Ps(j)(۲Ps′(j)− ۱)

⎞

⎠

:=
n∑

s′=۱

(۲Ps′ (i)− ۱)Ms,s′

متغیر ها Ms,s′ از کدام هر و ،Ms,s = N
۲ که دید �توان م راحت به

مرتبه از مرکزی حد قضیه با و هستند صفر ین میان با �های تصادف
جمله n − ۱ مجموع ،√N از گرفتن فاکتور با نتیجه در اند. √N

از مرکزی حد قضیه با دوباره که شد خواهند استاندارد نرمال مستقل
مجموع Ms,s جمله گرفتن نظر در بدون نتیجه در است. √n مرتبه
�دهد م نشان و است کمتر N

۲ از nN√استکه مرتبه از جملات بقیه
است. ۲Ps(i)− ۱ با هم�علامت کل جمع حاصل

کرد: معرف مدل این برای را زیر تابع هاپفیلد

E = − ۱
۲

∑∑
Ti,jVi(t)Vj(t)

نتیجه در و �کند م پیدا کاهش E مقدار دینامی تحت داد نشان و
تعداد E تابع کل حالت در رسید. خواهیم مینیمم�های از ی به
مینیمم�ها تنها زیاد احتمال با باشد کم n اگر ول دارد مینیمم زیادی
مشاهده که کرد شبیه�سازی �توان م آن کردن برایچ هستند. وها ال
و �گیرد م یاد را ابتدای وهای ال مدل این n ∼ ۰٫ ۱۵N اگر �شود م
هاپفیلد مدل از متفاوت تعمیم�های تاکنون آن�هاست. یادآوری به قادر
آن سازش�پذیری برای جدی تلاش�های حال عین در است. شده داده

است. آمده عمل به زیست داده�های

مراجع
[١] M F Bear, B W Connors, and M A Paradiso. Neuro-

science: exploring the brain. LippincottWilliams and

Wilkins, 2001.

[٢] JJ Hopfield - Proceedings of the national academy

of Science of the United States of America, Vol. 79,

No.8, 1982 - National Acad Sciences

[٣] http://jp.physoc.org/content/590/11/2571.full
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RSA کنفرانس2013 از فرازهای
محرابیان١ عباس

گست آ نهم تا پنجم از ٢ تصادف وریتم�های وال کنفرانسساختارها
لهستان Poznan شهر در (١٣٩٢ مرداد هجدهم تا (چهاردهم ٢٠١٣
دو و بود سری این از شماره شانزدهمین امسال کنفرانس شد. برگزار
و کنفرانس، خود تولد رد سال �امین س �گرفت: م جشن را مناسبت
پیشرفت در پررن نقش که Bela Bollobas تولد رد سال هفتادمین

است. کرده بازی شاخه این

Bela Bollobas :١ ل ش

را بوده جالب برایم که کنفرانس این از فرازهای یادداشت این در
را زیر مطالب از برخ نیست: فن یادداشت ی این �کنم. م ذکر
ان ام و کرده�ام یادداشت مربوطه سخنران شنیدن از بعد روز چند
مقاله مورد هر در کرده�ام سع ول دارد وجود جزئیات در اشتباه بروز
کند. مراجعه آن�ها به بتواند علاقمند خواننده تا کنم معرف مناسب
است. بوده مؤثر فرازها انتخاب در نویسنده شخص علایق طبیعتاً
ارنده ن به دارید یادداشت این مورد در نظری اگر �شوم م خوشحال

بزنید. ای�میل amehrabi@uwaterloo.ca نشان به
کامپیوتر مهندس رشته دو در را خود کارشناس مدرک ١٣٨٨ سال در ارنده ١ن
دکتری دانشجوی حاضر حال در و نمود اخذ شریف صنعت اه دانش از ریاضیات و

کاناداست. واترلوی اه دانش
٢Random structures and algorithms 2013 ,

http://rsa2013.amu.edu.pl/

Geoffrey Grimmett :٢ ل ش

شمارش مسئله درباره کمبریج اه دانش از Geoffrey Grimmett
ترایا۴ رأس نامتناه گراف Gی فرضکنید کرد. صحبت مسیرها٣
�شود م رأسخاصشروع ی از که n طول به مسیرهای تعداد باشد.
تعریف همان این�جا در مسیر از منظور �دهیم. م نشان s(n,G) با را
دوتا هر که متمایز رئوس از دنباله�ای یعن است، آن گراف نظریه
مسیر جای به معمولا احتمال�کارها باشند. وصل هم به متوال رأس
به صورت این در �کنند. م استفاده self-avoiding walk عبارت از

داریم: b و a طبیع عدد دو هر ازای
s(a+ b,G) ≤ s(a,G)s(b,G)

که دارد وجود m(G)ثابت گرفت نتیجه رابطه این از �توان م و
s(n,G) = m(G)n+o(n)

برای مثال عنوان به �شود. م خوانده Gگراف اتصال۵ m(G)ثابت و
که است شده ثابت Z۲ دوبعدی ه�ی شب

۲٫ ۶۳ ≤ m(Z۲) ≤ ۲٫ ۶۸

، نامتناه ساده، گراف هر برای کردند۶ ثابت Li و Grimmett اخیراً
داریم G رأس�ترایای و d-منظم همبند،

√
d− ۱ ≤ m(G) ≤ d− ۱

زیبای ترکیبیات اثبات پایین کران است. واضح تقریباً بالا کران
سخنران هم�چنین شد. گفته آن از شمه�ای سخنران این در که دارد
برای حت است؟ ن مم پایین کران بهترین این آیا که �دانند نم گفت

٣Counting self-avoiding walks
۴Vertex-transitive
۵Connectivity constant
۶ Grimmett and Li, Bounds on connective constants of regular

graphs (2012), http://arxiv.org/abs/1210.6277
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گراف به (معروف است زیر گراف دارد وجود که مثال بهترین d = ۳

نردبان):

البته است. بزرگ�تر √۲ از که است ۱+
√

۵
۲ اتصال ثابت دارای که

دوگانه (یال نیست ساده ول است √۲ اتصال ثابت دارای زیر گراف
دارد):

G گراف در n طول به مسیرهای تعداد s۱(n,G) کنید فرض حال
دادن ادامه قابل انتها از و �شوند م خاصشروع رأس ی از که باشد
مسیرهای تعداد s۲(n,G) کنید فرض هم�چنین هستند. �نهایت ب تا
�شوند م شروع خاص رأس ی از که باشد G گراف در n طول به
کنید فرض بالاخره هستند. �نهایت ب تا دادن ادامه قابل ابتدا از و
ی از که باشد G گراف در n طول به مسیرهای تعداد s۳(n,G)

�نهایت ب تا دادن ادامه قابل سر دو هر از و �شوند م رأسخاصشروع
با متناظر را m۳(G) و m۲(G) ،m۱(G) ثابت�های �توان م هستند.
ثابت Peres و Holroyd ،Grimmett کرد. تعریف پارامترها این
اثبات قضیه این برابرند. هم با ثابت چهار این گراف هر در کردند٧
م ح دوبعدی، ه شب در که �زند م حدس سخنران دارد. پیچیده�تری
n هر ازای به که دارد وجود c مثبت ثابت است: درست قوی�تری

.s۱(n,G) > cs(n,G) داریم
اثبات که قضیه ی درباره نیویورک اه دانش از Joel Spencer
شده. برایشپیدا ساختن اثبات تازگ به که صحبتکرد دارد وجودی
مجموعه ی زیرمجموعه�های از F عضوی n خانواده ی فرضکنید
و آب رن دو با را S مجموعه اعضای �خواهیم م داریم. S عضوی n

تعداد اختلاف ،F در مجموعه هر برای که طوری به کنیم رن قرمز
سال ٣٠ نزدی سخنران خود باشد. O(

√
n) قرمز و آب اعضای

بود وجودی او اثبات است. ن مم کاری چنین که داد٨ نشان پیش
سال �کرد. نم ارائه �آمیزی رن کردن پیدا برای سریع وریتم ال و
برای چندجمله�ای) اجرای زمان (با سریع وریتم ال نخستین ٢٠١٠

شد٩. ارائه �آمیزی رن چنین کردن پیدا
٧ Grimmett, Holroyd, and Peres, Extendable self-avoiding walks

(2013), http://arxiv.org/abs/1307.7132.
٨ Spencer, Six Standard Deviations Suffice (1985), Transactions of

the American Mathematical Society.
٩ Bansal, Constructive Algorithms for Discrepancy Minimization

Joel Spencer :٣ ل ش

استفاده Semi-definite programming نی ت از وریتم ال این
مسئله این حل برای ری دی سریع وریتم ال ٢٠١٢ سال �کرد. م
در وریتم ال این که این اول داشت. مهم ویژگ دو که شد١٠ ارائه
این دوم �کند. م ارائه Spencer قضیه برای متفاوت اثبات حقیقت
تصادف زدن قدم ی آن اصل ایده و زیباست بسیار وریتم ال خود که

احتمالا و �کند نم استفاده ین سن ابزار هیچ از که است هوشمندانه
کرد. خواهد پیدا نیز ری دی کاربردهای آینده در

Gil Kalai :۴ ل ش

Erdos- گراف کرد. صحبت thresholdها درباره�ی Gil Kalai
G(n, p) را آن و یرید ب نظر در را p و n پارامترهای با Renyi
دورهای تعداد ریاض امید آن�گاه p >> ۱/n اگر که �دانیم م بنامید.
به کند تضمین که p ترین کوچ ول است. بیشتر ١ از همیلتون

(FOCS 2010), http://arxiv.org/abs/1002.2259.
١٠ Lovett and Meka, Constructive Discrepancy Minimization by

Walking on The Edges (FOCS 2012), http://arxiv.org/abs/1203.5747.
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p ≈ ln(n)/n است، همیلتون دور ی دارای گراف ۱−o(۱) احتمال
کردند مشاهده مختلف مسائل در را پدیده این Kalai و Kahn است.
حداکثر با H(n)گرافمشخص فرضکنیم زدند١١: حدس چنین و
به که باشد مقداری �ترین کوچ p(n) کنیم فرض و باشد رأس n

حال باشد. G(n, p(n)) از H(n)زیرگراف دوم، ی از بیش احتمال
هر برای باشد: خاصیت این با مقدار �ترین کوچ q(n) کنید فرض
در H ′(n) �های کپ تعداد ریاض امید ،H(n) از H ′(n) زیرگراف
صورت این در �باشد. م ١ لااقل زیرگراف) عنوان (به G(n, q(n))

بسیار باشد درست اگر گزاره این .p(n) = O(q(n) log n) داریم
دارد. مهم نتایج و است قوی

Xavier Perez-Gimenez :۵ ل ش

پارامترهای درباره واترلو اه دانش از Xavier Perez-Gimenez
گراف�های روی arboricity و spanning tree packing number
باشد. گراف ی G کنید فرض کرد. سخنران Erdos-Renyi

باشند یال-مجزا دوبه�دو که G فراگیر زیردرخت�های تعداد حداکثر
اجتماع که ل�های جن تعداد حداقل و �دهیم م نشان stp(G) با را
کران دو �دهیم. م نشان a(G) با بپوشاند را G یال�های همه�ی آن�ها
d درجه از رأس G اگر اولا دارد: وجود stp(G) برای ساده بالای
G درجه�ی مینیمم بنابراین نیست. بیشتر d از stp(G) باشد، داشته
باشد، یال m و رأس n دارای G گراف اگر ثانیا بالاست. کران ی
فراگیر زیردرخت هر که چرا نیست بیشتر ⌊ m

n−۱⌋ از stp(G) آن�گاه
n از دلخواه تابع p = p(n) کنید فرض است. یال n − ۱ دارای
،Gao �دهیم. م نمایش G(n, p) با را Erdos-Renyiگراف و باشد
١ به نزدی احتمال به که دادند١٢ نشان Sato و Perez-Gimenez

١١ Kahn and Kalai, Thresholds and Expectation Thresh-
olds (2007), Combinatorics, Probability and Computing,
http://arxiv.org/abs/math/0603218.

١٢ Gao, Perez-Gimenez, Sato, Arboricity and spanning-tree
packing in random graphs with an application to load balancing,
http://arxiv.org/abs/1303.3881, SODA 2014

داریم باشد، بزرگ n وقت
stp(G(n, p)) = min{δ, ⌊ m

n− ۱
⌋}

تصادف فرآیند است: قوی�تر کردند ثابت آن�ها که چیزی حقیقت در
بدون رأسو n با گراف از یرید. ب نظر در را گرافتصادف ی تولید
که یال�های بین از تصادف یال ی گام هر در و �کنیم، م شروع یال
به نهایت در تا �کنیم، م اضافه گراف به را نیست موجود گراف در
n برای ١ به نزدی احتمال به دادند نشان آنان برسیم. کامل گراف
همین در است. برقرار فوق رابطه فرآیند این طول تمام در بزرگ، های
ثابت نیز تصادف گراف�های arboricity مورد در قضایای آنان مقاله

کردند.

Aravind Srinivasan :۶ ل ش

جنبه�های مورد در Maryland اه دانش از Aravind Srinivasan

در که لم این کرد. صحبت Lovasz Local Lemma وریتم ال
کنیم فرض است: زیر قرار از دارد کاربرد بسیار احتمالات روش�های
هم�چنین داریم. ”بد” پیشامدهای از خانواده�ای و احتمال فضای ی
است p حداکثر پیشامدها از ی هر دادن رخ احتمال کنید فرض
ر دی پیشامد d حداکثر به پیشامدها این از کدام هر علاوه به و
ی هیچ که این احتمال آن�گاه ep(d + ۱) < ۱ اگر است. وابسته

دقیق که صورت�بندی این است. مثبت نیفتد اتفاق بد پیشامدهای از
ول خاص حالت شود)، تعریف باید پیشامدها بین (وابست نیست

فصل لم کل حالت و تعریفدقیق�تر برای است. لم این از پرکاربردی
Spencer و Alon نوشته The Probabilistic Methodکتاب پنجم
نمونه فضای در نقطه�ای �گوید م تنها لم این که کنید توجه ببینید. را
پیدا نحوه مورد در ول است، بد پیشامدهای از خارج که دارد وجود
و Erdos توسط ١٩٧۵ سال در لم این �زند. نم حرف نقطه آن کردن
سریع وریتم ال بار نخستین ٢٠١٠ سال در و شد١٣ ثابت Lovasz
١٣ Erdos and Lovasz, Problems and results on 3-chromatic hyper-

graphs and some related questions (1975), In Infinite and Finite Sets,
volume II, pages 609—627, North-Holland, 1975.
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نقطه این شرایط تحت که شد١۴ ارائه Tardos و Moser توسط
استفاده لم این از که وجودی اثبات�های از بسیاری �کرد. م پیدا را
زمان (در ساختن اثبات�های به تبدیل وریتم ال این کم به �کردند م
که قضایای سایر برای که شد تلاش آن از پس شدند. چندجمله�ای)
این شرایط چهارچوب در ول �شد م استفاده لم این از اثباتشان در
بعضاً و شود١۵ پیدا وریتم ال اثبات�های نیز �گرفتند نم جا وریتم ال
ثابت را م�های ح �شد م آن�ها کم به که شدند پیدا وریتم�های ال
قوی�تر �شدند م اثبات وجودی صورت به که م�های ح از که کرد
مقاله دو در که کرد، ارائه دست این از نمونه چند سخنران بودند.

است. پرداخته آن�ها به خود١۶ اخیر

Abbas Mehrabian :٧ ل ش

گراف�های از مدل دو قطر مورد در اخیراًً که نتایج مورد در من
قضیه�ای ٢٠٠۶ سال در کردم. صحبت کرده�ام اثبات تصادف
large مورد (در کرامر قضیه از استفاده با روش که شد١٧ ثابت
درخت�های از وسیع دامنه ارتفاع محاسبه برای (deviations
تا کردیم استفاده شده مطرح نی ت از ما �دهد. م ارائه تصادف
در که نتایج بزنیم. تخمین را تصادف گراف�های از مدل دو قطر
به رئوس تعداد وقت �کند م میل ١ به وقوعشان احتمال �آید م زیر
دارد. نام ١٨ آپولونیوس تصادف ه شب مدل، اولین کند. میل �نهایت ب
مثلث ی از �سازیم. م زیر طریق به را تصادف مثلث�بندیمسطح ی
را کران�دار وجه�های از ی گام هر در �کنیم. م شروع صفحه روی
کران�دار) وجه�های تمام بین از نواخت ی صورت به (و تصادف به

١۴ Moser and Tardos, A constructive proof of the general lovasz local
lemma (2010), Journal of the ACM, http://arxiv.org/abs/0903.0544.

١۵ See, e.g., Haeupler, Saha, and Srinivasan, New con-
structive aspects of the Lovasz Local Lemma (FOCS 2010),
http://arxiv.org/abs/1001.1231

١۶ Harris and Srinivasan, Constraint Satisfaction, Packet
Routing, and the Lovasz Local Lemma (STOC 2013),
http://www.cs.umd.edu/~srin/PDF/2013/assign-lll.pdf; Harris and
Srinivasan, The Moser-Tardos Framework with Partial Resampling
(FOCS 2013).

١٧ Broutin and Devroye, Large deviations for the weighted
height of an extended class of trees (2006), Algorithmica,
http://www.cs.mcgill.ca/~nbrout/pub/weighted_height.pdf.

١٨ Random Apollonian Network

وجه رأس سه به را آن و �کنیم م اضافه آن درون رأس کرده، انتخاب
ی کار این انجام بار n − ۳ از بعد �کنیم. م وصل شده انتخاب

٢٠٠۵ سال مدل این �شود. م حاصل مثلث�بندی�شده مسطح گراف
خواص از برخ دارای بودن، مسطح بر علاوه و است١٩ شده مطرح
چند اری هم با است. ٢٠ توان درجات دنباله مثل واقع ه�های شب
احتمال در ln(n) به گراف این قطر نسبت که دادیم٢١ نشان ر دی نفر
است. داده�شده معادله ی پاسخ c ≈ ۱٫ ۶۶۸ که �کند، م میل c به
تصادف درخت ی و دارد نام ٢٢ تصادف رد وب درخت دوم مدل
تصادف جهت�دار گراف ی .p ∈ (۰, ۱] کنیم فرض �کند. م تولید

کنیم فرض دارد. خروج یال ی دقیقاً رأس هر آن در که �سازیم م
v۰ رأس ت از باشند. p پارامتر با تصادف متغیرهای X۱, X۲, . . .

vi رأس i > ۰ درگام �کنیم. م شروع دارد جهت�دار لوپ ی که
�کنیم م انتخاب فعل گراف از تصادف رأس ی �کنیم، م اضافه را
طولش و �شود م شروع u از گراف در که مسیری تنها روی و ،u مثل
باشد. w مسیر این پایان رأس کنیم فرض �کنیم. م حرکت است Xi

n به رئوس تعداد وقت �کشیم. م w به vi از یال صورت این در
nدرخت ی و �کنیم م حذف را اول رأس ولوپ یال�ها جهت رسید،
مدل�سازی برای ٢٠٠۶ سال در که اصل مدل �آید. م دست به رأس
در بود. هم d نام به ر دی پارامتر ی دارای شد٢٣، مطرح وب گراف
�کرد، م تولید گراف ی ه بل �کرد نم تولید درخت مدل آن حقیقت
که جدید رأس هر که بود این شد گفته که مدل با تفاوتش تنها
درجه بنابراین �کرد م ایجاد یال رأسقدیم d به مستقلا �شد م اضافه
مدل این ایده بود. d برابر رأس) اولین جز (به رئوس همه خروج
و کرده�اید ایجاد جدید وب صفحه ی شما کنیم فرض بود: چنین
صفحه ی به ابتدا بدهید. لین ر دی وب صفحه d به �خواهید م
به و است جالب برایتان صفحه این p احتمال به �روید. م تصادف
این در که نیست، جالب برایتان ۱− p احتمال به و �دهید، م لین آن
صفحه ی به و �کنید م کلی آن از تصادف لین ی روی صورت
به و است جالب برایتان جدید صفحه p احتمال به �روید. م ر دی
این در که نیست جالب برایتان ۱− p احتمال به و �دهید، م لین آن
کار همین و �کنید، م کلی آن از تصادف لین ی روی صورت

١٩ Zhou, Yan, and Wang, Maximal planar networks with large clus-
tering coefficient and power-law degree distribution (2005), Physical
Review E, http://arxiv.org/abs/cond-mat/0412448.

٢٠ Power-law degree sequence
٢١ Ebrahimzadeh, Farczadi, Gao, Mehrabian, Sato, Wormald, and

Zung, On the Longest Paths and the Diameter in Random Apollonian
Networks, http://arxiv.org/abs/1303.5213.

٢٢ Random surfer tree model
٢٣ Blum, Chan, and Rwebangira, A Random-

Surfer Web-Graph Model (ANALCO 2006),
http://repository.cmu.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=1138
&context=compsci.
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و است جالب برایتان که شود پیدا صفحه�ای بالاخره تا دهید ادامه را
ر دی بار d − ۱ را کار این ندارد. خروج که برسید صفحه�ای به یا
را خود جدید وب صفحه نظر مورد لین d تا �دهید م انجام مستقلا
وقت دادیم٢۴ نشان و کردیم بررس را d = حالتخاص۱ ما بسازید.

بر تقسیم درخت ارتفاع آن�گاه p ≥ ۰٫ ۲۱ اگر برسد، n به رئوس تعداد
p حسب بر شده داده تابع که �کند م میل c به احتمال در ln(n)

و c۱ ln(n) بین حاصل درخت ارتفاع آن�گاه p < ۰٫ ۲۱ اگر و است،
هستند. pحسب بر شده داده توابع c۲ و c۱ که است c۲ ln(n)

Noga Alon :٨ ل ش

این کرد. صحبت ماتریس�ها٢۵ پوشش عدد درباره Noga Alon

وریتم�های ال طراح در جالب کاربردهای که است جدید پارامتر ی
مجموع که nتای نامنف بردارهای همه مجموعه دارد. تقریب
∆n ر، دی عبارت به دهید. نشان ∆n با را است ١ درایه�هایشان
عضوی n مجموعه ی روی احتمال توزیع�های همه�ی مجموعه
ماکسیم�سازی مسئله و باشد m × n ماتریس A کنید فرض است.
و p ∈ ∆m ،q ∈ ∆n شرط به یرید ب نظر در را pTAq عبارت
p و است ثابت A اینجا در .q و p روی ر دی ٢۶ خط شرایط تعدادی
قرار دسته این در که مهم خیل مسئله ی هستند. ما متغیرهای q و
ی mixedبرای Nash equilibrium ی کردن پیدا مسأله �گیرد، م

است. دونفره بازی
کنید، تعریف S = {Aq : q ∈ ∆n} صورت به را S مجموعه
منظور .Aماتریس ستون�های محدب ترکیب�های همه مجموعه یعن
هر برای که طوری به است T مجموعه ی A برای ϵ-net ی از
||x − y||∞ ≤ ϵ که طوری به شود پیدا y ∈ T ی لااقل ،x ∈ S

�نامیم م A پوشش عدد را A برای ϵ-net ترین کوچ اندازه�ی باشد.
ماکسیمم�سازی مسئله که این برای حال �دهیم. م ,N(ϵنشان A) با و
خط شرایط تعدادی و p ∈ ∆m ،q ∈ ∆n شرط به pTAq عبارت

و �آییم م کنیم، حل (ϵ دقت (با تقریب صورت به را q و p روی
٢۴ Mehrabian and Wormald, The height and diameter of the random

surfer tree model, preprint (2013).
٢۵ Cover number of matrices
٢۶ Linear constraints

،p ∈ ∆m ،q ∈ ∆n شرط به pT y عبارت ماکسیمم�سازی مساله
حل را q و p روی خط شرایط همان و ||Aq − y||∞ ≤ ϵ

انجام هستند ϵ-net در که yهای همه�ی ازای به را کار این و �کنیم، م
ول هستند q و p هم�چنان متغیرها �گیریم. م ماکسیمم و �دهیم، م

در حل قابل و هستند ٢٧ خط برنامه�ریزی هم جدید مسئله�های
به که جواب که نیست سخت موضوع این دیدن چندجمله�ای. زمان
دارد. اختلاف اصل مسئله جواب با ϵ اندازه به حداکثر �آید م دست

دارد. ارتباط Aماتریس پوشش عدد به وریتم ال این اجرای زمان
و −۱ بین A ماتریس درآیه�های همه کنیم فرض نرمال�سازی برای
کم به �دهیم. م نشان rank(A) با را A ماتریس رتبه و باشند ١

که داد نشان �توان م حجم برهان ی
N(ϵ, A) ≤ (۱+

۲
ϵ
)rank(A)

با ϵ-net ی که شد٢٨ ارائه تصادف وریتم ال ٢٠١٣ سال در
Johnson- لم کم به �سازد. م را نقطه ( ۱

ϵ )
O(rank(A))poly(m)

فواصل در زیاد تغییر بدون بعد کاهش برای Lindenstrauss
آن�گاه باشد نیمه�معین٢٩ مثبت ماتریس A اگر که داد نشان �توان م
Shraibmanنشان و Lee ،Alon اخیراً .N(ϵ, A) ≤ ( ۱

ϵ )
O(logn/ϵ۲)

.N(ϵ, A) ≤ nO(logm/ϵ۲) داریم n در mماتریس هر برای دادند
mixed Nash equilibrium ی کردن پیدا مسئله به �گردیم برم
مسئله این که شد ثابت ٢٠٠۶ سال در دونفره. بازی ی برای
ϵ- ی کردن پیدا مسأله سخت ول است٣٠ PPAD-complete
غیردقیق، صورت به است. باز approximate Nash equilibrium
کدام هر که است ن بازی دو برای تصادف استراتژی دو ارائه منظور
اگر کنند. سود نتوانند ϵ از بیش خود استراتژی تغییر با آن�ها از
کم با دهیم، نشان B و A با را ن بازی دو سود ماتریس�های

که حالت�های در که داد نشان �توان م شد ذکر بالا که ایده�های
ی �توان م باشد نیمه�معین مثبت یا باشد کرانداری رتبه A+Bدارای

یافت. چندجمله�ای زمان در را ϵ-approximate Nash equilibrium
Vempala و Shraibman ،Lee ،Alon مقاله بیشتر اطلاعات برای

ببینید. را
انجام RSAکنفرانس در که است سخنران ی درباره آخر مطلب
Flexible Network Design عنوان تحت ورکشاپ در ه بل نشد
Lap Chi Lau شد.٣١ برگزار تورنتو شهر FIELDS موسسه در

٢٧ Linear programming
٢٨ Alon, Lee, Shraibman and Vempala, The approximate

rank of a matrix and its algorithmic applications (STOC 2013),
http://www.tau.ac.il/~nogaa/PDFS/epsrankstoc3.pdf

٢٩positive semi-definite
٣٠ Chen and Deng, Settling the complexity of two-player Nash equi-

librium (FOCS 2006).
٣١ http://www.fields.utoronto.ca/programs/scientific/13-
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Lap Chi Lau :٩ ل ش

نامساوی گسسته حالت از تعمیم درباره �کن هن اه دانش از
(اگرچه باشد d-منظم Gگراف فرضکنیم کرد. صحبت Cheeger

فرض این هستند، نیز غیرمنظم وزن�دار گراف�های به تعمیم قابل نتایج
زیرمجموعه ٣٢ رسانای �گیرد). م صورت فرمول�ها شدن ساده برای

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را رئوس از S
φ(S) :=

|E(S, Sc)|
d|S|

یال�های مجموعه E(S, Sc) و �دهد م نشان را S مل م Sc آن در که
هم�چنین است. S از خارج رشان دی سر و S در سرشان ی که است

�کنیم: م تعریف زیر صورت به را Gگراف رسانای
φ(G) := min{φ(S) : S ⊂ V (G), |S| ≤ n/۲}

وریتم ال مسئله ی کم رسانای با زیرمجموعه ی کردن پیدا مسئله
ظاهر صورتطبیع به کامپیوتر علوم زمینه�های از بسیاری در استکه
وجود گراف جبری خواص و پارامتر این بین جالب رابطه �شود. م
ماتریس ی که AماتریسمجاورتگرافGباشد فرضکنید دارد.
به را L ماتریس �دهد. م نشان را G رئوس تعداد که است n × n

ماتریس این ویژه�های مقدار �کنیم. Lتعریفم := In− ۱
dAصورت

صورت به �توان م را
۰ = λ۱ ≤ λ۲ ≤ · · · ≤ λn ≤ ۲

گراف اگر تنها و استاگر گرافصفر رسانای که دید �توان م نوشت.
برای Cheeger نامساوی باشد. صفر λ۲ اگر تنها و اگر باشد ناهمبند

است٣٣: چنین گراف�ها
λ۲

۲
≤ φ(G) ≤

√
۲λ۲

بزرگ�تر مقدارویژه�های به نامساوی این از تعمیم ٢٠١٢ سال در
کنید تعریف شد. ارائه

14/netdesign/
٣٢ conductance
٣٣ For a proof, see Section 4.5 of Hoory, Linial, Widgerson, Ex-

pander Graphs and Their Applications (2006), Bulletin of the Ameri-
can Mathematical Society, http://www.ams.org/journals/bull/2006-43-
04/S0273-0979-06-01126-8/S0273-0979-06-01126-8.pdf

φk(G) := min{max{φ(Si) : i = ۱, . . . , k} :

S۱, S۲, . . . , Sk partition V (G)}

داریم٣۴: صورت این در
λk

۲
≤ φk(G) ≤ O(k۴

√
λk)

کردند٣۵: ثابت ران دی و سخنران .φ(G) = φ۲(G) که کنید دقت
φ(G) ≤ O(k)

λ۲√
λk

رسانای با قسمت دو به گراف کردن افراز برای وریتم ال و
کردند. ارائه O(k) λ۲√

λk

٣۴ Lee, Oveis Gharan, Trevisan, Multi-way spectral par-
titioning and higher-order Cheeger inequalities (STOC 2012),
http://arxiv.org/abs/1111.1055

٣۵ Kwok, Lau, Lee, Oveis Gharan, Trevisan, Improved Cheeger’s
inequality: analysis of spectral partitioning algorithms through higher
order spectral graph (STOC 2013), http://arxiv.org/abs/1301.5584
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و گروه�ها در متمم�پذیری و مل�پذیری م
گراف نظریه�ی در آن کاربرد�های

یده چ
که را R از I دلخواه ایده�آل هر باشد. نیم�ساده حلقه�ا�ی R فرضکنید
حال .I⊕J = R که استچنان Rموجود از J ایده�آل یرید، ب نظر در
کنید، اه ن Z در را ۲Z ایده�آل یرید. ب نظر در را صحیح اعداد حلقه�ی
،۲Z⊕mZ = Z که نیست موجود حلقه این mZدر ̸= Z ایده�آل هیچ
کاف واقع در .Z = ۲Z+mZ که کرد پیدا طوری mرا �توان م ول
برای را مفهوم دو این �خواهیم م مقاله این در .(۲,m) = ۱ که است
مفهوم دو این از کاربردهای به نهایت در و کنیم بازسازی گروه�ها
به و مل�پذیری” ”م اول، مفهوم به �کنیم. م اشاره گراف درنظریه�ی

�گویند. م ”متمم�پذیری” دوم مفهوم

گروه ی G فرضکنید ac-گروه�ها: و as-گروه�ها .١ تعریف
برای ١ متمم ی G گروه از K سره زیرگروه به .H ≤ G و باشد
K به ،H ∩K = ۱ اگر حال .G = HK هرگاه �گویند م H زیرگروه

�شود. م گفته نیز H مل٢ م

as-گروه ی را G بود، متمم دارای G از دلخواه زیرگروه هر اگر
s و دلخواه معن به ”arbitrary” کلمه�ی اول a واقع در که �نامند م
زیرگروه هر اگر ترتیب همین به و است. ”supplement” کلمه�ی اول
ac-گروه ی را G آن�گاه باشد، مل م دارای G گروه از دلخواه

�نامند. م

و ۲Z۶ دارد: سره زیرگروه ٢ یرید. ب نظر در را Z۶ گروه .٢ مثال
هم Z۶ بنابراین .(۲Z۶)(۳Z۶) = Z۶ که دید راحت به �توان م .۳Z۶

است. as-گروه هم و ac-گروه

و �پردازیم م گروه�ها کلاساز دو این تاریخچه�ی بررس به ادامه در
کلاس دو این مورد در امروز تا که مهم و اساس قضایای هم�چنین

�کنیم. م مرور را است شده اثبات
١Supplementation
٢Complementation

در هال٣ گرفتند. قرار توجه مورد متناه ac-گروه�های ابتدا در
در هال البته کرد. رده�بندی را متناه ac-گروه�های تمام ١٩٣٧ سال
از او بود. رده ن استفاده خود کارهای در اصطلاحac-گروه از ١٩٣٧
as-گروه�ها و ac-گروه�ها اصطلاح کرد. استفاده متمم�پذیر اصطلاح
رفت کار به بار اولین برای کرتلند۵ و کاپه۴ توسط ٢٠٠٠ سال در
ریاضیدانان حت نیست، اصطلاح این از نشانه�ای آن از قبل تا ول
کامل۶ تجزیه�ی لفظ از �کردند م کار مفهوم این با که سابق شوروی
مقاله�های به �توانید م مثال برای �کردند. م استفاده ac-گروه�ها برای
در کنید. مراجعه وا٨ چرین از [٧] و [۶] مقاله�های و بااوا٧ از [٢]

�پردازیم. م متناه as-گروه�های رده�بندی به بعد قضیه�ی

زیر گزاره�های آن�گاه باشد. متناه گروه ی G فرضکنید .٣ قضیه
هستند: معادل هم با

است. ac-گروه ی G الف)

با گروه�های مستقیم ضرب از زیرگروه با است ریخت ی G ب)
. مربع از خال مرتبه�ی

مقدمات آبل زیرگروه�های سیلو با ابرحل�پذیر٩ گروه ی G ج)
است.

�باشد. م مل م دارای اول مرتبه�ی از دوری زیرگروه هر ه�)

مقاله�ی از ٢ ١و گزاره از ج و ب الف، گزاره�های بودن معادل اثبات.
نتیجه�ی از ه� الفو گزاره�های بودن معادل و �شود م گرفته نتیجه [١٢]

�آید. م دست به [٣] مقاله�ی از ٢

�پردازیم. م نامتناه ac-گروه�های بررس به ادامه در

باشد ac-گروه Gی فرضکنید [ [٢] ، ١٩۵٣ [بااوا .۴ قضیه
داریم: را زیر موارد صورت این در .( متناه لزوماً (نه

است. ١٠ متاآبل گروه ی G الف)

است. آبل موضع طور به گروه ی G ب)

است. مقدمات آبل G آن�گاه باشد، p-گروه ی G اگر ج)
٣Hall
۴Kappe
۵Kirtland
۶Completely Factorizable
٧Baeva
٨Chernikova

باشد. دوری عامل�های با نرمال سری دارای اگر �گویند م ابرحل�پذیر Gرا ٩گروه
باشد. آبل G′ معادل طور به یا G′′ = ۱ گاه هر �گویند م متاآبل را G ١٠گروه
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و نرمال زیرگروه نیم�مستقیم ضرب G که این با است معادل ه�)
به B و A دوی هر که قسم به باشد؛ B آبل زیرگروه و A آبل
تجزیه اول اعداد مرتبه�ی از دوری زیرگروه�های مستقیم ضرب

�شوند. م

داد، نشان نیز ر دی توجه جالب م ح ی [٢] مقاله�ی در بااوا
نرمال زیرگروه�های از افزایش سری ی شامل G اگر داد نشان او
ac-گروه ی باشد، متمایز اول اعداد مرتبه�ی از دوری عامل�های با

بود. خواهد
به ابتدا �پردازیم. م as-گروه�ها کلاس بررس به ادامه در حال
که طور همان �پردازیم. م as-گروه�ها و ac-گروه�ها ارتباط بررس
است. as-گروه اه آن باشد ac-گروه ی G اگر شد، اشاره قبلا

گروه مثلا نیست، درست گزاره این س ع
D∞ = ⟨a, b|o(b) = ۲, bab = a−۱⟩

ی D∞ که دریافت �توان م بررس کم با یرید. ب نظر در را
نیست. ac-گروه ول است as-گروه

as-گروه ی G کنید فرض [ [١٢] ، ٣.۶ قضیه ] .۵ قضیه
است. ac-گروه ی G صورت این در باشد ١١ آرتین

رده�بندی را متناه as-گروه�های �توان م قضیه این کم با حال
متناه کلاسas-گروه�های قبل، قضیه�ی به توجه با کنید توجه کرد.
،٣ قضیه به توجه با که حال �شوند. م معادل متناه ac-گروه�های و
متناه as-گروه�های رو این از شده�اند رده�بندی متناه ac-گروه�های
رده�بندی نامتناه as-گروه�های مورد در اما �شوند. م رده�بندی نیز
توانسته�ایم [١] مقاله در ٢٠١٢ سال در ندارد. وجود شده�ای شناخته�
نیستند. ساده ، نامتناه چه و متناه چه as-گروه�ها که دهیم نشان
از بیشتری خواص که �کنیم م سع بعدی قضیه�های در حال

کنیم. بررس نامتناه as-گروه�های

حلقه�ی Rی اگر [ [١١] ، [تمرین٨صفحه�ی۴۴٣ .۶ قضیه
.J(R) = ۰ اه آن باشد نیم�ساده

وبسن جی ایده�آل نیم�ساده، حلقه�های در �دانید م که همان�طور
همین به باید نیز as-گروه�ها در �آید م نظر به دارد. اساس نقش
را وبسن جی ایده�آل نقش همان واقع در فراتین زیرگروه باشد. ترتیب
زیرگروه�های تمام اشتراک واقع در �کند. م بازی حلقه�ها نظریه�ی در
Φ(G) نماد با و �گویند م G فراتین زیرگروه را G گروه ماکسیمال
نداشته ماکسیمال زیرگروه G اگر �کنند م قرارداد �دهند. م نمایش
مینیمال عنصر زیرگروه�هایش از خانواده�ای هر هرگاه �گویند م آرتین را G ١١گروه

باشد. داشته

خودش زیرگروه فراتین که است ذکر به لازم .Φ(G) = G باشد
خواص دیدن برای کرد. معرف وبسن جی ایده�آل از قبل سال�ها را

کنید. مراجعه [٨] مقاله�ی به �توانید م فراتین
زیرگروه اینصورتGدارای در باشد، as-گروه Gی اگر .٧ قضیه

.Φ(G) = ۱ بعلاوه است، ماکسیمال
ماکسیمال زیرگروه ی شامل Gحداقل که �دهیم م نشان ابتدا اثبات.
as-گروه G که آن�جا از یرید. ب نظر در را x ∈ G عضو است.
قرار حال .⟨x⟩H = G که است موجود H سره�ی زیرگروه است،
Σ دید �توان م راحت به .Σ = {K < G|H ≤ K,x /∈ K} دهید
بنابر است.لذا بالای کران دارای زنجیر هر .H ∈ Σ زیرا است ناته
ماکسیمال عضو m فرضکنید است. ماکسیمال عضو دارای زرن لم
کنید فرض است. ماکسیمال نیز G در m �دهیم م نشان آن�گاه باشد
.x /∈ m۱ کنید فرض اول: حالت داریم. حالت دو آن�گاه .m ! m۱

ماکسیمال با و است Σ به متعلق m۱ پس H ⊂ m ! m۱ ه آن�جائی از
توجه با .x ∈ m۱ کنید فرض دوم: حالت است. تناقض در m بودن
m پس .⟨x⟩H = ⟨x⟩m۱ = m۱ داریم: لذا ⟨x⟩H = G ه این به
.Φ(G) = ۱ که �دهیم م نشان حال است. G ماکسیمال زیرگروه ی
این از است as-گروه ه آن�جائی از .۱ ̸= x ∈ Φ(G) کنید فرض
توجه با اما دارد. وجود ⟨x⟩K = G که قسم به K زیرگروه رو
تناقض که G = K داریم ،[١۵] از ٩٢ صفحه�ی ١.١۵ گزاره�ی به

.Φ(G) = ۱ بنابراین است.

در ac-گروه�ها و as-گروه�ها کاربردهای
گراف نظریه�ی

مهمترین از ی عنوان به امروزه این�که بر علاوه گراف نظریه�ی
در قوی ابزار ی عنوان به �شود، م محسوب ریاض شاخه�های
و مخابرات ، ترونی ال ، شیم ، فیزی هم�چون علوم سایر اختیار
بعض ریاضیات علم شاخه�های سایر میان از است. گرفته قرار غیره
اعم جبری اشیاء به گراف�های کرده�اند سع نیز جبر علم متخصصین
هندس خواص از و دهند نسبت حلقه�ها و گروه�ها نیم�گروه�ها، از
گیرند بهره اشیاء این جبری ساختار مورد در نتایج یافتن برای گراف
هندس خواص زبان به ترجمه�ای جبری قضایای از برخ برای و

آورند. دست به گراف�ها
مهم مسایل از ی به جبری ساختارهای به گراف کردن متناظر
مختلف گراف�های تاکنون است. شده تبدیل گراف جبری نظریه در
،١٩٧۵ سال در مثال برای است. شده نظیر گروه�ها و نیم�گروه�ها به
بررس [١۶] مقاله�ی در آبل گروه�های برای را اشتراک گراف ا زلین
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[١٧] به گروه�ها اشتراک گراف�های بیشتر مطالعه�ی برای کرد،
گروه تحویل�ناپذیر سرشت�های از استفاده با حت کنید. مراجعه
کنید. مراجعه [١٨] مقاله�ی به کرد، نظیر گراف ی گروه به �توان م
به �توان م ac-گروه�ها و as-گروه�ها مفهوم از استفاده با حال

داد. تعمیم گروه�ها کلیه�ی به را آن و کرد نظیر گراف گروه�ها

و ناسره زیرگروه�های تمام باشد. گروه ی G کنید فرض .٨ تعریف
راس دو یرید. ب نظر در Γ(G) گراف رئوس عنوان به را G نابدیه
گراف .HK = G اگر تنها و اگر �کنیم م وصل هم به را K و H

�نامیم. م گروه ی زیرگروه�های ماکسیمال١٢ دوگان گراف را Γ(G)

گروه، ی زیرگروه�های ماکسیمال دوگان گراف جای به راحت برای
�گوییم. م ماکسیمال دوگان گراف

یرید. ب نظر در را Γ(A۴) .٩ مثال

⟨(۱۲۳)⟩ : ٠

⟨(۱۳۴)⟩ : ١

⟨(۱۲)(۳۴)⟩ : ٢

⟨(۲۳۴)⟩ : ٣

⟨(۱۴۲)⟩ : ۴

⟨(۱۴)(۲۳)⟩ : ۵

⟨(۱۳)(۲۴)⟩ : ۶

⟨(۱۲)(۳۴), (۱۳)(۲۴)⟩ : ٧

است. ساده گراف گروه، ی ماکسیمال دوگان گراف .١٠ قضیه
١٢Co-maximal

از .G = HK یعن باشد متصل K به H راس کنید فرض اثبات.
٣.١٢ گزاره�ی به بنا و است زیرگروه HK پس G = HK ه آن�جائی
وصل H به نیز K و G = KH پس KH = HK داریم [١۶] از

است. ساده Γ(G)گراف بنابراین است.

در Gکه = HK حالت برای مشابه گراف �توان م ترتیب همین به
دوگان گراف بررس به مقاله این در اما کرد تعریف H ∩K = ۱ آن
گرافدوگان مورد در که سؤالات اولین از ی �پردازیم. م ماکسیمال
یعن �باشد نم پوچ گراف این موقع چه �رسد، م ذهن به ماکسیمال
تعریف به سوال این به دادن پاسخ برای است؟ یال ی شامل حداقل

داریم. نیاز گروه�ها نظریه از مهم مفهوم

سره زیرگروه�های اگر �نامیم م تجزیه�پذیر را G گروه .١١ تعریف
.G = HK که طوری به باشند موجود G از K و H نابدیه و
آنها زیرگروه هر یعن تجزیه�ناپذیرند. که دارند وجود نیز گروه�های

است. متمم فاقد

�پردازیم م گروه چند تجزیه�ناپذیری بررس به بعدی قضایای در
متمم فاقد آبل گروه ی زیرگروه موقع چه �کنیم م ذکر هم�چنین و

�گیریم. م اول اعدادی ر نمایان را q و p همه�جا است.

باشد. آبل گروه ی G کنید فرض .١٢ قضیه

متمم فاقد G از K زیرگروه [ [۵] ، ١٠.۵-D [تمرین الف)
خارج�قسمت گروه Kهیچ Kو ⊆ Φ(G) اگر فقط و اگر است

باشد. نداشته Zp∞ با ریخت ی

اگر فقط و اگر است تجزیه�ناپذیر G [ [١۵] ، ١٣.١.۶] ب)
.G ∼= Zp∞

وجود نامتناه و متناه ناآبل گروه�های که کنید توجه .١٣ تذکر
فرض مثال، برای باشد. متمم فاقد آن�ها زیرگروه�های تمام که دارند
متمم فاقد G زیرگروه�های تمام آن�گاه .G ∼= PSL(۲, ۱۳) کنید
مقاله�ی و [١۵ و ١٣.١.١١] به �توان م بیشتر جزئیات برای هستند.

تارس گروه �توان م نامتناه حالت برای کنید. مراجعه [۴]
[١٣] در �توان م را گروه این تعریف گرفت. نظر در را مانستر١٣

یافت.

گراف که است این با معادل گروه ی برای تجزیه�پذیری واقع در
و همبندی بررس به ادامه در حال نباشد. پوچ آن ماکسیمال دوگان

�پردازیم. م ماکسیمال دوگان گراف قطر
١٣Tarski Monster
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به باشد گروه ی G کنید فرض [ [١] ، ١ [قضیه .١۴ قضیه
.diam(Γ(G)) ≤ ۳ صورت این در .δ(Γ(G)) ≥ ۱ طوری�که

صورت این در باشد. متناه گروه ی G کنید فرض .١۵ قضیه
باشد: زیر حالات از ی G اگر فقط و اگر diam(Γ(G)) = ۲

١۴.Zp " Zq الف)

.Zp ⊕ Zp حالت جز به مقدمات آبل p-گروه ب)

p کنید فرض .diam(Γ(G)) = ۲ کنید فرض ابتدا اثبات.
q اول عدد اگر �کند. م عاد را |G| که باشد اول عدد �ترین کوچ
زیرگروه صورت این در کند عاد را |G| که داشت وجود p با متمایز

داریم: حالت دو دارند. وجود q و p مرتبه�ی از K و H
ی G صورت این در .HK = G کنید فرض اول: حالت

یا pq مرتبه�ی از گروه�های رده�بندی به بنا است. pq مرتبه�ی از گروه
.Γ(Zp⊕Zq) = K۲ که کنید دقت .G = Zp⊕Zq Gیا = Zp"Zq

ادعا صورت این در .HK ̸= G کنید فرض دوم: حالت
که باشد زیرگروه ی L فرضکنید است. p-گروه Gی که �کنیم م
کنید دقت .[G : L] = p داریم صورت این در .HL = KL = G

H ∼= K بنابراین .L ! G داریم است، اول عدد �ترین کوچ p چون
�شود. م ثابت ادعا و است p-گروه ی G پس است ن غیرمم که

است. مقدمات آبل گروه ی G ،٣ قضیه�ی به توجه با حال
است. واضح قضیه س ع

دوگان گراف که هستیم گروه�های کردن رده�بندی دنبال به حال
مورد در را م ح ابتدا هستند. کامل آن�ها زیرگروه ماکسیمال

�دهیم. م نشان آبل گروه�های

که طوری به بوده آبل گروه ی G کنید فرض .١۶ قضیه
هستند: معادل هم با زیر موارد آن�گاه .δ(Γ(G)) ≥ ۱

دارد. وجود رئوس همه�ی به متصل راس الف)

.G = Zp ⊕ Zq ب)

است. کامل گراف Γ(G) ج)

رئوس همه�ی به که باشد Hراس فرضکنید (ب)⇒(الف). اثبات.
زیرگروه و ماکسیمال زیرگروه باید H که است واضح است. متصل
ماکسیمال استکه اول مرتبه�ی دوری زیرگروه پسHی باشد، ساده
ماکسیمال هم ،G از سره زیرگروه هر که �دهیم م نشان حال است. نیز
[١۴] مرجع از ٢١٢ صفحه�ی به �توانید م نیم�مستقیم ضرب تعریف دیدن ١۴برای

کنید. مراجعه

چون Gباشد. از زیرگروه Lی فرضکنید است. ساده زیرگروه هم و
زیرگروه هم ،H که آن�جای از .G/H ∼= L داریم پس ،HL = G

هم و ساده زیرگروه هم نیز L لذا است ماکسیمال زیرگروه هم و ساده
است، ١۵ تاب�دار G که �کنیم م ادعا حال است. ماکسیمال زیرگروه
صورت این در Gباشد. از ١۶ تاب از خال عضوی g فرضکنید زیرا
در ⟨g۲⟩ بنابراین یرید. ب نظر در را ⟨g۲⟩ ! ⟨g⟩ نابدیه زیرگروه�های
ادعا و است تابدار G پس است تناقض این که نیست ماکسیمال G
p مرتبه�ی عضو دو آن�گاه باشد، p-گروه ی G اگر �شود. م ثابت
پس باشند، وصل هم به باید عضو دو این چون یرید. ب نظر در را
پس G = Zp ⊕ Zp گرفت نتیجه �توان م راحت به که |G| = p۲

بنابراین موجودند q و p مرتبه�ی از عضوهای که کرد فرض �توان م
.G = Zp ⊕ Zq

هستند. واضح (ج)⇒(الف) و (ب)⇒(ج)
فرض کرد. حذف �توان نم را آبل شرط قبل قضیه�ی در .١٧ تذکر
متصل رئوس بقیه�ی به ⟨(۱۲۳)⟩ راس صورت این در .G = S۳ کنید

نیست. کامل آن ماکسیمال دوگان گراف که حال در است
Γ(G) صورت این در باشد. گروه ی G کنید فرض .١٨ قضیه

.G = Zp ⊕ Zq اگر فقط و اگر است کامل گراف
قضیه�ی استدلال همانند باشد. گرافکامل Γ(G) فرضکنید اثبات.
و ⟨g۱⟩ کنید فرض حال است. تاب�دار G لذا نیست، �تاب ب G قبل
عدد دو q و p آن در که باشند q و p مرتبه�های با زیرگروه دو ⟨g۲⟩
رده�بندی به بنا لذا است، کامل گراف Γ(G) چون هستند. اول متمایز
اگر .G ∈ {Zp " Zq,Zp ⊕ Zq} داریم ،pq مرتبه�ی از گروه�های
متصل هم به که دارند وجود زیرگروه دو آن�گاه ،G = Zp " Zq

است. واضح قضیه س ع .G = Zp ⊕ Zq بنابراین نیستند.
و Γ(Zp ⊕ Zq) = K۲ که دید �توان م راحت به .١٩ تذکر

.Γ(Zp ⊕ Zp) = Kp+۱

گروه برای را راس رن عدد و خوشه�ای عدد بعد، قضیه�ی در
�آوریم. م دست به متناه تولید با آبل

آن�گاه باشد، متناه تولید با آبل گروه ی G اگر .٢٠ قضیه
.ω(Γ(G)) = χ(Γ(G)) = |Max(G)|

آن�گاه باشد، ماکسیمال زیرگروه نامتناه شامل G اگر اثبات.
که کرد فرض �توان م پس .ω(Γ(G)) = χ(Γ(G)) = ∞
Max(G) رئوس روی را راس القای زیرگراف .|Max(G)| < ∞

torsion١۵
torsion free١۶
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از �دهد م خوشه یل تش مجموعه این که است واضح یرید. ب نظر در
�آمیزی رن ی حال .|Max(G)| ≤ ω(Γ(G)) ≤ χ(Γ(G)) رو این
Max(G) اعضای از کدام هر به حال �دهیم. م ارائه Γ(G) برای سره
درون زیرگروه هر لذا است، مولد متناه G چون �دهیم. م رن ی
ی رن زیرگروه هر به �گیرد. م قرار G ماکسیمال زیرگروه ی

داشته توجه �دهیم. م نسبت را آن دربردارنده�ی ماکسیمال زیرگروه
نشان حال است. ان�پذیر ام کار این انتخاب اصل طبق که باشید
L اگر .LK = G فرضکنید است. سره �آمیزی رن این که �دهیم م
با که هستند ماکسیمال ی درون K و L آن�گاه باشند، Kهم�رن و

است. تناقض در LK = G
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وینوگرادوف قضیه�ی
برزگر میلاد

شدیم آن بر اعداد، تحلیل نظریه�ی در اخیر پیشرفت�های به توجه با
باشیم. داشته مجله در شاخه این در مقاله�ای

مقدمه ١
مطرح را زیر حدس اویلر لئونارد به نامه�ای در ١٧۴٢ سال در گلدباخ

کرد:
صورتمجموع به �توان م را ۵ از بزرگ�تر صحیح عدد هر

نوشت. اول عدد سه
نام با امروزه که مطرح را مسئله این از معادل صورت پاسخ در اویلر

�شود: م شناخته گلدباخ» قوی «حدس

مجموع صورت به �توان م را ٢ از بزرگ�تر زوج عدد هر
نوشت. اول عدد دو

اول عدد سه مجموع صورت به بتوان را n + اگر که کنید توجه�
٢ حذف با باشد. ٢ برابر نتیجه در و زوج باید آن�ها از ی نوشت،
اول عدد دو مجموع صورت به �توان م را n �شود م نتیجه طرفین از
آن�گاه هستند، اول اعداد q و p که ، n = p+ q اگر همچنین نوشت.
. n + = p + q + و n + = p + q + نوشت �توان م
حدس هستند. معادل هم با بالا در شده مطرح مسئله�ی دو بنابراین
وریتم ال کم به آن درست اما است. نشده حل تاکنون گلدباخ قوی
همچنین است. شده بررس n ≤ ٫ × برای کامپیوتری های

است. نشده حاصل مسئله این راه�حل در زیادی پیشرفت
دو هر باید q و p هستند، اول اعداد q و p که باشد n = p+q اگر
بنابراین باشد). ٢ مساوی باید nصورت این غیر در (چون باشند فرد
گلدباخ قوی حدس اگر �دهد م نتیجه این . n + = p + q +

آن�گاه باشد، درست

سه مجموع صورت به �توان م را ٧ از بزرگ�تر فرد عدد هر
نوشت. فرد اول عدد

حل نیز مسئله این �شود. م نامبده فوق«حدسضعیفگلدباخ» مسأله
پیشرفت�های گلدباخ حدس قوی صورت برخلاف اما است، نشده

آن اثبات به هم�اکنون ما و شده حاصل آن اثبات جهت در زیادی
هستیم. نزدی

حدس درست فرض با ،١٩٢٣ سال در لیتلوود و هاردی
خط روی له دیری L تابع غیربدیه صفرهای (همه�ی ریمان قوی
(که Circle method کار�گیری به� با و دارند)، قرار Re(z) =

حدس کردند ثابت �دهیم) م توضیح را روش این مقاله این در
درست بزرگ» کاف اندازه «به صحیح اعداد برای گلدباخ ضعیف
اعداد برای یعن بزرگ» کاف اندازه «به داد نشان لیتلوود است.
در تغییرات ایجاد با ١٩٣٧ سال در وینوگرادوف١ . از بیش�تر
مورد در اعداد نظریه� از م ح کارگیری به و لیتلوود و هاردی روش
استفاده بدون شد موفق (Siegel-Walfisz theorem ) اول اعداد
اندازه «به اعداد برای را گلدباخ ضعیف حدس ریمان، فرضیه�ی از
اندازه «به معن خود مقاله�ی در وینوگرادوف کند. ثابت بزرگ» کاف
را او روش �توان م که داشت بیان اما رد، ن مشخص را بزرگ» کاف
شاگرد ١٩٣٩ سال در مشخصکرد. را موردنظر کران و کرد دقیق�تر
کران وینوگرادوف روش دقیق�سازی با بوروزدین٢ نام به وینوگرادوف
e ≈ × تا کران این امروزه آورد. دست به را ≈ ×

بسیار کامپیوتری �های بررس برای عدد این اما است. یافته کاهش
و شده�اند) تا حدس کردن چ به موفق (کامپیوتر�ها است بزرگ
است. مانده باق نشده حل نیز ریمان حدس از صورت این بنابراین
که روش است. وینوگرادوف» «قضیه�ی اثبات این�جا در ما هدف
است. قضیه این اثبات برای وینوگرادوف خود روش �دهیم، م ارائه
شمارنده�ی تابع باشد. اول طبیع اعداد مجموعه�ی P کنید فرض
عدد سه مجموع صورت به N صحیح عدد نوشتن روش�های تعداد

�شود. م تعریف این�گونه اول
r(N) =

∑

p +p +p =N
p ,p ,p ∈P

�دهد م بدست r(N)برای مجانب فرمول وینوگرادوفی قضیه�ی
بزرگ کاف اندازه به فرد Nهای برای �شود م نتیجه آن از راحت به که
اندازه به اعداد برای ترتیبحدسضعیفگلدباخ این به و r(N) >

�شود. م اثبات بزرگ کاف

مثبت اعداد و G(N) حساب تابع وینوگرادوف): (قضیه�ی .١ قضیه
که طوری به موجودند c و c

c < G(N) < c فرد: N هر برای (i
١Ivan Matveevich Vinogradov
٢Borozdin
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بزرگ: کاف اندازه به فرد N برای ii)
r(N) = G(N)

N

(logN)

(
+O

( log logN
logN

))

برایحدسضعیف (singular series) ین ت G(N)سری که
�شود. م نامیده گلدباخ

صفر G(N) �شود م نتیجه (i) از شود، اثبات فوق قضیه�ی اگر
راست سمت در جملات بقیه�ی همچنین است. کران�دار و نیست
.r(N) > نتیجه در و بوده مثبت است، بزرگ N وقت (ii) تساوی

(G(N)) ین ت سری ٢
برای اما شد. خواهد ظاهر ما محاسبات در طبیع طور به تابع این
برررس مورد را آن خواص و �کنیم م معرف این�جا در را آن راحت

به ٣ رامانوجان جمع ،N ∈ Z و q ∈ N کنید فرض �دهیم. م قرار
�شود م تعریف زیر صورت

Cq(N) =
q∑

a=
(a,q)=

e(
aN

q
)

است. e(x) = e πix آن در که
�شود م محاسبه این�گونه ین ت سری فوق تعریف به توجه با

G(N) =
∞∑

q=

µ(q)Cq(N)

φ(q)

اگر باشد. ۴ ضرب تابع ی f کنید فرض .٢ لم
lim
pk→

f(pk) =

صورت این در �کند. م تغییر اول اعداد توان�های تمام بین pk که
lim
n→∞

f(n) =

.

است موجود pk اول عدد توان متناه �شود م فرضنتیجه از اثبات.
�دهیم: م قرار .|f(pk)| ≥ که

A =
∏

|f(pk)|≥

|f(pk)| ⇒ A ≥

موجود pk اول عدد متناه صورت این در . < ϵ < A کنید فرض
موجود n صحیح عدد متناه بنابراین .|f(pk)| ≥ ϵ/A که است

باشیم داشته p ∈ P و pk|n که pk هر ازای به که است
|f(pk)| ≥ ϵ/A

٣Ramanujan’s sum
۴(a, b) = ⇒ f(ab) = f(a)f(b)

موجود k ∈ N و p ∈ P باشد، بزرگ کاف اندازه�ی به n اگر نتیجه در
نوشت �توان م نتیجه در .|f(pk)| < ϵ/A که است

n =
r∏

i=

pki
i .

r+s∏

i=r+

pki
i .

r+s+t∏

i=r+s+

pki
i

داریم و متمایزاند اول اعداد p , . . . , pr+s+t که

≤ |f(pki
i )| ; i = , , . . . , r

ϵ/A ≤ |f(pki
i )| < ; i = r + , r + , . . . , r + s

|f(pki
i )| < ϵ/A ; i = r + s+ , . . . , r + s+ t

نتیجه در �باشد. م t ≥ و
|f(n)| =

r∏

i=

pki
i .

r+s∏

i=r+

pki
i .

r+s+t∏

i=r+s+

pki
i < A(ϵ/A)t ≤ ϵ

�کند. م کامل را اثبات این

ضرب و است را هم نواخت ی و مطلق طور به G(N) .٣ قضیه
است زیر صورت به آن اویلری

G(N) =
∏

p

(
+

(p− )

)
.
∏

p/N

(
+

p − p+

)
; p ∈ P

فرد �Nهای برای که موجودند c و c مثبت اعداد همچنین
داریم ϵ > هر برای و باشد. c < G(N) < c

G(N,Q) :=
∑

q≤Q

µ(q)Cq(N)

φ(q)
= G(N) +O(Q−( −ϵ))

است. وابسته ϵ به فقط (O (برای موردنیاز ثابت که

داریم نتیجه در . p
p− ≤ داریم p اول عدد هر برای اثبات.

pm( −ϵ)

φ(pm)
=

pm( −ϵ)

pm− (p− )

=
p

p− .
pm( −ϵ)

pm
≤

pmϵ

⇒ lim
pm→∞

pm( −ϵ)

φ(pm)
=

در است. ضرب f که است مشخص .f(n) = n( −ϵ)

φ(n) �دهیم م قرار
داریم ١ لم طبق نتیجه

lim
n→∞

f(n) =

.φ(q) ≥ q −ϵ بزرگ کاف اندازه به qهای برای �دهد م نتیجه این
داریم

∣∣∣
µ(q)Cq(N)

φ(q)

∣∣∣ =
|Cq(N)|
φ(q)

≤ φ(q)

φ(q)
=

φ(q)
≪

q −ϵ
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همچنین است. را هم نواخت ی و مطلق طور به G(N) نتیجه در
�شود م نتیجه

G(N)−G(N,Q) ≪
∑

q>Q
φ(q)

≪
∑

q>Q
q −ϵ

≪
Q −ϵ

⇒G(N,Q) = G(N) +O(Q−( −ϵ))

فرضکنید مطلب این اثبات برای است. q از ضرب تابع ی Cq(N)

از کلاس هر صورت این در باشند. اول هم به نسبت عدد دو q′ و q
aq

′
+a

′
q ل ش به تا ی صورت به �توان م را اول qq′ به نسبت اعداد

با .(a, q) = (a
′
, q

′
) = و < a

′
< q

′ و < a < q که نوشت
داریم ته، ن این به توجه

cq(N)cq′(N) =
q∑

a=
(a,q)=

e(aN/q).
q′∑

a′=
(a′,q′)=

e(a′N/q′)

=
q∑

a=
(a,q)=

q′∑

a′=
(a′,q′)=

e
( (aq′ + a′q)

qq′
N
)

=
qq′∑

a′′=
(a′′,qq′)=

e(a′′N/qq′) = cqq′(N)

⇒cq(N)cq′(N) = cqq′(N)

است. ضرب q به نسبت µ(q)cq(N)
φ(q) �دهد م نتیجه که

برای و cp(N) =

{
p− p|N
− p " N باشد اول p اگر همچنین

داریم نتیجه در .µ(pi) = داریم i ≥

G(N) =
∏(

+
∞∑

i=

µ(pi)cpi(N)

φ(pi)

)
=

∏

p

(
− cp(N)

φ(p)

)

=
∏

p!N

(
+

(p− )

)
.
∏

p|N

(
−

(p− )

)

=
∏

p

(
+

(p− )

)
.
∏

p|N

(
−

p − p+

)

داریم:

≤
∏

p

(
+

(p− )

)

≤
∏

p

(
+

p−

)
=

∏

p

p

p− = ζ( )

ζ( )
=
∏

p̸=

(
−

p

)
≤

∏

p

(
−

p−

)

≤
∏

p

(
−

p−

)(
+

p−

)

=
∏

p

(
−

(p− )

)
≤

�هد. م نتیجه را c و c وجود این

Circle Method ٣
در که است رامانوجان و هاردی از مقاله�ای روش این منشأ
ی نوشتن روش�های تعداد مورد در و شد منتشر ١٩١٨ سال

�کرد. م بحث طبیع اعداد از مجموع صورت به طبیع عدد
مقالات از مجموعه�ای در لیتلوود و هاردی ١٩٢٠ سال در
روش Some problems of ’partitio numerorum’ عنوان با
بررس برای را آن و کردند معرف جدی طور به را Circle method

سری این از V و III شماره مقالات بستند. کار به گوناگون مسائل
خلاصه طور به این�جا در ما است. پرداخته گلدباخ حدس بررس به

�کنیم م معرف را روش این
مولد تابع باشد. طبیع اعداد از دلخواه مجموعه�ای A فرضکنید

است صورت این به A
f(z) =

∑

a∈A

za

�دهیم م قرار و شود برآورده رای هم تا |z| < �کنیم م فرض و
rA,S(N) = #{(a , . . . , as) ∈ As|a + · · ·+ as = N}

قضیه� کم با و f(z)s = ∑∞
N= rA,S(N)zN صورتداریم این� در

کرد محاسبه این�گونه را rA,S(N) �توان م کوش
rA,S(N) =

πi

∫

|z|=ρ

f(z)s

zN+
dz ; ρ ∈ ( , )

لیتلوود و هاردی توسط که است circle method اصل ل ش این
که است فوق رال انت زدن تقریب کار سخت قسمت اما شد. ارائه
به را ( |z| = ρ ) رال انت دامنه کار، این برای لیتلوود و هاردی
«کمان�های و (major arcs) بزرگ» «کمان�های زیرمجموعه�ی دو
تقریب�های بتوان که (طوری کردند تقسیم (minor arcs) « کوچ
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طور همان اما دادند. انجام را محاسباتلازم و کرد) اعمال را مناسب
عدد (هر اول» سه «قضیه حل برای روش این شد اشاره مقدمه در که
کارساز نوشت) اول عدد سه مجموع صورت به �توان م را بزرگ فرد
زیر قرار از داد انجام کار سادگ برای وینوگرادوف که کاری نبود.

است:
توابع دهیم. قرار بررس مورد را rA,S(N) بخواهیم کنید فرض

�گیریم م نظر در را زیر

F (α) =
∑

a∈A
a≤N

e(aα) ⇒ F (α)s =
sN∑

m=

r(N)
A,S(m)e(mα)

از مجموع صورت به m نوشتن روش�های تعداد r(N)
A,S(m) که

وضوح به صورت این� در است. A مجموعه�ی N از کمتر اعضای
داریم همچنین .r(N)

A,S(N) = rA,S(N) داریم
∫

e(mα)e(−nα) =

{
m = n
m ̸= n

کرد محاسبه این�گونه را rA,S(N) �توان م نتیجه در

rA,S(N) =

∫
F (α)se(−nα) dα

است این دارد، وجود وینوگرادوف محاسبات در که ر دی ایده�ی
تابع زدن تقریب برای را فوق روش ،r(N) جای به او که
این از و ��گیرد م کار به R(N) =

∑

p +p +p =N

log p log p log p

واقع در �شود. م نتیجه r(N) مورد در ١ قضیه�ی راحت به تقریب،
داریم:

F (α) =
∑

p≤N

log p.e(pα) ⇒ R(N) =

∫
F (α) e(−Nα) dα

(١)

minor arcs majorو arcs به تجزیه ۴
M مجموعه�ی دو به را [ , ] بازه�ی شد، اشاره بالا در که همان�گونه
ی کنیم. م افراز ( کوچ (کمان�های m و بزرگ) (کمان�های

برای .Q = (logN)B �دهیم م قرار و �گیریم م نظر در B >

�کنیم م تعریف (a, q) = که ≤ a ≤ q و ≤ q ≤ Q

M(q, a) = {α ∈ [ , ] : |α− a

q
| ≤ Q/N}

داریم نتیجه در و |aq′ − a′q| ≥ آن�گاه باشد، a/q ̸= a′/q′ اگر

α ∈ M(q, a) ∩M(q′, a′) ⇒
Q

≤
qq′

≤ |aq′ − a′q|
qq

=
∣∣∣
a

q
− a′

q′

∣∣∣

≤
∣∣∣
a

q
− α

∣∣∣+
∣∣∣α− a′

q′

∣∣∣

≤ Q

N
⇒ N ≤ Q = (logN) B

کاف اندازه به N وقت بنابراین نیست. برقرار بزرگ Nهای برای که
را M مجموعه�ی هستند. متمایز دو به دو ,M(qها a) است، بزرگ

�کنیم م تعریف این�گونه
M :=

Q⋃

q=

q⋃

Q=
(Q,q)=

M(q, a) ⊆ [ , ]

.m := [ , ]\M همچنین و
بنویسیم صورت این� به را ١ رابطه�ی �توانیم م نتیجه در

R(N) =

∫

M
F (α) e(−Nα) dα+

∫

m
F (α) e(−Nα) dα

�پردازیم. م فوق رال انت دو محاسبه�ی به ادامه در

M روی رال انت محاسبه�ی ۵
داریم صورت این در .u(β) = ∑N

m= e(mβ) کنید فرض .۴ لم
J(N) :=

∫

−
u(β) e(−Nβ) dβ =

N
+O(N)

به N نوشتن راه�های تعداد گفتیم، ٣ بخش در آن�چه طبق اثبات.
صورت در (که J(N) با است برابر طبیع عدد سه مجموع صورت
راه�های تعداد �دانیم م ترکیبیات از طرف از است). شده تعریف لم
.(N− ) با است برابر طبیع عدد سه مجموع صورت به N نوشتن

نتیجه در
J(N) =

(
N −

)
=

N
+O(N)

رسید. پایان به لم اثبات

اگر که �دهد م نتیجه این .cq(n) =
∑

d|(q,n) µ(q/d)d .۵ لم
cq(n) = µ(q) اه آن (q, n) =
داریم که کنید توجه ابتدا اثبات.

fd(n) :=
d∑

l=

e(
ln

d
) =

{
d d|n

d " n

۶٠



نتیجه در

cq(n) =
q∑

k=
(k,q)=

e
(kn
q

)
=

q∑

k=

e
(kn
q

) ∑

d|(k,q)

µ(d)

=
∑

d|q

µ(d)
q∑

k=
d|k

e
(kn
q

)

=
∑

d|q

µ(d)

q/d∑

l=

e
( ln

q/d

)

=
∑

d|q

µ(d)fq/d(n) =
∑

d|q

µ(q/d)fd(n)

=
∑

d|q
d|n

µ(q/d)d =
∑

d|(n,q)

µ(q/d)d

داریم ،N < N شرط با N ,N ∈ Z و α ∈ R هر برای .۶ لم
N∑

n=N +

e(αn) ≪ min(N −N , ∥α∥− )

آن. به صحیح عدد �ترین نزدی از α فاصله�ی یعن ∥α∥ که

اثبات.
∀n ∈ Z : |e(nα)| = ⇒

∣∣∣
N∑

n=N +

e(αN)
∣∣∣ ≤

N∑

n=N +

= N −N

آن�گاه نباشد، صحیح α اگر است. واضح م ح باشد صحیح α اگر
داریم ات ن به توجه با .e(nα) ̸= و ∥α∥ >

∣∣∣∣∣

N∑

n=N +

e(αn)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣e(α(N + ))
N −N −∑

n=

e(α)n

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
e(α(N −N ))−

e(α)−

∣∣∣∣∣ ≤ |e(α)− |

= |e(α/ )− e(−α/ )| = | i sinπα|

= | sinπα| = sinπ∥α∥ ≤ ∥α∥

که کردیم استفاده این از آخر نابرابری در
< α < ⇒ α < sinπα < πα

اثبات آوردن از ما و �آید م دست به مشتق�گیری از راحت به م ح (این
�کند. م کامل را م ح اثبات این �کنیم). م خودداری

ال چ مورد در Siegel-Walfisz قضیه�ی از بعدی لم اثبات در
این اثبات کرد. خواهیم استفاده حساب تصاعد ی در اول اعداد
کتاب در قضیه این از اثبات دهیم. نم ارائه این�جا در را قضیه

است شده ارائه Davenport

برای آن�گاه ،(a, q) = و q ≥ اگر :(Siegel-Walfisz) .٧ قضیه
است. برقرار x ≥ برای زیر رابطه�ی ،C > هر

θ(x, q, a) :=
∑

p≤x
p≡a(mod q)

log p =
z

φ(q)
+O

( x

(log x)C
)

است. وابسته C به فقط (O (برای موردنیاز ثابت که

همچنین .Fx(α) :=
∑

p≤x log p.e(pα) �کنیم م تعریف .٨ لم
که ≤ a ≤ q و ≤ q ≤ Q برای صورت این در .C >

داریم ≤ x ≤ N و (q, a) =

Fx(a/q) =
µ(q)

φ(q)
x+O

( QN

(logN)C

)

قبلا که کنید (توجه دارد بست C �Bو به فقط موردنیاز ثابت که
( Q = (logN)B کرده�ایم تعریف

آن�گاه p ≡ r(mod q) اگر اول، p برای که کنید توجه ابتدا اثبات.
داریم همچنین .p|q ⇐⇒ (r, q) ̸=

q∑

r=
(r,q)̸=

∑

p≤x
p≡r (q)

log p.e(pa/q) =
∑

p≤x
p|q

log p.e(pa/q)

≪
∑

p|q

log p ≤ log q

۶١



�شود م نتیجه بالا ات ن از

Fx(a/q) =
q∑

r=

∑

p≤x
p≡r (q)

log p.e(pa/q)

=
q∑

r=
(r,q)=

∑

p≤x
p≡r (q)

log p.e(pa/q) +O(log q)

=
q∑

r=
(r,q)=

e(ra/q)
∑

p≤x
p≡r (q)

log p+O(logQ)

=
q∑

r=
(r,q)=

e(ra/q)θ(x, q, r) +O(logQ)

=
q∑

r=
(r,q)=

e(ra/q)
( x

φ(q)
+O

( x

(log x)C
))

+O(logQ)

=
cq(a)

φ(q)
x+O

( qx

(log x)C
)
+O(logQ)

=
µ(q)

φ(q)
x+O

( QN

(logN)C
)

کردیم. استفاده ۵ لم از آخر تساوی در
α ∈ M(q, a) اگر .C > B و B,C > کنید فرض .٩ لم

آن�گاه β = α− a/q و
F (α) =

µ(q)

φ(q)
u(β) +O

( Q

(log)C
)

F (α) =
µ(q)

φ(q)
u(β) +O

( Q N

(log)C
)

فرضکردیم هم وابسته�اند(باز C و B به فقط نیاز مورد ثابت�های که
.( Q = (logN)B

�کنیم م تعریف .|β| ≤ Q/N ,M(qداریم a)تعریف طبق اثبات.
λ(m) =

{
logm m ∈ P

#

F (α)− µ(q)

φ(q)
u(β) =

∑

p≤N

log p.e(pα)− µ(q)

φ(q)

N∑

m=

e(mβ)

=
N∑

m=

λ(m)e(mα)− µ(q)

φ(q)

N∑

m=

e(mβ)

=
N∑

m=

λ(m)e(
ma

q
+mβ)−

N∑

m=

µ(q)

φ(q)
e(mβ)

=
N∑

m=

(
λ(m)e(

ma

q
)− µ(q)

φ(q)

)
e(mβ)

داریم ٨ لم طبق

A(x) :=
N∑

≤m≤x

(
λ(m)e(

ma

q
)− µ(q)

φ(q)

)

A(x) :=
N∑

≤m≤x

λ(m)e(
ma

q
)− µ(q)

φ(q)
x+O

(
φ(q)

)

=Fx(
a

q
)− µ(q)

φ(q)
x+O( ) = O

( QN

(logN)C
)

نتیجه در

F (α)− µ(q)

φ(q)
u(β) =A(N)e(nβ)− πiβ

∫ N

A(x)e(xβ) dx

≪|A(N)|+ |β|N.max{A(x) : ≤ x ≤ N}

≪ Q N

(logN)C

نتیجه C > B و |u(β)| < N که کنید توجه لم بعدی قسمت برای
�دهد م

Q N

(logN)C
=

N

(logN)C− B
< N

F (α) برای که تقریب طرفین رساندن ٣ توان به از راحت به دو این
�دهند. م نتیجه را موردنظر م ح یافتیم،

داریم ،C > B که B,C, ϵ > برای .١٠ قضیه
∫

M
F (α) e(−Nα) dα =G(N)

N
+O

( N

(logN)( −ϵ)B

)

+O
( N

(logN)C− B

)

هستند. وابسته ϵ و C و B به فقط نیاز مورد ثابت�های که
Q
N طول به بازه�ای M(q, a) ،q = اگر که کنید توجه ابتدا اثبات.
داریم ٩ لم به توجه با است. Q

N طول به بازه�ای q ≥ برای و است
∫

M

(
F (α) − µ(q)

φ(q)
u(α− a

q
)
)
e(−Nα) dα

=
∑

q≤Q

q∑

a=
(a,q)=

∫

M(q,a)

(
F (α) − µ(q)

φ(q)
u(α− a

q
)
)
e(−Nα) dα

≪
∑

q≤Q

q∑

a=
(a,q)=

∫

M(q,a)

Q N

(logN)C
≪

∑

q≤Q

q∑

a=
(a,q)=

Q N

(logN)C

≪ Q N

(log)C
=

N

(logN)C− B

۶٢



داریم و |β| ≤ Q/N آن�گاه α = a/q + β ∈ M(q, a) اگر

∑

q≤Q

q∑

a=
(a,q)=

µ(q)

φ(q)

∫

M(q,a)
u(α− a

q
) e(−Nα) dα

=
∑

q≤Q

q∑

a=
(a,q)=

µ(q)

φ(q)

∫ a
q +

Q
N

a
q −

Q
N

u(α− a

q
) e(−Nα) dα

=
∑

q≤Q

µ(q)

φ(q)

q∑

a=
(a,q)=

e(−Na/q)

∫ Q
N

−Q
N

u(β) e(−Nβ) dβ

=
∑

q≤Q

µ(q)cq(−N)

φ(q)

∫ Q/N

−Q/N
u(β) e(−Nβ) dβ

= G(N,Q)

∫ Q
N

−Q
N

u(β) e(−Nβ) dβ

نتیجه در و u(β) ≪ |β|− آن�گاه ،|β| ≤ اگر ۶ لم طبق

∫

Q
N

u(β) e(−Nβ) dβ ≪
∫

Q
N

|u(β)| dβ

≪
∫

Q
N

β− dβ <
N

Q

مشابها
=⇒

∫ −Q
N

−
u(β) e(−Nβ) dβ ≪N

Q

داریم ۴ لم طبق

∫ Q
N

−Q
N

u(β) e(−Nβ) dβ =

∫
u(β) e(−Nβ) dβ +O

(N
Q

)

=
N

Q
+O(N) +O

(N
Q

)

=
N

+O
(N
Q

)

به توجه با .G(N,Q) = G(N) + O(Q−ϵ ) داریم ٣ قضیه طبق

نوشت �توان م شده گفته ات ن
∫

M
F (α) e(−Nα) dα =G(N,Q)

∫ Q
N

−Q
N

u(β) e(−Nβ) dβ

+O(
N

(logN)C− B
)

=G(N)
N

+O
( N

Q −ϵ

)

+O
( N

(logN)C− B

)

=G(N)
N

+O
( N

(logN)( −ϵ)B

)

+O
( N

(logN)C− B

)

شد. اثبات نظر مورد م ح ترتیب این به

m روی رال انت محاسبه�ی ۶
که طوری هستند طبیع اعدادی q و a (Vinogradov) .١١ قضیه

داریم آن�گاه ،|α− a/q| ≤ q اگر .(a, q) = و ≤ q ≤ N

F (α) ≪
( N
√
q
+N +

√
Nq

)
(logN)

m روی رال انت برای را ما نیاز مورد تقریب راحت به ١١ قضیه
دست به بعدی لم ۴ ط را دشوار قضیه این اثبات �دهد. م دست به

�آوریم. م

�کنیم م تعریف u ≥ برای (Vaughan’s identity ) .١٢ لم
دو حساب تابع ی φ(k, l) کنید فرض .Mu(k) =

∑
d|k µ(d)

است. برقرار زیر رابطه�ی صورت این در باشد. متغیره
∑

u<l≤N

φ( , l) +
∑

u<k≤N

∑

u<l≤N
k

Mu(k)φ(k, l)

=
∑

d≤u

∑

u<l≤N
d

∑

m≤N
ld

µ(d)φ(dm, l)

�کنیم م محاسبه روش دو به را زیر جمع اثبات.

S =
N∑

k=

∑

u<≤N
K

Mu(k)φ(k, l)

۶٣



∑

d|n

µ(d) =

{
n =
#

⇒Mu(k) =

{
k =
≤ k ≤ u

⇒S =
∑

u<l≤N

φ( , l) +
∑

u<k≤N

∑

u<l≤N
k

Mu(k)φ(k, l)

�شود. م نتیجه k = dm متغیر تغییر با ر دی طرف از

S =
N∑

k=

∑

u<l≤N
k

∑

d|k
d≤u

µ(d)φ(k, l)

=
∑

d≤u

N∑

k=
d|k

∑

u<l≤N
k

µ(d)φ(k, l)

=
∑

d≤u

∑

m≤N
d

∑

u<l≤ N
dm

µ(d)φ(dm, l)

=
∑

d≤u

∑

u<l≤N
d

∑

m≤N
ld

µ(d)φ(dm, l)

�دهند. �م نتیجه را موردنظر م ح فوق رابطه�ی دو

α هر برای صورت این در باشد. ولت من تابع Λ فرضکنید .١٣ لم
داریم

F (α) = S − S − S +O(
√
N)

آن در که

S =
∑

d≤N

∑

l≤N
d

∑

m≤N
ld

µ(d)Λ(l)e(αdlm)

S =
∑

d≤N

∑

l≤N

∑

m≤N
ld

µ(d)Λ(l)e(αdlm)

S =
∑

k>N

∑

N <l≤N
k

M
N

(k)Λ(l)e(αkl)

�دهیم م قرار �کنیم. م استفاده ١٢ لم از اثبات برای اثبات.
ظاهر ١٢ لم در که را جملات u = N ,φ(kو l) = Λ(l)e(αkl)

�کنیم. م محاسبه �شوند، م
∑

u<l≤N

φ( , l) =
∑

N <l≤N

Λ(l)e(αl)

=
N∑

l=

Λ(l)e(αl)−
∑

l≤N

Λ(l)e(αl)

=
∑

pk≤N

log p.e(αpk) +O(N logN)

=
∑

p≤N

log p.e(pα) +
∑

pk≤N
k≥

log p.e(pkα)

+O(N logN)

=F (α) +O
( ∑

pk≤N
k≥

logN
)
+O

(
N logN

)

=F (α) +O
( ∑

p ≤N

⌊ logN
log p

⌋) +O
(
N logN

)

=F (α) +O
(
π(
√
N) logN

)
+O

(
N logN

)

=F (α) +O(
√
N)

π(
√
N) logN ≪

√
N که کردیم استفاده این از آخر تساوی در

است). چبیشف قضیه�ی از نتیجه�ای (این
∑

u<k≤N

∑

u<l≤N
k

Mu(k)φ(k, d)

=
∑

N <k≤N

∑

N <l≤N
k

M
N

(k)Λ(l)e(αkl) = S

∑

d≤u

∑

u<l≤N
d

∑

m≤N
ld

µ(d)φ(dm, l)

=
∑

d≤N

∑

N <l≤N
d

∑

m≤N
ld

µ(d)Λ(l)e(αdlm)

=
∑

d≤N

∑

l≤N
d

∑

m≤N
ld

µ(d)Λ(l)e(αdlm)

−
∑

d≤N

∑

l≤N

∑

m≤N
ld

µ(d)Λ(l)e(αdlm) = S − S

نتیجه م ح ١٢ لم در شده بیان اتحاد در فوق روابط ذاری جای با
�شود. م

آوریم. دست به بالا کران S و S و S برای �خواهیم م ادامه در

۶۴



داریم ١١ قضیه فرض�های با .١۴ لم
|S | ≪

(N
q

+N + q
)
(logN)

داریم .∑l|r Λ(l) = log r �دانیم م .u = N کنید فرض اثبات.
S =

∑

d≤u

∑

l≤N
d

∑

m≤N
ld

µ(d)Λ(l)e(αdlm)

=
∑

d≤u

∑

lm≤N
d

µ(d)Λ(l)e(αdlm)

=
∑

d≤u

∑

r≤N
d

µ(d)e(αdr)
∑

l|r

Λ(l)

=
∑

d≤u

µ(d)
∑

r≤N
d

e(αdr) log r

≪
∑

d≤u

µ(d)
∣∣∣
∑

r≤N
d

e(αdr) log r
∣∣∣

�کنیم. م محاسبه را مطلق قدر داخل جمع اکنون
∑

r≤N
d

e(αdr) log r =
∑

r≤N
d

e(αdr)

∫ r dx

x

=

⌊N
d ⌋∑

r=

e(αdr)
r∑

s=

∫ s

s−

dx

x

=

⌊N
d ⌋∑

s=

⌊N
d ⌋∑

r=s

∫ s

s−
e(αdr)

dx

x

=

⌊N
d ⌋∑

s=

∫ s

s−

( ⌊N
d ⌋∑

s=

e(αdr)
) dx

x

داریم ۶ لم طبق
⌊N

d ⌋∑

r=s

e(drα) ≪ min{N
d
, ∥αd∥− }

⇒
∑

r≤N
d

e(drα) log r ≪ min{N
d
, ∥αd∥− } logN

⇒ S ≪ min{N
d
, ∥αd∥− } logN

است. آمده ضمیمه در اثباتآن که �کنیم م استفاده م ح از این�جا در
a, q ∈ Z آن در که |α− a

q | ≤ q و α ∈ R اگر �کند: م بیان م ح این
داریم U ≥ و n ∈ N هر ازای به (a, q) = و q ≥ و

∑

≤k≤U

min{n
k
, ∥αk∥− } ≪

(n
q
+ U + q

)
log( qU) (٢)

نوشت �توان م این�جا در نتیجه در
∑

n≤d

min{N
d
, ∥αk∥− } ≪

(N
q

+N + q
)
logN

�دهند. م نتیجه را نظر مورد م ح فوق رابطه�ی دو

داریم ١١ قضیه فرض�های با .١۵ لم
|S | ≪

(N
q

+N + q
)
(logN)

تغییر با نتیجه در .dl ≤ N آن�گاه l ≤ N و d ≤ N اگر اثبات.
داریم k = dl متغیر

S =
∑

d≤N

∑

l≤N

∑

m≤N
ld

µ(d)Λ(l)e(αdlm)

=
∑

k≤N

( ∑

k≤N
k

e(αkm)
)( ∑

k=dl

d,l≤N

µ(d)Λ(l)
)

داریم همچنین
∑

k=dl

d,l≤N

µ(d)Λ(l) ≪
∑

k=dl

d,l≤N

Λ(l)

≤
∑

l|k

Λ(l) = log k ≪ logN

�شود م نتیجه (٢) م ح و ۶ لم از استفاده با قبل لم مشابه اکنون

S ≪ logN
∑

k≤N

∑

m≤N
k

e(αkm)

≪ logN
∑

k≤N

min{N
k
, ∥αk∥− }

≪
(N
q

+N + q
)
(logN)

رسید. پایان به لم اثبات

داریم ١١ قضیه فرض�های با .١۶ لم
|S | ≪

( N
√
q
+N +

√
Nq

)
(logN)

صورت این در .h =
⌊ logN

log

⌋
+ و u = N �دهیم م قرار � اثبات.

iu ≤ N ≪ آن�گاه ileh اگر .h ≪ logN و N < h ≤ N

آن�گاه N < l ≤ N
k اگر .N

k ≤ N

d
< N = N u < hu
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نوشت �توان م نتیجه در
S =

∑

k>N

∑

N <l≤N
k

Mu(k)Λ(l)e(αkl)

=
h∑

i=

∑

i− u<k≤ iu

Mu(k)
∑

u<l≤N
k

Λ(d)e(αkl) =
h∑

i=

S ,i

آن در که
S ,i =

∑

i− u<k≤ iu

Mu(k)
∑

u<l≤N
k

Λ(d)e(αkl)

�شود م نتیجه �-شوارتز کوش نابرابری از
|S ,i| ≤

( ∑

i− <k≤ iu

|Mu(k)|
)
.

( ∑

i− <k≤ iu

∣∣∣
∑

u<l≤N
k

Λ(l)e(αkl)
∣∣∣
)

کنیم. پیدا بالا کران فوق عبارت دو برای �خواهیم م اکنون
|Mu(k)| =

∣∣∣
∑

d|k
d≤u

µ(d)
∣∣∣ ≤

∑

d|k
d≤u

≤ d(k)

م ح از جا این در است. n مثبت مقسوم�علیه�های تعداد d(n) که
بیان م ح این �کنیم. م استفاده �کنیم، م اثبات ضمیمه در که ری دی

�کند م
∑

n≤x

d(n) ≪ x(log x) (٣)

داریم نتیجه در
∑

i− <k≤ iu

|Mu(k)| ≤
∑

i− <k≤ iu

d(k) ≪ iu(log iu)

≪ iu(logN)

دوم عبارت سراغ به آمد. دست به اول عبارت برای موردنیاز کران
�رویم م

∑

i− <k≤ iu

∣∣∣
∑

u<l≤N
k

Λ(l)e(αkl)
∣∣∣

=
∑

i− <k≤ iu

∑

u<l≤N
k

∑

u<m≤N
k

Λ(l)λ(m)e(αk(l −m))

=
∑

u<l< N
i− u

∑

u<m< N
i− u

Λ(l)λ(m)
∑

k∈I(k,m)

e(αk(l −m))

این�جا در که
I(l,m) =

{
k ∈ Z| i− u < k ≤ min{ iu,

N

l
,
N

m
}
}

داریم ۶ لم طبق نتیجه در |I(l,m)| ≤ i− u داریم وضوح به
∑

k∈I(l,m)

e
(
αk(l −m)

)
≪ min{ i− u, ∥α(l −m)∥− }

≤ و Λ(m) ≤ logN داریم l,m ∈ [ , N ] صحیح اعداد ازای به
داریم نتیجه در .Λ(l)

∑

i− u<k≤ iu

∣∣∣
∑

u<l≤N
k

Λ(l)e(αkl)
∣∣∣

≪
∑

u<l< N
i− u

∑

u<m< N
i− u

Λ(l)Λ(m)Z

≪ (logN)
∑

u<l< N
i− u

∑

u<m< N
i− u

Λ(l)Λ(m)Z

آن در که
Z = min{ i− u, ∥α(l −m)∥− }

صورت این در .u < l و m < N
i− u که j = l −m �دهیم م قرار

مذکور ل ش به jای نمایشچنین راه�های راه�های تعداد و |j| < N
i− u

داریم (٢) م ح به توجه با است. N
i− u حداکثر

∑

i− u<k≤M iu

∣∣∣
∑

u<l≤N
k

Λ(l)e(αkl)
∣∣∣

≪ (logN)
N
i− u

∑

i≤j≤ N
i− u

min{ i− u, ∥αj∥− }

≪ (logN)
N
i− u

∑

i≤j≤ N
i− u

min{N
j
, ∥αj∥− }

≪ N
i− u

(N
q

+
N
i− u

+ q
)
(logN)

کران ی �توانیم م اکنون آوردیم. دست به را موردنیاز کران دومین
کنیم. پیدا S ,i برای

|S ,i| ≪
(

iu(logN)
) N

i− u

(N
q

+
N
i− u

+ q
)
(logN)

≪N (logN)
(

q
+

u
+

q

N

)

≤N (logN)
(
√
q
+ √

u
+

√
q

N

)

⇒|S ,i| ≪ &N(logN)
(
√
q
+

N
+

√
q

N

)

h ≪ logN ⇒ S =
h∑

i=

S ,i ≪ (logN)
( N
√
q
+N +

√
qN

)

�کند. م کامل را لم اثبات این
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در یافتیم S و S و S برای که را کران�های است کاف اکنون
تا آماده�ایم اکنون برسیم. ١١ قضیه م ح به تا کنیم ذاری جای ١٣ لم

بزنیم. تقریب ١١ قضیه کم به را m روی رال انت مقدار

داریم B > هر برای .١٧ قضیه
∫

m
F (α) e(−Nα) dα ≪ N

(logN)
B−

است. وابسته B به فقط (≪ (برای مورد ثابت که

در (که له دیری قضیه�ی طبق �گیریم. م نظر در را α ∈ m اثبات.
شرط با a

q ∈ [ , ] گویای عدد است.) شده اثبات و بیان ضمیمه
که است موجود (a, q) = و ≤ q ≤ N/Q

|α− a

q
| ≤ Q

qN
≤ min{Q/N, /q }

(چون ندارد ان ام که α ∈ M(q, a) �شود م نیتجه باشد q ≤ Q اگر
داریم: ١١ قضیه�ی طبق .Q < q ≤ N/Q درایم نتیجه در .(α ∈ m

F (α) ≪(
N
√
q
+N / +

√
Nq)(logN)

≪
( N

(logN)B/
+N / +

√
N(

N

(logN)B
) /

)
(logN)

≪ N

(logN)B/ −

داریم: چپیشف قضیه طبق
v(N) :=

∑

p≤N

log p

≤ π(N) logN ≪ N

⇒
∫

|F (α)| dα

=
∑

p≤N

(log p)

≤ logN
∑

p≤N

log p

= logN.v(N)lN logN

⇒
∫

m
|F (α)| dα

≪ sup{|F (α)| : α ∈ m}
∫

m
|F (α)| dα

≪ N

(logN)B/ −

∫
|F (α)| dα

≪ N

(logN)B/ −

شد. کامل اثبات

١ قضیه اثبات ٧
سپس و �آوریم م دست برایR(N)به تخمین ی ابتدا قسمت این در

�کنیم. م اثبات را ١ قضیه آن از استفاده با
و بزرگ کاف اندازه�ی به فرد N برای (Vinogradov) .١٨ قضیه

داریم A > هر برای
R(N) = G(N)

N
+O(

N

(logN)A
)

است. وابسته A به فقط نیاز مورد ثابت که
B,C, ϵ > هر برای �شود م نتیجه ١٧ و ١٠ قضیه�های از اثبات.

داریم C > B که
R(N) =

∫
F (α) e(−Nα)dα

=

∫

M
F (α) e(−Nα)dα+

∫

m
F (α) e(−Nα)dα

= G(N)
N

+O(
N

(logN)( −ϵ)B
) +O(

N

(logN)C− B
)

+O(
N

(logN)B/ − )

قرار اکنون هستند. وابسته ϵ و C و B به فقط نیاز مورد ثابت�های که
�دهیم: م

B = A+ , C = A+ B, ϵ =

با ،min{( − ϵ)B,C − B,B/ − } = A ه این به توجه با
�آوریم م دست به فوق رابطه�ی در ذاری جای

R(N) = G(N)
N

+O(
N

(logN)A
(

دارد. بست A به فقط نیاز مورد ثابت و
داریم که کنید توجه ابتدا :١ قضیه اثبات

R(N) =
∑

p +p +p =N

log p log p log p

≤ (logN)
∑

p +p +p =N

= (logN) .r(N)

به N نمایش�های تعداد برابر rδ(N) کنید فرض < δ < ازای به
این در باشد. ∃i : pi ≤ N −δ شرط با N = p + p + p صورت

داریم: صورت
rδ(N) ≪

∑

p +p +p =N,p ≤N −δ

≪
∑

p ≤N −δ

( ∑

p +p =N−p

)

≤
∑

p ≤N −δ

( ∑

p <N

)

≤ π(N −δ)π(N) ≪ N −δ

(logN)
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نوشت: �توان م ته ن این به توجه با
R(N) ≥

∑

p +p +p =N,p ,p ,p >N −δ

log p . log p . log p

≥ ( − δ) (logN) (
∑

p +p +p =N,p ,p ,p >N −δ

)

≥ ( − δ) (logN) (r(N)− rδ(N))

≫ ( − δ) (logN) (r(N)− N −δ

(logN)
)

⇒ (logN) r(N) ≤ ( − δ)− R(N) + (logN)N −δ

< δ < ⇒ < − δ <

⇒ < ( − δ)− − =
− ( − δ)

( − δ)
≤ ( − ( − δ) ) < δ

داریم: نتیجه در و R(N) ≪ N ،١٨ قضیه طبق
≤ (logN) r(N)−R(N)

≤ (( − δ)− − )R(N) + (logN)N −δ

≪ δR(N) + (logN)N −δ

≪ δN + (logN)N −δ = N (δ +
logN

N δ
)

δ به نیاز مورد ثابت و است برقرار δ ∈ ( , ) هر برای نابرابری این
�دهیم: م قرار ندارد. بست

δ =
log logN

logN

⇒ δ +
logN

N δ
=

log logN

logN
+

logN

(logN)
<<

log logN

logN

⇒ ≤ (logN) r(N)−R(N) ≪ N log logN

logN

داریم: ١٨ قضیه طبق .A ≥ کنید فرض
(logN) r(N) = R(N) +O(

N log logN

logN
)

= G(N)
N

+O(
N

(logN)A
)

+O
(N log logN

logN

)

= G(N)
N (

+O(
N log logN

logN
)
)

⇒ r(N) = G(N)
N

(logN)
( +O(

N log logN

logN
))

�شود. م کامل قضیه اثبات ترتیب این به

ضمیمه ٨
منظور به ول بردیم کار به اثبات�ها در که را م ح چند این�جا در
اثبات و بیان ردیم، ن اثبات را آن�ها موضوع از انحراف از جلوگیری

کرد. خواهیم

(i)
آن در که |α − a

q | ≤ q اگر باشد. حقیق عددی α کنید فرض
و U ≥ حقیق عدد هر برای آن�گاه (a, q) = و q ≥ و a, q ∈ Z

داریم n طبیع عدد
∑

≤k≤U

min{n
k
, ||αk||− } ≪ (

n

q
+ U + q) log( qU)

داریم! نیاز لم دو به اثبات برای

داریم: ،(i) فرض�های با .١٩ لم
∑

≤r≤ q

||αr||− ≪ q log q

.q ≥ �کنیم م فرض پس است. واضح q = برای م ح اثبات.
موجود m(r), s(r) ∈ [ , q ] صحیح اعداد ،r صحیح عدد هر برای

داریم: که طوری به است
s(r)

q
= ||ar

q
|| = ±(

ar

q
−m(r))

داریم (a, q) = چون
s(r) = ⇐⇒ r ≡ ( mod q)

�دهیم: م قرار .s(r) ∈ [ , q ] آن�گاه r ∈ [ , q ] وقت نتیجه در
θ := q (α− a

q
) ⇒ − ≤ θ ≤

که: است موجود θ′ حقیق عدد نتیجه در
αr :=

ar

q
+

θr

q
=

ar

q
+

θ′

q

داریم: نتیجه در
|θ′| = | θr

q
| ≤ |θ| ≤

نوشت: �توان م گفتیم آن�چه به توجه با
||αr|| = ||ar

q
+

θ′

q
||

= ||m(r)± s(r)

q
+

θ′

q
||

= ||s(r)
q

± θ′

q
||

≥ ||s(r)
q

||− || θ
′

q
||

≥ s(r)

q
−

q
≥

q

داریم ≤ r ≤ r ≤ q برای �کنیم م ادعا
s(r ) = s(r ) ⇐⇒ r = r
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داریم
s(r ) = s(r )

⇒ ||ar
q

|| = ||ar
q

||

⇒ ±(
ar

q
−m(r )) = ±(

ar

q
−m(r ))

⇒ ar ≡ ±ar ( mod q)

(a, q) = ⇒ r ≡ ±r ( mod q)

≤ r ≤ r ≤ q ⇒ r = r

گرفت نتیجه �توان م ادعا این از کردیم. اثبات را ادعایمان
{||ar

q
|| : ≤ r ≤ q }

= {s(r)
q

: ≤ r ≤ q }

= {s
q
: ≤ s ≤ q }

نوشت: �توان م نتیجه در
∑

≤r≤ q

||αr||− ≤
∑

≤r≤ q

(
s(r)

q
−

q
)−

=
∑

≤s≤ q

(
s

q
−

q
)−

= q
∑

≤s≤ q s−

≤ q
∑

≤s≤ q s
≪ q log q

شد. اثبات م ح

عدد و V مثبت و حقیق عدد هر برای ،(i) فرض�های با .٢٠ لم
داریم: h نامنف صحیح

q∑

r=

min{V, ||α(hq + r)− ||} ≪ V + q log q

این در .α = a
q +

θ
q که باشد طوری θ ∈ [− , ] فرضکنید اثبات.

داریم صورت
α(hq + r) = ah+

ar

q
+

θh

q
+

θr

q

= ah+
ar

q
+

⌊θh⌋+ {θh}
q

+
θr

q

= ah+
ar + ⌊θh⌋+ δ(r)

q

r ∈ هر برای .− ≤ δ(r) = {θh} + θr
q < آن در که

که است موجود r′ تای ی صحیح عدد { , , . . . , q}

{α(hq + r)} =
ar + ⌊θh⌋+ δ(r)

q
− r′

آن�گاه: t ≤ {α(hq + r)} ≤ t+ q اگر
qt ≤ ar − qr′ + ⌊θh⌋+ δ(r) ≤ qt+

⇒ ar − qr′ ≤ qt− ⌊θh⌋+ − δ(r) ≤ qt− ⌊θh⌋+

گرفت نتیجه �توان م هم�چنین
ar − qr′ ≥ qt− ⌊θh⌋ − δ(r) > qt− ⌊θh⌋ −

⇒ ar − qr′ ∈ J = (qt− ⌊θh⌋ − , qt− ⌊θh⌋+ ]

⇒ |J | =

≤ r ≤ r ≤ q برای است. صحیح عدد چهار دقیقا شامل J بازه�ی
داریم

ar − qr′ = ar − qr′

⇒ ar ≡ ar ( mod q)

(a, q) = ⇒ r ≡ r ( mod q)

⇒ r = r

r ∈ [ , q] صحیح عدد چهار حداکثر t ∈ [ , q−
q ] هر برای نتیجه در

که کنید توجه .{α(hq + r)} ∈ [t, t+ q ] که طوری به دارد وجود

||α(hq + r)|| ∈ [t, t+
q
] ⇐⇒ {α(hq + r)} ∈ [t, t+

q
]

یا − {α(hq + r)} ∈ [t, t+
q
]

داریم هم�چنین
− {α(hq + r)} ∈ [t, t+

q
]

⇒ {α(hq + r)} ∈ [t′, t′ +
q
], ≤ t′ = −

q
− t ≤ −

q

صحیح عدد هشت حداکثر t ∈ [ , q−
q ] هر برای �دهد م نتیجه این

که دارد وجود r ∈ [ , q]

||α(hq + r)|| ∈ J(s) := [
s

q
,
s+

q
]

||α(hq + r)|| ∈ J( ) اگر �پردازیم. م م ح اثبات به اکنون
باشیم داشته اگر و min{V, ||α(hq + r)||− } ≤ V نابرابری از
استفاده زیر نابرابری از آن�گاه s ≥ که ||α(hq + r)|| ∈ J(s)

�کنیم م
min{V, ||α(hq + r)||− } ≤ ||α(hq + r)|| ≤ q

s

||α(hq+ r)|| ∈ که s < q دارد وجود r هر ازای به ه این به توجه با
داریم ،J(s)

∑

≤s≤q

min{V, ||α(hq + r)||− } ≤ V +
∑

≤s< q

q

s

≪ V + q log q

شد. کامل اثبات
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بنویسیم زیر ل ش به �توانیم م را k :(i)اثبات
k = hq + r, ≤ r ≤ q, ≤ h <

U

q

داریم نتیجه در
S :=

∑

≤k≤U

min{n
k
, ||αk||− }

≤
∑

≤h<U
q

∑

≤r≤q

min{ n

hq + r
, ||α(hq + r)||− }

�دهد م نتیجه ١٩ لم آن�گاه ≤ r ≤ q و h = اگر
∑

≤r≤ q

min{n
r
, ||αr||− } ≤

∑

≤r≤ q

||αr||− << q log q

زیرا .hq+r < (h+ )q داریم جملات بقیه برای
h ≥ ⇒ hq + r > hq ≥ (h+ )q

h = ,
q
< r ≤ q ⇒ hq + r = r >

q
=

(h+ )q

داریم نتیجه در
S ≪ q log q +

∑

≤h<U
q

∑

≤r≤q

min{ n

(h+ )q
, ||α(hq + r)||− }

قرار با و U
q + ≤ U + q ≤ max{q, U} ≤ qU ه این به توجه با

�آوریم م دست به ٢٠ لم در V = n
(h+ )q دادن

S ≪ q log q +
∑

≤h<U
q

∑

≤r≤q

min{ n

(h+ )q
, ||α(hq + r)||− }

≪ q log q +
∑

≤h<U
q

(
n

(h+ )q
+ q log q)

≪ q log q +
n

q

∑

≤h<U
q

h+
+ (

U

q
+ )q log q

≪ q log q +
n

q
log(

U

q
+ ) + U log q + q log q

≪ (
n

q
+ U + q) log qU

شد. اثبات م ح

(ii)
داریم. نیاز ساده لم ی به اثبات برای .∑n≤x d(n) ≪ x(log x)

.D(x) :=
∑

n≤x d(n) = x log x+( γ− )x+O(
√
x) .٢١ لم

نقاط تعداد دهنده�ی نشان d(n) =
∑

d|n که کنید توجه اثبات.
مختصات صفحه اول ربع در که است uv = n سهم روی ه�ای شب
ربع از ه�ای شب نقاط تعداد با است برابر D(x) نتیجه در دارند. قرار
برابر واقع در دارند. قرار uv = x سهم زیر یا روی است اول

که طوری به (u, v) مثبت صحیح مختصات با نقاط تعداد با است
سه به �توانیم م را نقاط از مجموعه این . ≤ u ≤ x و ≤ v ≤ x

u

کنیم: افراز مجزا مجموعه�ی

{ ≤ u ≤
√
x, ≤ v ≤

√
x}

{ ≤ u ≤
√
x,

√
x < v ≤ x

u
}

{
√
x < u ≤ x, ≤ v ≤ x

u
}

داریم: که کنید توجه هم�چنین

{
√
x < u ≤ x, ≤ v ≤ x

u
} = { ≤ v ≤

√
x,

√
x < u ≤ x

v
}

داریم: نتیجه در

D(x) = ⌊
√
x⌋ +

∑

≤u≤
√
x

(⌊x
u
⌋ − ⌊

√
x⌋)

+
∑

≤v≤
√
x

(⌊x
v
⌋ − ⌊

√
x⌋)

= ⌊
√
x⌋ +

∑

≤u≤
√
x

(⌊x
u
⌋ − ⌊

√
x⌋)

=
∑

≤u≤
√
x

⌊x
u
⌋ − ⌊

√
x⌋

=
∑

≤u≤
√
x

(
x

u
− {x

u
})− (

√
x− {

√
x})

= x
∑

≤u≤
√
x
u
−

∑

≤u≤
√
x

{x
u
}− x+O(

√
x)

= x(log
√
x+ γ +O(√

x
))− x+O(

√
x)

= x log x+ ( γ − )x+O(
√
x)

که ویژگ این با است ثابت γ آن در که
∑

≤n≤x
n
= log x+ γ +O(

x
)

رسید. پایان به اثبات

d(ab) ≤ داریم a, b ∈ N هر برای که کنید توجه ابتدا :(ii)اثبات
صورت به b و a نوشتن با راحت به �توان م را م ح (این d(a)d(b)

اثبات نوشتن از ما و کرد اثبات اول اعداد توان�های حاصل�ضرب
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داریم ته ن این به توجه با �کنیم). م ∑خودداری

n≤x

d(n) =
∑

n≤x

d(n)
∑

n=ab

=
∑

ab≤x

d(ab)

≤
∑

ab≤x

d(a)d(b) =
∑

a≤x

d(a)
∑

b≤ x
a

d(b)

٢١ لم از استفاده
=

∑

a≤x

d(a)
(
(
x

a
) log(

x

a
) +O(

x

a
)
)

≤ x log x
∑

a≤x

d(a)

a
+O(x

∑

a≤x

d(a)

a
)

≪ x(log x)

شد. ثابت م ح

(iii)
.Q ≥ و باشند حقیق اعداد α Qو فرضکنید له: دیری قضیه�ی

موجودند زیر شرایط با a, q صحیح اعداد صورت این در
≤ q ≤ Q, (a, q) = , |α− a

q
| <

qQ

عددی برای کنید فرض .N = ⌊Q⌋ �دهیم م قرار :(iii) اثبات
a = اگر .{qα} ∈ [ , N+ ) باشیم داشته q ≤ Q با q مانند طبیع

آن�گاه ،⌊qα⌋
≤ {qα} = qα− ⌊qα⌋ = qα− a <

N +

|α− a

q
| <

q(N + )
<

qQ

اگر .{qα} ∈ [ N
N+ , ) باشیم داشته qای ≤ Q برای اگر هم�چنین

آن�گاه ،a = ⌊qα⌋+
N

N +
≤ {qα} = qα− a+ <

⇒ |qα− a| ≤
N +

⇒ |α− a

q
| ≤

q(N + )
<

qQ

هر برای اگر اکنون است. درست م ح حالات این در پس
آن�گاه ،{qα} ∈ [N+ , N

N+ ] باشیم داشته q ∈ { , , . . . , N}
i = برای [ i

N+ , i+
N+ ) بازه�ی N − در {qα} حقیق عدد N

i ∈ { , . . . , N} لانه�کبوتری اصل بنابر و دارند قرار , , . . . , N −
که طوری به است موجود q , q ∈ { , . . . , N} و

q < q , {q α}, {q α} ∈ [
i

N +
,
i+

N +
)

آن�گاه ،a = ⌊q α⌋ − ⌊q α⌋ و q = q − q ∈ [ , N − ] اگر
|qα− a| = |(q α− ⌊q α⌋)− (q α− ⌊q α⌋)|

= |{q α}− {q α}| <
N +

<
Q

⇒ |α− a

q
| <

qQ

شد. کامل م ح اثبات
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مسأله
از بیش که �ای همریخت f : G → G و است متناه Gگروه .١ مسأله
برای f(x) = x−۱ کنید ثابت ارد. �ن م آنها وس مع به Gرا اعضای از ۳

۴

کنید تحقیق مثال ی ذکر با علاوه به است. Gآبل همچنین و x ∈ G هر
را G اعضای از ۳

۴ دقیقاً ،f : G → G همریخت که حالت در ام اح این
نیستند. صادق لزوماً کند، تصویر آنها وس مع به

دهید نشان باشد. متناه و غیرآبل گروه ی G کنید فرض .٢ مسأله
و h = aga−۱ ،g ̸= h که طوری به دارند وجود g, h, a ∈ G اعضای

.١gh = hg

جابجای یا دار ی است ن مم (که متناه است حلقه�ای R .٣ مسأله
موجود c ∈ R عنصرِ ی ،a, b ∈ R هر برای که ویژگ این با نباشد.)
،a, b, c ∈ R هر برای کنید ثابت .a۲ + b۲ = c۲ که قسم به است

�کند. م برآورده را ۲abc = d۲ تساویِ که است موجود dای ∈ R

که قسم به است گروه ی (G, ∗) .۴ مسأله

.R۳ از است زیرمجموعه�ای G •

یا a × b = a ∗ b تساوی�های از ی حداقل ،a, b ∈ G هر برای •
R۳ در خارج ضرب رِ نمایان × آن در که �دهد م رخ a × b = ۰⃗

است.

.a, b ∈ G هر برای a× b = ۰⃗ دهید نشان

و شمارا پایه�ای دارای که k میدانِ بر است برداری فضای V .۵ مسأله
مجموعه�ی (یعن �End(V ) یا V اندومورفیسم�های حلقه�ی است. نامتناه
خط اشت�های ن جمع اعمالِ با که V → V k-خط اشت�های ن تمام

E را �دهد.) م حلقه ی یل تش ضرب، عنوانِ به اشت�ها ن ترکیب و
صفر، ایده�آلِ از عبارتند E دوطرفه�ی ایده�آل�های تنها دهید نشان �نامیم. م
است. متناه رتبه�شان که اندومورفیسم�های تمام از ل متش ایده�آلِ و E

باشد ٢ مولد متناه �اش ضرب گروه که میدان هر دهید نشان .۶ مسأله
است. متناه

در شده ارائه راه�حل کشور. دانشجوی ریاض مسابقه�ی هفتمین و س در شده ١مطرح
است. متفاوت ims.ir سایتِ در رسم راه�حل با اینجا

finitely generated٢

مانندِ تابع ازای به و است غیرپیوسته و ثابت تابع f : R → R .٧ مسأله
کنید ثابت .x, y ∈ R هر برای f(x+ y) = F (f(x), f(y)) داریم: F

نواست. ی اکیداً f

توابع دنباله�ی است. مفروض f۰ : [۰, ۱] → R پیوسته�ی تابع .٨ مسأله
fn+۱(x) =

∫ x
۰ fn(t)dt با استقرای طور به را {fn : [۰, ۱] → R}n≥۰

نشان .k ∈ N ی ازای به fk(۱) = ۱
(k+۱)! کنید فرض �کنیم. م تعریف

.f۰(x۰) = x۰ که قسم به دارد وجود x۰ ∈ [۰, ۱] دهید

f : [۱,∞) → [۰,∞) منحصربه�فردِ تابع ی کنید ثابت الف) .٩ مسأله
طوری�که: به �شود م یافت

∀x ≥ ۱ : ef(x) =
f(x)

x
+ x

limx→∞ x(f(x)− lnx) = ۰ اولا تابع، این برای که دهید نشان ب)
راست. هم {an =

∑n
k=۱ f(k)− lnn!}∞n=۱ دنباله�ی ثانیاً و

تابع برای .١٠ مسأله
f(x) =

۱
۱+ ۲x+ · · ·+ ۱۳۸۹x۱۳۸۸

بیابید. را f (۱۳۹۰)(۰) است، هموار و شده تعریف مبدأ حولِ که

با همیمورف و مجزا زیرمجموعه�ی ناشمارا �توان نم کنید ثابت .١١ مسأله
زیرفضای عنوان به را آن �توان م که است T لیس ان حرف ل ش (منظور T
کرد. پیدا صفحه در گرفت.) نظر در R۲ از {۰}× [۰, ۱] ∪ [−۱, ۱]× {۱}

و باشد مختلط داخل ضرب فضای ی (H,
〈
,
〉) فرضکنید .١٢ مسأله

که ویژگ این با خط ری عمل T : H → H

∀x ∈ H : |
〈
Tx, x

〉
| ≤∥ x ∥۲

و یرید ب ر عمل این از مقدارویژه�ا�ی را |µ| = ۱ با µ ∈ C

E = {x ∈ H | Tx = µx}

تحت ،E⊥ یعن E متعامدِ مل م کنید ثابت متناظرش. ویژه�ی فضای را
.T (E⊥) ⊆ E⊥ ناورداست: T

توابع f, g : U → C و همبند و باز U ⊆ C کنید فرض .١٣ مسأله
ثابت توابع g و f کنید ثابت است. ثابت |f | + |g| که باشند تحلیل

هستند٣.

از پوشا و هولومورف تابع کنید: رد یا ثابت فیلُم) (خشایار .١۴ مسأله
مشتقش که است Cموجود Dبه = {z ∈ C | |z| < ۱} واحد باز دیس

�شود. نم صفر نقطه�ای هیچ در
در شده ارائه راه�حل کشور. دانشجوی ریاض مسابقه�ی ششمین و س در شده ٣مطرح

است. متفاوت ims.ir سایتِ در رسم راه�حل با اینجا
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متری فضای ی (X, d) کنید فرض طاهری) (ابوالفضل .١۵ مسأله
اگر کرد جدا هم از �توان م را x, y ∈ X �گوییم �م باشد. فشرده
y ∈ V ،x ∈ U که طوری به باشند Xموجود ,Uاز V بازِ زیرمجموعه�های
از x, y نقطه�ی دو نتوان اگر دهید نشان .U ∪ V = X و U ∩ V = ∅
شامل که دارد وجود X از همبند زیرمجموعه�ی ی اه آن کرد، جدا را X

چطور؟) نباشد Xفشرده (اگر است. x, y هردوی

در کراندار دنباله�ای x۱, x۲, . . . کنید فرض ( صلوات (عرفان .١۶ مسأله
کنید: تعریف Hباشد. هیلبرتِ فضای

C۰ = {
N∑

n=۱

tnxn | N ∈ N, tn ≥ ۰ ,
N∑

n=۱

tn = ۱}

C = {
∞∑

n=۱

tnxn | tn ≥ ۰ ,
∞∑

n=۱

tn = ۱}

است؟ برقرار C̄۰ ⊆ C لزوماً آیا .C̄۰ = C̄ دهید نشان

رن قرمز یا آب �های رن از ی با را حقیق اعداد از هری .١٧ مسأله
اگر که ویژگ این با دارد وجود f : R → R+ تابع که �دانیم م کرده�ایم.

اه: آن باشد، متفاوت y و x ِ رن
min{f(x), f(y)} ≤ |x− y|

نقاط تمام رن که است باز زیربازه�ای شامل R از باز بازه�ی هر کنید ثابت
است. سان ی آن

دهید نشان یرید. ب حقیق n× n و متقارن ماتریس ی را A .١٨ مسأله
است موجود k ∈ {۱, . . . , n} اه آن باشد، n − ۱ ماتریس این رتبه�ی اگر
حاصل A از kام ستونِ و kام سطرِ حذف از که ماتریس رتبه�ی که قسم به

است. n− ۱ �شود م

v۱, v۲, . . . , vn+۱ ∈ Rn و Rn در صفر بردارِ v۰ کنید فرض .١٩ مسأله
گویا عددی |vi − vj | ،۰ ≤ i, j ≤ n + ۱ هر برای که باشند گونه�ای به
v۱, . . . vn+۱ کنید ثابت است). x ∈ Rn اقلیدس نرم معنای به |x|) شود

�اند. خط وابسته�ی گویا اعداد میدانِ روی

طوری به هستند مختلط درایه�های با مربع Bماتریس�های Aو .٢٠ مسأله
B ، A دهید نشان است. B و A خط ترکیب صورت به AB −BA که

دارند. مشترک (غیرصفر) ویژه�ی بردار ی حداقل

را انرژی و طول �های تابع است. ریمان خمینه�ی ی (M, g) .٢١ مسأله
مشتق با مشتق�پذیر خم�های فضای بر �دهیم، م نشان E(γ) و L(γ) با که

�شوند: م تعریف زیر ضابطه�ها�ی با γ : [۰, ۱] → M پیوسته�ی
L(γ) =

∫ ۱

۰

√
gγ(s)

(
γ̇(s), γ̇(s)

)
ds

E(γ) =

∫ ۱

۰
gγ(s)

(
γ̇(s), γ̇(s)

)
ds

نتیجه در و �کند م مینیمم نیز را L کند مینیمم را E ،γ خم اگر کنید ثابت
Mاست. روی ژئودزی ی

بفرستید: ما برای را�ه�حل همراه به را خود پیشنهادی مسأله�های

mathematicsjournal@gmail.com
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مسأله�ها پاسخ
�دهیم: م قرار .١ پاسخ

A = {a ∈ G | f(a) = a−۱}

زیرمجموعه�ی کنید. تثبیت را دلخواه x ∈ A ی .|A| > ۳
۴ |G| پس

،
{
G → G

g #→ xg
بودنِ دوسوی دلیل به �نامیم. م xA را {xa | a ∈ A}

هر که چرا �شوند. م جابجا x با xA ∩ A اعضای .|xA| = |A|
است. بیان قابل z = xy صورت به yای ∈ A ازای به ،z ∈ A ∩ xA

وارونشان به را آنها از هری f دارند، Aتعلق به هم z و y ،x چون حال
داریم: و �کند م تصویر

y−۱x−۱ = (xy)−۱ = z−۱ = f(z) = f(xy) = f(x)f(y)

= x−۱y−۱ ⇒ xy = yx ⇒ xz = zx

: ول .١xA ∩A ⊆ CG(x)پس
|CG(x)| ≥ |xA ∩A| ≥ |xA|+ |A|− |G| = ۲|A|− |G|

> ۲(
۳
۴
|G|)− |G| = ۱

۲
|G| ⇒ [G : CG(x)] < ۲

تنها که باشد ی باید G در CG(x) یا x مرکزسازِ زیرگروه اندیس پس
به x تعلق معنای به هم این که G = CG(x) که دهد رخ �تواند م وقت
Z(G) همان یا G مرکزِ لذا .A ⊆ Z(G) باید: بنابراین است. G مرکزِ
دوباره که دربردارد را گروه اعضای از نیم از بیش که Gاست از زیرگروه
اتمام برای است. آبل G پس است. گروه کل بر آن بودنِ منطبق معنای به

که اشت ن ،
{
h : G → G

h(g) = g−۱ با است برابر f که دهیم نشان باید کار
همریخت منظور بدین بود. خواهد همریخت ی خود است، آبل G چون
چون هسته�اش که �ای همریخت �گیریم، م نظر در را f−۱ ◦ h : G → G

و بردارد در را G اعضای از نیم حداقل بنابراین و A ،f |A = h|A
همریخت بودن بدیه معنای به که امری باشد، G با برابر باید ناچار به

است. f = h معادلا یا f−۱ ◦ h : G → G

|A| > ۳
۴ |G|شرط کردن زین جای با دهد نشان که مثال یافتن برای انتها در

کنید توجه نباشد، برقرار f درباره�ی مسأله م استح ن مم |A| ≥ ۳
۴ |G| با

f تحت که نقاط از ل متش A زیرمجموعه�ی اعضای تعداد ه آن فرض به
داشتیم بالا در که نامساوی�های باشد، ۳

۴ |G| �شوند م تصویر خود وارون به
صورتِ به

∀x ∈ A : [G : CG(x)] ≤ ۲

تزویج کلاس و CG(a) به را G از a عنصرِ مرکزسازِ ٢ ١و سؤال�های حل ١در
داده�ایم. نشان ā به را آن دربردارنده�ی

است. x تزویج کلاس اعضای تعداد [G : CG(x)] ول �آیند. م در
هر برای و بردارد در را G اعضای ۳

۴ حداقل G از A زیرمجموعه�ی پس
در مطلوب، مثال یافتن برای ایده ی لذا دو. یا است ی |x̄| ،x ∈ A

عضوی دو یا ی آن تزویج کلاس هر که است �ای متناه گروه گرفتن نظر
عضوی ٨ کواترنیون�های گروه ، گروه چنین از مثال باشد.

Q = {±۱,±i,±j,±k}

داخل خودریخت را f همریخت اگر }است.
f : Q → Q

f(x) = ixi−۱ = ix(−i)

به را G عناصرِ از تا ۳۴ |Q | = تعدادِ به f اه آن کنیم، تعریف Q از
را. ±i جز به اعضا همه�ی ارد: �ن م آنها وس مع

دو آبل غیر و متناه گروه هر در که دهیم نشان باید واقع در .٢ پاسخ
�شوند. م جابجا هم با که موجودند تزویج کلاس ی در متمایز عنصر
نقض را م ح که �ای آبل غیر و متناه گروه و نباشد ونه این کنید فرض
این و باشد ن مم مقدار حداقل اعضایش تعداد که یرید ب چنان �کند م
باید شوند، جابجا هم با G در مزدوج عنصر دو اگر پس بنامید. G را گروه
باشد آبل Gغیر از سره�ای زیرگروه اگر ،G انتخابِ روش از باشند. مساوی
زیرگروه در متمایز و مزدوج عنصر دو یعن کند، صدق مسأله م ح در باید
مزدوج هم با Gنیز در متمایزی عناصرِ چنین ول شوند. جابجا هم با مذکور
G برای شده گرفته نظر در ویژگ این و شد خواهند جابجا و بود خواهند
در است. آبل G از سره زیرگروه هر که کردیم ثابت پس �کند. م نقض را

که: �دهیم م نشان بعد مرحله�ی

.Z(G) = {e} است: بدیه G مرکزِ (∗)

خارج�قسمت گروه اعضای تعداد نباشد، چنین اگر که کنید توجه اثبات برای
گروه ،G انتخابِ روش به توجه با دوباره پس بود. خواهد Gکمتر از G

Z(G)

با آن از متمایز و مزدوج عنصر دو ه این یا است آبل یا مذکور خارج�قسمت
�گردد: م تناقضمنته به حالت دو هر که دید خواهیم �شوند. م جابجا هم
(توجه ab ̸= ba که قسم به a, b ∈ G انتخابِ با باشد، آبل G

Z(G) اگر
جابجا هم G

Z(G) از bZ(G) و aZ(G) اعضای نبود.)، آبل G که کنید
تساویِ که است c ∈ Z(G) عنصرِ ی وجود معنای به این و �شوند م
تزویج کلاس به که b−۱ab اه آن ول �کند. م Gبرآورده در را ab = bac

جابجا a با ،c ∈ Z(G) چون لذا و بود خواهد ac برابرِ دارد، Gتعلق در a
ون چ به توجه با که b−۱ab = a :G خواص از باید پس شد. خواهد

�گیریم: م نظر در را دوم حالت ادامه، در دهد. رخ �تواند نم b و a انتخابِ
و xyx−۱Z(G) همدسته�های همچون متفاوت و مزدوج عنصر دو G

Z(G)

ی ازای به معادلا یا �شوند م جابجا هم با مذکور گروه در که دارد yZ(G)

ول داریم. G در را (xyx−۱)y = y(xyx−۱)z تساویِ ،z ∈ Z(G)
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که نوشت y−۱(xyx−۱)y = (xyx−۱)z صورتِ به �توان م را این دوباره
بدست را G در y−۱(xyx−۱)y و xyx−۱ مزدوج عنصر دو شدنِ جابجا
دهد: رخ �تواند م عنصر دو این تساوی صورت در تنها این مجدداً �دهد. م
عناصرِ شدن جابجا معنای به اخیر تساوی .y−۱(xyx−۱)y = (xyx−۱)

تنها دوباره بنابراین واقعند. کلاستزویج ی در Gاستکه از y xyx−۱و

xyx−۱Z(G) ̸= yZ(G) با این و xyx−۱ = y که دهد رخ �تواند م وقت
�شود. م میل ت (∗) اثباتِ و دارد تناقض G

Z(G) در
داریم: (∗) از حال

عناصری z و y ،x اگر است: G−{e}ترایای بر شدن جابجا رابطه�ی (∗∗)
و xy = yx که قسم به باشند همان با متفاوت و G به متعلق

.xz = zx اه آن ،yz = zy

ترتیب به با yz = zy و xy = yx که کنید توجه دلیل، دیدن برای
است، سره G از CG(y) زیرگروه�ِ معادلند. z ∈ CG(y) و x ∈ CG(y)

تناقض (∗) با این و �شود م واقع G مرکزِ در y صورت این غیر در که چرا
به که z و x بنابراین و �اند آبل G سره�ی زیرگروه�های گفتیم ول دارد.

شوند. جابجا هم با باید داشتند، تعلق CG(y)

a ∈ G−{e} کرد: خواهیم میل ت را حل ثابتشده، گزاره�های کم به
تزویج کلاس به متعلق y و x متمایزِ عناصرِ ازای به اگر یرید. ب دلخواه را
قطع z مانندِ همان با متفاوت عضوی در را ر دی ی CG(y) و CG(x) ،ā
از استفاده شرایط که کنید (توجه شود جابجا y با x (∗∗) بنابر باید کنند،
تزویج کلاس ی به هردو که y و x علاوه به و z ̸= e است: مهیا (∗∗)
همان نیز y و x از ی پسهیچ متمایزند. بودند، مزدوج لذا و داشتند تعلق
هر واقع (در بودند مزدوج G از x ̸= y عناصرِ چون هم این که نیست.)
برای پس دهد. رخ ندارد ان ام فرضخلف به توجه با مزدوجند.) a با دو
�دهد م نشان این .CG(x) ∩ CG(y) = {e} :x ̸= y با x, y ∈ ā هر
آن در که CG(x) − {e} زیرمجموعه�های ،a ∈ G − {e} هر برای که
تعداد ر، دی طرف از هستند. مجزا دوبدو �کند م تغییر ā عناصرِ میان x
a با x اگر زیرا است، |CG(a)| − ۱ برابرِ زیرمجموعه�ای چنین اعضای
آن تبع به و مزدوج هم G از CG(a) و CG(x) زیرگروه�های باشد، مزدوج

:a ∈ G− {e} هر برای پس بود. خواهد برابر اعضایشان تعداد
| ∪x∈ā CG(x)− {e}| = | ∪x∈ā (CG(x)− {e})|

=
∑

x∈ā

|CG(x)− {e}| = |ā|(|CG(a)|− ۱) = |G|− |ā|

تزویج کلاس اعضای تعداد که کردیم استفاده این از آخر تساوی در که
همان یعن ،a مرکزسازِ اندیس با است برابر ،ā ر دی عبارت به یا a
بر ∪x∈āCG(x) − {e} ،G در a ̸= e تثبیتِ با پس .[G : CG(a)]

ā باید فوق تساوی از صورت این غیر در که چرا نیست. منطبق G− {e}
تعلق معنای به a متناظرِ تزویج کلاس بودنِ �عضوی ت ول شود. ی برابر

�توان م پس دهد. رخ �تواند نم (∗) به توجه با که امری Gاست، مرکزِ به a
بود. خواهد غیرهمان که برگزید b ∈ G − ∪x∈āCG(x) − {e} ی
که کنید توجه ول .| ∪x∈b̄ CG(x)| = |G| − |b̄| مشابه، استدلال با
G−{e} x∈b̄CG(x)−{e}∪از زیرمجموعه�هایx∈āCG(x)−{e}∪و
به از vbv−۱ و uau−۱ مزدوج�های نباشد، ونه این اگر که چرا هستند. مجزا
CG(uau−۱)∩CG(vbv−۱) که قسم به بود خواهند موجود b و aترتیب
vbv−۱ و uau−۱ ،(∗∗) از پس است. c همچون غیرهمان عضوی شامل
ول .( a, b ̸= e زیرا نیستند همان دو این که کنید (توجه �شوند م جابجا
�شود. م جابجا a از (v−۱u)a(v−۱u)−۱ مزدوج با b که �دهد م نشان این
نشان اینجا تا دهد. رخ �تواند نم b /∈ ∪x∈āCG(x) دلیل به این که حال در
∪x∈b̄CG(x)− {e} و ∪x∈āCG(x)− {e} زیرمجموعه�های که دادیم
|G| − |b̄| و |G| − |ā| ترتیب به اعضای تعداد با و مجزا G − {e} از

لذا: هستند.
(|G|− |ā|) + (|G|− |b̄|) ≤ |G|− ۱

�تواند نم نامساوی این �دهد. م بدست را |ā|+ |b̄| ≥ |G|+ ۱ نامساویِ که
به که (چرا Gهستند از متمایزی تزویج کلاس�های b̄ و ā زیرا باشد، برقرار
ā∪ b̄ زیرمجموعه�ی لذا و نیست.) مزدوج a با b ،b /∈ ∪x∈āCG(x) دلیل
باطل فرضخلف و رسیدیم تناقض به پس دارد. عضو تا |ā|+ |b̄| ،G از

است.

�کنیم. تعریفم {x۲ | x ∈ R} با برابر Rرا Xاز زیرمجموعه�ی .٣ پاسخ
که است معن آن به شده داده Rقرار حلقه�ی بر مسأله صورت در که شرط
نیز تفریق تحت X که �کنیم م ثابت ادامه در است. بسته جمع تحت X

دلیل به
{
X → X

y #→ a۲ + y
اشتِ ن دلخواه، a ∈ R ی برای است. بسته

ی وضوح به اشت ن این است. خوش�تعریف جمع تحت X بودنِ بسته
نیز پوشا اشت ن این �اند، متناه X آن تبع به و R چون لذا و است ی به
باشد، اشت ن این بردِ در b۲ ∈ X باید دلخواه b ∈ R هر برای پس هست.
و جمع تحت X که دیدیم اینجا تا .b۲ − a۲ ∈ X �دهد م نشان که امری
:a, b ∈ R هر برای که �دهیم م نشان بعد مرحله�ی در است. بسته تفریق
جمع با را ab+ ba �توان م که �شود م ناش آنجا از این .ab+ ba ∈ X

.ab + ba = (a + b)۲ − a۲ − b۲ آورد: بدست X عناصرِ از تفریق و
مناسب d ∈ R ازای به ،a, b, c ∈ R هرگاه که دهیم نشان باید نهایت در
برای بالا در که خواص به توجه با .۲abc ∈ X معادلا یا ۲abc = d۲

تفریق و جمع صورت به ۲abc دهیم نشان است کاف تنها برشمردیم، X
هم را این است. بیان قابل x, y ∈ R آن در که xy + yx فرم به عناصری

کرد: مشاهده زیر تساویِ در �توان م
۲abc =

(
a(bc) + (bc)a

)
−
(
b(ca) + (ca)b

)
+
(
c(ab) + (ab)c

)

بنابر ،a ∈ G هر برای �دهیم. م نشان e با را G همان عنصر .۴ پاسخ
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e ̸= ۰⃗ ه آن شرط به حالت چنین در که a × e = ۰⃗ داریم یا مسأله، فرض
ه آن یا بود خواهد e از مضرب R۳ در a بردارِ

a× e = a ∗ e = a ⇒ a ⊥ a× e = a ⇒ a = ۰⃗

خواهد e با هم�راستا یا a ∈ G ⊆ R۳ دلخواه عنصر هر ،e ̸= ۰⃗ اگر پس
ادامه در بنابراین است. برقرار مطلوب م ح حالت این در که صفر یا بود
ی تثبیت با اه آن .e = ۰⃗ که: �کنیم م معطوف حالت به را خود توجه

a×a−۱ = a∗a−۱ تساوی�های= از هری برقراری ،a ∈ G−{e = ۰⃗}
ِ کم به بود. وارونشخواهد و a بودنِ هم�راستا معنای به a×a−۱ = ۰ یا e
بردارهای که گرفت نتیجه �توان م ،n ∈ N بر ساده استقرای با مطب، این

ویژگ کاربردنِ به با دوباره هستند: R۳هم�راستا از a و an =

بار n︷ ︸︸ ︷
a ∗ · · · ∗ a

شد صفرخواهد یا an × a−۱ ∈ R۳ مسأله، صورتِ در G برای مفروض
a−۱ ̸= ۰⃗ چون نخست، حالتِ در .an ∗ a−۱ = an−۱ با برابر و ناصفر یا
که بود خواهند e = ۰⃗ با برابر a آن تبع به و a−۱ صورت این غیر در (زیرا
نتیجه در و a−۱ از مضرب an باید است.) تناقض در a برگزیدنِ روش با
یعن دوم حالتِ بودیم. آن پ در که است چیزی همان که باشد a از مضرب

an−۱ �شود م نتیجه آن از که چرا �دهد. نم رخ an × a−۱ = an−۱ ̸= ۰⃗

بالا در که آنچه و استقرا فرض از دو این� که حال در عمودند، هم بر a−۱ و
دلخواه عنصر ی برای پس هستند. a بردارِ از ناصفری مضارب شد، ثابت
هم�راستای n ∈ N هر برای ها an و a−۱ که کردیم اثبات a ∈ G− {e}
که �شود م حاصل �تر کل گزاره�ی این a−۱ به مطلب این اعمالِ با هستند. a
آنچه جمع�بندی در است. a ∈ R۳ از مضرب an ∈ R۳ ،n ∈ Z هر برای

گردید: حاصل اینجا تا که

شده تولید دوری زیرگروه عناصر ،a ∈ G − {e} هر برای و e = ۰⃗ (∗)
علاوه به و دارند تعلق �کند م تولید a R۳که از زیرفضای به a توسط

.a از است ناصفری مضرب a−۱

که: �کنیم م ادعا ادامه در

.a ⊥ b اه آن نباشد، a بردارِ از مضرب b ∈ G و a ∈ G اگر (∗∗)

a, b ∈ G برای اگر که دهیم نشان باید که کنید توجه دلیل دیدن برای
لذا و نیست صفر بردار دو این خارج ضرب .a ⊥ b اه آن ،a × b ̸= ۰⃗

چرا نیست، صفر a−۱ و بردار این خارج ضرب .a ∗ b = a × b باید
که بود خواهد آن معنای به خارج ضرب این شدن صفر (∗) به توجه با که
دو این چراکه نیست ان�پذیر ام که است صفر a و a × b خارج ضرب

باید: پس عمودند. هم بر صفر غیر بردارِ
b = a−۱ ∗ (a ∗ b) = a−۱ × (a× b)

داد. خواهد بدست را a و b آنجا از و a−۱ و b داخل ضرب بودن صفر که
ضرب بودن صفر بر مبن مطلوب م ح ،(∗∗) و (∗) از استفاده با نهایت در

نباشد ونه این کنید فرض کرد. خواهیم اثبات را G از عنصر دو هر خارج
در مشمول G خلف فرض از یرید. ب دلخواه را a ∈ G − {e = ۰⃗} و
که قسم به است موجود b ∈ G لذا و نیست R۳ از Span{a} زیرفضای
و ناصفر بردارهای معادلا یا نیست صفر G از b و a عناصرِ خارج ضرب
باید مسأله، صورتِ Gدر برای مفروض ویژگ از پس هستند. هم�راستا غیر
بردار سه پس عمودند. هم بر b و a (∗∗) بنابر علاوه به و a ∗ b = a× b

از ضربهردوتای لذا و متعامدند R۳دوبدو از a×b = a∗b و b ،a ناصفرِ
R۳ برای پایه�ای بنابراین است. سان R۳ی در �شان ضربخارج Gبا در آنها
تمام هر بر �تواند نم صفری غیر بردار �الخصوصهیچ عل و �کنند م معین

a۲∗b = a∗(a∗b) ،(∗∗) به توجه با استکه حال در این باشد. عمود آنها
a۲ ̸= ۰⃗ اگر ،(∗∗) مجددِ کاربردن به با و باشد عمود a ∗ b و a بر باید
a۲ که �دهد م نشان a۲ ̸= ۰⃗ ،(∗) از استفاده (با شد خواهد عمود هم b بر
b در a۲ خارج ضرب اخیر، بردار همانندِ لذا و است a از ناصفری مضرب
R۳ از ناصفری بردار هیچ گفتیم که همان�گونه چون پس است.) ناصفر هم
a۲ = ۰⃗ باید یا باشد، عمود a × b = a ∗ b و b بردارِ سه هر بر �تواند نم

ه آن یا
a۲ ∗ b = a ∗ (a ∗ b) = a× (a× b) = ۰⃗

رخ بودند متعامد a × b و a ناصفرِ بردارهای ه آن دلیل به اخیر تساویِ
هر نتیجه در و بود دلخواه a ∈ G − {e} .a۲ = ۰⃗ = e لذا و �دهد نم
گروه چنین وضوح به است. دو مرتبه�ی از G گروه از غیرهمان عنصر
مورد a, b همان برای زیرا باشد، آبل �تواند نم G که حال در است. آبل
تناقض .a ∗ b = a × b = −b × a = −b ∗ a ̸= ۰⃗ بالا: در بحث

�دهد. م نتیجه را مطلوب م ح حاصله

مسأله صورت در که E = End(V ) از زیرمجموعه�ای سه .۵ پاسخ
اندومورفیسم�های شامل زیرمجموعه�ی و End(V ) ،{۰} ) شده�اند ذکر
حلقه�ی از دوطرفه�ا�ی ایده�آل�های وضوح به است.) متناه رتبه�شان که
و سره ایده�آل هر که دهیم نشان باید س بالع حال Eاند. = End(V )

است کاف منظور بدین باشد. سه این از ی باید حلقه این از I ناصفرِ
اه آن باشد، ناصفر f : V → V اندومورفیسم اگر شوند: اثبات مورد دو
f که E از دوطرفه�ای ایده�آل در متناه رتبه�ی با V از اندومورفیسم هر
ایده�آل اه آن باشد نامتناه f رتبه�ی اگر علاوه به است. واقع �کند م تولید
�دهد م نشان اول مورد است. منطبق E بر آن توسط شده تولید دوطرفه�ی
�شود م شامل را متناه رتبه�ی با اندومورفیسم�های از ل متش ایده�آل I که
این اثبات بنابراین و آن در است مشمول I که �دهد م نشان دوم مورد و
کنید فرض �پردازیم: م اول مورد به ابتدا کرد. خواهد میل ت را حل دو
با f̃ : V → V کنید فرض باشد. ناصفر f بردِ در w = f(v) بردارِ
پایه�ای w۱ = f̃(v۱), . . . , wn = f̃(vn) عناصرِ و باشد متناه رتبه�ی
به Ker(f̃) برای پایه�ا�ی کردن اضافه با .V از Im(f̃) زیرفضای برای
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حال �نامیم. م β را آن که �آید م بدست V برای پایه�ای ،{v۱, . . . , vn}
است موجود gi : V → V تای ی اندومورفیسم ی ۱ ≤ i ≤ n هر برای
همچنین و �برد م صفر به را عناصر سایر و v به را β پایه�ی از vi عنصرِ که
hi : V → V اندومورفیسم ی �توان م ناصفرند، wi wو بردارهای چون

اندومورفیسم حال .hi(w) = wi که ویژگ این با برگزید را V از
h۱ ◦ f ◦ g۱ + . . . hn ◦ f ◦ gn

f̃ با دارد، تعلق �کند م تولید f که End(V ) از دوطرفه�ای ایده�آل به که
را ویژگ چنین giها از (هری است Ker(̃f)صفر بر که چرا است، برابر

به را vi هر و داشت.)
hi

(
f(gi(vi))

)
= hi(f(v)) = hi(w) = wi

بر f̃ و h۱ ◦ f ◦ g۱ + . . . hn ◦ f ◦ gn عمل ون چ لذا و �برد م
f̃ پس �دهد. م بدست را آنها تساوی که است سان ی V از β پایه�ی عناصر
گزاره دومین به ادامه در است. f توسط شده تولید دوطرفه�ی ایده�آل عضو
f : V → V اندومورفیسم رتبه�ی اگر که دهیم نشان باید �پردازیم: م
است End(V ) کل آن با تولیدشده دوطرفه�ی ایده�آل اه آن باشد، نامتناه

بردارهای کنید دربردارد.فرض را ۱V همان اندومورفیسم معادلا یا
f(ai) = bi(i ∈ N)

از {bi | i ∈ N} زیرمجموعه�ی پس باشند. خط مستقل f بردِ در واقع
ر دی طرف از .V از β′ پایه�ی ی به گسترش قابل و است خط مستقل V
است. موجود V برای β′′ = {ei | i ∈ N} مانند پایه�ای فرضمسأله طبق
β′′ از ei عنصرِ هر که است موجود f ′ : V → V تای ی اندومورفیسم
β′ پایه�ی در که یرید ب V از اندومورفیسم را f ′′ �کند. م تصویر ai به را
�روند. م صفر به مذکور پایه�ی عناصر سایر و i هر برای bi #→ ei آن تحت
که End(V ) از دوطرفه�ای ایده�آل به متعلق f ′′ ◦ f ◦ f ′ : V → V حال

�دارد: م اه ن ثابت را ei هر چرا است همان �کند، م تولید f
f ′′(f(f ′(ei))

)
= f ′′(f(ai)) = f ′′(bi) = ei

(F×,×) ِ ضرب گروه که ویژگ این با باشد Fمیدان فرضکنید پاسخ۶.
زیرمیدان است. مولد متناه آبل گروه ی دقیق�تر عبارت به یا مولد متناه
�دانیم م و �شود م تعریف F زیرمیدان�های تمام اشتراک با برابر F ٢ اولِ
با است ریخت ی و باشد صفر F مشخصه�ی اگر Q با است ریخت ی که
نخست حالت باشد. p اولِ عدد F مشخصه�ی اگر Zp عضویِ p میدان
متناه خود مولد، متناه آبل گروه هر زیرگروه�های که چرا �دهد نم رخ
چنین (Q − {۰},×) گویا اعداد ضرب گروه که حال در هستند، مولد
عدد را q و باشند مفروض a۱

b۱
, . . . , an

bn
ناصفرِ گویای اعداد اگر نیست:

ناصفرِ و صحیح اعداد از هیچ�ی درتجزیه�ی که یریم ب بزرگ آنقدر اول
(Q−{۰},×) از زیرگروه در q اه آن �گردد، نم ظاهر a۱, b۱, . . . , an, bn

٢subfield prime

F مشخصه�ی پس بود. نخواهد واقع �کنند م تولید فوق گویای اعداد که
{n.۱F | n ∈ Z} آن اول زیرمیدانِ �توان م و است p همچون اول عددی
آبل گروه�های ساختاری «قضیه�ی که کنید توجه حال گرفت. ی Zp با را
با است ریخت ی دست، این از گروه هر که �دارد م بیان مولد» متناه
عناصر تمام مرتبه�ی اگر پس دوری. گروه متناه تعدادی مستقیم جمع
ی وجودِ است کاف بنابراین بود. خواهد متناه خود باشد، متناه آن

تناقض به است نامتناه (F×,×) در مرتبه�اش که را F از θ ناصفرِ عنصر
از (که Zp بر F از عنصری چنین کرد. خواهد میل ت را حل این و شانیم ب
شد.) گرفته نظر در F از زیرمیدان اول، زیرمیدان با آن گرفتن ی طریق
میدان توسیع ی Zp[θ] صورت، این غیر� در که چرا بود. نخواهد جبری
توسیع این درجه�ی اگر بود. خواهد متناه میدان ی لذا و Zp از متناه
درباره�ی که آنچه از و بود خواهد pkعضوی متناه میدان این یریم، ب k را
در θ انتخابِ روش با که θp

k−۱ = ۱F باید �دانیم، م متناه میدان�های
که امری نیست، جبری F از Zp زیرمیدانِ بر عنصر این پس است. تناقض
عبارت به یا �گیرد دربرم را θ که F از زیرمیدان ترین کوچ �دهد م نشان
است ریخت ی θ #→ x با شده معین همریخت طریق از ،Zp(θ) ر دی
F پس .Zp(x) ر دی عبارت به یا Zp در ضرایبِ با گویا توابع میدانِ با
استدلال رار ت با لذا و �شود م شامل را Zp(x) با ریخت ی زیرمیدان
گروه همانندِ باید نیز میدان این ضرب گروه رفت، کار به هم پیشتر که
�توان م که چرا نیست. ونه این که حال در باشد، مولد متناه F ضرب
رار ت داد نتیجه را (Q − {۰},×) نبودنِ مولد متناه که استدلال همان
آن در که Zp(x) − {۰} از p۱(x)

q۱(x)
, . . . , pn(x)

qn(x)
عناصرِ داشتن با کنیم:

ناصفرند، Zp[x] از p۱(x), q۱(x), . . . , pn(x), qn(x) چندجمله�ای�های
از هیچ�ی از هیچ�ی که Zp[x] به متعلق تحویل�ناپذیری چندجمله�ای
موجود چندجمله�ای چنین که کنید (توجه نشمارد را فوق چندجمله�ای�های
در تحویل�ناپذیر.) عنصر نامتناه دارای و است U.F.D Zp[x]ی است:
�کنند م تولید p۱(x)

q۱(x)
, . . . , pn(x)

qn(x)
عناصرِ که (Zp(x)×,×) از زیرگروه

بود. نخواهد واقع
نشان است کاف بنابراین نواست. ی ی به ی و پیوسته تابع هر .٧ پاسخ
که موجودند a < b حقیق اعداد خلف: برهان است. ی به ی f دهیم
،f(c۱) = f(c۲) و c۱, c۲ ∈ R اگر که کنید توجه حال .f(a) = f(b)

داشت: خواهیم c = |c۱ − c۲| دادنِ قرار با اه آن
∀x ∈ R : f(x) = f(x+ c)

صورتِ در f مفروضبرای ویژگ بردن کار به با که �شود م ناش آنجا از این
داریم: x ∈ R هر برای مسأله،

f(x+ c۱) = F (f(x), f(c۱)) = F (f(x), f(c۲)) = f(x+ c۲)

است موجود α حقیق عدد ،n ∈ N هر برای �دهیم م نشان ر دی طرف از
نتیجه قبل م ح کم به سپس و f(α + b−a

n ) = f(α) که: قسم به
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را n طبیع عدد است. f از تناوب دوره�ی b−a
n > ۰ هر که شد خواهد
پیوسته�ی تابع و کنید تثبیت

{
g : [a, b− b−a

n ] → R
g(x) = f(x+ b−a

n )− f(x)

،∑n−۱
k=۰ g(a + k b−a

n ) = ۰ :f(a) = f(b) چون یرید. ب نظر در را
مقدار قضیه�ی بنابر صورت این غیر در (زیرا �شود م صفر نقطه�ای در gپس
در فوق تساوی با که منف همواره یا بود خواهد مثبت همواره یا g میان
در f �دهد م نتیجه gتعریف ضابطه�ی به توجه با که م ح تناقضاست.)،
چیزی همان که �پذیرد م سان ی مقادیری هم از b−a

n فاصله�ی به نقطه دو
دوره�های f : R → R پیوسته�ی تابع بنابراین بودیم. آن پ در که است
کرد خواهیم اثبات . b−a

n اعدادِ از عبارتند که دارد کوچ دلخواه به تناوب
و x۱, x۲ ∈ R برای که روش این با باشد ثابت باید پیوسته�ای تابع چنین که
تحدیدِ که آنجا از .|f(x۱) − f(x۲)| < ϵ �دهیم: م نشان دلخواه ϵ > ۰

این با برگزید �توان م را δ > ۰ است، نواخت ی پیوسته�ی [۰, b − a] به f
باشیم: داشته |x − y| < δ با x, y ∈ [۰, b − a] هر برای که ویژگ
چون . b−a

n < δ که یرید ب بزرگ آنقدر را n ∈ N .|f(x)− f(y)| < ϵ

بود: f تناوبِ دوره�ی ی b−a
n

f(x۱) = f
(
x۱ −

b− a

n

⌊ x۱
b−a
n

⌋)
= f

(b− a

n

{ x۱
b−a
n

})

و
f(x۲) = f

(
x۲ −

b− a

n
⌊ x۲
b−a
n

⌋)
= f

(b− a

n

{ x۲
b−a
n

})

b−a
n

{
x۲

b−a
n

} و b−a
n

{
x۱

b−a
n

} ول است. اعشاری جز نمادِ {} آن در که
نتیجه در و است δ از کمتر هم از فاصله�شان لذا و واقعند [۰, b−a

n ] در
فوق تساوی�های به توجه با که - نقطه دو این در f مقادیرِ تفاضل قدرمطلق
ر: دی عبارت به یا �کند نم تجاوز ϵ از - است |f(x۱) − f(x۲) همان
مسأله مفروضات با که باشد ثابت باید f تابع پس .|f(x۱)−f(x۲)| < ϵ

است. تناقض در

که باشند چنان ۰ < a ≤ ۱ و n طبیع عدد اگر که �کنیم م ادعا .٨ پاسخ
fn−۱(c) = که قسم به است موجود ۰ < c ≤ ۱ اه آن ،fn(a) = an+۱

(n+۱)!

خواهد حل را مسأله آن از استفاده بار k م، ح این بودن فرضدرست با . cnn!
n = k + ۱ حالتِ در ،k طبیع عدد برای fk(۱) = ۱

(k+۱)! چون کرد:
در بنابراین و �کند م برآورده را fn(a) = an+۱

(n+۱)! تساویِ a = ۱ نقطه�ی
که fn(c) = cn+۱

(n+۱)! با باشد موجود cای ∈ (۰, ۱] باید n = ۰ حالتِ
داشتن ثابت نقطه�ی بر مبن مطلوب م ح و است f۰(c) = c تساویِ همان
حل ابتدای در که م ح به پس . �دهد. م بدست را f۰ : [۰, ۱] → [۰, ۱]

ضابطه�ی با g : [۰, ۱] → R مشتق�پذیرِ تابع �پردازیم: م شد بیان

g(x) = fn(x)−
xn+۱

(n+ ۱)!
=

∫ x

۰
fn−۱(t)dt−

xn+۱

(n+ ۱)!

باید رول قضیه�ی از نتیجه در و �شود م صفر x = a ∈ (۰, ۱] و x = ۰ در
به که گردد صفر c ∈ (۰, a) نقطه�ی ی در g′(x) = fn−۱(x) − xn

n!

است. c ∈ (۰, ۱] ی ازای به fn−۱(c) =
cn

n! برقراریِ معنای

گزاره این با است معادل مذکور خواص با f وجودِ الف) قسمت .٩ پاسخ
تابع x ≥ ۱ هر برای که

{
gx : [۰,∞) → [۰,∞)

gx(a) = ea − a
x − x

اکیداً gx که کنید توجه گزاره این درست دلیل دیدن برای دارد. تا ی ریشه�ای
است: صعودی

∀a > ۰ : g′x(a) = ea − ۱
x
> ۱− ۱

x
=

x− ۱
x

≥ ۰

بنابر lima→∞ gx(a) = ∞ و gx(۰) = ۱ − x ≤ ۰ چون علاوه به و
صعودی اکیداً دلیل به که ریشه�ای باشد، داشته ریشه باید میان مقدار قضیه�ی
تای ی ریشه�ی را f(x) ،x ≥ ۱ هر برای اگر حال تاست. ی gx بودنِ
f : [۱,∞) → [۰,∞) همچون تابع به بنامیم، gx : [۰,∞) → [۰,∞)

توجه با که تساوی�ای �کند، م صدق gx(f(x)) = ۰ در که رسید خواهیم
قسمت حل این است. ef(x) = f(x)

x + x معنای به gx ضابطه�ی به
را ته�ای ن حل بعدی قسمت به پرداختن از قبل �کند. م میل ت را (الف)
تابع دیدیم ه این به توجه با بود: خواهد سودمند ادامه در که �کنیم م بیان
ریشه�ی f(x) همچنین و است صعودی اکیداً gx : [۰,∞) → [۰,∞)

است: آن تای ی
∀x ≥ ۱, t ≥ ۰ : t ≥ f(x) ⇔ gx(t) ≥ ۰

شد: بیان بالا در که ته�ای ن بردن کار با که کنید توجه ابتدا ب) قسمت
زیرا: ،x ≥ ۱ هر برای f(x) ≥ lnx

gx(lnx) = eln x − lnx

x
− x = − lnx

x
≤ ۰

است کاف limx→∞ x(f(x)− lnx) = ۰ حدِ به رسیدن منظور به پس
به xهای ازای به f(x) ≤ lnx + ϵ

x ،ϵ > ۰ هر تثبیت با که داد نشان
نشان است کاف تنها فوق، ته�ی ن بردن کار به با دوباره بزرگ. کاف اندازه�ی

بعد: به جای از که دهیم
gx(lnx+

ϵ

x
) = xe

ϵ
x − ۱

x
(lnx+

ϵ

x
)− x ≥ ۰

و limx→∞ x(e
ϵ
x − ۱) = ϵ به توجه با که چرا است برقرار این

وقت فوق نامساوی چپ سمت حد ،limx→∞
۱
x (lnx + ϵ

x ) = ۰

دنباله�ی رای هم اثبات به نهایت در .ϵ > ۰ با است برابر x → ∞
نوشتن با که کنید توجه ابتدا �پردازیم. م {

∑n
k=۱ f(k) − lnn!}∞n=۱

سریِ رای هم اثبات به �شود م تبدیل n∑مسأله
k=۱ lnnصورت به lnn!

شد بیان بالا در که آنچه به توجه با که سری�ای ،∑∞
n=۱(f(n) − lnn)

آزمون از آن رای هم اثبات منظور به �توانیم م بنابراین �اند. نامنف جملاتش
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n ∈ N هر برای بزرگباشد. کاف اندازه�ی nبه هرگاه کنیم. استفاده مقایسه
داریم:

ef(n) =
f(n)

n
+ n ⇒ f(n)− lnn = ln(۱+

f(n)

n۲ )

تابع آن دلیل دیدن (برای x ≥ ۰ هر برای ln(۱ + x) ≤ x که �دانیم م و
آن مشتق [۰,∞) بازه�ی بر که یرید ب نظر در را h(x) = x − ln(x + ۱)

بنابراین و است صعودی بازه این بر h لذا است. نامنف h′(x) = x
x+۱

نتیجه: در و بود.) خواهد نیز نامنف بازه این بر ،h(۰) = ۰ چون
f(n)− lnn = ln(۱+

f(n)

n۲ ) ≤ f(n)

n۲

n اگر شد، ثابت قبلا که limn→∞ n(f(n)− lnn) = ۰ حدِ به توجه با
نامساوی با آن ترکیب و f(n) ≤ ۱

n + lnn باشد بزرگ کاف اندازه�ی به
بعد به جای از که �دهد م نشان قبل

f(n) ≤ lnn

n۲ +
۱
n۳

رای هم مقایسه آزمون ،∑∞
n=۱(

lnn
n۲ + ۱

n۳ ) سریِ رای هم به توجه با حال
است. میل ت حل و داد خواهد بدست ∞∑را

n=۱(f(n)− lnn)

این از مشتق�گیری با و ∑۱۳
n=۰ x

n = x۱۳ ۰−۱
x−۱ که کنید توجه .١٠ پاسخ

تساوی:
۱۳∑

n=۱

nxn−۱ =
۱۳ x۱۳ ۰ − ۱۳ ۰x۱۳ + ۱

(x− ۱)۲

،|۱۳ x۱۳ ۰−۱۳ ۰x۱۳ | < ۱ آن در که مبدأ حول مناسب همسای پسدر
نوشت: �توان م

f(x) =
(x− ۱)۲

۱+ (۱۳ x۱۳ ۰ − ۱۳ ۰x۱۳ )

= (۱− ۲x+ x۲)
( ∞∑

n=۰

(۱۳ x۱۳ ۰ − ۱۳ ۰x۱۳ )n
)

که �رسیم م x = ۰ حولِ �توان سری ی به فوق حاصلضربِ کردن ساده با
�ای همسای در f(x)پس �کند. توصیفم مبدأ از �ای همسای در را f تابع
x = ۰ در آن تیلورِ بسط واقع در مذکور توان سری و است تحلیل مبدأ از
. f(۱۳ ۰)(۰)

۱۳ ۰! با باشد برابر باید توان سری این در x۱۳ ۰ ضریبِ لذا است.
مناسبِ توان سری ی ازای به که کنید توجه ضریب این یافتن منظور به

نوشت: ونه این را فوق حاصلضربِ �توان م ،∑∞
n=۰ anx

n

(۱− ۲x+ x۲)
( ∞∑

n=۰

(۱۳ x۱۳ ۰ − ۱۳ ۰x۱۳ )n
)

= ۱− ۲x+ x۲ + (۱− ۲x+ x۲)(۱۳ x۱۳ ۰ − ۱۳ ۰x۱۳ )

+ x۲ (۱− ۲x+ x۲)(
∞∑

n=۰

anx
n)

در x۱۳ ۰ ضریبِ همان f(۱۳ ۰)(۰)
۱۳ ۰! پس

(۱− ۲x+ x۲)(۱۳ x۱۳ ۰ − ۱۳ ۰x۱۳ )

لذا: است.
f (۱۳ ۰)(۰) = ۱۳ ۰!(۲× ۱۳ ۰+ ۱۳ ) = ۴۱ (۱۳ ۰!)

ناشمارا خانواده�ای {Ti}i∈I و کرد را این�کار بتوان کنید فرض .١١ پاسخ
همیومورفند هری که باشد صفحه از مجزای دوبدو زیرمجموعه�های از
در که شده یل تش مجزا شاخه�ی سه از Ti هر ل، ش مشابه .T ل ش با
Biو ،Ai را شاخه�ها این انتهای نقاط متصلند. هم به Oi همچون نقطه�ای

که کنید فرض دایره�ای را ωi ،i ∈ I هر برای .٣ کنید ذاری نام Ci

نیز Oi و باشند گویا اعدادی آن شعاع طول همچنین و آن مرکز مختصاتِ
صورت این در نشوند. واقع آن در Ci Biو ،Ai ول باشد دایره این درون
Zi Yiو ،Xi �کنند. م تقسیم قسمتمجزا سه به را دایره درون Ti شاخه�های
دوایرِ تعداد که آنجا از یرید. ب قسمت سه این در گویا مختصات با نقاط را

گویای نقاط از (X,Y, Z) �های سه�تای تعداد نیز و گویا شعاع و مرکز با
توجه با پس شماراست، باشد.) گویا مختصه�شان هردو که (نقاط صفحه
Tj و Ti مثلا Tiها از تا دو حداقل ،{Ti}i∈I خانواده�ی بودن ناشمارا به
.Zi = Zj Yiو = Yj ،Xi = Xj ،ωi = ωj که: ویژگ این با موجودند
�کنند. م قطع را ر دی ی Tj و Ti صورت این در که دید �توان م راحت به اما
و x ∈ E دلخواه عناصر برای که دهیم نشان است کاف .١٢ پاسخ
.∣∣〈Ty, x〉∣∣ > ۰ و نباشد ونه این کنید فرض .〈Ty, x〉 = ۰ :y ∈ E⊥

α > ۰ آن در که z = x+ αµ
〈
Ty, x

〉
y �دهیم م قرار حال .y ̸= پس۰

بنابراین: و Tx = µx ،x ∈ E چون است. دلخواه حقیق عدد ی
Tz = µx+ αµ

〈
Ty, x

〉
Ty

Ti هر ل! ش از مستقل و هستند خوش�تعریف موارد این همه�ی که کنید ٣توجه
زیرفضای با همیمورف دقیق�تر عبارت به یا T ل ش با همیمورف فضای هر واقع در یا
سه دارای ملش م که است تای ی نقطه�ی دارای ،R۲ از {۰} × [۰, ۱] ∪ [−۱, ۱] × {۱}
را ویژگ این حائز تای ی نقطه�ی Ti در .[۰, ۱) با همیمورفند هری که است همبندی مؤلفه�ی
ه آن به توجه با هم شاخه هر انتهای نامیده�ایم. Ti شاخه�ها�ی را همبندی مؤلفه�ها�ی این و Oi

که تای ی نقطه�ی دارد: معن [۰, ۱) با است همیمورف Ti از زیرفضای عنوان به آنها از هری
بود. خواهد همبند هم حاصل فضای مذکور، همبندی مؤلفه�ی از حذفش با
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داریم: لذا و 〈y, x〉 = ۰ ،y ∈ E⊥ دلیل به ر دی طرف از
〈
Tz, z

〉
=

〈
µx+ αµ

〈
Ty, x

〉
Ty, x+ αµ

〈
Ty, y

〉
y
〉

= µ ∥ x ∥۲ +
〈
αµ

〈
Ty, x

〉
Ty, x

〉

+
〈
αµ

〈
Ty, x

〉
Ty,αµ

〈
Ty, x

〉
y
〉

= µ ∥ x ∥۲ +αµ
〈
Ty, x

〉〈
Ty, x

〉
+
∣∣αµ

〈
Ty, x

〉∣∣۲〈Ty, y
〉

= µ ∥ x ∥۲ +αµ
∣∣〈Ty, x

〉∣∣۲ + α۲∣∣〈Ty, x
〉∣∣۲〈Ty, y

〉

:〈y, x〉 = ۰ از مجدد استفاده�ی با ر دی طرف از
∥ z ∥۲=∥ x+ αµ

〈
Ty, x

〉
y ∥۲=∥ x ∥۲ +

∣∣αµ
〈
Ty, x

〉∣∣۲. ∥ y ∥۲

=∥ x ∥۲ +α۲∣∣〈Ty, x
〉∣∣۲. ∥ y ∥۲

که �شود م نتیجه بالا روابط از ،∣∣〈Tz, z〉∣∣ ≤∥ z ∥۲ فرض بنابر چون حال
:α > ۰ هر µ)∣∣برای ∥ x ∥۲ +αµ

∣∣〈Ty, x
〉∣∣۲ + α۲∣∣〈Ty, x

〉∣∣۲〈Ty, y
〉)∣∣

≤∥ x ∥۲ +α۲∣∣〈Ty, x
〉∣∣۲. ∥ y ∥۲

: مثلث نامساوی بنابر ،α > ۰ و |µ| = ۱ چون µ)∣∣ول ∥ x ∥۲ +αµ
∣∣〈Ty, x

〉∣∣۲ + α۲∣∣〈Ty, x
〉∣∣۲〈Ty, y

〉)∣∣

≥
∣∣µ ∥ x ∥۲ +αµ

∣∣〈Ty, x
〉∣∣۲∣∣− α۲∣∣〈Ty, x

〉∣∣۲.
∣∣〈Ty, y

〉∣∣

=∥ x ∥۲ +α
∣∣〈Ty, x

〉∣∣۲ − α۲∣∣〈Ty, x
〉∣∣۲.

∣∣〈Ty, y
〉∣∣

:α > ۰ هر برای که کردیم ثابت پس
∥ x ∥۲ +α

∣∣〈Ty, x
〉∣∣۲ − α۲∣∣〈Ty, x

〉∣∣۲.
∣∣〈Ty, y

〉∣∣

≤∥ x ∥۲ +α۲∣∣〈Ty, x
〉∣∣۲. ∥ y ∥۲⇒

α
∣∣〈Ty, x

〉∣∣۲ ≤ α۲∣∣〈Ty, x
〉∣∣۲( ∥ y ∥۲ +

∣∣〈Ty, y
〉∣∣)

حذفِ با بود، مثبت α و ∣∣〈Ty, x〉∣∣ ̸= فرضخلف۰ طبق ه این به توجه با
که: �شود م نتیجه فوق نامساوی طرفین از α∣∣〈Ty, x〉∣∣

∀α > ۰ : α
(
∥ y ∥۲ +

∣∣〈Ty, y
〉∣∣) ≥ ۱

.T (E⊥) ⊆ E⊥ باید و �رسیم م تناقض به پس است. ن غیرمم که

فرضکرد �توان م کلیت از شدن کاسته بدون که کنید توجه ابتدا .١٣ پاسخ
صورت این غیر در که چرا �شوند. نم صفر U از نقطه�ای هیچ در g و f که
برای بنامیم، c را |f |+ |g| ثابتِ مقدار اگر �شود: م حاصل سادگ به م ح
اگر و |f(z)|, |g(z)| ≤ c بنابراین و |f(z)|+ |g(z)| = c :z ∈ U هر
عبارت به یا |f(z۰)| = c ناچار به باید شود، صفر g مثلا z۰ای ∈ U در

نامساویِ در ر دی
∀z ∈ U : |f(z)| ≤ c

مطلق ماکسیمم اصل به توجه با ول داریم. تساوی z = z۰ ازای به
بودنِ ثابت معنای به این ،U بودنِ همبند همچنین و هولومورف توابع برای
ثابت دلیل به �دهد: م نشان هم را g بودنِ ثابت این است. f : U → C
تابع بودن ثابت صورت در تنها که باشد ثابت باید نیز |g| ،|f |+ |g| بودنِ

اصل از است نتیجه�ای دوباره است(این ان�پذیر ام g : U → C هولومورفِ
هیچ�ی که �کنیم م معطوف حالت به را خود توجه ادامه پسدر .( ماکسیمم

دو توابع صورت این در نشوند. تعریفصفر دامنه�ی از نقطه�ای در g یا f از
عبارت به یا هموار C = R۲ از U بازِ بر |g| و |f | �مقدارِ� حقیق و متغیره
f, g : U → C− {۰} هموارِ توابع ترکیب از زیرا بود، خواهند C∞ ر دی
نرم تابع و مشتق�پذیرند.) بار �نهایت ب هولومورف توابع که کنید (توجه

بر را ۴ ∂
∂z̄ رِ عمل �توان م بنابراین �آیند. م بدست

{
C− {۰} → R+

z #→ |z|
داد: اثر ⎧آنها

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|f |۲ = ff̄ ⇒ ۲|f |∂|f |
∂z̄

=
∂|f |۲

∂z̄
=

∂f

∂z̄
f̄ + f

∂f̄

∂z̄
∂f

∂z̄
= ۰,

∂f

∂z
= f̄ ′ ⇒ ∂|f |

∂z̄
=

ff̄ ′

۲|f |

|g|۲ = gḡ ⇒ ۲|g|∂|g|
∂z̄

=
∂|g|۲

∂z̄
=

∂g

∂z̄
ḡ + g

∂ḡ

∂z̄
∂g

∂z̄
= ۰,

∂g

∂z
= ḡ′ ⇒ ∂|g|

∂z̄
=

gḡ′

۲|g|

از شد. استفاده �شوند نم صفر نقطه�ای هیچ در |g| و |f | ه این از آن در که
از لذا و ∂|f |

∂z̄ + ∂|g|
∂z̄ = ۰ باید ،|f |+ |g| بودنِ ثابت دلیل به ر دی طرف

باید: فوق محاسبات
∀z ∈ U :

f(z)f̄ ′(z)

۲|f(z)| = −g(z)ḡ′(z)

۲|g(z)|
برای |f ′(z)| = |g′(z)| که �بینیم م فوق تساوی طرفین نرم محاسبه�ی با
در ضرب حد در تنها U بازِ بر g′ و f ′ تحلیل توابع پس .z ∈ U هر
آن برای که است موجود θای ∈ R دارند: تفاوت ی نرم با مختلط عددی
هولومورفِ تابع به است کاف دلیل دیدن برای .U سرتاسرِ در f ′ = eiθg′

باشد ناصفر آن در g′ که نقطه�ای هر حول بازی دیس بر که کرد توجه f ′

g′

�ای همسای چنین بر شد بیان هم قبلا که همان�گونه لذا و است ی نُرمش
تساوی دلیل به نیز f ′ شود، صفر g′ که هم نقاط در باشد. ثابت باید
f ′ موضعاً پس بود. خواهد صفر درنتیجه و نُرمشصفر تابع دو این نرم�های
U همبندیِ حال و �شود م حاصل g′ در ی نرم با ثابت عددی ضرب از
،f ′ = eiθg′ از �دهد. م بدست را f ′ = eiθg′ � همچون تساوی�ای وجود

که چنان است موجود a ∈ C �آید: م بدست f − eiθg بودنِ ثابت
∀z ∈ U : f(z)− eiθg(z) = a

از بازی دامنه�ی به مختلط�مقدار و مشتق�پذیر توابع بر ∂
∂z̄ و ∂

∂z رهای عمل ۴یادآوری:
�کنند: م عمل ونه این C = R۲

∂h

∂z
=

۱
۲
(
∂h

∂x
− i

∂h

∂y
)

∂h

∂z̄
=

۱
۲
(
∂h

∂x
+ i

∂h

∂y
)

�اش موهوم و حقیق اجزای به h مشتق�پذیرِ تابع تجزیه�ی با که کرد تحقیق �توان م سادگ به
-ریمان کوش روابط برقراری معنای به ∂h

∂z̄ = ۰ ،h = u+ iv صورتِ به
ux = vy uy = −vx

است، R۲ از بازی بر C ۱ و مقدار مختلط دومتغیره، تابع h که کنیم فرض اگر پس است.
∂h
∂z̄ = ۰ با است معادل باشد Cهولومورف از بازی بر تابع عنوان به آن گرفتن نظر در با ه این

بود. خواهد ∂h
∂z همان h′ ،h بودنِ هولومورف صورت در و
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کنیم فرض اگر پس بود. ثابت تابع U بر |f | + |g| تابع ر دی طرف از
�دهد: م نشان بالای همراه به این باشد، c مقدارِ با ثابت تابع
∀z ∈ U : |f(z)|+ |aeiθ − f(z)| = c

حال در ، بیض ی در است مشمول f : U → C هولومورفِ تابع برد پس
بردِ باید وارون تابع قضیه�ی بنابر باشد، ناصفر f مشتق نقطه�ای در اگر که
که ،U نقاط تمام در f ′ = ۰ باید پس باشد. دربرداشته را C از بازی آن
�گردد. م حاصل آن از f : U → C بودنِ ثابت U همبندیِ بردن کار به با
شد. ثابت قبلا هم �دهد م نتیجه را g برای مشابه م ح f بودنِ ثابت ه این

را مختلط صفحه�ی از C− {۰, ۱} همبندِ باز است. مثبت پاسخ .١۴ پاسخ
انتخاب سه میان از آن ۵هولومورفِ جهان پوشش �دانیم م یرید. ب نظر در
صفحه�ی ریمان، کره�ی یعن - �دارد م مجاز ۶ ریمان» اشت ن «قضیه�ی که
پس است. واحد باز دیس ( ریخت ی حد (در - واحد باز دیس و مختلط
پوشش به که است موجود g : D → C− {۰, ۱} هولومورفِ اشت ن ی
وارون ی موضعاً علاوه به و پوشاست بودن پوشش دلیل به هست. نیز
حال نیست. Dصفر از نقطه�ای هیچ در آن مشتق بنابراین و دارد هولومورف
h : C − {۰, ۱} → C پوشای و هولومورف اشت ن ی با را آن اگر
اشت ن ی حاصل کنیم، ترکیب نشود صفر نقطه�ای هیچ در مشتقش که
زنجیره�ای قاعده�ی بنابر که بود خواهد h◦g : D → Cپوشای هولومورفو
است hای چنین از مثال h(z) = ۲z۳

۳ − z۲ است. ناصفر همه�جا مشتقش
صورت در مطلوب خواص تمام حائز f := ۲g۳

۳ − g۲ : D → C لذا و
است. مسأله

صورت این به �کنیم م Xتعریف روی ∼ هم�ارزیِ رابطه�ی ی .١۵ پاسخ
که:

x ∼ y ⇔ کرد. جدا هم از نتوان yرا و x

است: هم�ارزی رابطه�ی ی این که �شود م دیده سادگ به

.x ∼ xپس کرد، جدا x از �توان نم را x •

صورت در شده خواصبیان با V Uو بازهای کم به بتوان را x اگر •
جدا x از هم را y ،V و U همان با �توان م اه آن کرد، جدا y از مسأله
بودنِ تقارن معنای به که y ! x �دهد م نتیجه x ! y پس نمود.

است رابطه این

نقاط ازای به نباشد، چنین اگر که چرا است. ترایای رابطه این •
حال در y ∼ z و x ∼ y داشت: خواهیم z و y ،x همچون

U بازهای پس کرد. جدا هم از را z و x �توان م معادلا یا x ! z که
U ∩ V = ∅ که قسم به موجودند z و xترتیب به Xحول از V و

۵covering universal
۶Theorem Mapping Riemann

جدا z از را آن باز دو این باشد، U در y اگر حال .U ∪ V = X و
از را آن بازها این باشد V در اگر و دارد تناقض y ∼ z با که �کنند م

نیست. ان�پذیر ام x ∼ y دلیل به که �کنند م جدا x

مؤلفه�های همان ∼ رابطه�ی هم�ارزیِ کلاس�های �دهیم م نشان ادامه در
خواهد حل را مسأله اولِ قسمت اثباتش که امری هستند. X همبندیِ
است x ∼ y معنای به هم از y و x کردنِ جدا نبودن ان�پذیر ام کرد:
خود که باشند هم�ارزی کلاس ی در باید نقطه دو این صورت این در و
ی واقع (در X از همبند زیرمجموعه�ای فوق) م ح پنداشتن صحیح (با

توجه ابتدا �پردازیم. م فوق م ح اثبات به پس است. ( آن همبندی مؤلفه�ی
∼ از هم�ارزی کلاس ی در همبندی مؤلفه�ی هر اعضای وضوح به که کنید
وسیله�ی به را y و x بتوان ر دی عبارت به یا x ! y اگر که چرا واقعند.
�توانند نم نقطه دو این کرد، جدا هم از قبل مشابه خواص با V و U بازهای
به توجه با که چرا شوند. واقع X از D همبندِ زیرمجموعه�ی هیچ در تواماً
عنوان به (D ∩ U) ∪ (D ∩ V ) صورتِ Dبه همبندِ زیرمجموعه�ی ه این
ظاهر زیرمجموعه�های از ی باید است، بیان قابل مجزایش بازهای اجتماع
.D ⊆ V یا D ⊆ U �دهد م نشان که شود D برابر راست سمت در شده
ی در است مشمول هم�ارزی کلاس هر که �دهیم م نشان س بالع �حال
ی منظور بدین است. همبند خود ر دی بیان به یا X از همبندی مؤلفه�ی

که C = X۱ ∪X۲ فرضکنید و یرید ب نظر در ∽را از C هم�ارزیِ کلاس
آنها از ی که دهیم نشان باید بسته. هم و بازند هم C در X۲ و X۱ آن در

که کنید توجه ابتدا گردد. حاصل C همبندیِ تا است ته
C = بسته∩ هم و است باز درXهم FFشاملCو

را راست سمت در شده ظاهر اشتراک نقاط که �شود م ناش آنجا از این
ترتیب به Xحول از V و U بازهای اگر زیرا کرد. جدا C نقاط از �توان نم
که گونه�ای به باشند موجود بالا در شده ظاهر اشتراک از y عنصرِ و x ∈ C

هم از را C اعضای �توان نم چون اه آن ،U ∩ V = ∅ و U ∪ V = X

ر دی طرف از .V و U از ی در باشد مشمول تمام به C باید کرد جدا
هم زیرمجموعه�ی پس .C ⊆ U باید ناچار به لذا و x ∈ U ∩ C ̸= ∅
تبع به و مذکور اشتراک باید بنابراین و است C شامل U بسته�ی هم و باز
این از دارد. تناقض y ∈ V = X − U با که باشد دربرداشته هم را y آن
بود خواهد بسته خود ولذا بسته زیرمجموعه�ی تعدادی اشتراک C تساوی،
هم X بودند، C از بسته و مجزا زیرمجموعه�های که X۲ و X۱ بنابراین و
X۱ لذا است. فشرده متری فضای Xی ر دی طرف از بود. خواهند بسته
ϵ = dist(X۱, X۲) > ۰ دارند: هم از مثبت فاصله�ی و فشرده�اند X۲هم و
را X۲ و X۱ ترتیب به حول X از W۲ و W۱ مجزای بازهای �توان م پس
دو این نقاط حول ϵ

۳ شعاع به بازِ گوی�های اجتماع است کاف : ٧ یافت

و است X فضای بودنِ نرمال داریم، نیاز اینجا که چیزی تنها واقع در که کنید ٧توجه

٨١



گرفت: نظر در را زیرمجموعه
W۱ = ∪x∈X۱B ϵ

۳
(x) W۲ = ∪x∈X۲B ϵ

۳
(x)

انتخابشده dist(X۱, X۲) با برابر ϵ > ۰ چون و بازند زیرمجموعه دو این
و Wباز پس .Z = X −W Wو = W۱ ∪W۲ دهید قرار مجزا. بود
با برابر Wکه فشرده. X بودنِ فشرده به توجه با Z و بود خواهند بسته Z
شامل را C = X۱ ∪X۲ ،X۲ ⊆ W۲ X۱و ⊆ W۱ چون W۱بود، ∪W۲

:Z آن مل م برای پس �شود. م
Z ⊆ X − C = بسته∪ هم و است باز درXهم FشاملCو (X − F )

به توجه با نتیجه در و است X از بازی X − F هر بالا در ول
هم و باز هم زیرمجموعه�ی متناه تعداد ،X از C زیرفضای بودنِ فشرده
همچنین و اند C شامل هم که موجودند X از F۱, . . . , Fn بسته�ی

لذا: .Z ⊆ ∪n
i=۱(X − Fi)

C ⊆ ∩n
i=۱Fi ⊆ X − Z = W = W۱ ∪W۲

بسته هم و است باز هم X در زیرمجموعه� این .A := ∩n
i=۱Fi دهید قرار

به و داشتند.) را خواص این Fiها تمام که (چرا �شود م شامل نیز را C و
توجه �پوشانند. م Xرا Xفضای −A A∩W۲و ،A∩W۱ بالا از علاوه
W۱ ،X در که چرا بازند. هم مجزا، دوبدو زیرمجموعه�های این که کنید
زیرمجموعه�ی سه� با Xرا فضای حال بسته. و باز Aتواماً و بودند W۲باز و
این از مختلف تای دو در که نقاط بنابراین و پوشانده�ایم مجزا دوبدو بازِ
که C پس کرد. جدا هم از بازها همین کم به �توان م را باشند بازها
ی در است مشمول تمام به �شدند، نم جدا هم از نقطه�اش دو از هیچ�ی

A∩W۲ و A∩W۱ از ی �الخصوصحداقل عل زیرمجموعه، سه این از
نشان C ⊆ A به توجه با که امری را. دوم تقارن بنابر �کند، نم قطع را
که X۲ = ∅ لذا و بود X۲ ⊆ C شامل W۲ اما .C ∩ W۲ = ∅ �دهد م

٨ است. همبند C �دهد م نشان
مثال عنوان به نیست. درست م ح نباشد فشرده X ِ متری فضای اگر
B Aو مجزای و بسته گوی دو از ل متش یرید ب نظر در R۲را از زیرفضای
�شوند م نزدی آنها به که گوی دو این حول مجزا دوبدو بیض تا شمارا و

ل: ش مطابق دهد. رخ تقاطع بینشان ه �آن ب
آنها اعضای �توان نم که حال در هم�اند از جدا همبندی مؤلفه�های B و A

کرد. جدا ر دی ی از را
و �دهیم م نشان |.| صورتِ به را H هیلبرتِ فضای در نرم .١۶ پاسخ
به ،C۰ ⊆ C �گیریم.چون م {|xn| | n ∈ N} برای بالای کران را M
به توجه با هاسدورف، و فشرده توپولوژی فضای به فشرده متری فضای تبدیل با بنابراین

بود. خواهد معتبر هم حالت آن در راه�حل این دست، این از فضاهای بودنِ نرمال
بسیار را مسأله م ح �توان م باشد، همبند موضعاً X فضای اگر که است ذکر به ٨لازم
x, y ∈ اگر حال و بود خواهند Xباز همبندی مؤلفه�های شرط این با چرا کرد. ثابت راحت�تر
دو همبندی، مؤلفه�های سایر اجتماع و x همبندی مؤلفه�ی نباشند، همبندی مؤلفه�ی ی Xدر

�کنند. م جدا هم از را نقطه دو این که بود خواهند بازی

�دهد، م رخ تساوی واقع در ه آن اثبات برای و C̄۰ ⊆ C̄ داریم: وضوح
tnها آن در که �گیریم م نظر در را C از x =

∑∞
n=۱ tnxn عنصرِ ی

سپس و ٩ �کنند م برآورده را ∑∞
n=۱ tn = ۱ که هستند نامنف اعدادی

دهید: قرار کرد. میل آن C۰به عناصرِ از دنباله�ای با �توان م که �دهیم م نشان
C۰ تعریفِ به توجه با .ym :=

∑m
n=۱ tnxn + (

∑∞
n=m+۱ tn)xm+۱

ادعا حال و دارد تعلق C۰ به ym هر ،tn ≥ ۰ و ∑∞
n=۱ tn = ۱ دلیل به

بدست را مطلوب م ح که ،x با است برابر {ym}∞m=۱ دنباله�ی حد �کنیم م
mداریم: ∈ N هر برای داد. خواهد

|x− ym| =
∣∣

∞∑

n=۱

tnxn −
( m∑

n=۱

tnxn + (
∞∑

n=m+۱

tn)xm+۱
)∣∣

=
∣∣

∞∑

n=m+۱

tnxn −
∞∑

n=m+۱

tnxm+۱
∣∣ ≤

∞∑

n=m+۱

tn|xn − xm+۱|

≤ ۲M(
∞∑

n=m+۱

tn)

∞∑که
n=m+۱ tn → ۰ ∞∑باید

n=۱ tn رای هم دلیل به ،m → ∞ وقت
�کند. م اثبات را limm→∞ ym = x فوق، نامساویِ به توجه با

هیلبرتِ فضاهای برای حت C̄۰ ⊆ C که کنید توجه دوم قسمت درباره�ی
و باشد R هیلبرتِ فضای Hهمان فرضکنید نیست! درست هم �بعدی ی
اعضای از {xn = ۱

n}
∞
n=۱ دنباله�ی .n ∈ N هر برای xn = ۱

n دهید قرار
در که نقطه�ای راست، هم صفر به C۰

C = {
∞∑

n=۱

tn
n

| tn ≥ ۰ ,
∞∑

n=۱

tn = ۱}

نیست. واقع
« رن «ت بازه�ی ی باشند نقاطشهمرن همه�ی که را بازه�ای .١٧ پاسخ
حقیق عدد هردو برای داد نشان است کاف مسأله حل منظور به �نامیم. م
است. باز و رن ت زیربازه�ای شامل I = (a, b) بازه�ی ،a < b دلخواه
دربرنداشته را بازی و رن ت زیربازه�ی هیچ I کنید فرض خلف: برهان

داشت: خواهیم نیاز کم گزاره�ی دو به باشد.
ر دی عبارت به و راست هم H هیلبرتِ فضای در ∑∞

n=۱ tnxn سریِ که کنید ٩توجه
به توجه با که امری هستند. کوش دنباله این جزئ مجموعه�های که چرا است. خوشتعریف x

�گردد. م ∞∑نتیجه
n=۱ tn رای هم از زیر، نامساوی

|
∞∑

n=m

tnxn| ≤
∞∑

n=m

tn|xn| ≤ M(
∞∑

n=m

tn)
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با دارد وجود I اعضای از {an}∞n=۱ دنباله�ی x ∈ I فرض با (∗)
،limn→∞ an = x ،an > x :n هر برای که خواص این
متفاوت x ِ رن با anها از هری رن و limn→∞ f(an) = ۰

است.

n ∈ N هر برای و باشد قرمز x کنید فرض تقارن بنابر (∗) اثباتِ منظور به
فرض بنابر که یرید ب نظر در را I از (x, x+ ۱

۲n )∩ I ناته و باز زیربازه�ی
an نقطه�ی مثلا آب نقطه�ای ی حداقل لذا و باشد رن ت �تواند نم خلف
x به که �کنند م تعریف {an}∞n=۱ دنباله�ی ی نقاط این است. واقع آن در
و است x ِ رن با متفاوت نتیجه در و آب جملاتش تمام رن راست، هم
limn→∞ f(an) = ۰ اثباتِ تنها و بیشترند x از جملات همه�ی همچنین
مسأله صورت مفروضدر ویژگ از که کنید توجه هم آن برای �ماند. م باق
و f(x) > ۰ .n هر برای min{f(an), f(x)} ≤ |x − an| :f برای
دادن قرار با و |x−an| < f(x) بعد به جای از پس ،limn→∞ an = x

بزرگ: کاف اندازه�ی به nهای برای که �بینیم م فوق نامساویِ در آن
۰ < f(an) = min{f(an), f(x)} ≤ |x− an|

limn→∞ f(an) = ۰ به limn→∞ |x− an| = ۰ به توجه با نتیجه در و
دارد. را (∗) در مطلوب خواص همه�ی {an}∞n=۱ بنابراین �رسیم. م

،f(y) ≤ f(x)
۲ آن برای که است موجود yای ∈ I x ∈ I هر ازای به (∗∗)

y و x ِ رن و [y − f(y)
۲ , y + f(y)

۲ ] ⊂ [x − f(x)
۲ , x + f(x)

۲ ]

نیست. ی

دنباله�ی و باشد قرمز x کنید فرض تقارن بنابر دوباره م، ح این اثبات برای
آب an هر یرید: ب نظر در �دهد م بدست (∗) که را I اعضای از {an}∞n=۱

.n → ∞ وقت f(an) → ۰ و an → x علاوه به و است بیشتر x از و
تا گرفت بزرگ آنقدر را m �توان م ،f(x) > ۰ و موارد این به توجه با
�دهیم م قرار حال شوند. برقرار .|am − x| ≤ f(x)

۴ و f(am) ≤ f(x)
۲

از �کند. م برآورده را (∗∗) در مطلوب موارد که �دهیم م نشان و y = am

بود قرمز که x برخلافِ y ∈ I و f(y) = f(am) ≤ f(x)
۲ فوق موارد

باق [y − f(y)
۲ , y + f(y)

۲ ] ⊂ [x− f(x)
۲ , x+ f(x)

۲ ] تنها . است آب
،y > x بالا: از ،y = am به توجه با زیرا است. برقرار هم آن که �ماند م

نتیجه: در .|y − x| ≤ f(x)
۴ و ۰ < f(y) ≤ f(x)

۲
(
y − f(y)

۲
)
−
(
x− f(x)

۲
)
> y − x > ۰

و
(
x+

f(x)

۲
)
−
(
y +

f(y)

۲
)
=

f(x)− f(y)

۲
− (y − x)

≥ f(x)

۴
− (y − x) ≥ ۰

ی �کنیم: م حل را مسأله موارد این کم به حال شد. ثابت هم پس(∗∗)
باشد. قرمز کنید فرض تقارن بنابر و یرید ب نظر در x۱ ∈ I دلخواه نقطه�ی

آب رن با x۲ ∈ I (∗∗) از .I۱ = [x۱− f(x۱)
۲ , x۱+

f(x۱)
۲ ] �دهیم م قرار

[x۲ − f(x۲)
۲ , x۲ +

f(x۲)
۲ ] اگر علاوه به و f(x۲) ≤ f(x۱)

۲ که دارد وجود
است موجود قرمز رن با x۳ ∈ I (∗∗) بنابر دوباره .I۲ ⊂ I۱ بنامیم I۲ را
I۳ = [x۳− f(x۳)

۲ , x۳+
f(x۳)

۲ ] دادنِ قرار با f(x۳) ≤ f(x۲)
۲ آن برای که

که است موجود آب رن با x۴ ∈ I ی (∗∗) از مجدداً .I۳ ⊂ I۲ داریم
از {xn}∞n=۱ دنباله�ی روند، این رار ت با پس . . . . و f(x۴) ≤ f(x۳)

۲

هر برای In = [xn − f(xn)
۲ , xn + f(xn)

۲ ] بسته�ی بازه�های و I اعضای
به و قرمز فرد nهای ازای به xn که ویژگ این با �شوند م حاصل n ∈ N
و f(xn+۱) ≤ f(xn)

۲ :n هر برای همچنین و است آب زوج nهای ازای
موارد: این از .In+۱ ⊂ In

∀n ∈ N : ۰ < f(xn) ≤
f(x۱)

۲n−۱

�کند. م میل صفر به n → ∞ وقت f(xn) = diam(In) بنابراین و
طبق بنابراین و است بسته بازه�های از تودرتو دنباله�ای I۱ ⊃ I۲ ⊃ . . . اما
c را آن که شده یل تش عضو ی تنها از ∩∞

n=۱In کانتور اشتراک قضیه�ی
قرمز! نه و باشد آب �تواند م نه c ∈ R �رسیم: م تناقض به حال �نامیم. م

:k طبیع عدد هر برای باید باشد، قرمز اگر زیرا
c ∈ I۲k = [x۲k − f(x۲k)

۲
, x۲k +

f(x۲k)

۲
]

ِ رن چون ر دی طرف از .|c − x۲k| ≤ f(x۲k)
۲ آنجا از و

مسأله فرض از �اند.)، آب و قرمز ترتیب (به است متفاوت x۲k cو
قبل نامساوی با این ترکیبِ با و min{f(c), f(x۲k)} ≤ |c − x۲k|
�دهد م نتیجه که min{f(c), f(x۲k)} < f(x۲k) داشت خواهیم
limn→∞ f(xn) = ۰ به توجه با که k هر برای ۰ < f(c) < f(x۲k)

تای ی عضو که که هم وقت نیست. ان�پذیر ام آمد، بدست پیشتر که
�رسیم: م تناقض به مشابه کاملا روش به هم باشد آب ∩∞

n=۱In = {c}
رابطه�ی k ∈ N هر برای

c ∈ I۲k−۱ = [x۲k−۱ −
f(x۲k−۱)

۲
, x۲k−۱ +

f(x۲k−۱)

۲
]

چون ر دی طرف از و |c − x۲k−۱| ≤ f(x۲k−۱)
۲ �دهد م نشان

داریم: قرمزند.)، و آب ترتیب (به نیست سان ی x۲k−۱ cو ِ رن
�دهد م نشان قبل همراه به که min{f(c), f(x۲k−۱)} ≤ |c − x۲k−۱|
۰ < f(c) < f(x۲k−۱) لذا و min{f(c), f(x۲k−۱)} < f(x۲k−۱)

است. تناقض ،k → ∞ وقت f(x۲k−۱) → ۰ چون دوباره که k هر برای
�شود. م اثبات مطلوب م ح و است باطل فرضخلف پس

برهان از کل حالت در و است واضح n = ۱ حالتِ در م ح .١٨ پاسخ
درایه�های با n×n Aماتریس و n ≥ ۲ فرضکنید �کنیم: م استفاده خلف
۱ ≤ k ≤ n هر برای که ویژگ این با n−۱باشد رتبه�ی از و متقارن ، حقیق
kام ستونِ و سطر حذف از جاصل Ak −n)ی ۱)× (n− زیرماتریس(۱
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بردارِ ۱ ≤ k ≤ n هر برای پس نیست. وارون�پذیر A

v(k) =

⎡

⎢⎢⎣

v(k)۱...
v(k)n−۱

⎤

⎥⎥⎦ ∈ Rn−۱ − {۰}

روی از حال .Akv(k) = ۰ که ویژگ این با یافت �توان م را
�سازیم: م ونه این را w(k) ∈ Rn بردار ،v(k) ∈ Rn−۱

w(k) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v(k)۱...
v(k)k−۱
۰

v(k)k...
v(k)n−۱

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

بود: خواهد ناصفر هم آن v(k) بودنِ ناصفر دلیل به است بدیه که
ستونِ و سطر حذف با چون که کنید توجه حال .w(k) ∈ Rn − {۰}
v(k) بردارِ به است صفر که w(k) kام درایه�ی حذف با و Ak به A از kام
از متناظر درایه�های با Aw(k) از kام − ۱ تا اول درایه�های باید �رسیم، م
به درایه�های با Aw(k) از n تا k + ۱ درایه�های و باشند ی Akv(k)

درایه�های تمام Akv(k) = ۰ دلیل به پس .Akv(k) از n− ۱ تا k ترتیب
یا Aw(k) هر یعن صفرند. kام درایه�ی احتمالا جز به Aw(k) ∈ Rn

ی آن nام درایه�ی که �ای nتای بردارِ ،ek از ناصفری مضرب یا است صفر
برای استاندارد پایه�ی را {e۱, . . . , en} ) صفر. درایه�هایش سایر و است
خط اشت ن ی عنوان به A ماتریس هرگاه بنابراین و گرفته�ایم.) Rn

کرده�ایم، اثبات اینجا تا که آنچه از گرفته�شود، نظر در
{
Rn → Rn

x #→ Ax

فرضکنید .ek ∈ Im(A) یا w(k) ∈ Ker(A) یا ۱ ≤ k ≤ n هر برای
به و دهد رخ اول حالت {۱, . . . , n} از k۱ < · · · < ks عناصرِ ازای به

لذا دوم. حالت مجموعه این اعضای سایر ازای
∀k ∈ {۱, . . . , n}− {k۱, . . . , ks} : ek ∈ Im(A)

Ker(A)واقعند. Rnدر ,w(k۱)از . . . , w(ks) ناصفرِ بردارهای علاوه به و
Rn از Ker(A) زیرفضای بود، n − ۱ A nی × n ماتریس رتبه�ی چون
پس رند. دی ی مضرب آن در ناصفر بردار هردو بنابراین و است �بعدی ی
kام مؤلفه�ی ،w(۱), . . . , w(n) ناصفرِ بردارهای ساختن روش بنابر چون
در که آنچه به توجه با w(k۱), . . . , w(ks) ∈ Ker(A) بود، صفر w(k)

متعلق بردار هر در k۱, . . . , ks مؤلفه�های که �دهد م نتیجه شد بیان بالا
بود، متقارن A ماتریس چون ول صفرند. Rn از Ker(A) زیرفضای به

Rnخودالحاق بر متداول داخل ضرب در
{
Rn → Rn

x #→ Ax
اشتخط ن

مورد از که است حال در این .Im(A) = Ker(A)⊥ نتیجه: در و است

بنابراین دارند. Rnتعلق Ker(A)در متعامدِ مل م به ek۱ , . . . , eks قبل
در k /∈ {k۱, . . . , ks} که ekهای کنار در نیز ek۱ , . . . , eks بردارهای
Rn کل بر Im(A) زیرفضای �دهد م نشان که امری واقعند، Im(A)

دارد. تناقض rank(A) = n− ۱ با این و است منطبق

قرار اگر .|vi − vj | ∈ Q داریم: ۰ ≤ i, j ≤ n+ ۱ هر برای .١٩ پاسخ
:۱ ≤ i ≤ n + ۱ هر برای که �شود م نتیجه v۰ = ۰ چون ،j = ۰ دهیم
|vi − vj | ∈ Qفرض طبق باید ۱ ≤ i, j ≤ n+ ۱ اگر حال .|vi| ∈ Q

داشت: خواهیم و
|vi − vj | ∈ Q ⇒ |vi − vj |۲ ∈ Q ⇒ |vi|۲ + |vj |۲ − ۲vi.vj ∈ Q

vi.vj از (منظور vi.vj ∈ Q لذا و |vi|, |vj | ∈ Q که گفتیم ول
،۱ ≤ i, j ≤ n+ ۱ هر برای پس است). Rn در بردار دو این ضرب�داخل
ستون که یرید ب +n×(nای ماتریس(۱ Aرا حال گویاست. عددی vi.vj

است: vi بردارِ آن iام
A =

[
v۱
∣∣v۲

∣∣ · · ·
∣∣vn+۱

]

ضرب با آن ijام درایه�ی که است (n + ۱) × (n + ۱) ماتریس AtA

AtA درایه�های گفتیم، بالا در که آنچه از لذا �شود. م داده vi.vj داخل
nAتا چون و rank(AtA) ≤ rank(A) که کنید توجه ول هستند. گویا
(n+۱)×(n+۱) ماتریسAtAکه پسبرای .rank(A) ≤ n دارد: سطر
det(AtA) = ۰ با است معادل که نامساوی�ای ،rank(AtA) ≤ n بود:
تساویِ که است x ∈ Rn+۱ − {۰} بردارِ ی وجود معنای به هم آن که
بنابراین و بودند گویا AtA درایه�های ول �کند. م برآورده را AtAx = ۰

بالا در x ناصفرِ بردار �توان م که �کند م بیان جبرخط از استاندارد گزاره�ای
بردارِ کرد: انتخاب گویا درایه�های با را

x =

⎡

⎢⎣
x۱
...

xn+۱

⎤

⎥⎦

ی حداقل و هستند گویا هم xiها آن در که ویژگ این با است موجود
�تواند م صورت در تنها اخیر تساوی .AtAx = ۰ همچنین و ناصفر آنها از

که: چرا ،Ax = ۰ که دهد رخ
AtAx = ۰ ⇒ |Ax|۲ = (Ax)t(Ax) = xtAtAx = ۰ ⇒ Ax = ۰

گرفت: نتیجه را مطلوب م ح سادگ به �توان م این از

Ax = ۰ ⇒
[
v۱
∣∣v۲

∣∣ · · ·
∣∣vn+۱

]
⎡

⎢⎣
x۱
...

xn+۱

⎤

⎥⎦ = ۰ ⇒

x۱v۱ + x۲v۲ + · · ·+ xn+۱vn+۱ = ۰

نبودند، صفر هم x۱, . . . , xn+۱ گویای اعداد ه آن به توجه با اخیر تساوی
�دهد. م بدست را گویا اعداد میدان بر v۱, . . . , vn+۱ خط وابست

٨۴



کنید فرض و یرید ب n × n را B و A ماتریس�های هردوی .٢٠ پاسخ
کنید فرض .AB − BA = c۱A + c۲B که باشند چنان c۱, c۲ ∈ C
غیرصفری مشترک ویژه�ی بردار هیچ مسأله مطلوب م ح برخلاف B Aو
را T۲ : Cn → Cn T۱و : Cn → Cn خط رهای عمل باشند. نداشته
�کنیم. م تعریف T۲(v) = Bv و T۱(v) = Av ترتیب به ضابطه�های با
آن که دارد ویژه مقدار ی حداقل A است، جبری بسته�ی C میدانِ چون
و �نامیم م λ۲ را آن که دارد ویژه مقدار ی حداقل نیز B و �نامیم م λ۱ را
پس �گیریم. م λ۲ و λ۱ ترتیب به متناظر بردارویژه�های را v۲ ̸= ۰ و v۱ ̸= ۰

داریم: اکنون .T۲(v۲) = Bv۲ = λ۲v۲ و T۱(v۱) = Av۱ = λ۱v۱
(AB −BA)v۱ = (c۱A+ c۲B)v۱

⇒ A(Bv۱) = B(Av۱) + c۱(Av۱) + c۲(Bv۱)

⇒ A(Bv۱) = (λ۱ + c۲)Bv۱ + λ۱c۱v۱

⇒ T۱(Bv۱) = (λ۱ + c۲)Bv۱ + λ۱c۱v۱(∗)

زیرفضای که �دهند م نتیجه T۱(v۱) = λ۱v۱ همراه به اخیر تساوی
این که کنید توجه ناورداست. T۱ تحتِ Cn W۱از := Span{v۱, Bv۱}
نیست، v۱ بردارِ از مضرب Bv۱ و v۱ ̸= ۰ که چرا است. دوبعدی زیرفضا
فرض طبق که بود خواهد هم B ویژه�ی بردار A بر علاوه v۱ باشد اگر زیرا
پایه�ی β۱ := {v۱, Bv۱} و dimW۱ = ۲ لذا نیست. ان�پذیر ام خلف
ناوردای زیرفضای به T۱ تحدیدِ T۱-ناورداست. زیرفضای این برای مرتب
در ر عمل این ماتریس نمایش یرید. ب U۱ : W۱ → W۱ رِ عمل را W۱

بود: خواهد ونه این (∗) و T۱(v۱) = λ۱v۱ به توجه با β۱ مرتبِ پایه�ی
[U۱]β۱ =

[
λ۱ λ۱c۱
۰ λ۱ + c۲

]

(x− λ۱)(x− λ۱ − c۲) با است برابر U۱ رِ عمل ویژه�ی چندجمله�ای پس
بود، شده حاصل W۱ T۱-ناوردای زیرفضای به T۱ تحدیدِ از U۱ چون که
از ریشه�ای نیز λ۱ + c۲ بنابراین بشمارد. را T۱ ویژه�ی چندجمله�ای باید
مقدار ول است. A از ویژه�ای مقدار نتیجه در و T۱ ویژه�ی چندجمله�ای
استفاده�ی با پس بود. دلخواه بودیم کرده آغاز آن با را کار Aکه از λ۱ ویژه�ی
مقادیر باید {λ۱ + kc۲}∞k=۰ دنباله�ی جملات همه�ی فوق، استدلال از رر م
آنجا از و است متناه A ویژه�ی مقادیر تعداد اما باشند. Aماتریس ویژه�ی
v۲ ویژه�ی بردار برای را شد انجام v۱ برای بالا در که آنچه ادامه در .c۲ = ۰

�کنیم: م رار ت B از
(AB −BA)v۲ = (c۱A+ c۲B)v۲ = c۱Av۲

⇒ B(Av۲) = A(Bv۲)− c۱Av۲ = (λ۲ − c۱)Av۲

⇒ T۲(Av۲) = (λ۲ − c۱)Av۲(∗∗)

زیرفضای که �کنند م ثابت T۲(v۲) = λ۲v۲ همراه به تساوی این
که استدلال همان با ناورداست. T۲ تحتِ W۲ = Span{v۲, Av۲}
برای مشترک ویژه�ی بردار وجود عدم دلیل به رفت، کار به هم W۱ برای

آن. برای مرتب پایه�ای β۲ = {v۲, Av۲} و است بعدی دو W۲ ،B و A
نمایش ماتریس T۲(v۲) = λ۲v۲ و (∗∗) بنابر ،U۲ := T۲|W۲ فرض با

با: بود خواهد برابر β۲ مرتبِ پایه�ی در U۲ : W۲ → W۲

[U۲]β۲ =

[
λ۲ ۰
۰ λ۲ − c۱

]

باید شده، W۲حاصل T۲-ناوردای زیرفضای T۲به تحدیدِ U۲از چون مجدداً
مقسوم�علیه�ای (x−λ۲)(x−λ۲+c۱) یعن ماتریسفوق ویژه�ی چندجمله�ای
ویژه�ای مقدار نیز λ۲−c۱ ،λ۲ مانندِ بنابراین و باشد T۲ ویژه�ی چندجمله�ای از
به توجه با قبل مشابه دوباره است. B ماتریس از معادلا یا T۲ رِ عمل از
بود، دلخواه بودیم کرده شروع آن با را کار که B از λ۲ ویژه�ی مقدار ه این
{λ۲−kc۱}∞k=۰ دنباله�ی جملات تمام که �دهد م نشان استدلال این رار ت
دهد. رخ �تواند م c۱ = ۰ برقراریِ صورت در تنها که Bاند ویژه�ی مقادیر
ول است. B و A شدنِ جابجا معنای به که c۱ = c۲ = ۰ اینجا تا پس
از معادلا یا A ماتریس از ویژه فضای هر که �دهد م نشان AB = BA

اگر �الخصوص عل ناورداست. T۲ رِ عمل معادلا یا B تحت ،T۱ رِ عمل
یریم: ب T۱ از λ۱ ویژه�ی مقدار متناظر ویژه�ی فضای W۳را

W۳ = {v ∈ Cn | T۱(v) = λ۱v۱}

U۳ �دهد. م U۳بدست : W۳ → W۳ مانندِ ری عمل آن به T۲ تحدیدِ اه آن
دلیل به لذا و W۳ ̸= {۰} �البعدِ متناه و مختلط فضای بر است ری عمل
ویژه�ی بردار این و دارد ناصفر ویژه�ی بردار Cی میدانِ بودنِ جبری بسته�ی
بود خواهد B و A ماتریس�های هردوی ر دی عبارت به یا T۲ و T۱ هردوی
�کند. م ثابت را مطلوبمسأله م ح این و تناقضاست فرضخلفدر با که

-شوارتز: کوش نامساوی بنابر .٢١ پاسخ

E(γ) =

∫ ۱

۰
gγ(s)

(
γ̇(s), γ̇(s)

)
ds

≥
( ∫ ۱

۰

√
gγ(s)

(
γ̇(s), γ̇(s)

)
ds)2 = L(γ)۲

عبارت به یا s #→
√

gγ(s)
(
γ̇(s), γ̇(s)

) تابع که �دهد م رخ زمان تساوی
خم فرضکنید باشد. ثابت γ : [۰, ۱] → M خم سرعتدر بردار طول ر دی
ری دی خم برای حال کند. مینیمم Eرا تابع γ مشتق�پیوسته�ی با و مشتق�پذیر
.L(α) ≥ L(γ) که دهیم نشان αباید : [۰, ۱] → M دستهمچون این از
ویژگ این با گرفت نظر در آن از α̃ : [۰, ۱] → M بازپرمایش ی �توان م
گفتیم قبلا که آنچه بنابر پس .١٠ ند ن تغییر ˙̃α(s) مماس بردار طول که
عوض بازپرمایش تحت خم طولِ که آنجا از علاوه به E(α̃) = (L(α̃))۲

ابتدا در که نامساوی�ای با موارد این ترکیبِ با .L(α) = L(α̃) �شود نم

را طول برحسب α بازپرمایش است کاف مثال عنوان به بازپرمایش چنین ساختن ١٠برای
است کاف حال گرفته�ایم. α طولِ را l آن در که گرفت نظر در β : [۰, l] → M صورتِ به

.α̃(s) = β( sl ) داد قرار
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داشت: خواهیم بودیم، گرفته نظر در γ برای که خاصیت به توجه با و شد بیان

(L(α))۲ = (L(α̃))۲ = E(α̃) ≥ E(γ) ≥ (L(γ))۲

�خواستیم. م که است چیزی همان که L(α) ≥ L(γ)پس
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کاربردی ریاض نشریه معرف

به و ” ؟ داشت خواه شغل چه التحصیل فارغ از پس ” که شده�اید مواجه سؤال این با قبلا هم شما حتماً
برای بیشتری کارهای ر دی کشورهای در ول تدریس ” گفته�اید جواب در کردن ر ف کل از بعد زیاد احتمال
�گویید؟ م چه درجواب ،” ؟ کارهای چه مثلا ” شود پرسیده اگر حالا . ” دارد وجود خوانده�اند ریاض که کسان
هدف �کند. فعالیت فتوح دکتر نظر زیر است قرار که است دانشجوی نشریه�ای کاربردی»، ریاض «نشریه

است: صنعت در ریاض کاربردهای مورد در اطلاع�رسان نشریه این در ما
دیفرانسیل معادله ی به کند، کار سیالات انی م زمینه در �خواهد م که وقت انی م مهندس ی •
خوب به هم را عددی حل روش�های اگر حت است. عددی حل �شناسد م که راه تنها و �رسد م پاره�ای

کرد بررس تحلیل موضعاً را معادله �توان م ، ریاض در موجود ابزارهای با که �داند نم هم باز بشناسد
را جواب رفتار و آورد وجود به را لازم انشعاب معادله در پارامتری تغییر با یا کرد تحلیل آنرا دینامی و

کند. استفاده تغییرات حساب از آن سازی بهینه برای �تواند م ه این یا کرد عوض

کس از مثلا �شنوید. م ریاض از کاربردهای پراکنده بطور �زنید، م حرف بچه�ها با ده دانش در که وقت •
�نویسد! م جبرخط در ایده�ای اساس بر را خود جستجوی وریتم�های ال گوگل شرکت که �شنوید م

�شود! م استفاده برنامه�نویس در گالوا نظریه از •

�کنند! م استفاده منیفلد هندسه از خود سازه�های طراح برای عمران مهندسین کشور فلان در •

..... و �شوند! م ظاهر نفت مهندس در مخزن سن تخلخل مدلسازی در تصادف فرآیندهای •
است؟ ده دانش بچه�های گمان کاربردها این آیا

�کند؟ م استفاده آن از گوگل که چیست جبرخط ایده آن
�کنند؟ م استفاده آن از عمران مهندسین که دهد جواب �تواند م صنعت در سؤال�های چه به منیفلد هندسه

...... و دارند؟ ری دی کاربردهای چه تصادف فرآیندهای
بدانید، دارید علاقه یا �دانید م ریاض از کاربردهای اگر داریم. نیاز شما اری هم به نشریه این تهیه برای ما

کنید. اری هم ما با لطفاً
hadijamshidi50@yahoo.com
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برگزاری از گزارش
ریاض علوم مرزهای همایش اولین

( شهشهان سیاوش بزرگداشت در (همایش

یده چ
۵ از « ریاض علوم «مرزهای سالانه همایش�های مجموعه از همایش اولین
سیاوش دکتر سال ٧٠ بزرگداشت مناسبت به ١٣٩١ ماه دی ٧ لغایت
به اختصار به ادامه در گردید. برگزار شریف صنعت اه دانش در شهشهان
پرداخت. خواهیم آن با مرتبط حواش و گذشت همایش این در که چه آن

مقدمه ١
همایش اهداف ١.١

جهت منظم ساختاری ایجاد برای « ریاض علوم «مرزهای سالانه همایش
کشور، از خارج و داخل ریاضیدانان الملل بین ارهای هم و مستمر ارتباط

�کند: م دنبال را زیر اهداف همایش این �شود. م برگزار

ایران ریاضیدانان جامعه بین موثر ارتباط برای محفل ایجاد -١

با میل ت تحصیلات دانشجویان ویژه به کشور ریاض جامعه آشنای -٢
ریاض علوم مرزهای

مشترک پژوهش پروژه�های تعریف برای فرصت ایجاد -٣

دانشریاض مرزهای در بالا استانداردهای با علم �های سخنران ارائه -۴

(در ایران مطرح ریاضیدانان از معتبر مقالات مجموعه انتشار -۵
�شود.) م تصور کشور برای معتبری مجله آن دورنمای

ایران برجسته ریاضیدانان جذب برای معتبر علم کانون یل تش -۶

همایش اولین ٢.١
٧ لغایت ۵ از « ریاض علوم «مرزهای سالانه همایش�های از همایش اولین
سال که آنجا از گردید. برگزار شریف صنعت اه دانش در ١٣٩١ ماه دی
نقش به توجه با و ، سیاوششهشهان دکتر سال ٧٠ با بود مصادف ١٣٩١

نوعاً که همایش این کنندگان برگزار کشور، ریاضیات رشد در ایشان برجسته
سالانه همایش بهانه این به که شدند آن بر بودند ایشان سابق دانشجویان از
داخل ایران موفق ریاضیدانان از بزرگ جمع کنند. آغاز را مذکور اهداف با
شهشهان دکتر با علم ارتباط سابقه آنها از بسیاری که کشور از خارج و

نفر ٢۵ ایشان میان از که شدند دعوت همایش در شرکت برای داشته�اند
مقالات میان از پذیرفتند. را همایش در شرکت برای برگزارکنندگان دعوت
ترتیب این به شد. پذیرفته همایش در ارائه برای مقاله ۵ نیز شده ارسال
و دانشجویان همه برای دسترس (قابل عموم سخنران قالب۶ در همایش
(به تخصص سخنران ٢٩ و مرتبط) رشته�های حت و ریاض رشته اساتید
تحصیلات دانشجویان دادن قرار مخاطب با و موازی �های سخنران صورت
سخنرانان میان از گردید. برگزار ( ریاض مرتبط شاخه�های اساتید و میل ت

بودند. کشور از خارج مقیم نفر ١۵ و کشور مقیم نفر ١۴ همایش این
دانشجویان کردن آشنا راستای در و همایش، اصل برنامه کنار در
دنیا، در تحقیقات فعال و مهم حوزه�های با میل ت تحصیلات دوره�های
که گردید برگزار برنامه مدعو میهمانان همت به درس کوتاه دوره�ی چندین
صورت به بیشتر که کوتاه درس�های آمد. خواهد ادامه در نیز آنها از شرح
تحقیقات شاخه ی معرف به گردید برگزار ساعته ٢ جلسه�ی ۵ ال ٣

امتحانات ایام با کوتاه دروس اکثر شدن همزمان وجود با �پرداختند. م
از توجه قابل تعداد و شد برنامه�ها این از خوب نسبتاً استقبال اه دانش
به توجه با کردند. شرکت درس�ها این در هم تهران اه�های دانش جوان اساتید
تأثیر جهت همایشاز برنامه�های از بخش این برای برگزاری کمیته که اهمیت
دروس است، قائل میل ت تحصیلات دانشجویان پژوهش اه ن بر گذاری
عموم برای و شده�اند ویدئوی ضبط همایشهم �های سخنران و شده ارائه
در http://front.math.sharif.ir/همایش وب�گاه در کشور علم جامعه

هستند. دسترس

همایش ل�گیری ش از روایت ٢
سیاوش دکتر سال ٧٠ بزرگداشت در مراسم ١٣٩١ سال خردادماه در
به ایشان آموزش و علم خدمات سال ۴٠ به نزدی پاس به و شهشهان
بزرگداشت این از پس گردید. برگزار کشور فرهن و علم ، ریاض جامعه
سال ٧٠ بهانه به که شدند آن بر ایشان علاقمندان از جمع روزه، ی

ترتیبکمیته�ای این به نمایند. برگزار �تر غن علم محتوای با برنامه�ای ایشان،
رزوان، محمدرضا تابش، یحی ، بحرین علیرضا افتخاری، ایمان از ل (متش
را منظم جلسات نقشینه�ارجمند) امید و �نژاد کمال عل ، فتوح مرتض

دادند. یل تش مقصود این به رسیدن ون چ بررس برای
بالاخص و گردید، تدوین برگزارکنندگان اهداف شده، ذکر جلسات در
مرزهای همایش لذا گردید. تأکید همایش این استمرار و تداوم لزوم بر
آن، از پس کرد. موجودیت اعلام سالانه همایش صورت به ریاض علوم
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جمع با و گردید تدوین همایش آینده سال�های انداز چشم و برنامه ساختار
زحمت قبول آن نتیجه که گرفت صورت اتبات م برجسته ریاضیدانان از
همایش علم کمیته سوی از ریاض علوم مرزهای همایش با علم همراه
زیر افراد از ریاض علوم مرزهای همایش اولین در کمیته این اعضای بود.

بود: شده� یل تش

تهران مدرس، تربیت اه دانش امین مسعود
تهران شریف، صنعت اه دانش اردشیر محمد

فرانسه پاریس، ،۶ پاریس اه دانش کنت راما
لستان ان لندن، کالج، ایمپریال عدالت عباس

کلارا، سانتا گوگل، شرکت تحقیقات گروه مهدیان محمد
ا آمری

ا آمری استانفورد، استانفورد، اه دانش میرزاخان مریم
برزیل ژانیرو، دو ریو ایمپا، مواسات حسین

ا آمری ، برکل ، برکل در کالیفرنیا اه دانش رضاخانلو فریدون
ا آمری لافایت، وست پردو، اه دانش شهیدی فریدون

تهران شریف، صنعت اه دانش میهمان استاد شهشهان مهرداد
ا آمری کمبریج، هاروارد، اه دانش وفا کامران

تهران تهران، اه دانش یاسم سیام

و همایش برنامه�های ساختار مورد در ادامه در همایش برگزاری کمیته
بحث باشد داشته باید مذکور اهداف به رسیدن برای برنامه این که اجزای
روزه، سه و فشرده برنامه�ای صورت به همایش برگزاری کرد. نظر تبادل و
را ریاضیات در توجه قابل زمینه�های که موازی �های سخنران قالب در
میان در عام مخاطب با عموم �های سخنران گنجاندن �دهند، م پوشش
ارتباط برقراری همایش، حاشیه در کوتاه درس�های یل تش �ها، سخنران
ارتقای برای فرصت این از استفاده ، خارج میهمانان از تعدادی با مستمر
آینده مورد در هم�اندیش و پژوهش مؤسسات بین بین�الملل ارتباطات

گردید. اتخاذ برگزاری کمیته در که بود تصمیمات از کشور، ریاضیات
با همایش در گرفته صورت علم فعالیت�های مختلف اجزای ادامه، در

�گردد. م ارائه بیشتری تفصیل

همایش اصل برنامه ٣
٧ ال ۵ پنج�شنبه، و چهارشنبه سه�شنبه، روزهای در همایش اصل برنامه
٢ روز هر گردید. برگزار شریف صنعت اه دانش در ١٣٩١ سال ماه دی
با که ظهر) از بعد نوبت در ری دی و صبح نوبت در (ی عموم سخنران
ریاضیدانان توسط بودند دسترس ریاضیاتقابل در مقدمات اطلاعاتنسبتاً
ریاضیات، از اصل حوزه�های معرف هدف با و کشور، از خارج و داخل
دکتر سخنران جمله، از �دادند. م یل تش را برنامه اصل استخوان�بندی
سخنران هندسه» فلسف مبان به تاریخ اه «ن مورد در سیاوششهشهان

پیش نوبت ٢) نوبت چهار در روز هر علاوه به بود. همایش این افتتاحیه
گردید. ارائه موازی تخصص �های سخنران ظهر) از بعد نوبت ٢ و ظهر از
لیست باشند. نداشته موضوع موازیهمپوشان �های سخنران که تلاششد

است: آمده بخش این ادامه در همایش مدعو سخنرانان

بنیادی های دانش اه پژوهش درویشوند احمدی عمران
(کانادا) مونترئال اه دانش اختری شبنم

مدرس تربیت اه دانش امین مسعود
ا) (آمری مدیسن در انسین ویس اه دانش اسدی امیرحسین

ا) (آمری تن واشن اه دانش زواره بهشت رویا
بنیادی های دانش اه پژوهش بی ابوالفتح سلمان
لستان) (ان لندن کالج ز کین کسای پیمان

(کانادا) اونتاریو وسترن اه دانش خلخال مسعود
شریف صنعت اه دانش محمودیان عبادا...

(فرانسه) پاریس نی ت پل میررحیم سپیده
(برزیل) ایمپا مواسات حسین

بنیادی های دانش اه پژوهش نصیری میثم
شریف صنعت اه دانش مطلق رنجبر علیرضا
اصفهان صنعت اه دانش رئوف محمدرضا

ا) (آمری برکل در کالیفرنیا اه دانش رضاخانلو فریدون
ا) (آمری و دی سن در کالیفرنیا اه دانش گلسفیدی صالح علیرضا

(کانادا) اتاوا اه دانش سلماسیان هادی
شریف صنعت اه دانش میهمان استاد شهشهان مهرداد

(سوییس) لوزان نی ت پل راله ش امین
(برزیل) سائوپائولو اه دانش تهذیب عل

ا) (آمری اگو شی در ایلینوی اه دانش بیغش لو ت رامین
زنجان میل ت تحصیلات اه دانش ورسای سعاد

تهران اه دانش یاسم سیام
(کانادا) واترلو اه دانش عل سید رضا
(کانادا) واترلو اه دانش محرابیان عباس
شریف صنعت اه دانش رمضانیان رسول

بهشت شهید اه دانش شفاف جعفر
(کانادا) مستر م اه دانش التحصیل فارغ طالب رضا

تبریز اه دانش پورمهر صالح سعید
شریف صنعت اه دانش علیشاه شیخ اکرم

ماه) دی ۵ شنبه (سه همایش اول روز در ، علم �های سخنران بر علاوه
برگزار همایش از بخش عنوان به ایران» ریاضیات «آینده عنوان با میزگردی
موضوع�های با تر کوچ میزگرد سه مجموعه واقع در میزگرد این گردید.
ریاضیات فعل «وضعیت کشور»، ریاض آینده برای گذشته «درس�های
میزگرد سه این بود. داد» انجام �توان م ریاضیات آینده برای «آنچه و ایران»
نه زن ظهوری بیژن تابش، یحی ، شهشهان «سیاوش حضور با ترتیب به
افتخاری، ایمان رزوان، محمدرضا ، کسای «پیمان اسدی»، امیرحسین و
ایمان تابش، یحی ، «سیاوششهشهان و « رجای عل و نقشینه�ارجمند امید
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مسئول عنوان به ار رست آرش همراه با و رزوان» محمدرضا و افتخاری
و یافت ادامه همایش در کنندگان شرکت مشارکت با و گردید برگزار میزگرد

گردید. ختم شریف صنعت اه دانش در ساده�ای شام ضیافت به

کوتاه) درس های (دوره همایش جانب برنامه ۴
درس�ها، این قالب در که بود آن کوتاه، درس دوره�های برگزاری از هدف
در بپردازد. تحقیقات موضوع ی به بیشتر جزئیات و عمق با بتواند سخنران
صنعت اه دانش در همایش میهمانان از نفر ۶ توسط درسکوتاه ٧ راستا این

کوتاه درس�های لیست گردید. برگزار بنیادی دانش�های اه پژوهش و شریف
آید: م ادامه در ریاض علوم مرزهای همایش حاشیه در شده ارائه

آذرماه ٢٩ و ٢٨ روزهای Affine sieve and صالح علیرضا
ماه دی ۴ و ٣ و ٢ و expanders گلسفیدی

٢٩ و ٢٨ و ٢٧ روزهای A tour de force سلماسیان هادی
ماه دی ۴ و ٣ و آذرماه of unitary

representation
theory

آذرماه ٢٩ و ٢٨ روزهای From modular مواسات حسین
ماه دی ۴ و ٣ و ٢ و forms and

elliptic curves to
Calabi-Yau
threefolds

ماه دی ٢٧ The topology of مواسات حسین
algebraic varieties:
From Poincare,
Picard and
Lefschetz
to Calabi and Yau

ماه دی ١٣ و ١٢ و ١١ Large random فریدون
matrix رضاخانلو

ماه دی ١۶ ١٠و Spaces of rational رویا
curves on smooth زواره بهشت
hypersurfaces

ماه دی ١٨ Desintegration of تهذیب عل
measures along
foliations

مستقل برنامه�های مدعو سخنرانان از برخ شده، یاد برنامه�های بر علاوه
دو به �توان م آنها جمله از که کردند، برگزار داوطلبانه صورت به نیز را
المپیاد مل تیم اعضای جمع در مواسات حسین دکتر آقای سخنران جلسه
اه پژوهش در جلسه ی و جوان پژوهان دانش اه باش در جلسه (ی ریاض
و گیلان اه�های دانش در تهذیب عل دکتر سخنران بنیادی)، دانش�های
اه دانش در رضاخانلو فریدون دکتر آقای سخنران و تهران مدرس تربیت

نمود. اشاره گیلان

« ریاض علوم «مرزهای آینده ۵
همایش این که امیدوارند ریاض علوم مرزهای همایش اولین برگزارکنندگان
برگزاری برای لازم اقدامات کند. پیدا ادامه سالانه همایش صورت به
۶ ال ۴ از همایش این و است شده آغاز که است مدت ١٣٩٢ سال همایش
اطلاعات کسب برای شد. خواهد برگزار شریف صنعت اه دانش در دی�ماه
وب�گاه به �توانید م ریاض علوم مرزهای همایش دومین مورد در بیشتر

کنید. مراجعه http://front.math.sharif.ir/همایش

سیاوششهشهان دکتر کوتاه معرف ۶
به ریاض علوم مرزهای سالانه همایش�های از همایش اولین که آنجا از
گزارش این انتهای در داشت، اختصاص شهشهان سیاوش دکتر از تجلیل
اجرای و علم خدمات از برخ سرفصل و ایشان کوتاه بسیار معرف به

�پردازیم. م کشور علم جامعه به ایشان
پس وی شد. متولد تهران در ١٣٢١ سال در میرشمسشهشهان سیاوش
کشور در را خود تحصیلات ،١٣٣٩ سال در متوسطه دوره�ی تحصیلات از
از را ریاض رشته در خود دکتری درجه ١٣۴٨ سال در و داد ادامه ا امری
در تحقیق و تدریس سال چند از پس کرد. اخذ برکل در کالیفرنیا اه دانش
کرد، کار به شروع شریف صنعت اه دانش در ١٣۵٣ سال از وی ا، امری
شد. بازنشسته ١٣٩١ ماه خرداد در و رسید استادی مرتبه به ١٣۵٨ سال در
در را مختلف مسئولیت�های وی ، پژوهش و آموزش فعالیت�های بر علاوه
زیر موارد به �توان م جمله از که است داشته عهده به اه دانش بیرون و داخل

کرد. اشاره

برای شریف صنعت اه دانش ریاض علوم ده دانش ریاست دوره دو •
سال. هفت مجموعاً

شریف. صنعت اه دانش ممیزی کمیته�های در عضویت دوره چند •

.١٣٨١ سال تا ١٣۶٨ سال از بنیادی دانشهای اه پژوهش قا�ئم�مقام •

مدیر و ١٣۶٨ سال از ریاض نشر مجله�ی تحریریه�ی هیئت عضو •
.١٣٨۴ تا ١٣٧٠ سال�های در مجله این مسئول

١٣٧٢ سال�های در برنامه�ریزی شورای�عال ریاض علوم کمیته ر�ئیس •
.١٣٨٠ تا

گروه عضو و ١٣۵۴-۵۶ ستان فرهن ریاض واژه�گزین کمیته عضو •
.٨٣-١٣٨٢ فارس ادب و زبان ستان فرهن رایانه�ی و زبان

.١٣٨٨ سال تا ١٣٨١ ازسال .ir کشوری دامنه ثبت واحد ر�ئیس •

اینترنت. بین�الملل مختلف کمیته�های در عضویت •

٩٠
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