






تعالͬ بسمه

نشریه�ای شریفجایخالͬ صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ دانشͺده�ی که بود مدت�ها
دانشجو چند همت با نشریه�ای چنین پیش سال�ها مͬ�کرد. احساس را علمͬ
منتشر مͬ�شود- دیده دانشͺده کنونͬ اساتید بین در آنان از برخͬ نام -که
این در متوقفشد، چرا و بود چه�گونه آن کیف و کم که بحث این به مͬ�شد.
«مجله جوان نشریه�ی باره�ی در نͺاتͬ به را خود نوشته�ی و نمͬ�پردازم نوشته

مͬ�دهم. اختصاص ریاضͬ دانشͺده�ی با آن رابطه�ی و شریف» ریاضͬ
برنامه�ی فوق و علمͬ «انجمن در من فعالیت�های عمر از سال سه حدود
این پیداست، «انجمن» نام از که طور همین و مͬ�گذرد ریاضͬ» دانشͺده�ی
دانشجویان از بسیاری غیرعلمͬ. هم و دارد علمͬ جنبه�هایͬ هم فعالیت�ها
در هستند. برنامه�ها گونه این درگیر غیرمستقیم و مستقیم طور به نیز دیͽر
«انجمن پویایͬ که گفت مͬ�توان دانشͺده�ها، سایر انجمن�های با مقایسه
زمینه�های در دارد. قرار خوبͬ حد در ریاضͬ» دانشͺده�ی برنامه فوق و علمͬ
تحتعنوان سمینارهایͬ و همایش�ها و برگزاریسخنرانͬ�ها به مͬ�توان علمͬ
«انجمن» این توسط منظم طور به که کرد اشاره «گویا» و ریاضͬ» «گپ
دانشͺده در علمͬ نشریه�ی ͷی خالͬ جای گفتم که چنان اما مͬ�شود. برگزار
علوم و ریاضͬ رشته�های برای که است پرواضح و مͬ�شد احساس کاملا́
سال�های در همچنین مͬ�رسد. نظر به نشریه�ایضروری چنین وجود کامپیوتر
مقالات زمینه�ی در دانشجویان که بودم آن شاهد همواره «انجمن» در حضورم
برای متمرکز امͺاناتͬ اما مͬ�کردند گسترده�ای فعالیت�های ترجمه و توصیفͬ
شریف» ریاضͬ «مجله توسط اکنون هم نیاز این که نداشت وجود آن�ها نشر
«انجمن» تازگͬ به مͬ�شود. برآورده خوبͬ به نشریه این وب�سایت کنار در
نظر از موضوع این و کند خود آن از را شریف» ریاضͬ «مجله امتیاز توانسته
مͬ�گذارد. «انجمن» دوش بر نیز بزرگͬ وظایف همچنین و دارد مزایایͬ من
نشریه این از «انجمن» دایمͬ حمایت اتفاق، این خوب پیامدهای از ͬͺی
دانشͺده دانشجویان انتخاب به سال هر «انجمن» اعضای که جا آن از است.
را فعالیت�ها در حضور امͺان هم باانͽیزه و جوان اعضای دوره هر و مͬ�رسند
پیشتیبانͬ یابد. ادامه بالا کیفیت با همواره مͬ�تواند حمایت این مͬ�کنند، پیدا
باشد. نشریه این مشͺلات گره�گشای مͬ�تواند نیز «انجمن» حقوقͬ و مالͬ
دارد. قرار انجمن اعضای دوش بر که وظایفͬ به مͬ�کنم هم اشاره�ای
فعالیت شاهد دیͽر بار استاد، چند و خوش�ذوق دانشجوی چند همت با
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اختیار در آن چهارم شماره�ی هم�اکنون که هستیم وزین و علمͬ نشریه�ای
کارنامه�ی نوعͬ به شریف» ریاضͬ «مجله گفت مͬ�توان دارد. قرار شما
باید انجمن استو دانشͺده�ریاضͬ دانشجویان فعالیت�هایخودجوشعلمͬ
از بسیاری در کند. استفاده آن به ͷکم برای خود ظرفیت�های همه�ی از
معتبری بسیار نشریات دنیا، معتبر دانشͽاه�های ریاضͬ مراکز و دانشͺده�ها
مراکز آن علمͬ فعالیت�های و اخبار بازتاب�دهنده�ی خوبͬ به که مͬ�شود دیده
موفقیت و پیش�رفت به بالا توان و درست رویͺرد با باید نیز ما مͬ�باشند.
غنیمت را به�دست�آمده فرصت این و کنیم ͷکم شریف» ریاضͬ «مجله

شماریم.

ابراهیمی شهاب
صنعتیشریف دانشگاه ریاضی دانشکده�ی برنامه�ی فوق و علمی انجمن فعلی عضو و سابق دبیر
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چیست؟ درباره ریاضیات
علیشاهͬ کسری دکتر ترجمه:

مقدمه
«(The Princeton Companion to Mathematics ) پرینستن ریاضͬ کتاب«همراه�نامه�ی ابتدایͬ قسمت از است ترجمه�ای مقاله�، این
از کوتاه مقاله�ی توجهͬ قابل تعداد بر مشتمل کتاب این بپردازیم. جالب فوق�العاده کتاب این معرفͬ به نخست که باشد بهتر شاید بنابراین و
نظارت تحت که است دیͽری گوناگون مطالب و ریاضͬ مسائل و قضایا و ریاضͬ شاخه�های ریاضͬ، مفاهیم درباره�ی متعددی نویسندگان
به ٢٠٠٨ سال در را آن پرینستن دانشͽاه انتشارات و شده تدوین و جمع�آوری (Timothy Gowers) گاورز» «تیموتͬ نامدار ریاضیدان
ریاضیدانان که است ایده�هایͬ ملموس�تر و جذاب�تر هرچه ارائه اصلͬ، هدف شده، بیان کتاب مقدمه�ی در که آنͽونه است. رسانده چاپ
بر را محض ریاضیات تأثیرات هرچند است، مدرن محض ریاضیات بر آن اصلͬ تمرکز و درگیرند آن با یͺم و بیست قرن ابتدای در اکنون
که شده باعث دشواری، از متفاوت سطوح در مقالاتͬ دربرداشتن و بودن سهل�الوصول نمͬ�گیرد. نادیده نظری ͷفیزی و کاربردی ریاضیات
مͬ�خواهند و کرده�اند آغاز را دانشͽاهͬ سطح در ریاضͬ درس ͷی تازگͬ به که کسانͬ از بربͽیرند، در را وسیعͬ طیف همراه�نامه مخاطبان
زمینه�ی از غیر به ریاضͬ دیͽر شاخه�های با آشنایͬ پͬ در که حرفه�ای محققان تا ببرند پͬ فراگرفته�اند اخیراً که مفاهیمͬ اهمیت دلیل به
بخش از بتواند دبیرستانͬ، ریاضیات در مناسب پیش�زمینه�ی با خواننده�ای هر بوده�اند امیدوار ویراستاران واقع در هستند. خود تخصصͬ

بͽیرد. بهره کتاب از قابل�ملاحظه�ای
همراه�نامه میان تفاوت و است جالب غایت به داشته�اند، نظر در کتاب عنوان در (Companion)» «همراه کلمه�ی از ویراستاران که معنایͬ
ͷی عنوان به کتاب این که بوده آن هدف قطعاً است.هرچند پرمعنͬ همراه «کلمه�ی مͬ�کند: تبیین اینͽونه را ریاضͬ دایرة�المعارف ͷی و
که دیدگاه�هایͬ و معلوماتش در نقایصͬ با است، بشری مصاحب ͷی مانند کتاب داشت...این توقع آن از زیاد نباید باشد، سودمند هم مرجع

نیست.» همͽان اجماع مورد لزوماً
دلیل الفبایͬ، نه و موضوعͬ تنظیم این و شده تقسیم قسمت�ها دیͽر با متفاوت هدفͬ و کلͬ موضوع با ͷهری قسمت، هشت به همراه�نامه
درباره�ی مختصری توضیح با را مقدمه این مͬ�گذارد. صحه دایرة�المعارف ͷی از اثر این تمایز بر کتاب، پیشͽفتار بیان به که است دیͽری
مفاهیم و مطالب شده- انتخاب آنجا از مͬ�خوانید زیر در را آن ترجمه�ی که مقاله�ای که «مقدمه»- ،I قسمت مͬ�بریم: پایان به قسمت�ها این
جنبه�های به مقاله هفت طͬ مدرن» ریاضͬ «ریشه�های عنوان تحت II قسمت مͬ�کند. ارائه ریاضیات از کلͬ دیدی و دربردارد را مقدماتͬ
مجرد جبر توسعه�ی روند و ریاضͬ آنالیز در دقت توسعه�ی روند زمان، طͬ در ریاضیدانان تفͺر طرز در شده ایجاد تغییرات مانند تاریخͬ
شرح صفحه�ای دو الͬ ͷی مقالات با نشده، اشاره آنها به I در که را ریاضͬ مفهوم نه و نود ریاضͬ»، «مفاهیم یا III قسمت مͬ�پردازد.
ناآشنایͬ مفهوم اهمیت دلیل و معنا به پͬ که مͬ�دهند خواننده به را امͺان این دقیق، تعاریف بیان از اجتناب با قسمت این مقالات مͬ�دهد.
ریاضͬ شاخه�ی شش و بیست توصیف نامید: کتاب قلب مͬ�توان را ریاضͬ» «شاخه�های ،IV قسمت ببرد. کرده برخورد آن با بار چندین که
شده�اند: برگزیده یͺسان اهمیت با اولویت دو مبنای بر که نویسندگانͬ قلم به صفحه، پانزده حدود با و پیشین قسمت از طولانͬ�تر مقالاتͬ در
خود تحقیقاتͬ شاخه�ی انتخاب مرحله�ی در که افرادی به ͷکم را قسمت این اهداف از ͬͺی ویراستاران توصیفͬ. نوشتن توانایͬ تخصصو
ریاضͬ باز مسأله�ی و قضیه پنج و سͬ با رابطه در کوتاه مقالاتͬ در و است III مͺمل مسائل») و («قضایا ،V قسمت برشمرده�اند. هستند
دسترس در و سرگرم�کننده دلیل به نیز دیͽر برخͬ و بوده آنها ریاضͬ اهمیت انتخابشان در اصلͬ ͷمح که مسائلͬ و قضایا مͬ�کند، بحث
مختصر بسیار زندگͬ�نامه�ی بر مشتمل و است تاریخͬ II همانند VI قسمت آمده�اند. میان این در دارند IV مطالب با که ارتباطͬ یا بودن
(«تأثیر ،VII قسمت دربرمͬ�گیرد. را بیستم قرن اول نیمه�ی تا مسیح میلاد از قبل سال پانصد از افرادی که مشهور ریاضیدان شش و نود
ریاضیات که را عظیمͬ برونͬ تأثیر بودند، آن تاریخ و محض ریاضیات به معطوف عمدتاً که پیشین قسمت شش برخلاف ریاضیات»)
در علائق با ریاضیدانانͬ که است طولانͬ�تری مقالات دربردارنده�ی قسمت این مͬ�دهد. نشان فͺری) یا کاربردی تأثیر از (اعم شده موجب
و درآورده�اند تحریر رشته�ی به مͬ�گیرند کار به را ریاضͬ توجهͬ قابل میزان به که ریاضͬ از غیر رشته�های در متخصصانͬ یا دیͽر رشته�های
(«چشم�انداز VIII قسمت بالاخره شده. پرداخته کاربردی ریاضͬ به کتاب قسمت�های سایر از بیشتر VII در مͬ�رود انتظار که همان�گونه

مͬ�دهد. تشͺیل را همراه�نامه مؤخره�ی و است مسأله حل هنر مانند عام مباحثͬ و ریاضͬ طبیعت درباره�ی تأملاتͬ شامل نهایͬ»)
١



ریاضیات پرسشکه این به کننده قانع پاسخͬ دادن استکه روشن
بلͺه ندارد، کاری چنین قصد کتاب این است. دشوار بسیار چیست؟
تعداد شرح با ریاضیات، از تعریفͬ ارائه جای به که است صدد در
چیستͬ از خوبͬ تصور کاربردها و قضایا مفاهیم، مهم�ترین از زیادی
اطلاعات این همه که این برای وجود این با کند. منتقل ریاضیات
دسته�بندی نوعͬ بتوانیم که این برای تلاش باشند، داشته بر در معنایͬ

بود. خواهد مفید دهیم ارائه ریاضیات از
ریاضیات موضوعͬ دسته�بندی منظور این برای راه بدیهͬ�ترین
حتͬ و راه تنها این اما است. همین کوتاه مقدمه این روی�کرد و است،
تلاش که است آن دیͽر ممͺن روی�کرد ͷی نیست. راه بهترین لزوماً
را بیندیشند آن�ها به علاقه�مندند ریاضͬ�دانان که پرسش�هایͬ نوع کنیم
مͬ�انجامد. مفیدی و متفاوت چشم�انداز به کار این کنیم. دسته�بندی
از دور بسیار موضوع نظر از ریاضͬ حوزه دو که مͬ�آید پیش بسیار
کنیم توجه آن�ها در مطرح مسائل نوع به اگر اما مͬ�رسند، نظر به هم

یافت. خواهیم آن�ها بین بیش�تری بسیار شباهت

آنالیز هندسه، جبر، ١

دلیل و پشتوانه به باید ریاضیات از موضوعͬ دسته�بندی هر اگرچه
ͷبͬ�ش که دارد وجود دقیقͬ چندان نه دسته�بندی اما باشد، ͬͺمت کافͬ
به ریاضیات تقسیم یعنͬ است، کارآمد بسیار تقریب اولین عنوان به

کنیم. شروع همین�جا از بیایید پس آنالیز. و هندسه جبر،

هندسه برابر در جبر ١.١

داشته�اند کار و سر ریاضیات با دبیرستان در که افرادی بیشتر
حروف جای�گذاری از که است ریاضیاتͬ نوع آن جبر از تصورشان
قرار حساب با تقابل در اغلب جبر مͬ�شود. حاصل اعداد جای به
مثلا́ بنابراین، است. اعداد خود مستقیم مطالعه آن هدف که مͬ�گیرد
اگر که این و حساب به متعلق است؟ چند ۳× ۷ مقدار که سوال این
مربوط است؟ چند y و x بین از بزرگتر مقدار ،xy = ۲۱ و x+y = ۱۰

روشن چندان پیشرفته�تر ریاضیات در تقابل این مͬ�شود. تلقͬ جبر به
تنهایͬ به اعداد ندرت به خیلͬ سطح آن در که ساده دلیل این به نیست

مͬ�شوند. ظاهر حروف همراهͬ بدون و
پیشرفته سطح در که دارد وجود هندسه و جبر میان دیͽری تقابل اما
دبیرستانͬ، ریاضیات سطح در هندسه، دارد. بیشتری بسیار اهمیت
همراه به زاویه و کره مͺعب، مثلث، دایره، مثل اشͺالͬ مطالعه دانش
بنابراین است. آن�ها مانند و تقارن انعͺاس، دوران، چون مفاهیمͬ
مراتب به ماهیتͬ مͬ�شود انجام آن�ها بر که فرآیندهایͬ و هندسͬ اشیاء

دارند. جبری معادلات از بصری�تر

مͬ�یابد. ادامه نیز نوین ریاضیات در تحقیق مرزهای تا تقابل این
قوانین مبنای بر نمادها با عملیاتͬ انجام ریاضیاتدرگیر از بخش�هایͬ
ͷی سمت دو عبارت�های بر را یͺسانͬ عمل اگر مثلا́ مشخص�اند:
جبری عموماً بخش�ها این مͬ�ماند. برقرار برابری دهیم انجام برابری
مͬ�پردازند مفاهیمͬ به که دیͽر بخش�های که حالͬ در مͬ�شوند، تلقͬ

مͬ�شوند. شناخته هندسͬ عنوان با غالباً هستند تجسم قابل که

مقاله ͷی آیا نیست. ساده هم این�قدر تمایزی چنین حال، این با
روش�هایͬ واقع در نه. قاعدتاً است؟ تصویر از پر هندسه در تحقیقͬ
مقدار شامل همیشه تقریباً مͬ�روند کار به هندسͬ مسایل حل برای که
و یافتن برای است ممͺن اگرچه هستند، نمادها با محاسبات زیادی
تصاویر و باشد ضروری تجسم بالای قدرت روش�ها این به�کاربردن
جبر آیا طور، همین دارند. قرار مͬ�دهد رخ آن�چه پس�زمینه در عموماً
ͷی اوقاتحل از بسیاری وجه. هیچ به است؟ نمادین عملیات صرفاً
مͬ�شود. ممͺن آن هندسͬ تجسم برای راهͬ یافتن با جبری مسأله

مͬ�توان چطور ببینیم جبری، مسأله ͷی تجسم از مثالͬ عنوان به
آن�گاه باشند مثبت صحیح عدد دو b و a اگر که را قاعده این درستͬ
ͷی عنوان به آن با که است آن ممͺن راه ͷی کرد. تحقیق ،ab = ba

ثابتش استقرا ͷکم به مثلا́ (و کنیم برخورد جبری صرفاً حقیقت
b و سطر a با مستطیلͬ جدول ͷی تصور ساده�تر روش اما کنیم)،
شود شمرده سطر به سطر اگر جدول خانه�های کل تعداد است. ستون
بنابراین بود. خواهد a برابر b بشمریم ستون به ستون اگر و b برابر a
و a(b + c) = ab + ac مثل دیͽر پایه�ای قواعد برای .ab = ba

کرد. ارائه این به شبیه توجیهاتͬ مͬ�توان نیز a(bc) = (ab)c

مسایل از بسیاری حل برای خوب روش ͷی دیͽر، سوی از
کارگیری به مثال ترین شده� شناخته است. جبر به آن�ها تبدیل هندسͬ
اگر که بدانیم بخواهیم کنید فرض مثلا́ است. دکارتͬ مختصات
و کنیم قرینه مͬ�گذرد آن مرکز از که l خط به نسبت اول را دایره�ای
دهیم دوران ساعت عقربه�های جهت خلاف در درجه ۴٠ را آن سپس
خواهد چه نتیجه کنیم قرینه l خط به نسبت را آن دوباره نهایت در و
از دایره که کنید تصور است: هندسͬ تجسم از استفاده راه ͷی بود.
کردن قرینه جای به مͬ�توانیم باشد. شده ساخته چوب از نازکͬ قطعه
درجه ١٨٠ فضا) سوم بعد از گرفتن ͷکم (با را آن l خط به نسبت
این ولͬ شد خواهد ته و سر دایره کار این با دهیم. دوران l حول
اکنون ندارد. اهمیتͬ کنیم، نظر صرف دایره ضخامت از اگر نͺته،
عقربه�های جهت خلاف در درجه ۴٠ اندازه به دایره دوران هنͽام اگر
که است دایره�ای دید خواهید آن�چه کنید، نͽاه آن به پایین از ساعت
اگر بنابراین مͬ�یابد. دوران ساعت عقربه�های جهت در درجه ۴٠
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برگردانیم خود جای به l خط به نسبت کردن قرینه با را دایره دوباره
ساعت عقربه�های جهت در درجه ۴٠ اندازه به دایره دوران نهایͬ اثر

بود. خواهد
استدلال�هایͬ کردن دنبال برای علاقه و توانایͬ نظر از ریاضͬ�دانان
مراحل نتوانید اگر هم شما متفاوتند. هم با بسیار جنس این از
آن درستͬ به نسبت تا کنید تجسم خوب کافͬ اندازه به را استدلال
جبر بر مبتنͬ جبری روشͬ است ممͺن صورت این در شوید، قانع
دایره به نخست روش این در دهید. ترجیح را ماتریس�ها و خطͬ
که مͬ�کنیم نͽاه اعداد از (x, y) دوتایͬ�های همه مجموعه چشم به
خطͬ به نسبت کردن قرینه تبدیل�، دو هر اکنون .x۲ + y۲ ≤ ۱

با مͬ�توان را ،θ زاویه اندازه به دوران و مͬ�گذرد دایره مرکز از که
این با ماتریس�ها ضرب جبری قاعده داد. نمایش ۲× ۲ ماتریس�های
(مثلا́ R تبدیل نمایش��دهنده A ماتریس اگر که شده طراحͬ ویژگͬ
صورت این در باشد، T تبدیل نماینده B ماتریس و کردن) قرینه
سپس و T اعمال از که است تبدیلͬ نشان��دهنده AB حاصل�ضرب
ماتریس��های مͬ��توان بالا مسأله حل برای بنابراین مͬ�شود. نتیجه R
و کرد، ضرب هم در را آن��ها نوشت، را نظر مورد تبدیل��های با متناظر
راه این از است. کدام حاصل��ضرب ماتریس با متناظر تبدیل که دید
مͬ��شود. حل روشجبری به و تبدیل جبر در مسأله��ای به هندسͬ مسأله
و جبر میان سودمندی تمایز مͬ��توان که حال عین در بنابراین،
دو این بین مشخصͬ کاملا́ مرز که کرد تصور نباید شد، قائل هندسه
ریاضیات اصلͬ شاخه��های از ͬͺی حتͬ واقع در است. شده تعریف
نشان بالا مثال��های که همان��طور و مͬ��شود. نامیده جبری هندسه
برعͺس و هندسه به جبر از را ریاضͬ حͺمͬ مͬ��توان اغلب مͬ��دهند،�
و جبری تفͺر شیوه��های میان روشنͬ تفاوت حال هر به کرد. ترجمه
و دارد وجود تصویری) بیش��تر دیͽری و نمادین بیش��تر ͬͺی) هندسͬ
موضوعͬ از ریاضͬ��دانان انتخاب بر عمیقͬ تاثیر مͬ��تواند تفاوت این

بͽذارد. مͬ��کنند کار آن در که

آنالیز برابر در جبر ٢.١

در مͬ��رود، کار به ریاضیات از شاخه��ای به اشاره برای که آنالیز، واژه
آشناتر بسیار حسابان واژه اما ندارد. چندانͬ نمود ریاضیاتدبیرستانͬ
که هستند ریاضیاتͬ نوع آن از خوبͬ مثال��های انتͽرال و مشتق و است
امر این دلیل مͬ��شوند. رده��بندی هندسه یا جبر نه و آنالیز عنوان تحت
دارند. کار و سر حدی فرآیندهای با مفاهیم این دوی هر که است آن
نمودار بر وترهایͬ شیب��های دنباله� حد x نقطه در f تابع مشتق مثلا́
ناحیه��هایͬ مساحت حد منحنͬ مرز با شͺلͬ مساحت و است، f
پر درون از را نظر مورد شͺل و شده��اند ساخته مستطیل��ها از که است

مͬ��کنند.
از شاخه��ای که گفت مͬ��توان اولیه تقریبͬ عنوان به بنابراین
در است، آنالیز به متعلق باشد حدی فرآیندهای درگیر که ریاضیات
باشد ممͺن مرحله متناهͬ در جواب به رسیدن آن در اگر که حالͬ
که است خام آن��قدر اولیه تقریب هم اینجا در اما دارد. تعلق جبر به
دقیق��تر نͽاهͬ با باشد. گمراه��کننده قبل مشابه دلیلͬ به است ممͺن
به باید که نیستند ریاضͬ شاخه��های این عموماً که دریافت مͬ��توان

هستند. شیوه��ها و روش��ها بلͺه شوند رده��بندی آنالیز یا جبر
نامتناهͬ طول به اثبات��هایͬ نیستیم قادر ما که این به توجه با
حدی فرآیندهای باره در چیزی بتوانیم امیدواریم پسچͽونه بنویسیم،
ساده حͺم این اثبات به بیایید پرسش این به پاسخ برای کنیم؟ ثابت
چنین متداول استدلال بیندازیم. نͽاهͬ است ۳x۲ برابر x۳ مشتق که
،((x+h), (x+h)۳) و (x, x۳) نقطه دو از شیبخطگذرنده استکه

یعنͬ
(x+ h)۳ − x۳

x+ h− x

شیب این کند میل صفر به x وقتͬ .۳x۲ + ۳xh + h۲ با است برابر
است. ۳x۲ برابر x در شیب که مͬ��گوییم بنابراین مͬ��کند، میل ۳x۲ به
بزرگ خیلͬ x اگر مثلا́ چطور؟ باشیم دقیق��تر کمͬ بخواهیم اگر اما

کنیم؟ نظر صرف ۳xh جمله از مجازیم واقعاً آیا باشد،
مͬ��دهیم انجام ͬͺکوچ محاسبه کنیم، قانع کاملا́ را خود آن��که برای
مͬ��توان ͷکوچ کافͬ اندازه به hبرای باشد، هرچه x که دهیم نشان تا
ͬͺکوچ و مثبت عدد کرد: ͷکوچ دل��خواه به را ۳xh + h۲ خطای
اکنون بͽیرید. نظر در است�، ما قبول قابل خطای نشان��دهنده که ،ϵ مثل
علاوه به اگر است. ϵ/۲ برابر حداکثر |۳xh| آن��گاه ،h ≤ ϵ/۶x اگر
بنابراین .h۲ ≤ ϵ/۲ داشت خواهیم آن��گاه ،|h| ≤

√
ϵ/۲ که بدانیم

تفاوت باشد، کوچ��ͷتر
√
ϵ/۲ و ϵ/۶x مقدار دو مینیمم از |h| اگر

بود. خواهد ϵ برابر حداکثر ۳x۲ و ۳x۲ + ۳xh+ h۲

حͺمͬ که آن وجود با اولا˟ دارد. آنالیزی خصلت دو بالا استدلال
غیرمتناهͬ بنابراین و حدی فرآیند ͷی درباره ثابتکنیم مͬ��خواهیم که
است. متناهͬ کاملا́ دهیم انجام بود لازم اثبات برای که کاری است،
نابرابری� ͷی برقراری برای کافͬ شرایط یافتن اثبات جوهر که این دوم

(.|۳xh+ h۲| ≤ ϵ (نابرابری است. ساده نسبتاً
از اثباتͬ دهیم. توضیح دیͽر مثال ͷی با را آخر نͺته بͽذارید
مثبت x۴ − x۲ − ۶x + ۱۰ مقدار ،x حقیقͬ عدد هر برای که این
که کنید توجه اول کرد: خواهد استدلال چنین آنالیزدان ͷی است.
این در حͺم پس ،۱۰ − ۶x ≥ ۰ و x۴ ≥ x۲ آن��گاه x ≤ −۱ اگر
|x۴ − x۲ − ۶x| آن��گاه −۱ ≤ x ≤ ۱ اگر است. درست قطعاً حالت
�پس است، ٨ برابر حداکثر که باشد x۴+x۲+۶|x| از بیش��تر نمͬ��تواند

٣



۱ ≤ اگر .x۴ − x۲ − ۶x+ ۱۰ ≥ ۲ نتیجه در و x۴ − x۲ − ۶x ≥ −۸
اگر .x۴−x۲−۶x+ ۱۰ ≥ پس۱ ،۶x ≤ ۹ و x۴ ≥ x۲ آن��گاه ،x ≤ ۳

۲

.x۴−x۲ = x۲(x۲−۱) ≥ ۹
۴ .

۵
۴ > پس۲ ،x۲ ≥ ۹

۴ آن��گاه ، ۳۲ ≤ x ≤ ۲

.x۴−x۲−۶x+۱۰ > بنابراین۰ ،۱۰−۶x ≥ پس۲− ،۶x ≤ ۱۲ علاوه به
،x۴ − x۲ = x۲(x۲ − ۱) ≥ ۳x۲ ≥ ۶x آن��گاه ،x ≥ ۲ اگر نهایت در

.x۴ − x۲ − ۶x+ ۱۰ ≥ ۱۰ که مͬ��شود نتیجه آن از که

نابرابری ͷی اثبات از آن مرحله هر اما است، طولانͬ بالا استدلال
آنالیزی خصلتͬ دلیل همین به (و است. شده تشͺیل ساده نسبتاً
کنید توجه است کافͬ است: چنین جبردان اثبات مقابل در دارد.)
بنابراین و (x۲− ۱)۲ +(x− ۳)۲ با است برابر x۴− x۲− ۶x+ ۱۰ که

است. مثبت همواره

در کسͬ هر که برسد نظر به این��طور است ممͺن مثال این از
اثبات به��هرحال کند. انتخاب را جبر باید آنالیز و جبر میان انتخاب
تابع چرا که مͬ��دهد نشان روشنͬ به و است کوتاه��تر بسیار جبری
آنالیزی اثبات این��که وجود با اما است. مثبت همواره نظر مورد
اثبات کوتاهͬ طرفͬ از اند. ساده مراحل آن همه دارد، مرحله چندین
معادل عبارت که نیست مشخص چون است، کننده گمراه جبری
این حقیقت در است. آمده دست به چͽونه x۴− x۲− ۶x+ ۱۰ برای
مربعات مجموع شͺل به نمایش قابل موقع چه� چندجمله��ای ͷی که
است(دستکم دشوار جالبو مسأله��ای� است دیͽر چندجمله��ای��های

متغیر). ͷی از بیش با چندجمله��ای��های برای

آن و دارد وجود مسأله این حل برای نیز سومͬ تلفیقͬ رویͺرد
x۴ − x۲ − ۶x+ ۱۰ تابع مینیمم نقاط تعیین برای حسابان از استفاده
(فرآیندی ۴x۳ − ۲x− ۶ مشتق، محاسبه از است عبارت ایده است.
که این بررسͬ و (جبر) آن ریشه��های یافتن آنالیزی)، توجیهͬ با جبری
وجود با اما است. مثبت مشتق ریشه��های در x۴−x۲−۶x+ ۱۰ مقدار
بردنش کار به است، فراوان مسائل حل برای خوبͬ روش این این��که
صحیح ریشه� ۴x۳− ۲x−۶ چون نیست سرراست کاملا́ مورد این در
یافت ͬͺکوچ بازه��های آنالیزی استدلالͬ ͷکم به مͬ��توان اما ندارد.
تعداد طریق این از و مͬ��دهد رخ آن��ها از ͬͺی درون حتماً مینیمم� که
خالص، آنالیزی استدلال نسبت به شوند، بررسͬ باید که حالت��هایͬ

شد. خواهد کمتر مراتب به

جبر خلاف بر آنالیز اگرچه مͬ��دهد، نشان مثال این که طور همان
است آن مشخص��تر تمایز ͷی اما است، حدی فرآیندهای درگیر اغلب
آنالیزدانان و کنند کار دقیق فرمول��های با دارند دوست جبردان��ها که
را برابری��ها جبردان��ها کلام، ͷی در مͬ��کنند. استفاده تخمین��ها از

را. نابرابری��ها آنالیزدان��ها و دارند دوست

ریاضیات اصلͬ شاخه�های ٢

آنالیزی و هندسͬ جبری، تفͺر شیوه��های تفاوت�� درباره که اکنون
از تقریبͬ موضوعͬ دسته��بندی ͷی ارایه برای کردیم، صحبت
است. لازم نͺته ͷی به توجه کار این از پیش فقط آماده��ایم. ریاضیات
از مشخصͬ شاخه��های به هم همزمان آنالیز و هندسه جبر، واژه��های
مرز که تفͺر عمومͬ شیوه��های به هم و مͬ��شوند اطلاق ریاضیات
(و معنادار بنابراین مͬ��گذرد. بسیاری شاخه��های درون از آن��ها میان
(یا جبری��تر ماهیتͬ آنالیز شاخه��های بعضͬ بͽوییم که است صحیح)
که نیست حقیقت این در تناقضͬ طریق، همین به دارند. هندسͬ��تر)
مورد اشیا هرچند دارد، هندسͬ و جبری کاملا́ ماهیتͬ توپولوژیجبری
در ما تأکید هستند. آنالیز از بخشͬ �،ͷتوپولوژی فضاهای آن، مطالعه
که تمایزی که است مهم اما است، موضوعͬ تقسیم��بندی بخش این
گاه آ و باشیم داشته ذهن در را شد صحبت آن درباره قبل قسمت در

است. بنیادی��تر جهتͬ از که باشیم

جبر ١.٢

معنایͬ مͬ��رود، کار به ریاضیات از شاخه��ای عنوان به وقتͬ جبر، واژه
نابرابری��ها به برابری��ها ترجیح و نمادها با عملیات انجام از خاص��تر
و چندجمله��ای��ها، عددی، دستͽاه��های مطالعه به جبردانان دارد.
و برداری فضاهای میدان��ها، گروه��ها، مانند مجردتری ساختارهای
نخست مجرد ساختارهای تاریخͬ لحاظ به علاقه��مندند. حلقه��ها
برای شدند. پدیدار ملموس مثال��های از تعمیم��هایͬ عنوان به
مجموعه و صحیح اعداد مجموعه میان مهمͬ شباهت��های مثال،
ͷکم به آن دلیل که دارد، وجود گویا ضرایب با چندجمله��ای��های
نام به جبری ساختارهای از مثال��هایͬ مجموعه دو هر که حقیقت این
از خوبͬ شناخت کسͬ اگر شد. خواهد آشͺار اند اقلیدسͬ دامنه��های
اعداد مورد در را شناخت این مͬ��تواند باشد، داشته اقلیدسͬ دامنه��های

برد. کار به چندجمله��ای��ها و صحیح
ریاضͬ شاخه��های از بسیاری در که مͬ��دهد نشان را تقابلͬ نمونه� این
خاصو احͺام و مجرد و عمومͬ احͺام میان تمایز یعنͬ دارد، وجود
یͷگروه مثلا́ تا بیندیشد گروه��ها به استیͷجبردان ممͺن ملموس.
جبردانͬ که حالͬ در بشناسد، بهتر را پیچیده نسبتاً و خاص تقارن
بنیادی اشیای از بخشͬ مطالعه عنوان به گروه��ها عمومͬ نظریه به دیͽر

باشد. علاقه��مند ریاضیات
پنج درجه معادلات حل��ناپذیری اول نوع از قضیه��ای برجسته� نمونه
حسب بر پنج درجه معادله ریشه��های برای فرمولͬ که (این است
تقارن��های تحلیل طریق از قضیه این اثبات ندارد.) وجود آن ضرایب

۴



انجام تقارن��ها این گروه شناخت و چندجمله��ای ریشه��های در موجود
نقشمهمͬ گروه��ها) از رده��ای (یا گروه مشخصاز مثال این مͬ��شود.

است. کرده ایفا گروه��ها مجرد نظریه توسعه در

متناهͬ ساده گروه��های رده��بندی دوم نوع از قضیه��ای از خوب مثالͬ
مͬ��کند. توصیف را متناهͬ گروه��های سازنده اساسͬ اجزای که است،

و دارند، حضور ریاضیات سرتاسر در جبری ساختارهای
هندسه اعداد، نظریه مانند ریاضͬ بخش��های سایر در جبر کاربردهای

فراوانند. ͷریاضͬ-فیزی حتͬ و

اعداد نظریه ٢.٢

مثبت صحیح اعداد ویژگͬ��های بررسͬ به عمدتاً اعداد نظریه
با اما دارد. جبر با توجهͬ قابل هم��پوشانͬ دلیل همین به و مͬ��پردازد،
مسأله ͷی و جبر در نوعͬ مسأله ͷی تفاوت مͬ��توان ساده مثال ͷی
نظر در را ۱۳x − ۷y = ۱ معادله داد. نشان را اعداد نظریه در نوعͬ
ͷی خانواده ͷی معادله این که مͬ��کند ملاحظه جبردان ͷی بͽیرید.
،x = (۱ + ۷λ)/۱۳ آن��گاه y = λ اگر دارد: جواب��ها از پارامتری
.(x, y) = ((۱+ ۷λ)/۱۳, λ) از است عبارت عمومͬ جواب بنابراین
بنابراین و است علاقه��مند صحیح جواب��های به دان �اعداد نظریه ͷی
١٣ از مضربͬ ۱ + ۷λ ، λ از مقادیری چه ازای به که مͬ��کند بررسͬ
به ۱۳m + ۱۱ شͺل به λهای برای که است این (جواب بود. خواهد

(.m صحیح عدد ازای

ͷی به اکنون که اعداد، نظریه درباره را مطلب توصیفحق این اما
اعداد نظریه� از بسیاری نمͬ��کند. ادا شده، تبدیل پیچیده بسیار شاخه
بلͺه نمͬ��پردازند، معادلات جواب��هایصحیح یافتن به مستقیماً دانان
بررسͬ برای آغاز در که مͬ��کنند تلاش ساختارهایͬ بهتر فهم برای
یافتند. مستقلͬ هویت تدریج به اما آمدند وجود به معادلات جواب
عبارت بنابراین و است داده رخ بار چندین فرآیند این موارد برخͬ در
متخصص ͷی آن��چه از گمراه��کننده��ای بسیار تصویر اعداد نظریه
مجردترین حتͬ حال این با مͬ��کند. ارایه مͬ��دهد انجام اعداد نظریه
باشند. داشته بر در ملموسͬ نتایج است ممͺن هم موضوع بخش��های
است. فرما آخر قضیه از وایلز اندرو مشهور اثبات توجه قابل مثال ͷی

دو به اعداد نظریه که است جالب قبلͬ، مباحث با ارتباط در
اعداد، تحلیلͬ نظریه و اعداد جبری نظریه مجزا، کمابیش زیرشاخه
صحیح جواب��های مطالعه ساده، توصیف ͷی در مͬ��شود. تقسیم
ریشه��های که حالͬ در مͬ��شود منجر اعداد جبری نظریه به معادلات
تصویر البته اما برمͬ��گردد، اول اعداد مطالعه به اعداد تحلیلͬ نظریه

است. پیچیده��تر این از واقعͬ

هندسه ٣.٢

تعمیم خمینه��ها است. خمینه هندسه در مطالعه مورد اصلͬ شͬء
ͷبخشکوچͷی هستند: بالاتر ابعاد در یͷکره سطح مانند اشͺالͬ
پیچیده��ای طرز به است ممͺن خمینه کل اما مͬ��رسد نظر به تخت آن
به مͬ��نامند هندسه��دان را خود که کسانͬ بیش��تر باشد. خمیده خود در
خاصͬ خمینه��های به بعضͬ هستند. خمینه��ها مطالعه مشغول نحوی

علاقه��مندند. خمینه��ها عمومͬ نظریه به گروهͬ و دارند توجه
پرسش این به پاسخ مبنای بر را خود دسته��بندی مͬ��توانیم اکنون
دهیم. توسعه مͬ��شوند تلقͬ متفاوت اساساً خمینه دو وقت چه که
هم به پیوسته طور به را آن��ها بتوان که را شͬء دو توپولوژی��دان
اهمیتͬ توپولوژی در فاصله��ها یعنͬ این مͬ��گیرد. یͺسان کرد، تبدیل
برای داد. تغییر را آن��ها پیوسته کشیدن��های با مͬ��توان زیرا ندارند،
اندازه به (یعنͬ هموار تبدیل��های دیفرانسیل توپولوژی متخصص
ظریف��تری رده��بندی به منجر این و دارند اهمیت مشتق��پذیر) کافͬ
طیف، هندسͬ��تر انتهای در مͬ��شود. متفاوت مسایلͬ و خمینه��ها از
خمینه نقاط بین فواصل ماهیت به که دارند قرار ریاضͬ��دانانͬ
ͬͺکم ساختارهای و ندارد) معنایͬ توپولوژی��دان برای که (مفهومͬ

علاقه��مندند. انحنا و ͷمتری مانند خمینه بر مربوط

جبری هندسه ۴.٢

در روشنͬ جایͽاه است، پیدا نامش از که طور همان جبری، هندسه
خمینه��ها مطالعه به هم دانان جبری هندسه ندارد. بالا تقسیم��بندی
آن��ها توجه مورد خمینه��های که مهم تفاوت این با اما مͬ��پردازند،
است، کره سطح ساده مثال ͷمͬ��شوند.(ی تعریف چندجمله��ای��ها با
که شود تعریف هایͬ (x, y, z) همه مجموعه شͺل به مͬ��تواند که
چون است جبری جبری هندسه یعنͬ این (.x۲ + y۲ + z۲ = ۱

مجموعه زیرا است هندسͬ حال عین در و است چندجمله��ای��ها درباره
است. هندسͬ شͬء ͷی چندمتغیره چندجمله��ای ͷی جواب��های

مجموعه است. تͺینͽͬ��ها مطالعه جبری هندسه از مهمͬ بخش
استثنای به جا همه اغلب، چندجمله��ای��ها از دستͽاه ͷی جواب��های
x۲ = معادله مثلا́ است. یͷخمینه به شبیه ،ͬͽینͺت نقطه کمͬ تعداد
اگر است. گرفته قرار مبدا در آن راس که است مخروط ͷی y۲ + z۲

نͽاه مخروط روی بر x نقطه از ͷکوچ کافͬ قدر به ͬͽهمسای ͷی به
تخت یͷصفحه به شبیه ͬͽهمسای نباشد، (۰, ۰, ۰) نقطه x اگر کنید،
ͬͽهمسای که هم هرچقدر باشد، (۰, ۰, ۰) برابر x اگر اما بود. خواهد
دید. خواهیم را مخروط ͷی راس همچنان کنیم، انتخاب ͷکوچ را
ͬͽینͺت با خمینه ͷی بلͺه نیست خمینه ͷی واقعاً مخروط یعنͬ (این

است.)
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است. جبری هندسه جذابیت از بخشͬ هندسه و جبر میان تعامل
این مطالعه برای بیش��تری انͽیزه نیز ریاضͬ دیͽر شاخه��های با ارتباط
و اعداد نظریه با ͬͺنزدی ارتباط خاص طور به مͬ��کند. ایجاد موضوع
ͷریاضͬ-فیزی و جبری هندسه میان مهمͬ پیوندهای آن� از عجیب��تر

است. موجود

آنالیز ۵.٢

مطالعه آن اساسͬ مباحث از ͬͺی دارد. متنوعͬ جلوه��های آنالیز
،ͬͺفیزی فرآیندهای از بسیاری است. پاره��ای دیفرانسیل معادلات
پاره��ای دیفرانسیل معادلات ͷکم به گرانش، میدان در حرکت مثلا́
در ویژه به محض، ریاضیات در معادلات این اما مͬ��شوند. توصیف
وسیع شاخه ͷی به آن��ها مطالعه بنابراین مͬ��شوند. ظاهر نیز هندسه،
دیͽر زمینه��های بسیاری با فراوان ارتباطات و زیرشاخه��ها با ریاضͬ

است. شده تبدیل
ساختارهای بعضͬ ویژه به دارد. مجرد یͷوجه جبر، مثل هم آنالیز
جبرهای و ∗C-جبرها هیلبرت، فضاهای باناخ، فضاهای مانند مجرد
همه ساختار چهار این مطالعه��اند. مورد مرکزی اشیای از نویمان فون
هستند، جبر علاوه به آخر مثال دو و نامتناهͬ بعد با برداری فضاهای
ساختارها این چون کرد. ضرب هم در مͬ��توان را آن اعضای یعنͬ
و است، حدی استدلال��های نیازمند آن��ها مطالعه هستند، نامتناهͬ��بعد
جبری ساختار طرفͬ از دارد. تعلق آنالیز به موضوع این دلیل همین به
آن��ها مطالعه در که مͬ��شود سبب نویمان فون جبرهای و ∗C-جبرها

واژه از که طور همان شود. استفاده اساسͬ شͺل به جبری ابزارهای از
مͬ��کند. ایفا مهمͬ نقش این��جا در هم هندسه برمͬ��آید، فضا

که است ͬͺدینامی سیستم��های آنالیز مهم شاخه��های از دیͽر ͬͺی
و بارها را ساده��ای فرآیند اگر که است موضوع این بررسͬ آن هدف
در را z۰ مثل مختلطͬ عدد اگر مثلا́ مͬ��دهد. رخ چه کنیم تͺرار بارها
همین و z۲ = z۲۱ + ۲ سپس و z۱ = z۲۰ + ۲ دهیم قرار و بͽیریم نظر
آیا بود؟ خواهد چه z۰, z۱, z۲, · · · دنباله حدی رفتار دهیم، ادامه طور
خواهد باقͬ صفحه از کران��داری ناحیه در یا مͬ��گریزد بͬ��نهایت به
وابسته ،z۰ شروع، نقطه به پیچیده��ای طرز به سوال این جواب ماند؟
در سوال ͷی است چͽونه دقیقاً ͬͽوابست این نحوه که این است.

است. ͬͺدینامی سیستم��های
ͷکوچ بͬ��نهایت فرآیند ͷی شود تͺرار باید که فرآیندی گاهͬ
شمسͬ منظومه سیاره��های همه جرم و سرعت مͺان، اگر مثلا́ است.
قاعده بدانیم، زمان از لحظه ͷی در را خورشید) طور همین (و
و مͺان��ها این تغییر مͬ��توانیم آن ͷکم به که دارد وجود ساده��ای
لحظه این گذر از پس کنیم. محاسبه بعد لحظه ͷی را سرعت��ها

مͬ��ماند، باقͬ همان اصلͬ قاعده اما کرده��اند تغییر سرعت�ها و مͺان��ها
ͷی تͺرار بار بͬ��نهایت نتیجه شͺل به مͬ��توان را فرآیند کل بنابراین
صورت��بندی درست روش گرفت. نظر در ͷکوچ بͬ��نهایت فرآیند
بخش بنابراین و است دیفرانسیل معادلات از استفاده موضوع این
این جواب��های درازمدت رفتار به ͬͺدینامی سیستم��های از عمده��ای

مͬ��پردازد. معادلات

منطق ۶.٢

ریاضیات از شاخه��هایͬ آن همه به اختصار به گاهͬ منطق واژه
ریاضیاتمͬ��پردازند. خود درباره بنیادی سوالات به که مͬ��شود اطلاق
مدل��ها نظریه رسته��ها، نظریه مجموعه��ها، نظریه قبیل از شاخه��هایͬ
جمله از مͬ��پردازد. استنتاج قواعد به که خاص معنای به منطق و
و گودل ناتمامیت قضایای به مͬ��توان مجموعه��ها نظریه موفقیت��های
قضایای ویژه به کرد. اشاره پیوستار فرضیه استقلال از کوهن اثبات
داشته��اند، ریاضیات از ما فلسفͬ ادراک بر توجهͬ قابل تاثیر گودل
ریاضͬ گزاره��های همه که است شده مشخص که هم اکنون اگرچه
گذشته شیوه به ریاضͬ��دانان اکثر نیستند، رد یا اثبات قابل لزوماً
کار و سر آن با که گزاره��هایͬ بیشتر چون مͬ��دهند، ادامه کار به خود
از است. متفاوت مجموعه��ها نظریه داستان اما تصمیم��پذیرند. دارند
کشفشده��اند، فراوانͬ تصمیم��ناپذیر گزاره��های کوهن، و گودل زمان
را آن��ها که شده��اند پیشنهاد جدید موضوع اصول زیادی تعداد و
ریاضͬ دلایل به تصمیم��پذیری اکنون بنابراین مͬ��کنند. تصمیم��پذیر

مͬ��گیرد. قرار مطالعه مورد فلسفͬ نه و

ریاضͬ فرآیندهای مطالعه با استکه دیͽری موضوع رسته��ها نظریه
نظریه با رسته��ها نظریه تفاوت شد. بدل مستقلͬ شاخه سپسبه و آغاز
اشیاء خود بر که آن از بیش تمرکزش که است این در مجموعه��ها
ویژه به مͬ��شود انجام اشیاء آن با که است چیزی آن����� بر باشد ریاضͬ

مͬ��کند. تبدیل هم به را آن��ها که نͽاشت��هایͬ

است ریاضͬ ساختار ͷی اصول، از مجموعه��ای برای مدل ͷی
باشند. درست آن در شوند، تعبیر مناسبͬ شͺل به اگر اصول، آن که
است. گروه��ها نظریه اصول برای مدلͬ گروه از مشخص مثال هر مثلا́
نظریه اصول برای مختلف مدل��های مجموعه��ها نظریه متخصصین
قضایای اثبات در اساسͬ گامͬ این و مͬ��کنند مطالعه را مجموعه��ها
دارد وسیعͬ کاربرهای مدل مفهوم اما بردیم، نام که است مشهوری
نیز مجموعه��ها نظریه از غیر دیͽر حوزه��های در مهمͬ کشف��های به و

است. شده منجر
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ترکیبیات ٧.٢

که گرفت، پیش در مͬ��توان متنوعͬ راه��های ترکیبیات تعریف برای
کنار در اما نیستند رضایت��بخش چندان تنهایͬ به کدام هیچ اگرچه
که است این تعریف اولین مͬ��دهند. ارایه موضوع از تصویری هم
به که سوال این مثال برای است. اشیاء شمارش باره در ترکیبیات
طوری کرد پر ی��ͷها و صفرها با را مربعͬ یͷجدول مͬ��توان راه چند
به مربوط چون بͽیرند؟ قرار ͷی دو حداکثر ستون و سطر هر در که

است. ترکیبیاتͬ ساده معنایͬ به پس است شمارش
مطالعه به چون مͬ��نامند نیز گسسته ریاضیات گاهͬ را ترکیبیات
است گسسته شͬء ͷی ساده بیان به مͬ��پردازد. گسسته ساختارهای
از بتوان اگر است پیوسته و باشد شده تشͺیل هم از مجزا نقاطͬ از اگر
(شبͺه کرد. حرکت دیͽر نقطه به ناگهانͬ پرش��های بدون آن نقطه هر
صحیح، مختصات با صفحه نقاط همه از شده تشͺیل ،Z۲ صحیح
از خوبͬ نمونه کره ͷی سطح و گسسته ساختار ͷی از خوبͬ مثال
کامپیوتر علوم با ͬͺنزدی پیوند ترکیبیات است.) پیوسته ساختار ͷی
صفر دنباله��های یعنͬ گسسته ماهیت با ساختاری با (که دارد نظری
اگرچه مͬ��گیرد، قرار آنالیز مقابل در گاهͬ و دارد)، کار و سر ͷی و

دارد. وجود دو این میان هم ارتباطاتͬ
مͬ��پردازد ریاضͬ ساختارهای به ترکیبیات که است آن نͽاه سومین
چرا که داد توضیح مͬ��توان ایده این ͷکم به دارند. کمͬ قیدهای که
صحیح اعداد یعنͬ گسسته مشخصاً ساختاری که این با اعداد، نظریه
گرفته نظر در ترکیبیات از شاخه��ای عنوان به مͬ��کند، مطالعه را مثبت

نمͬ��شود.
زیر، مشابه ظاهراً مسأله دو به آخر، نͺته این بهتر توضیح برای

کنید. توجه مثبت صحیح اعداد درباره

روش هزار به کم دست که دارد وجود مثبتͬ صحیح عدد آیا •
باشد؟ کامل مربع دو مجموع صورت به نمایش قابل مختلف

هر که باشد مثبت صحیح اعداد از دنباله��ای a۱, a۲, a۳, · · · اگر •
صحیح عدد همیشه آیا باشد، داشته قرار (n+ ۱)۲ و n۲ بین an
نمایش روشمختلفقابل هزار به دستکم که دارد وجود مثبتͬ

باشد؟ دنباله این عدد دو مجموع صورت به

بسیار دنباله ͷی به چون مͬ��شود، محسوب اعدادی نظریه اول مسأله
که مͬ��رود انتظار و است،� مربوط کامل مربع اعداد دنباله یعنͬ خاص
این در که را، سوال جواب دنباله این ویژگͬ��های از استفاده با بتوان

کرد. پیدا است،� مثبت مورد
همه است. کمتر مراتب به ساختار با دنباله��ای درباره دوم مسأله
کمابیش که (این است آن تقریبͬ اندازه مͬ��دانیم an مورد در که آن��چه

مثلا́ نمͬ��دانیم، چیزی آن جزئͬ��تر ویژگͬ��های از اما است) n۲ به ͷنزدی
این دلیل همین به است. ٢ از توانͬ یا کامل مͺعب یا اول آیا این��که
جواب نیست. مشخص هنوز آن پاسخ دارد. تعلق ترکیبیات به مسأله
به اول مسأله اعدادی نظریه چهره که داد خواهد نشان باشد مثبت اگر
دنباله رشد نرخ دارد اهمیت واقعاً آن��چه و است بوده انحرافͬ معنایͬ

است. کامل مربع اعداد

نظری کامپیوتر علوم ٨.٢

میزان یعنͬ محاسبه، کارایͬ عمومͬ طور به نظری کامپیوتر علوم مسأله
محاسباتͬ اعمال انجام برای کامپیوتر، حافظه و زمان مثل لازم، منابع
فراهم را امͺان این محاسبه برای موجود ریاضͬ مدل��های است.
به توجه بدون را محاسبه کارایͬ به مربوط مسایل بتوان که مͬ��کنند
علوم بنابراین کرد. مطالعه الͽوریتم��ها شدن پیاده ͬͽونͽچ جزئیات
مͬ��توان است. محض ریاضیات از شاخه��ای حقیقتاً نظری کامپیوتر
در ولͬ نظری کامپیوتر علوم برجسته متخصص کسͬ که کرد تصور
شاخه این اما باشد. ناتوان کامپیوتر برای برنامه��نویسͬ از حال عین

است. داشته رمزنͽاری، در ویژه به نیز، توجهͬ قابل کاربردهای

احتمال ٩.٢

و کامپیوتر علوم تا اقتصاد و زیست��شناسͬ از بسیاری، پدیده��های
تلاش جای به است بهتر که پیچیده��اند چنان که دارند وجود ،ͷفیزی
درباره��شان احتمالاتͬ گزاره��های به کامل جزئیات با آن��ها فهم برای
تحلیل را بیماری ͷی شیوع نحوه بخواهیم اگر مثلا́ کنیم. بسنده
که این قبیل (از مرتبط اطلاعات همه بتوانیم که نیست امیدی کنیم،
اما بͽیریم نظر در را بود) خواهد تماس در کسͬ چه با کسͬ چه
مدل��هایͬ چنین کنیم. تحلیل را آن و بسازیم ریاضͬ مدلͬ مͬ��توانیم
واقعیت به مستقیماً که مͬ��دهند نشان منتظره��ای غیر جالبو رفتارهای
این با p بحرانͬ احتمال ͷی است ممͺن مثال برای است. مرتبط
ͷی از تماسͬ در شدن آلوده احتمال اگر باشد: داشته وجود ویژگͬ
در اما است ممͺن کاملا́ بیماری شدن فراگیر باشد، بیش��تر p از نوع
ریشه��کن بیماری که گفت اطمینان با تقریباً مͬ��توان صورت این غیر
مͬ��گویند. فاز گذر دست این از رفتار در قاطع تفاوتͬ به شد. خواهد
عجیبͬ طرز به است ممͺن گاهͬ مناسب ریاضͬ مدل ͷی طراحͬ
ͬͺفیزی محیط��های برخͬ در ذرات مͬ��رسد نظر به مثلا́ باشد. دشوار
مسیر ͷی به مͬ��توان آیا مͬ��کنند. حرکت تصادفͬ کاملا́ صورت به
کار این نتیجه و مثبت سوال این پاسخ داد؟ معنا تصادفͬ پیوسته
پیچیدگͬ دلیل به کار، مراحل اما است، براونͬ حرکت زیبای نظریه

است. پیچیده بسیار ممͺن، مسیرهای
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ͷفیزی ریاضͬ ١٠.٢

متحول عمیقͬ شͺل به قرن چند طول در ͷفیزی و ریاضیات رابطه
نداشت وجود دو این میان مشخصͬ مرز هجدهم قرن تا است. شده
دوره از زمان��هایͬ در کم دست مشهور، ریاضͬ��دانان از بسیاری و
قرن اوایل و نوزدهم قرن طول در بوده��اند. هم فیزی��ͷدان خود فعالیت
بیستم قرن نیمه در که آن تا کرد، تغییر تدریج به وضعیت این بیستم
بیستم قرن پایان تا سپس بودند. شده جدا هم از کامل طور به رشته دو
بودند کرده کشف فیزی��ͷدانان که ایده��هایͬ که دریافتند ریاضͬ��دانان

دارند. فوق��العاده��ای ریاضͬ اهمیت
دارد: وجود رشته دو میان عمیقͬ ͬͽفرهن تفاوت هنوز
حالͬ در دارند، دقیق اثبات��های به بیش��تری بسیار علاقه ریاضͬ��دانان
مͬ��کنند، استفاده ابزار عنوان به ریاضیات از که فیزی��ͷدانان، برای که
واقعاً اگر حتͬ ریاضͬ، گزاره ͷی درستͬ برای کننده قانع توجیه ͷی
محدودیت�� با که فیزی��ͷدانان نتیجه در مͬ��کند. کفایت نباشد، اثبات
پدیده��های ریاضͬ��دانان از پیش بسیار اغلب مͬ��کنند، عمل کمتری

مͬ��کنند. کشف را جذاب ریاضͬ
است. دشوار بسیار اغلب کشفیات این برای دقیق اثبات��های یافتن
گزاره��هایͬ تأیید جهت فروشانه فضل� یͷتمرین بیشاز بسیار کار این
این واقع در ندارد. ͷش درستͬ��شان در فیزی��ͷدانانͬ هیچ که است
مثال��های مͬ��شود. منجر جدیدی ریاضͬ کشفیات به اغلب تلاش
فیزیͷموجب ریاضیاتو چطور که مͬ��دهد نشان تعامل این از زیادی

شده��اند. یͺدیͽر غنای
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چیست؟ جبری هندسه
جعفری امیر دکتر

محرمانه پیچیده، رشته�ایست که دارد را شهرت این جبری هندسه�ی
برای نقشه�ریزی حال در سری طور به طرفدارانش که مجرد بسیار و
درستاست.١ آخر نͺته این نوعͬ به و ریاضیاتهستند تصرفبقیه�ی

مقدمه ١

دستͽاه معرفͬ با جبر و هندسه از تلفیقͬ عنوان به جبری هندسه
به مشخص طور به هفدهم قرن در فرما و دکارت توسط مختصات
ما که اشیاء هندسͬ خواص بیان برای اعداد از استفاده آمد. وجود
آن�چنان واقع در مͬ�گیریم، بدیهͬ و طبیعͬ کاملا امری امروزه را آن
است: گفته آلمانͬ بزرگ ریاضͬ�دان وایل هرمان نمͬ�باشد. نیز بدیهͬ

است.” خشونت�آمیز عمل ͷی مختصات عنوان به عدد ”معرفͬ

بررسͬ را دایره خواصهندسͬ وقتͬ خود اصول کتاب در اقلیدس
را x۲ + y۲ = ۱ با y و x گویای اعداد تا مͬ�نمود تلاش یا و مͬ�کرد

بود. بͬ�اطلاع مربوطند هم به مساله دو این که این از کند، پیدا
دارد. نیز مزایایͬ x۲ + y۲ = ۱ معادله�ی صورت به دایره نوشتن
جواب�های مجموعه واحد، شعاع و مبدا مرکز به معمولͬ دایره�ی مثلا
مͬ�توان سادگͬ به ولͬ است. حقیقͬ y و xبرای x۲+y۲ = معادله�ی۱
حتͬ و دلخواه میدان ͷی یا گویا، اعداد در معادله جواب�های مورد در
مͬ�تواند هندسͬ شهود احتمالا و کرد مطالعه دلخواه حلقه�ی ͷی در
معادله�ی این�که به توجه با کند. ͷکم جبری مسائل این بررسͬ به
x, y ∈ R برای واحد دایره�ی نقاط دارد، گویا ضرایب x۲ + y۲ = ۱

σ : R→ R اگر بود: گالوایGal(R/Q)خواهد گروه عمل به مجهز
آن�گاه کند صدق معادله در (x, y) اگر باشد، میدان�ها یͺریختͬ ͷی

مͬ�کند. صدق نیز (σx, σy)

گویا پرمایش ٢

یونان به x۲ + y۲ = ۱ دایره�ی روی گویای نقاط همه�ی محاسبه�ی
با نقاط این محاسبه برای او ایده�ی مͬ�گردد. باز دیوفانتوس و باستان
جواب ͷی است. بیان قابل سادگͬ به مختصات دستͽاه از استفاده

مامفورد ١دیوید

نقطه�ی ͷی (x, y) اگر حال است. (۱, ۰) نقطه�ی معادله این بدیهͬ
عددی y

x−۱ نقطه دو این بین واصل خط شیب باشد، دیͽر گویای
داده قرار t(x − ۱) معادله در y جای به اگر پس است، t مانند گویا

شود:
x۲ + t۲(x۲ − ۲x+ ۱) = ۱

(۱+ t۲)x۲ − ۲t۲x+ t۲ − ۱ = ۰

است، (۱, ۰) نقطه�ی به متعلق که است x = ۱ معادله این جواب ͷی
و است x = t۲−۱

t۲+۱ دیͽر ریشه�ی پس است، t۲−۱
t۲+۱ ریشه�ها ضرب چون

روی گویای نقاط همه�ی ( t
۲−۱
t۲+۱ ,

−۲t
t۲+۱ ) پس .y = t(x − ۱) = −۲t

t۲+۱

مͬ�دهد. ما به (۱, ۰) جز به را دایره

خم روی گویای نقاط تمام محاسبه�ی برای مͬ�توان را روش این
گویا ضرایب با و ٢ درجه�ی چندجمله�ای ͷی f که f(x, y) = ۰

گویا مختصات با نقطه ͷی حداقل یافتن نͺته تنها برد. کار به است،
در را x۲ + y۲ = −۱ (مثلا ندارد وجود لزوما که است خم این روی

.(x۲ + y۲ = ۳ مشͺل�تر کمͬ مثال بͽیرید. نظر
دلخواه گویای نقطه�ی و (x۰, y۰) گویای نقطه�ی بین واصل خط
جایͽذاری با است. t = y−y۰

x−x۰
گویای شیب دارای (x, y) مانند دیͽر

٢ درجه معادله ͷی به f(x, y) = ۰ معادله در y = t(x − x۰) + y۰

عددی ،x۰ ریشه�ها از ͬͺی مͬ�رسیم. tبر�حسب ضرایب و xبر�حسب
از گویایͬ عبارت برحسب ریشه�ها حاصل�ضرب چون و است گویا
مͬ�شود، t برحسب گویا عبارتͬ نیز دیͽر ریشه�ی است، بیان قابل t
مشابها و است چندجمله�ای دو خارج�قسمت ϕ که x = ϕ(t) یعنͬ
روی گویای نقاط تمام روش این با مͬ�آید. دست به y = ψ(t)

مͬ�آید. دست به (x۰, y۰) نقطه�ی جز به f(x, y) = ۰

معادله�ی جواب�های را X و (آفین) بعدی ͷی خط را A۱ اگر
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تابع: دو روش این با بͽیریم، A۲ دوبعدی فضای در f(x, y) = ۰

F : A۱ → X

t 7→ (ϕ(t), ψ(t))

و

G : X → A۱

(x, y) 7→ y − y۰
x− x۰

تعریف چندجمله�ای) دو (خارج�قسمت گویا توابع از استفاده با
تعریف نقاط از متناهͬ تعداد ͷی جز به نقاط همه�ی روی که کرده�ایم
است. هم�ارز٢ دوگویا طور به A۱ با X مͬ�گوییم فنͬ طور به شده�اند.
بͽیریم، نظر مثلاCدر جبری، بسته�ی یͷمیدان در را جواب�ها اگر
زائد f(x, y) = ۰ معادله�ی برای جواب ͷی حداقل وجود شرط
دوگویا طور به ٢ درجه معادله�ی هر ثابتکرده�ایم واقع در و بود خواهد
معادلات برای حͺم این ولͬ است. هم�ارز مختلط اعداد روی A۱ با
x۳+y۳ = ۱ معادله�ی مͬ�دهیم نشان مثلا نیست. درست بالاتر درجه

نیست. هم�ارز A۱ با دوگویا طور به فرمایͬ) (خم

چندجمله�ای�های باشد، هم�ارز دوگویا طور A۱به با x۳+y۳ = ۱ اگر
هستند غیرثابت و اولند هم به نسبت دوبه�دو که c(t) و b(t) ،a(t)
دست به مشتق�گیری با .a(t)۳ + b(t)۳ = c(t)۳ که مͬ�شوند یافت

مͬ�آید:

۳a۲(t)a′(t) + ۳b۲(t)b′(t) = ۳c۲(t)c′(t)

مͬ�توان کلیت از شدن کاسته بدون .a۲(t) = c۲(bc′−b′c)
a′b−ab′ بنابراین

تناقض در a۲|bc′ − b′c با که deg a ≥ deg b ≥ deg c کرد فرض
باشد، n ≥ ۳ آن�که شرط به xn+yn = ۱ برای استدلال همین است.

مͬ�کند. کار نیز

٢birational equivalency

بزو قضیه ٣

مͬ�گوید: ساده حالت در قضیه این

که باشند m و nدرجات از دوچندجمله�ای g(x, y) و f(x, y) اگر
و f(x, y) = ۰ تلاقͬ نقاط تعداد آن�گاه ندارند، مشترکͬ عامل

است. m.n حداکثر g(x, y) = ۰

مͬ�شود گرفته نظر در K دلخواه میدان ͷی در جواب�ها و ضرایب
حالتͬ در است). صفر مشخصه�ی Kاز فرضمͬ�کنیم سادگͬ (برای
است، هندسͬ ساده�ی حقیقت این بیان�گر قضیه این ،m = n = ۱ که
مͽر مͬ�کنند، قطع نقطه ͷی در حداکثر را همدیͽر راست خط دو که
حاصل�ضرب f که تباهیده حالت در است. باشند، منطبق هم بر آن�که
نقاط باشد، ١ درجه عامل m حاصل�ضرب g و ١ درجه�ی عامل n
دست به g در خط m از ͬͺی با f در خط n از ͬͺی برخورد از تلاقͬ
داشت. خواهد وجود تلاقͬ نقطه�ی mn حداکثر بنابراین و مͬ�آیند

چند به نیاز کنیم، بیان را بزو قضیه�ی دقیق�تر صورت بخواهیم اگر
خط دو هر که کنیم بررسͬ فضایͬ در را جواب�ها باید اولا داریم. نͺته
به باشند. منطبق یا و باشند داشته تلاقͬ نقطه ͷی در دقیقا یا راست
بͬ�نهایت در نقطه ͷی موازی خطوط راستای هر برای باید دیͽر بیان
تصویری صفحه�ی را یافته تعمیم صفحه�ی این کنیم. اضافه صفحه به
به K۳هستند. در مبدا از گذرا خطوط فضا، این نقاط مͬ�نامند. P۲

K یا
(x, y, z) سه�تایͬ�های هم�ارزی کلاس�های فضا این نقاط دقیق�تر طور

و: نباشند صفر همزمان هرسه که هستند
(x, y, z) ∼ (x′, y′, z′)

⇐⇒ ∃λ ∈ K − {۰} : x = λx′, y = λy′, z = λz′

z ̸= ۰ اگر مͬ�دهیم. نشان [x : y : z] به را هم�ارزی کلاس�های این
z = ۰ اگر کرد. ͬͺی (xz ,

y
z ) نقاطصفحه با مͬ�توان را نقاط این آن�گاه

خطوط راستای هر برای بͬ�نهایت نقاط همان [x : y : ۰] نقاط آن�گاه
خطوط موازی راستای [a : b : ۰] نقطه�ی هر بود. خواهند موازی
تصویری فضای مͬ�توان مشابها، مͬ�کند. مشخص را ax + by = c

صفرهایمشترکچندجمله�ای�هایهمͽن و کرد معرفͬ Pnرا بعدی n
واریته�ی را مجموعه�ها این کرد. بررسͬ Pn در را fi(x۰, x۱, . . . , xn)

مͬ�نامند. تصویری
کرد، لحاظ بزو قضیه�ی صورتدقیق بیان در باید که دیͽری نͺته�ی
مدنظرمان خط ͷی با n درجه�ی از f تلاقͬ که حالتͬ در است: این
این کنیم. حل را متغیر ͷی با n درجه�ی معادله�ی ͷی باید باشد،

اگر: داشت خواهد جواب n دقیقا معادله

.C مثلا باشد جبری بسته�ی زمینه میدان .١
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بشماریم. آن�ها تͺرر احتساب با را جواب�ها .٢

متغیر ͷی از تͺرر مفهوم تغییر با بزو قضیه�ی دقیق صورت بنابراین
بود: خواهد بیان قابل متغیر دو به

از همͽن چندجمله�ای دو g(x, y, z) و f(x, y, z) اگر .١ قضیه
تعداد آن�گاه باشند، نداشته مشترکͬ عامل که باشند m و n درجات
بسته�ی میدان ͷی :K) P۲

K در f = ۰, g = ۰ دستͽاه جواب�های
بود. خواهد n.m برابر دقیقا تͺرر احتساب با جبری)

دو برخورد تͺرر شمردن ͬͽونͽچ مورد در مختصری توضیح
چندجمله�ای�های g(x, y, z) و f(x, y, z) کنید فرض مͬ�دهیم: خم
مشترکͬ عامل هیچ که باشند m و n ترتیب به درجات از همͽنͬ
دستͽاه از [a : b : c] ∈ P۲

K جواب تͺرر مͬ�خواهیم ندارند.
P۲
K در خطͬ مختصات تغییر ͷی با کنیم. معرفͬ را f = g = ۰

این از جواب�های تمامͬ که کرد فرض مͬ�توان لزوم، صورت در
f(x, y, z) گرفتن نظر در با مͬ�کنند. برآورده را a ̸= ۰ شرط دست
در ضرایب با و z از که چندجمله�ای�هایͬ عنوان به g(x, y, z) و
مانند mn درجه�ی از همͽن چندجمله�ای ͷی آن�ها مبین٣ ،K[x, y]

در که چرا نیست، صفر با متحد که بود خواهد r(x, y) ∈ K[x, y]

مشترک ,K[xعامل y, z] در g(x, y, z) و f(x, y, z)صورت این غیر
nm درجه�ی از r∗(T ) ∈ K[T ] چندجمله�ای حال داشت. خواهند
[a : b : c] تͺرر .r(x, y) = xmnr∗(

y
x ) که: قسمͬ به است موجود

مͬ�گیریم r∗(T ) از b
a ریشه�ی تͺرر برابر را g = ۰ و f = ۰ تقاطع در

،f(a, b, c) = g(a, b, c) = ۰ چون و بود a ̸= ۰ که کنید (توجه
اکنون و (.r∗( ba ) = ۰ آن�جا از و r(a, b) = ۰ داریم g و f مبین برای
،nm درجه�ی چندجمله�ای که مͬ�یابد تقلیل حͺم این به بزو قضیه�ی
nm تͺرر حساب با ،K جبری بسته�ی میدان در ضرایب با r∗(T )

است. بدیهͬ هم این که دارد ریشه
آن از کاربرد دو بپردازیم، بزو قضیه�ی اثبات به آن�که از قبل اکنون،

مͬ�کنیم. بیان را

روی نقاطͬ P۱, P۲, . . . , P۶ کنید فرض پاسͺال) (قضیه .٢ قضیه
(با Pi+۳Pi+۴ و PiPi+۱ تلاقͬ نقطه�ی Qi و باشند ترتیب) (به دایره
راست خط ͷی روی Q۳ و Q۲ ،Q۱ آن�گاه باشد. دوری) جایͽشت

واقعند.

l′۳ و l′۲ ،l′۱ مشابها و P۳P۴ و P۵P۶ ،P۱P۲ خطوط را l۳ و l۲ ،l۱
معادله�ی λ هر برای بنامید. P۱P۶ و P۲P۳ ،P۴P۵ مقابل خطوط را

درجه٣:
(∗)l۱l۲l۳ + λl′۱ l

′
۲l
′
۳

٣resultant

روی را P۷ هفتم نقطه�ی ,Q۱مͬ�گذرد. Q۲, Q۳ و P۱, . . . , P۶ نقاط از
کنید انتخاب طوری را λ و کنید انتخاب اول نقطه�ی ۶ از متمایز دایره
ͷی) دایره معادله�ی صورت این در بͽذرد. ٧ام نقطه�ی این از که
دارند اشتراک نقطه هفت در (∗) ٣ درجه معادله�ی و (٢ درجه معادله
معادله�ی بنابراین باشند. داشته مشترکͬ عامل باید بزو قضیه�ی بنابر و
درجه معادله�ی ͷی و دایره معادله�ی از حاصل�ضربͬ صورت به (∗)
نیستند، دایره روی Q۱, Q۲, Q۳ نقاط چون مͬ�باشد. خط) ͷی) ͷی
روی بنابراین و مͬ�کنند صدق ͷی درجه معادله این در ͬͽهم پس

هستند. راست خط ͷی

بیضوی خم ͷی در جمع شرکت�پذیری ۴

است: زیر شͺل به معادله�ای بیضوی، خم ͷی از منظور

y۲ = x۳ + ax+ b

معادل این است. ناتͺین خم و دارند Kقرار زمینه�ی میدان در b و a که
باشد نداشته مͺرر ریشه�ی x۳ + ax+ b = ۰ معادله�ی که است این با
فضای در را خم این است بهتر باشد. ناصفر ۴a۳ + ۲۷b۲ معادلا یا و
نقطه ͷی صورت این در واقع در که بͽیریم نظر در P۲(K) تصویری
همͽن طور به آن معادله�ی و مͬ�شود اضافه خم این به بͬ�نهایت در

مͬ�آید: در زیر صورت به شده

y۲z = x۳ + axz۲ + bz۳ (١)

مرتب nتایͬ�های + ۱ هم�ارزی کلاس Pn تصویری فضای
نقطه�ی دو نیستند. صفر هم با ͬͽهم که است (x۰, x۱, . . . , xn)

از مضربͬ هرگاه هستند هم�ارز (y۰, y۱, . . . , yn) و (x۰, x۱, . . . , xn)

از خانواده ͷی یا و همͽن چندجمله�ای هر� بنابراین باشند. یͺدیͽر
زیرمجموعه ͷی مͬ�تواند متغیر n + ۱ از همͽن چندجمله�ای�های
این به که کند تعریف Pn از آن�ها مشترک صفرهای از متشͺل
اجتماع Pn مͬ�گوییم. تصویری واریته�های زیرمجموعه�ها، گونه
به مͬ�باشد. یͺریختند آفین فضای با کدام هر که زیرمجموعه�هایͬ

١١



نقطه�ای و کرد تقسیم xi بر مͬ�توان آن�گاه ،xi ̸= ۰ اگر دقیق�تر طور
یافت. An از

بین واصل خط آن�گاه باشند، ١ بیضوی خم از نقطه دو Q و P اگر
دلیل مͬ�کند. قطع R دیͽر نقطه�ی ͷی در دقیقا را خم این Q و P
Q و P بین واصل خط پارامتری معادله�ی اگر که است این امر این
به پارامتر برحسب ٣ درجه معادله ͷی کنیم، جایͽزین معادله در را
در نیز آن سوم جواب پس است. K در آن جواب دو که مͬ�آید دست
(در بͽیرید xها محور به نسبت R قرینه را R′ اگر بود. خواهد K

خم با Oبͬ�نهایت نقطه�ی و R بین واصل خط تلاقͬ نقطه�ی R′ واقع
مͬ�کنیم: تعریف است) بیضوی

P ⊕Q = R′

که است جابه�جایͬ عمل ͷی این که کرد تحقیق مͬ�توان سادگͬ به
در نابدیهͬ اصل تنها .R ⊕ R′ = O و است O خنثͬ عضو دارای

یعنͬ: است آن شرکت�پذیری عمل این برای گروه�ها
(P ⊕Q)⊕ T = P ⊕ (Q⊕ T )

است، بزو قضیه�ی از نتیجه�ای خود که زیر لم از سادگͬ به حͺم این
مͬ�شود: نتیجه

ͷی روی چهارتایͬ هیچ که باشند شده داده P۲ در نقطه ٨ اگر .٣ لم
قرار (٢ (درجه مخروطͬ خم ͷی روی هفت�تایͬ هیچ و راست خط
بیضوی خم هر یافتکه نهمͬ نقطه�ی ͷی مͬ�توان آن�گاه باشند نداشته
بͽذرد. نیز نهم نقطه�ی این از مͬ�گذرد، نقطه ٨ این از که (٣ (درجه

F (x۰, x۱, x۲) مانند همͽن ٣ درجه معادله ͷی اثبات: از طرحͬ
نقطه ٨ از خم این اینͺه بنابراین است. شده تشͺیل ضریب ١٠ از
خم دو مͬ�توان یعنͬ مͬ�گذارد، F روی آزادی درجه دو هنوز بͽذرد
دست این از دیͽر خم�های همه�ی که قسمͬ به یافت F۲ و F۱ مͺعبͬ
یͺدیͽر F۲ و F۱ بزو قضیه�ی بنابر حال باشند. αF۱ + βF۲ شͺل به
و است شده داده قبل از آن نقطه�ی ٨ که مͬ�کنند قطع نقطه ٩ در را

است. مساله جواب آخر نقطه�ی این

ریمانͬ رویه�های و جبری انتͽرال�های ۵

هندسه برای الهام منابع از دیͽر ͬͺی ولͬ بیاید عجیب نظر به شاید
تعریف آغاز از است. بوده انتͽرال و دیفرانسیل حساب جبری،
طور به توابع انتͽرال�های محاسبه�ی لایب�نیتز، و نیوتن توسط انتͽرال

اگر است. بوده ریاضیدانان مشغله�های از ͬͺی صریح

f(t) =
P (t)

Q(t)

آن�گاه باشند) چندجمله�ای دو Q و P (یعنͬ باشد t از گویا تابع ͷی∫
f(t)dt چͽونه مͬ�دانستند ١٨ قرن اوایل و ١٧ قرن ریاضیدانان

توابع و چندجمله�ای�ها برحسب کسرها ͷیͺتف روش از استفاده با را
صدق ٢ درجه معادله�ا�ی در y و x اگر بنابراین کنند. محاسبه لͽاریتمͬ
x مͬ�توان چون شد، اشاره آن به مقاله این آغاز در که روشͬ با کنند،
نوع از انتͽرال�های پس نوشت، t از گویا پارامتر ͷی برحسب را y و
انتͽرال�هایͬ خواص بررسͬ بود. خواهند محاسبه قابل

∫
f(x, y)dx

بیشتر درجه از y و x بین رابطه�ی که وقتͬ برای ولͬ جنس این از
خم�ها دیͽر و بیضͬ محیط قبل، از محاسباتͬ خاطر به است ٢ از
اویلر، و فاگتانو برنولͬ، قبیل از ریاضیدانانͬ توسط لمنیسͺات) (مانند
جوابͬ واقع در آبل که شد، بررسͬ آبل نهایت در و لژاندر لاگرانژ،

یافت. مساله این برای جامع و کامل
لمنیسͺات محیط محاسبه بررسͬ به ١۶٩۴ سال در برنولͬ یاکوب
مͬ�شود- داده (x۲ + y۲) = x۲ − y۲ معادله�ی توسط که -خمͬ

دارد: را زیر نمودار خم این پرداخت.

محاسبه�ی به محیط این محاسبه�ی برای ساده محاسبه�ی ͷی
شͺل به ∫انتͽرالͬ x

۰

dt√
۱− t۴

را زیر فرمول که شد موفق فاگتانو ،١٧١٨ سال در مͬ�شود. منجر
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کند: ثابت انتͽرال برای

۲
∫ x

۰

dt√
۱− t۴

=

∫ ۲x
√

۱−x۴

۱+x۴

۰

dt√
۱− t۴

اثر این شد. فرمول این تعمیم به موفق فاگنانو اثر این معادله با اویلر
شد: چاپ ١٧۶٨ در ∫اویلر x

۰

dt√
۱− t۴

+

∫ y

۰

dt√
۱− t۴

=

∫ g(x,y)

۰

dt√
۱− t۴

صورت به صریح طور به g(x, y) که

g(x, y) =
x
√

۱− y۴ + y
√
۱− x۴

۱+ x۲y۲

جمع با فرمول این ارتباط که باشد جالب شاید است. محاسبه قابل
هرچند y۲ = ۱− x۴ معادله�ی شود. مطرح بیضوی خم ͷی در نقاط
به مͬ�تواند متغیر تبدیل ͷی با ولͬ نیست مͺعبͬ معادله ͷی شͺل به
(Y = y

(x−۱)۲ و X = ۱
x−۱ بͽیرید (راهنمایͬ: مͬ�شود: تبدیل آن

نقاط مͬ�توان که است بیضوی یͷخم y۲ = ۱−x۴ معادله�ی بنابراین
همان (که dx

y دیفرانسیل ١-فرم کرد. تبدیل آبلͬ گروه ͷی به آن�را
(چرا؟) است. ناوردا گروه این عمل تحت است) dt√

۱−t۴

که: کرد محاسبه مͬ�توان حال
(x,

√
۱− x۴)⊕ (y,

√
۱− y۴) = (g(x, y),

√
۱− g(x, y)۴)

∫پس: x

۰

dx

y
+

∫ y

۰

dx

y
=

∫ x

۰

dx

y
+

∫ x⊕y

x

dx

y

=

∫ g(x,y)

۰

dx

y

مشابه اویلر) و فاگتانو فرمول (یعنͬ فرمول�ها این که کنید توجه
مثلثاتͬ: فرمول�های

sin ۲θ = ۲ sin θ cos θ = ۲ sin θ
√

۱− sin۲ θ

sin (θ۱ + θ۲) = sin θ۱ cos θ۲ + sin θ۲ cos θ۱

= sin θ۱

√
۱− sin۲ θ۲ + sin θ۲

√
۱− sin۲ θ۲

پس θ = arcsinx =
∫ x

۰
dt√
۱−t۲

آن�گاه x = sin θ اگر که چرا است
به مͬ�شوند تبدیل بالا فرمول�های

۲
∫ x

۰

dt√
۱− t۲

=

∫ ۲x
√

۱−x۲

۰

dt√
۱− t۲∫ x

۰

dt√
۱− t۲

+

∫ y

۰

dt√
۱− t۲

=

∫ x
√

۱−y۲+y
√

۱−x۲

۰

dt√
۱− t۲

وارون
∫ x

۰
dt√
۱−t۴

نوع از انتͽرال�هایͬ جای به که است طبیعͬ بنابراین
تابعͬ sin حداقل است arcsin از بهتر تابعͬ sin ) شود. بررسͬ آن�ها

است!) متناوب

دوره�ی محاسبه�ی بر مبنͬ فرمولͬ خود دفترچه�ی در گاوس واقع در
تابع این sl(x) اگر کرد ثابت او دارد.

∫ x

۰
dt√
۱−t۴

تابع وارون تناوب
آن�گاه لمنیسͺاتͬ) سینوس برای sl ) باشد

sl(x+ ω) = sl(x+ iω) = sl(x)

sinتناوب دوره ۲π = ۴
∫ ۱
۰

dt√
۱−t۲

که کنید (توجه ω =
∫ ۱
۰

dt√
۱−t۴

که
است.)

درباره�ی عمیق بسیار تحقیقاتͬ ١٨٢٩ تا ١٨٢۶ از جوان آبل
مͬ�گوییم آبلͬ انتͽرال�های آن�ها به امروزه که فوق نوع از انتͽرال�هایͬ
فرستاده فرانسه کادمͬ آ به ١٨٢۶ در که اثر این متاسفانه داد. انجام
مرگ از بعد سال�ها زمان، آن ریاضیدانان بͬ�توجهͬ علت به بود شده
به لژاندر به نامه�ای در ژاکوبͬ رسید. چاپ به ١٨۴١ سال در آبل

مͬ�نویسد: ١٨٢٩ مارس ١٩ تاریخ

به چیزی من هرگز اویلر! انتͽرال از آبل تعمیم بزرگͬ، اکتشاف چه ”
زیاد احتمال به که کشف این که است چͽونه اما ندیده�ام! زیبایͬ این
سال�ها شما کادمͬ آ به و است قرن این ریاضیات در کشف بزرگترین
” است؟ مانده دور همͺارانتان و شما دید از است، شده فرستاده قبل

آن از مثالͬ به کنیم بیان را آبل فرمول که این از قبل بͽذارید
بپردازیم.

انتͽرال�های برای فاگتانو و اویلر مانند فرمول�هایͬ بخواهیم اگر
کلͬ حالت در کرد ثابت مͬ�توان بیابیم،

∫ x

۰
dt√
۱−t۶

مانند مشابهͬ
که: داشت انتظار ∫نمͬ�توان x

۰

dt√
۱− t۶

+

∫ y

۰

dt√
۱− t۶

=

∫ g(x,y)

۰

dt√
۱− t۶

عامل تعداد ͷی حد در که بود این کرد، ثابت آبل که چیزی اما
متناهͬ جمع هر لͽاریتمͬ) یا و جبری گویا، توابعͬ (یعنͬ ∫مقدماتͬ x۱

۰

dt√
۱− t۶

+ · · ·+
∫ xm

۰

dt√
۱− t۶

که
∫ g۱

۰
dt√
۱−t۶

+
∫ g۲

۰
dt√
۱−t۶

انتͽرال دو جمع صورت به مͬ�توان را
مͬ�توان حال نوشت. هستند، x۱, . . . , xm از جبری توابعͬ g۲ و g۱

کرد. بیان را کلͬ فرمول

ͷی در y و x که
∫
f(x, y)dx انتͽرال برای آبل) (قضیه .۴ قضیه

که g صحیح عدد مͬ�توان کند، صدق P (x, y) = ۰ جبری رابطه�ی
فرم به انتͽرال هر که یافت را دارد ͬͽبست P به ∫تنها x۱

۰
f(x, y)dx+ · · ·+

∫ xm

۰
f(x, y)dx

تعداد ͷی حد در دوباره (البته انتͽرال g حداکثر شͺل به مͬ�توان را
مقدماتͬ) ∫عامل z۱

۰
f(x, y)dx+ · · ·+

∫ zg

۰
f(x, y)dx
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هستند. x۱, . . . , xm از جبری توابعͬ ziها که نوشت

رویه�ی همان (یا جبری صورتگونایخم به را g عدد ریمان بعدها
واقع در کرد. تعبیر مͬ�کند، تعریف P (x, y) = ۰ معادله که ریمانͬ)
است ممͺن که چرا اغماض! با (البته P۲(C) در را معادله این اگر
زیر مانند شͺلͬ بͽیریم، نظر در باشد) داشته ͬͽینͺت نقطه متناهͬ در

بود: خواهد

است! گونا همان سوراخ�ها، تعداد که
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تحلیلͬ اعداد نظریه�ی در نتایجͬ
کرمͬ علͬ محمد

مقدمه

آن در که است اعداد١ تحلیلͬ نظریه�ی ریاضیات، شاخه�های از ͬͺی

فͺر اعداد نظریه مسائل به ریاضͬ آنالیز ایده�های و روش�ها ͷکم به

نظریه تحقیقات در غنͬ بسیار زمینه�ای اعداد تحلیلͬ نظریه�ی مͬ�کنند.

که است باقͬ�مانده آن در زیادی نشده�ی حل مسائل و است اعداد

است. (ζ)زتا٣ تابع درباره�ی حدسریمان٢ آن�ها معروف�ترین و مهم�ترین

حدها انتͽرال�ها، توابع، از زیادی موارد به ریاضیات از بخش این در

یا و صحیح یا طبیعͬ اعداد به نحوی به که مͬ�کنیم برخورد سری�ها و

مͬ�آورند. پدید جالبͬ ریاضͬ رابطه�های و مͬ�شوند مربوط اول اعداد

قضیه�های ساده�ترین با را شما که داریم این بر سعͬ نوشتار این در

کنیم. آشنا اعداد تحلیلͬ نظریه�ی

fα(n) = {nα} تابع رفتار بررسͬ مثال، ساده�ترین و اولین •

سیستم�های نمونه�های ساده�ترین از هم�چنین مثال این است.

است. ͬͺدینامی

{nα} مقدار ،α حقیقͬ عدد برای بدانیم مͬ�خواهیم کنید فرض

است. چͽونه آن رفتار و مͬ�کند تغییر [۰, ۱) بازه�ی روی چͽونه

همواره ،{۳٫ ۱۴} = ۰٫ مثلا۱۴ اعشاریxاست، جزء همان {x} )

و {nα} = ۰ باشد، صحیح α اگر کنید دقت (۰ ≤ {x} < ۱

ممͺن مقدار متناهͬ فقط {nα} باشد گویا عددی α = p
q اگر

بنابراین .{۰, ۱
q ,

۲
q , . . . ,

q−۱
q } از عبارتند که بͽیرد خود به است

مقادیر مجموعه�ی باشد گویا α اگر

{{nα} : n ∈ N}
١Analytic Number Theory
٢Riemann Hypothesis
٣Zeta Function

به کمان n ([۰, ۱) با (متناظر واحد دایره�ی روی و است متناهͬ

مͬ�کنند. مشخص را مساوی طول

چطور؟ باشد ͹گن α که حالتͬ در اما

نامتناهͬ {nα} مقادیر مجموعه�ی مͬ�دهیم نشان حالت این در

که شوند پیدا طبیعͬ nای و m ندارد امͺان واقع در است.

صورت این غیر در زیرا .{mα} = {nα} mو ̸= n

mα− ⌊mα⌋ = {mα} = {nα} = nα− ⌊nα⌋

شده�ی گرد صحیح بخش همان ،x صحیح جزء یعنͬ ⌊x⌋ )

بنابراین (⌊−۰٫ ۹⌋ = −۱ و ⌊۳٫ ۱۴⌋ = ۳ مثلا است. عدد

است. تناقض در α بودن ͹گن با که α = ⌊mα⌋−⌊nα⌋
m−n ∈ Q

مقدار نامتناهͬ نتیجه در و مͬ�دهد جدید مقدار همواره {nα}پس

چͽال�اند. [۰, بازه�ی(۱ در مقادیر این مͬ�دهیم نشان حال مͬ�پذیرد.

به و طبیعͬ عددی را N و باشد دلخواه ϵ > ۰ کنید فرض

که دیدیم صورت این در . ۱
N < ϵ که بͽیرید بزرگ قدری

در و متمایزند ͬͽهم {α}, {۲α}, . . . , {(N + ۱)α} اعداد

مساوی بخش N به را [۰, ۱) مͬ�توان دارند. قرار [۰, ۱) بازه�ی

از دوتا کبوتری لانه اصل طبق و کرد افراز [۰, ۱
N ), . . . , [N−۱

N , ۱)

۱ ≤ i < j ≤ N+۱پس مͬ�گیرند. قرار یͷبازه در {iα} اعداد

که مͬ�شود یافت ۰ای ≤ t ≤ N − ۱ و

{iα}, {jα} ∈ [
t

N
,
t+ ۱
N

)

بنابراین

| {iα} − {jα} |< ۱
N

⇒ ۰ ≤| (i− j)α− (⌊iα⌋ − ⌊jα⌋) |< ۱
N

< ۱

ͷنزدی بسیار (i − j)α حقیقͬ عدد مͬ�دهد نشان بالا رابطه�ی

بهتر عبارت به و است ⌊iα⌋ − ⌊jα⌋ نام به صحیح عدد ͷی

(i−j)αاعشاری جزء بنابراین است. کمتر ۱
N از آن با فاصله�اش

است صفر ͷنزدی بسیار یا نمͬ�کند) چندانͬ (فرق (j − i)α یا

بهتر عبارت به .١ ͷنزدی بسیار یا

۰ ≤ {(j − i)α} < ۱
N

یا ۱− ۱
N

< {(j − i)α} < ۱

که است طبیعͬ عددی k صورت این در .k = j − i دهید قرار

سادگͬ به حالا است. [۰, ϵ) ∪ (۱ − ϵ, ۱) محدوده�ی در {kα}

فرضͬ دایره�ی روی kα, ۲kα, ۳kα, . . . نقاط که دید مͬ�توان

متوالͬ نقطه�ی دو فاصله�ی که مͬ�کنند ایجاد نقاطͬ اعشاری جزء
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{x + y} ≤ {x} + {y} نامساوی آن (دلیل است. کمتر ϵ از

است.)

برداریم kα طول به گام�هایͬ اگر صفر از شروع با ترتیب این به

معطوف خود قدم�های اعشاری جزء به را خود توجه فقط و

یا ساعت�گرد یا (حالا ۱
N از گام هر در جابه�جایͬ میزان کنیم

ͷنزدی یا باشد ١ ͷنزدی {kα} که این به بسته پادساعت�گرد،

خود ͬͽهمسای-ϵ در [۰, ۱) از نقطه هر پس است. کمتر صفر)

بازه�ی در {nα}پس مͬ�بیند، را {m × kα} صورت به نقاطͬ

است. چͽال [۰, ۱)

تقریب در کاربردهایͬ است، چͽال {{nα}}∞n=۱ حقیقتکه این

دارد. گویا اعداد با ͹گن اعداد زدن

اویلر۴ فͬ تابع ϕ آن در که {ϕ(n)n }
∞
n=۱ دنباله�ی رفتار بررسͬ •

است.

است اویلر فͬ تابع اعداد، نظریه�ی در استفاده مورد توابع از ͬͺی

که است {۱, . . . , n} به متعلق اعداد تعداد با برابر ϕ(n) که

اول�اند. n به نسبت

مͬ�شود ثابت ترکیبیات در شمول۵ عدم و شمول اصل ͷکم به

باشد، اول عوامل به n تجزیه�ی n = pα۱
۱ × · · · × p

αk

k اگر که

آن�گاه:
ϕ(n) =(p۱ − ۱)× · · · × (pk − ۱)

× pα۱−۱
۱ × · · · × pαk−۱

k

= n(۱− ۱
p۱
)× · · · × (۱− ۱

pk
)

جالب حقایق از ͬͺی .ϕ(n)n =
∏

p|n و اول p(۱ −
۱
p ) بنابراین

[۰, ۱] در نیز دنباله این که است این {ϕ(n)n }
∞
n=۱ دنباله�ی درباره�ی

در دیͽر حقیقت ͷی به موضوع، این اثبات برای است! چͽال

بیان باب این در مقدمه�ای ابتدا داریم. نیاز آنالیز و اعداد نظریه�ی
ϕ(n)
n بودن چͽال اثبات به نوشتار انتهای در سپس و مͬ�کنیم

برمͬ�گردیم.

اعداد نظریه در خاص سری�های •

سری یا
∑ ۱

n بررسͬ، قابل اعدادی نظریه سری ساده�ترین شاید

موردنظر سری که است معروفͬ حقیقت این باشد. همساز۶
۴Euler’s Totient Function
۵Inclusion-Exclusion Principle
۶Harmonic Series

ͷی کرد. تحقیق روش چند به مͬ�توان را واگرایͬ واگراست.

است: زیر صورت به سری جمله�های دسته�بندی روش،
۱
۱
+

۱
۲
+ (

۱
۳
+

۱
۴
) + (

۱
۵
+ · · ·+ ۱

۸
)

+ (
۱
۹
+ · · ·+ ۱

۱۶
) + · · ·

≥ ۱
۱
+

۱
۲
+ ۲× ۱

۴
+ ۴× ۱

۸
+ ۸× ۱

۱۶
+ · · ·

= ۱+
۱
۲
+

۱
۲
+

۱
۲
+

۱
۲
+ · · ·

در است.
∫∞
۱

dx
x واگرای انتͽرال با سری مقایسه�ی دیͽر، روش

شͺل طبق واقع

۱
۱
+

۱
۲
+

۱
۳
+

۱
۴
+ · · ·

≥
∫ ۲

۱

dx

x
+

∫ ۳

۲

dx

x
+ · · ·

=

∫ ∞

۱

dx

x
= log x |∞۱ =∞

حالت برای ζ(s) ریمان، زتای تابع خاص حالت همساز سری

sهای برای حتͬ ζ(s) =
∑∞

n=۱
۱
ns زتا، تابع است. s = ۱

صفرهای مͺان و زتا تابع خواص و مͬ�شود تعریف هم مختلط

اعداد بین در اول اعداد توزیع ͬͽونͽچ با عمیق ارتباطͬ تابع این

روش همان ͷکم به باشد، حقیقͬ s که حالتͬ در دارد. طبیعͬ

و همͽراست ζ(s) ،s > ۱ برای که داد نشان مͬ�توان انتͽرال

واگراست. s ≤ ۱ برای

کنیم. بررسͬ را همساز سری از زیرسری ͷی مͬ�خواهیم اکنون

همͽرا
∑

اول p
۱
p آیا بͽیریم. نظر در را اول اعداد تنها فرضکنید

اعداد توزیع نیستزیرا ساده چندان سوال این به دادن پاسخ است؟

نمͬ�توان و است ناشناخته زیادی حد تا طبیعͬ اعداد بین در اول
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آزمون ریشه، آزمون مقایسه�ای، آزمون مانند متداول روش�های با

به را
∑

اول p
۱
p مستقیم، محاسبه�ی یا و انتͽرال آزمون نسبت،

واقع در .
∑

اول p
۱
p =∞ که کرد ثابت مͬ�توان اما آورد. دست

که است شده ∑ثابت
p≤n و اول p

۱
p
∼ log log (n)⇒

∑
اول p

۱
p
=∞

که دید مͬ�توان ( ۱/x انتͽرال بررسͬ (با سادگͬ به که حالͬ ∑در
k≤n

۱
k
∼ logn

مͬ�کند. ∞میل به همساز سری از کندتر خیلͬ
∑

اول p
۱
p یعنͬ

اول اثبات مͬ�آوریم.
∑

اول p
۱
p = ∞ برای اثبات دو این�جا در

هم�چنین و برمͬ�گردد لͽاریتمͬ تابع خواص به و است آنالیزی

مͬ�گیرد. بهره یͺتا) تجزیه�ی (وجود حساب اساسͬ قضیه�ی از

تقریب قضایای ͷکم به که کنید توجه است. اویلر از اثبات این

هر برای که دارد وجود C > ۰ ثابت که داد نشان مͬ�توان تیلور٧

:p اول عدد
۱
p
> −C log (۱− ۱

p
)

∑بنابراین
اول p

۱
p
> C log

∏
اول p

۱
۱− ۱

p

اما
۱

۱− ۱
p

= ۱+
۱
p
+

۱
p۲

+ · · ·

سری همͽرایͬ شعاع در ۰ < ۱
p < ۱ (زیرا

دارد.) قرار ۱
۱−x = ۱+ x+ x۲ + · · ·

کنید توجه ∏حال
اول p

۱
۱− ۱

p

=
∏
اول p

(۱+
۱
p
+

۱
p۲

+ · · · )

=
∑

αi۱ ,...,αik
≥۱ و متمایز و اول pi۱ ,...,pik

۱
p
αi۱
i۱
× · · · × pαik

ik

=
∞∑
n=۱

۱
n
=∞

صورتمجموع به و دهیم بسط را حاصل�ضرببالا اگر دقتکنید

،n طبیعͬ عدد هر برای حساب٨ اساسͬ قضیه�ی طبق درآوریم،

٧Taylor’s Approximation Theorems
٨Fundamental Theorem of Arithmatics

برابر ۱
n با که دارد وجود حاصل�جمع در جمله ͷی دقیقا و ͷی

داریم: بنابراین ∑است.
اول p

۱
p
> C log

∏
اول p

۱
۱− ۱

p

= C log∞ =∞

پال توسط ترکیبیاتاستکه شمارشو طریق از اثباتͬ اثباتدوم،

پال است. شده ارائه مجارستانͬ برجسته�ی ریاضͬ�دان اردوش،

آنالیز، اعداد، نظریه گراف، نظریه ترکیبیات، زمینه�های در اردوش٩

زیادی کارهای احتمال نظریه� و مجموعه�ها نظریه تقریب، نظریه

ریاضͬ�دانان تمام بین در را ریاضͬ مقالات بیشترین و داد انجام

بوده قهاری کن حل مسئله خاص طور به او کرد. منتشر تاریخ

است.

صورت این در باشد. همͽرا
∑

اول p
۱
p < ∞ کنید فرض

،pi آن در که
∑∞

i=k+۱
۱
pi
< ۱

۲ که دارد وجود k طبیعͬ عدد

اعداد {p۱, . . . , pk} در واقع اول اعداد است. اول عدد i-امین

اعداد واقعند، {pk+۱, . . . } در که را اعداد سایر و ͷکوچ اول

باشند. بزرگ اول

Nbتعداد فرضکنید و بͽیرید نظر Nدر دلخواه طبیعͬ عدد ͷی

بزرگ اول عدد ͷی لااقل بر که باشد n ≤ N طبیعͬ اعداد

که بͽیرید n ≤ N طبیعͬ اعداد تعداد نیز را Ns بخش�پذیرند.

که کنید توجه کوچ�ͷاند. اول اعداد جزو آن�ها اول عوامل تمام

.Nb +Ns = N

از اعدادی تعداد با برابر ⌊Npi
⌋ که کنید دقت ،Nb تخمین برای

حداکثر Nb پس بخش�پذیرند. pi بر که است {۱, ۲, . . . , N}

با است برابر

Nb ≤
∞∑

i=k+۱

⌊N
pi
⌋ ≤ N(

∞∑
i=k+۱

۱
pi
) <

N

۲

با n ≤ N طبیعͬ عدد هر کنید: عمل چنین Ns تخمین برای

an که بنویسید n = anb
۲
n صورت به را ͷکوچ اول عوامل

بͽیرید: اگر زیرا است ممͺن کار این است. مربع١٠ از خالͬ

n = pα۱
۱ × · · · × p

αk

k

an = pα mod ۲
۱ × · · · × pα mod ۲

k

bn = p
⌊α۱

۲ ⌋
۱ × · · · × p⌊

αk
۲ ⌋

k

٩Paul Erdos
١٠Square-Free
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کاملͬ مربع عدد هیچ بر یعنͬ است مربع از خالͬ an وضوح (به

نیست.) بخش�پذیر ͷی از غیر

اولا است؟ چقدر حداکثر anb
۲
n شͺل به اعداد تعداد حالا

دارد حالت دو ϵi هر و ϵi ∈ {۰, ۱} که an = pϵ۱۱ × · · · × p
ϵk
k

،۱ ≤ b۲n ≤ N کنید توجه حالا دارد. حالت ۲k حداکثر an پس

پس است صحیح عددی که آن�جا از و ۱ ≤ bn ≤
√
N بنابراین

نتیجه در و دارد حالت ⌊
√
N⌋ حداکثر

Ns ≤ ۲k
√
N

بنابراین

N = Nb +Ns <
N

۲
+ ۲k
√
N

تناقض به بالا Nنابرابری بزرگگرفتن با که دید مͬ�توان سادگͬ به

.N = ۲۲k+۲ دهید قرار مثلا مͬ�شود: منجر

ابتͺاری و هوشمندانه واقعا بالا اثبات که کردید احساس احتمالا

مربع ͷی ضرب صورت به عدد ͷی نمایش ایده�ی ویژه به است!

مربع. از خالͬ عدد ͷی در کامل

رابطه�ی که راستͬ به دهیم. توضیح اویلر اثبات به راجع هم کمͬ

∞∑
n=۱

۱
n
=

∏
اول p

(
۱

۱− ۱
p

) (١)

آن تر کلͬ حالت و
∞∑
n=۱

۱
ns

=
∏
اول p

(
۱

۱− ۱
ps

)

بین پلͬ رابطه این است. ریاضیات تساوی�های زیباترین از ͬͺی

را ما که داریم سری ͷی طرف ͷی در است. آنالیز و اعداد نظریه

حاصل�ضرب ͷی دیͽر طرف در و مͬ�اندازد ۱
x تابع انتͽرال یاد به

قضیه ͷکم به زیبایͬ به عبارت دو این و اول اعداد به مربوط

(١) اتحاد واقع در مͬ�شوند. مربوط یͺدیͽر به حساب اساسͬ

زیرا است نامتناهͬ اول اعداد تعداد که مͬ�کند اثبات سادگͬ به

این و است بͬ�نهایت نیز راست پسسمت واگراست، سمتچپ

باشد. نامتناهͬ حاصل�ضرب عوامل تعداد اینͺه مͽر نیست ممͺن

مͬ�توان است. درست
∑

اول p
۱
p سری درباره�ی قوی�تری حͺم

عددی C که
∑

اول p,p≤n
۱
p > log log n− C که کرد ثابت

است. n از مستقل و ثابت

باشد. دلخواه طبیعͬ عدد ͷی n کنید فرض اثبات، برای

۱ ≤ i ≤ n طبیعͬ عدد هر شد، اشاره دوم اثبات در که همان�طور

صورت به نیست) سخت چندان یͺتایͬ (اثبات یͺتا روشͬ به

نمایشاست. قابل کامل یͷمربع و مربع از خالͬ ضربیͷعدد

بنابراین:
n∑
i=۱

۱
i
≤

∏
اول p,p≤n

(۱+
۱
p
)× (

n∑
k=۱

۱
k۲ )

صورت به عبارت�های تمام راست سمت در زیرا

،۱ ≤ k ≤ n آن در که مͬ�شوند ظاهر ۱
p
α۱
۱ ×···×p

αt
t ×k۲

هستند n مساوی یا کوچ�ͷتر اول اعداد تمام p۱, . . . , pt

را ۱
i اعداد تمامͬ عبارت�ها این .α۱, . . . , αt ∈ {۰, ۱} و

است. درست نابرابری پس مͬ�دهند، (۱ ≤ i ≤ n)∑∞
k=۱

۱
k۲ سری معروفͬ قضیه�ی بنابر کنید توجه اکنون

واقع در و همͽراست
π۲

۶
=

∞∑
k=۱

۱
k۲ >

n∑
k=۱

۱
k۲

دو از log گرفتن با سپس مͬ�دهیم. نشان D با اختصار به را π۲

۶

مͬ�آوریم: دست به طرف

log (

n∑
i=۱

۱
i
) ≤

∑
p≤n

log (۱+
۱
p
) + logD

نتیجه (x > ۰) ،۱ + x ≤ ex نامساوی که کنید توجه حالا

بͽیرید) log طرف دو (از مͬ�دهد

log (۱+
۱
p
) ≤ ۱

p

داد: نشان مͬ�توان ۱
x تابع انتͽرال تخمین طریق از ضمن در و

n∑
i=۱

۱
i
>

∫ n+۱

۱

dx

x
= log (n+ ۱)

بنابراین

log log (n+ ۱) < log (

n∑
i=۱

۱
i
)

≤ logD +
∑

اول p,p≤n

log (۱+
۱
p
)

≤ logD +
∑

اول p,p≤n

۱
p

∑بنابراین
p≤n

۱
p
≥ log log (n+ ۱)− log

π۲

۶

زیرا واگراست
∑

اول p
۱
p سری که است بدیهͬ حالا

.n→∞ وقتͬ log log n→∞

بررسͬ به شدیم، آشنا
∑

اول p
۱
p = ∞ حقیقت با که حالا

برمͬ�گردیم. {ϕ(n)n =
∏

اول p,p|n(۱ −
۱
p )}

∞
n=۱ دنباله�ی
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توجه است. چͽال [۰, ۱] در {ϕ(n)n }
∞
n=۱ کنیم ثابت مͬ�خواهیم

کنید:
log

∏
اول p

(۱− ۱
p
) =

∑
اول p

log (۱− ۱
p
)

≤ −
∑
اول p

۱
p
= −∞

(log (۱− ۱
p ) ≤ −

۱
p داریم ۱− x ≤ e−x نامساوی (طبق

یا حاصل�ضرب این (چون .
∏

اول p(۱ −
۱
p ) = ۰ بنابراین

نزولͬ چون همͽراست، حتما و است مثبت یا و است صفر

،N هر برای که مͬ�دهد نتیجه این است.) نامنفͬ همواره و

ازای به اگر این�صورت غیر در .
∏

p≥N و اول p(۱ −
۱
p ) = ۰

اول اعداد p۱, . . . , pt و ،
∏

p≥N و اول p(۱ −
۱
p ) > ϵ ،N ͷی

باشند، N از کوچ�ͷتر

۰ =
∏
p

(۱− ۱
p
) =

t∏
i=۱

(۱− ۱
pi
)×

∏
p≥N و اول p

(۱− ۱
p
)

> ϵ
t∏

i=۱

(۱− ۱
pi
) > ۰

دلخواه را x ∈ [۰, ۱] و بͽیرید نظر در دلخواهͬ ϵ > ۰ حالا

بͽیرید.

چنان مͬ�توان را N است، نامتناهͬ اول اعداد تعداد که آن�جا از

.۱− ۱
p > ۱− ϵ ،p ≥ N اول عدد هر برای که گرفت بزرگ

اول اعداد تمامͬ دنباله�ی را N ≤ q۱ < q۲ < q۳ < · · · حالا

ai =
∏i

j=۱(۱ −
۱
qj
) دنباله�ی و بͽیرید N مساوی یا بزرگتر

نزولͬ aiها و ۰ < ai < ۱ که است واضح بͽیرید. نظر در را

ضمن در و اکیداند

lim
i→∞

ai =
∞∏
j=۱

(۱− ۱
qj
) =

∏
q≥Nو اول q

(۱− ۱
q
) = ۰

هم�چنین

| ۱− a۱ |=|
۱
q۱
|< ϵ

،i هر برای و

| ai − ai+۱ |=| ai(۱−
ai+۱

ai
) |

=| ai(۱− (۱− ۱
qi+۱

)) |≤ ϵ

که دارد وجود tای است، صفر aiها حد که آن�جا از و

علامت [۰, ۱] بازه�ی روی را a۱, . . . , at اگر بنابراین .| at |< ϵ

فاصله�ی و است (ϵ از (کمتر اندک بسیار ١ با a۱ فاصله�ی بزنیم،

هر برای ضمن در و است (ϵ از (کمتر اندک بسیار نیز صفر با at

است. (ϵ از (کمتر اندک بسیار ai+۱ و ai فاصله�ی ،i

بازه�هایͬ بالا بنابر [۰, at], [at, at−۱], . . . , [a۲, a۱], [a۱, ۱] حال

پس مͬ�پوشانند. را [۰, ۱] بازه�ی کل که هستند ϵ از کمتر طول به

چیزی aj اما مͬ�افتد. x ∈ [۰, ۱] ͬͽهمسای-ϵ در ajها از ͬͺی

صورت به عددی جز نیست

aj =

j∏
i=۱

(۱− ۱
qi
)

دهید قرار اگر بنابراین متمایزند. اول اعداد qiها که

n = q۱ × · · · × qs

داریم
ϕ(n)

n
= aj

یعنͬ مͬ�گیرد x ͷنزدی دلخواه به مقادیری {ϕ(n)n }
∞
n=۱ پس

است. چͽال [۰, ۱] در {ϕ(n)n }
∞
n=۱

است؟ یͺنواخت [۰, ۱] در {ϕ(n)n }
∞
n=۱ توزیع آیا جالب: سوال

ͷی آیا دقیق�تر عبارت به چیست؟ [۰, ۱] در {ϕ(n)n }
∞
n=۱ توزیع اصلا

بازه�ی هر برای که دارد وجود [۰, ۱] روی P مانند احتمال چͽالͬ تابع

،(α, β) ⊂ [۰, ۱]

lim
m→∞

#{n : ϕ(n)
n ∈ (α, β) و ۱ ≤ n ≤ m}

m

=

∫ β

α

P (u)du

است.) A مجموعه�ی اعضای تعداد A#همان این�جا (در

تنها یا را خود راه�حل مͬ�توانید کردید پیدا را سوال این پاسخ اگر

بͽذارید. میان در ما با را خود ایده�ی

(mathsimpleideas@gmail.com)

مراجع

[1] Martin Aigner, Gunter M. Ziegler, Proofs from

the Book, Springer

[2] P. Erdos, Uber die Reihe
∑

p prime
1
p , Mathemat-

ica, Zutphen B7 (1938),1-2

[3] L. Euler, Introduction in Analysisin Infinitorum,

Tomas Primus, Lausanne 1748, Opera Omnia,

Ser. 1, Vol 90.

١٩



[4] Wikipedia, Divergence of the sum of the recip-

rocals of the Prime Numbers

٢٠



گراف بودن مسطح برای مح�ͷهایͬ
قصاب علͬ

کنیم، نͽاه خاص نقاط بین اتصالات شرح عنوان به گراف به اگر
نشانده آن در که صفحه�ای از را خود موجودیت گراف که دید خواهیم
بشری شهود از که رایج، سنت به بنا همه، این با نمͬ�گیرد. مͬ�شود،
که دهیم، نسبت شͺلͬ گراف به که است متداول مͬ�گیرد، نشأت
ابتدا همان در آنچه مͬ�شود. رسم صفحه در معمولا˟ قضا بر دست
«یال»ها به که اتصالات، ندارد لزومͬ که است این مͬ�کند خودنمایͬ
کنند. برخورد است، کرده اراده گراف که جایͬ همان در مشهورند،
در طور هر که یافت دست چموشͬ گراف�های به مͬ�توان راحتͬ به
برخورد رئوس جز به محلͬ در هم با هایشان یال شوند، رسم صفحه
است، انͽیز بر بحث کمͬ اینجا در راحت واژه�ی اختصاص کنند.
که اید مͬ�کرده تصور که آورید یاد به را زمانͬ راحتͬ(!) به شاید زیرا
ممͺن که نشان آن به نشان و هستند؛ مسطح گراف�ها همه�ی عموماً
سه خانه- سه بنام مسأله�ی حل برای نوجوانͬ در عبثͬ تلاش است

باشید!١ کرده چاه

محل که کرد طوریرسم صفحه در را آن بتوان که را گرافͬ تعریف١.
به گویند. مͬ مسطح را باشند، مرتبطشان رئوس در ها، یال برخورد

مͬ�گویند. صفحه در نشاندن٢ کردن، مسطح فرایند

است: بوده چنین یافته�ها ابتدایͬ�ترین از ͬͺی تاریخͬ، سیر در

هستند. نامسطح K۵ و K۳,۳ .٢ گزاره

سه از ͬͺی از نویسندگان اکنون ،ͷکلاسی طور به اثبات. ایده�ی
مͬ�گیرند: ͷکم زیر روش

بسته�ی ساده�ی خم هر :) جردن خم قضیه�ی از یͺم: سناریوی ( الف)
«رو»، مسیری همبند مجموعه�ی سه به را صفحه صفحه، در C
در مͬ�شود. گرفته ͷکم مͬ�کند،) افراز خم «بیرون» و «درون»
نشاندن ابتدا ، K۵ ناپذیری تسطیح برای مثال برای روش این
مͬ�کند، ایجاد صفحه در که ناحیه�ای چهار همراه K۴به مسطح
مͬ�شود گرفته ͷکم جردن خم قضیه از سپس مͬ�شوند. معرفͬ

اثبات است. بهایͬ شیخ به منتسب مسأله این که است این بر بهزاد دکتر ١تصور
نظریه�ی شروع نطفه�ی و نقطه مͬ�شود، داده پاسخ جایزه با که تاریخͬ، مدعای این

گرداند. خواهد باز عقب به سال ی�ͷصد را گراف
«imbedding»! نه و «embedding»٢

از ͷی هیچ در پنجم رأس اختصاص برای مͺانͬ دهند نشان تا
نیست. ناحیه چهار این

اویلر(: رابطه�ی جردن، قضیه�یخم بردن کار به با دوم: سناریوی ب)
و رأس n با صفحه در شده نشانده مسطح̧ گراف هر برای
داریم مͬ�کند، ایجاد وجه(ناحیه) تا f صفحه در که یال، q
و رابطه این ͷکم با سپس مͬ�شود. اثبات (n − q + f = ۲

تناقض خلف، برهان سیر ͷی در ،۳q = ۲f مثلاًً́ جانبͬ روابط
مͬ�شود. آشͺار K۵ تسطیح�پذیری فرض

صورت صفحه، توپولوژی بنیادین خواص از سوم: سناریوی ج)
صورت، این از و مͬ�شود، نتیجه اویلر رابطه�ی از خاصͬ و خام
و مͬ�شود؛ اثبات اویلر رابطه�ی هم و جردن قضیه�ی هم مستقلا́

شد.٣ داده شرح «ب» در که مͬ�شود چنان کار دنباله�ی

تقریباً و دیرباز از گراف تسطیح�پذیری برای ͬͺمح تعیین مسأله�ی
شده و بوده مطرح گراف، نظریه�ی علقه�ی گیری شͺل با مقارن
مستطاب قضیه�ی به مͬ�توان کارآمد تلاش�های نخستین از است.
این تاریخͬ، سیر در که اینجاست جالب کرد. اشاره ͬͺکوراتفس
آمده دست به نتایج کارآمد�ترین از ͬͺی مͺشوف، ͷمح نخستین

است. تاکنون

با که اگر است H گراف زیرتقسیم G گراف مͬ�گوییم .٣ تعریف
رسید. G از به بتوان H یال�های روی رأس تعدادی افزودن

دارای گراف از زیرگرافͬ اگر که: مͬ�آید دست به آسانͬ به
نیست. مسطح باشد، K۵ و K۳,۳ از زیرتقسیمͬ

(West) وست تعبیر به که است گزاره�هایͬ آن از گزاره، این
است. «۴TONCAS»

اگر تنها و اگر است مسطح گراف ͷی .(ͬͺکوراتفس) .۴ قضیه
نباشد. K۵ و K۳,۳ زیرتقسیم آن از زیرگرافͬ هیچ

طبق و برداشت، کشفش از پرده ١٩٣٠ در ͬͺکوراتفس
و (Frink)ͷفرین سال همان در ریاضͬ غریب چندان نه سنت
صدقͬ تا شدند، نائل کشف این به مستقلا́، هم، (Smith)اسمیت

پسر.۵ بویویͬ به توصیه در پدر بویویͬ گفته�ی بر باشد دوباره

Thomassen Moharو Graphsنوشته�ی on Surfacesکتاب در دیدگاه، ٣این
است. برده بهره کتاب این دیدگاه و داده�ها از اندازه) (بͬ مقاله، این است. شده مطرح

۴The Obvious Necessary Condition is Also Sufficient!
ظاهر مͺان چندین در زمان ͷی در که تاریخͬ مبدا ͷی با هستند بسیاری ۵چیزهای

مͬ�رویند. جا همه در بهار در که بنفشه گل�های مثل درست مͬ�شوند،
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آسان- نخستین ساله بیست از بیش دوره�ی ͷی طͬ از پس
یمن به حاضر برهان مختصر شرح شد. ظاهر قضیه این برهان۶های

است. شده مهیا ١٩٨٠ در (Thomassen)توماسن تلاش

حذف با مͬ�گیریم. نظر در را e = uv یال G گراف در .۵ تعریف
G/e گراف به ،v و u رأس دو دادن قرار هم روی سپس و یال این
یال�هایͬ حذف فرایند همچنین و فرایند این تͺرار یا مͬ�یابیم. دست

مͬ�یابیم. دست Gگراف از کهاد(minor)ای به ، Gگراف از

n − ۱ هر حذف با که راس n + ۱ حداقل دارای گرافͬ .۶ تعریف
مͬ�گوییم. n-همبند را مͬ�ماند باقͬ همبند دلخواه رأس

دارای رأس چهار از بیش Gبا ٣-همبند گراف هر (توماسن). .٧ لم
مͬ�ماند. باقͬ ٣-همبند G/eگراف که است e چون یالͬ

گشته�ی متداول آموزشͬ کتاب در لم این مصور البته و زیبا اثبات
است موجود ِجدید) ) باندی-مورتͬ

طرف درباره�ی و شد، اثبات که ͬͺکوراتفس قضیه�ی طرف ͷی
مͬ�کنیم. اشاره زیر خلاصه-برهان به دیͽر

از اکنون است. ٣-همبند G گراف که مͬ�کنیم فرض ابتدا .١
ادعا صحت بررسͬ که داریم توجه و مͬ�گیریم ͷکم استقرا
است. آسان مستقیم، طریق به رأسͬ پنج و چهار گراف�های برای

به توماسن لم از رأس، پنج از بیش با حالت�های برای .١.١
است. ٣-همبند G/e که مͬ�شویم گاه آ e یال وجود

و استقرا فرض اعمال با باشد، نامسطح G/e اگر .١.١.١
زیرتقسیم�های مͬ�توان ،K۵ و K۳,۳ زیرتقسیم یافتن

ساخت. G در مشابهͬ

(از e انقباضیال از رأسحاصل صورت، این درغیر .١.١.٢
گراف مͬ�نامیم. (G/e گراف (در z را (G گراف
ͷی وجهش هر پس است. ٢-همبند (G/e) − z
f همچون آن وجه ͷی در z لاجرم و است، C دور

مͬ�شود. واقع

رأس گسترش با که باشیم باید این تͺاپوی در برهان باقͬ .١.٢
K۳,۳ موردنظر زیرتقسیم�های از ͬͺی ،f وجه در e یال به z

بیابیم. K۵ یا

مͬ�رسد. نظر به سخت غلط، به متداول، ͹فرهن در ͬͺکوراتفس قضیه�ی ۶اثبات
امتحان در دانشͺده، از دکترایͬ دوره�ی دانشجوی ام شنیده که دارم یاد به مثال برای
این اثبات جز به بود، کرده حاضر را قدیم) ِ ) باندی-مورتͬ کتاب عمده�ی جامعش

را. قضیه

به برهان ساختار در دقت با فرعͬ:[ جاده�ی .٢
مͬ�یابیم: دست حاشیه در دیͽری گرانبهای مطلب
٣-همبند گراف هر .(Stein)استین.(Tutte)قضیه.تات

است.] درصفحه محدب٧ نشاندنͬ دارای مسطح

٢-همبند گرافͬ اگر که استدقتکنیم کافͬ برهان تͺمیل برای .٣
٢-همبندی به منتسب یالͬ برش�های حذف با مͬ�توان باشد،
تسطیح�پذیری به را گراف تسطیح�پذیری مسأله�ی مذکور،

شͺل) به شود (رجوع کرد. محول ٣-همبند گراف�های

را مͬ�کند سرباز اخیر برهان بطن از که دیͽری جانبͬ نتیجه�ی
دید. (Fáry)فری و (Wagner)وگنر مستقل اثر در مͬ�توان

نشاندن مسطح گراف هر .(١٩۴٨ فری. (وگنر.١٩٣۶. قضیه.
دارد. خط) پاره شͺل به یال�هایͬ با نشاندن (یعنͬ یال-مستقیم مسطح
کشف ماجرای٨ ،ͬͺکوراتفس قضیه�ی اکتشاف داستان تداوم در

مͬ�رسد. نظر به جالب ،١٩٣٧ در وگنر، قضیه�ی

و K۳,۳ نه اگر تنها و اگر است مسطح گراف ͷی (وگنر). .٨ قضیه
باشد. نداشته کهاد عنوان به را K۵ نه

ͬͺکوراتفس قضیه�ی به بنا باشد، نامسطح G گراف اگر . اثبات.
یال�های همه�ی انقباض با است. K۵ یا K۳,۳ از زیرتقسیمͬ دارای
گراف در K۵ یا K۳,۳ از کهادی به نوعͬ، زیرتقسیم این زیادی
است واضح باشد، مسطح H گراف اگر دیͽر، طرف از مͬ�رسیم.
گراف کهاد هر پس مͬ�شوند. H/eمسطح −Hو eگراف دو هر که

مͬ�شود. مسطح مسطح،

از که کرد رونمایͬ قضیه�ای از و شد، صحنه وارد تات ،١٩۵٨ در
را مفهومͬ تات مͬ�کرد. حͺایت تسطیح�پذیری ͷمح به دیͽری نͽاه

کرد. معرفͬ «پل٩» نام به

نوع دو به باشد. G گراف از زیرگرافͬ H که کنید فرض .٩ تعریف
مͬ�گویند: H-پل ،Gزیرگراف

جز به وجوه، همه�ی درون که است نشاندنͬ درصفحه، محدب نشاندن از ٧منظور
باشند. محدب بیرونͬ وجه مͺمل درون همچنین و بیرونͬ، وجه

قضیه�ی تدریس̞ هنͽام در وگنر که ام خوانده جایͬ که دارم یاد به مبهم ٨خیلͬ

را خاطره�ام منبع کردم جستجو چه هر همه، این با رسید. نتیجه این به ͬͺکوراتفس
نیافتم.

٩bridge
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همراه به ،K همچون ،G−V (H)همبندی مؤلفه�های از ͷی هر الف)
E(H,K) یالͬ برش

باشند. H در سرش دو که H از خارج یالͬ هر ب)

پیوست١٠» «رئوس ،H و H-پل ͷی مشترک رئوس به .١٠ تعریف
مͬ�گوییم. H-پل آن

مشخص دوری گراف زیر با زیر، شده�ی داده گراف برای مثال برای
دارد. وجود پل چهار شش�تایͬ)، (دور شده

C-پل دو مͬ�گوییم باشد، G گراف در دور ͷی C اگر .١١ تعریف
باشند. صادق زیر شرط دو از ͬͺی حداقل اگر هستند پوشان١١» «هم

باشند. داشته مشترک پیوست رأس تا سه حداقل الف)

یافت C دور روی ترتیب حفظ با a, b, c, d متمایز رئوس ب)
-C دو این از ͷی هر پیوست رئوس میان در ͬͺی که شوند
«هم�پوشان مͬ�گوییم خاص طور به حالت این (در باشند. پل

هستند.) کج١٢»

و «ب» همچنین و «ج»، و «الف» «ب»، و «الف» پیشین، مثال در
هم�پوشان اخیر جفت دو تنها جفت، سه این از هستند. هم�پوشان «ج»

کجند.
«الف» حالت پرده�ی K۳,۳پشت دست�های رندی، کمͬ از بیش با

«ب». حالت در ،K۵ دست�های و مͬ�شود، دیده
زیر زیبای قضیه�ی سال، ٣۵ قریب زمانͬ دوره�ی در مفاهیم، این با

آمد: دست به

.ویلیامسن ١٩٨٠ .توماسن ١٩۵٨ (تات .١٢ قضیه
معادلند: زیر شرایط .(١٩٩٣ (Williamson)

است. نامسطح G الف)

هایش C-پل از ͷی هر به اگر که است C چون دوری Gحاوی ب)
با را هستند هم�پوشان که C-پلͬ دو هر و کنیم نظیر رأس ͷی

نمͬ�شود. دوبخشͬ حاصل١٣ گراف کنیم، مرتبط یالͬ
١٠Vertices of attachment
١١overlap
١٢Skew-overlap

مͬ�دهند. نشان O(G,C) با را گراف ١٣این

هایش C-پل از ͷی هر به اگر که است C چون دوری Gحاوی ج)
هستند کج هم�پوشان که C-پلͬ دو هر و کنیم نظیر رأس ͷی

نمͬ�شود. دوبخشͬ حاصل گراف کنیم، مرتبط یالͬ با را

دو به دو که دارد C-پل تا سه که است C چون دوری حاوی G د)
هستند. کج هم�پوشان

داریم: وضوح به که گفت باید برهان درباره�ی
«الف»←«د» (نا)متعارف برهان «د»←«ج»←«ب»←«الف».
از باید که است یال�هایͬ تعداد حداقل روی هوشمندانه استقرایͬ از
یابیم، دست K۵ یا K۳,۳ از زیرتقسیمͬ به تا شوند، کنده گراف ͷی

مͬ�ارزد! خواندش بار ͷی و مͬ�گیرد؛ بهره�مند
گراف نظریه�ی در متداول ادله�ی از گرفته نشأت نخست ͷمح سه
از ناپذیری تسطیح مح�ͷهای اکتشاف جبهه�ی در آنͺه حال است،
به هم جبر پای سال) هفت از پس تر دقیق عبارت به (و ابتدا همان

است. آمده میان

با شده تولید فضای به مͬ�گیریم. درنظر را G گراف .١٣ تعریف
درجه�ی آن در که فراگیری (زیرگراف�های اویلری زیرگراف�های همه�ی
G دوری» «فضای متقارن، تفاضل عمل با است)، زوج راس هر
از گردایه�ای که اگر دارد ٢-پایه ͷی G که مͬ�گوییم مͬ�گوییم.
دوتای در دقیقاً گراف یال هر که باشد موجود G زوج گراف�های

شود. ظاهر آنها

مسطح G ٢-همبند گراف .((MacLane)لین ͷم) .١۴ قضیه
باشد. داشته ٢-پایه ͷی اگر تنها و اگر است

که است این قضیه طرف ͷی متداول برهان اهمیت، حائز نͺته�ی
دو این صدق ،K۵ و K۳,۳ خاص گراف دو دورهای گرفتن درنظر با
که دید خواهیم وضوح به سپس مͬ�کنیم. اثبات قضیه ͷمح در را
در مͬ�کنند. صدق شده داده ͷمح در گراف دو این زیرتقسیم هر
یال حذف با باشد، داشته ٢-پایه گرافͬ اگر که مͬ�دهیم نشان ادامه
اثبات، سناریوی باقͬ داشت. خواهد ٢-پایه نیز حاصل گراف آن از
معادل را آن بودن نامسطح که است ͬͺکوراتفس قضیه�ی فراخواندن
نشاندن با حͺم دیͽر طرف K۵مͬ�داند. K۳,۳یا از زیرتقسیمͬ داشتن

است. اثبات قابل اویلر فرمول کارگیری به با و صفحه در
قضایای به مͬ�توان تسطیح مح�ͷهای کشف تاریخ بازگویش در
کرد. اشاره (Fournier) فورنیر قضیه�ی همچون مهمͬ) چندان (نه

حاوی اگر تنها و اگر است نامسطح گراف ͷی (فورنیر). .١۵ قضیه
از ͬͺی در یالͬ هیچ که طوری به باشد، e مشترک یال با دور سه
و نباشد. دیͽر دورهای در غیرمتوالͬ رأس دو بین واصل یال دورها،
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دور دو تصویر کنیم، منقبض را ،C همچون دورها، این از ͬͺی اگر
شوند. ظاهر G/C بلوک١۴ ͷی در دیͽر

نقش نیز مداقه، کمͬ با فقط قضیه، این برایصحت یابͬ برهان در
مͬ�شود. ظاهر ͬͺکوراتفس قضیه�ی

باطن در که که است شده رونمایͬ پیچیده ظاهریͬ با ͬͺمح گاهͬ
در مͬ�توان را تمثیل این اوج مͬ�شود. خوانده ͬͺکوراتفس اوراد آن
تابعͬ از که دید؛ ( Colin de Verdière ) وردیر دو کولین قضیه�ی
همین قضیه این درپیچیدگͬ مͬ�شود. گرفته ͷکم µ نام به عجیب

داشت! شͺیبایͬ باید µتعریف با آشنایͬ برای حتͬ که بس

همه�ی باشد، v۱, . . . , vn رئوس با همبند گرافͬ G اگر .١۶ تعریف
که: مͬ�گیریم نظر در چنین Mnnرا همچون متقارن ماتریس�های

.mij < ۰ صورت این در باشد، vj همسایه�ی vi و i ̸= j اگر الف)

.mij = ۰ صورت این در نباشد، vj همسایه�ی vi و i ̸= j اگر ب)

باشد. داشته (١ تͺرر (با منفͬ ویژه�ی مقدار ͷی Mدقیقاً ج)

طوری به نشود یافت Xn×n همچون ناصفری متقارن ماتریس د)
.vivj ∈ E(G) یا i = j که هرجایͬ xij = ۰ MXو = ۰ که

�Mها همه�ی بین پوچͬ فضای رتبه�ی بزرگترین را µ(G) اکنون
مͬ�گیریم.

که کرد ثابت دیفرانسیل هندسه�ی از ایده�هایͬ با وردیر دو کولین
محاسبه سپس .µ(H) ≤ µ(G) آنͽاه باشد، G گراف کهاد H اگر

.µ(K۳,۳) = µ(K۵) = ۴ که کرد
است: نیاز ͬͺکوراتفس قضیه�ی فراخوانͬ ͷی تنها اکنون

است مسطح G همبند گراف وردیر.١٩٩٠). دو (کولین .١٧ قضیه
.µ(G) ≤ ۳ اگر فقط و اگر

کوراتفسͺͬ�وار، تفͺر سیر خط از متفاوت ظاهراً امتدادی در
ایده�ی از ویتنͬ مͬ�کرد. حرکت متفاوت دیدی با (Whitney)ͬویتن
ارائه متفاوت ظاهراً دوگان نوعͬ و گرفت ͷگرافکم هندسͬ دوگان

کرد.

که مͬ�گوییم بͽیرید. نظر در را G (چندگانه�ی) گراف .١٨ تعریف
به ͷی تابع که اگر است G ترکیبیاتͬ دوگان H (چندگانه�ی) گراف
هر تصویر که طوری به باشد، داشته وجود ϕ : E(G)→ E(H)ͷی

شود. H در مینیمالͬ برش تابع این تحت G دور
ماکسیمال ٢-همبند ١۴زیرگراف

است مسطح (چندگانه) ٢-همبند گراف ͷی (ویتنͬ). .١٩ قضیه
باشد. داشته ترکیبیاتͬ دوگان اگر تنها و اگر

و شد رونمایͬ ͬͺکوراتفس قضیه�ی از پس سال سه ویتنͬ قضیه�ی
آن در ͬͺکوراتفس قضیه�ی از ردی بعد) سال سͬ تا حتͬ (و زمان آن در
که داد نشان (Parsons)پرسنس ،١٩٧١ در همه این با نمͬ�شد. دیده
ͬͺقضیه�یکوراتفس به تحویل قابل دوگان�سازی١۵ بر مبتنͬ مح�ͷهای

هستند.
باشد برده گمان خواننده که مͬ�رود این بر انتظار اینجا تا ... ]
مح�ͷهای همه�ی که مͬ�شود ختم اینجا به مقاله این آخر پرده�ی که
ͬͺکوراتفس بنام قضیه�ی از ظریف یا درشت واگویه�ای تسطیح�پذیری

هستند.]
نام به بنام،) ̸=) گمنامͬ ریاضͬ�دان تلاش به اشاره آخر پرده

یافت.١۶ دست غریب نتیجه�ای به که دارد (Schnyder)اشنیدر
تعریف جزئͬ(با ترتیب ͷی P = (X,<) که فرضکنید تعریف.
باشد. نابازتاب١٧ͬ) و پادتقارنͬ تراگذری، ویژگͬ�های دارای و خاص
مقایسه قابل هم با عضوی دو هر اگر مͬ�گوییم خطͬ را ترتیبͬ چنین

باشند.
ͷی بˀعد (Miller)میلر و (Dushnik)ͷداشنی ،١٩۴١ در
ترتیب�های تعداد کمترین صورت به را P = (X,<)ترتیب رابطه�ی
را بعد کردند.این تعریف ساخت، را > بتوان اشتراکشان از که خطͬ
بود این کرد اشنیدر که آوری حیرت کار مͬ�دهیم. نشان dimP با
از و گرفت G گراف رئوس و یال�ها اعضای با مجموعه�ای را X که
یال سر vرأس «اگر گرفت: ͷکم ١٨ͬͺمضح جزئͬ ترتیب رابطه�ی

.«v <G e داریم: باشد، e

فقط و اگر است مسطح G گراف .(١٩٨٩ (اشنیدر. .٢٠ قضیه
این ٣-بعدی نمایش هر برای علاوه، به .dimPG ≤ ۳ اگر
که طوری به ، <۱, <۲, <۳ صورت به خطͬ، ترتیب�های با رابطه
دستور Gبا یال-مستقیم مسطح نشاندن ͷی ،<G=<۱ ∩ <۲ ∩ <۳

دارد: وجود زیر

V (G)→ R۲, v 7→ (v۱, v۲)

.u۲ < v۲ و u۱ < v۱ اگر تنها و اگر u <۲ v و u <۱ v که طوری به

همچون است؛ بوده نیز دیͽر تسطیح�پذیری ͷمح چندین آبستن ویتنͬ ͷ١۵مح

.(Rosenstiehl) روزنشیهل ͷمح یا و (Jaeger)ر˼ͽʿج ͷمح
١٩٨٩ در ͬͺی است؛ نوشته مقاله دو کنون تا ریاضͬ�دان این که بدانید قدر ١۶همین
است نͽاشته ١٩٩۵ سال در که دیͽری سایتشن درباره�ی !!۴٨ (citation)سایتشن با

مͬ�زنید؟ حدسͬ چه
١٧transitive, asymmetric and irreflexive

رابطه�ی صدق تا کنید سعͬ دارید، تردیدی «ͷمضح» واژه�ی تخصیص بر ١٨اگر
کنید! بررسͬ را <G بودن جزئͬ ترتیب
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قضیه طرف ͷی برهان عریضه، این پایان نبودن خالͬ جهت صرفاً
مͬ�دهیم. شرح را

مسطح G ولͬ ،dimPG ≤ ۳ که مͬ�کنیم فرض خلف) (برهان
برای بست. کار به را <G=<۱ ∩ <۲ ∩ <۳ مͬ�توان بنابراین و نباشد
v مرتبه�ی ti که vi = ۲ti مͬ�دهیم: قرار ،i = ۱, ۲ و v ∈ V (G) هر
اکنون .f(v) = (v۱, v۲) مͬ�دهیم: قرار هم�چنین است. <i به نسبت
یال-مستقیم مسطح نشاندن به مͬ�توان را f دهیم نشان که است کافͬ
باشند، G نامتقاطع یال دو u′v′ و uv اگر یعنͬ داد؛ گسترش G

f(u)f(v) قضا بر دست اگر .١٩f(u)f(v) ∩ f(u′)f(v′) = ∅
به u یا و است، ͷی درجه�ی از u یا آن�گاه شود، f(v)f(w) از بخشͬ
f(u)است کافͬ حالت(ها) این در است. متصل w و vراس دو هر
f(u)f(v) خط پاره دو که مͬ�کنیم فرض پس کنیم! جابه�جا کمͬ را

مͬ��کنند. قطع را همدیͽر نقطه ͷی در f(u′)f(v′) و
مͬ�گیریم. {u, v, u′, v′} بین در <۱ به نسبت بزرگترین را u
روی سه هر ،<۳ و <۲ ،<۱ و <G=<۱ ∩ <۲ ∩ <۳ چون
از متمایز لزوماًًً نه و مناسب انتخابͬ برای پس هستند، خطͬ XG

داریم: i, j, k ∈ {۱, ۲, ۳}
uv <k v

′, uv <j u
′, u′v′ <i v

نسبͬ ۱>-ماکزیمم ویژگͬ به توجه با و ،u <j uv و u <k uv چون
گرفتن نظر در با .j, k ̸= ۱ که درمͬ�یابیم ،u بودن
f(u)f(v) ∩ f(u′)f(v′) ̸= ∅

صورت این غیر در (زیرا i ̸= ۱ که کنیم استدلال که نیست سخت
.i ̸= j, k که داد نشان مͬ�توان هم�چنین .(v′ <۱ v به u′ <۱ v

مͬ�ماند: باقͬ بحث قابل حالت دو تنها بنابراین

.j, k = ۲ و i = ۳ الف)

مͬ�شود. اثبات حالت این وقوع عدم راحتͬ به

.j, k = ۳ و i = ۲ ب)

v′۲ < v۲ وقوع موجب امر این .u′v′ <۲ v داریم حالت این در
رابطه�ی از اکنون مͬ�شود. u′۲ < v۲ و

f(u)f(v) ∩ f(u′)f(v′) ̸= ∅

مͬ�رسیم. u <۲ v درستͬ به

کنیم: خلاصه طور این را اینجا تا بیایید
v′۱ < u۱, u

′
۱ < u۱, v

′
۲ < v۲, u

′
۲ < v۲, u۲ < v۲, v۱ < u۱

باید f(v′) یا و f(u′) از ͬͺی مͬ�کنند، قطع را همدیͽر یال دو چون
که فرضکنیم مثلاً́ بیفتد. (u۱, v۲) و f(v) ،f(u)رئوس به مثلث در

است. B و A نقطه�ی دو بین واصل خط پاره ، AB از منظور اینجا ١٩در

درمͬ�یابیم هندسͬ مقدماتͬ شهود از صورت این در بیفتد. f(u′)
با تناقض به منجر دو هر که ؛ v۲

۲ < u′۲ < v۲ یا u۱
۲ < u′۱ < u۱ که:
مͬ�شوند. f تعریف

ثابت ادعا طرف ͷی که اینجا تا کنجͺاوی). روی از (ای مسأله
اثبات پرده�ی پشت آیا نشد! دیده ͬͺکوراتفس قضیه�ی از اثری شد،
اگر «خیر»، چه و «بله» چه مͬ�شود؟ ظاهر قضیه این دیͽر، طرف
ͬͺکوراتفس قضیه�ی مبنای بر اثباتͬ «آیا شود پرسیده متواضعانه�تر

یافت»؟! مͬ�توان شد، ثابت که اشنیدرِ قضیه�ی طرف همین برای
گراف�های نشاندن بحث شده، مرور تاریخͬ سیر از نظر صرف
این از اند. نخورده تͺان چندان که دارد سترگͬ مسائل هنوز مسطح
خاتمه را ناپذیر!) پایان ِ ) بحث این حدس، ͷی به اشاره با نمونه

مͬ�دهیم.
دارای مسطح گراف هر آیا .(Harborth)هربرث حدس.
داشته صحیح طول یالش هر که است یال-مستقیمͬ مسطح نشاندن

باشد؟
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اول) (قسمت خمینه�ها روی آنالیز
صادق سعیدی حاج احمدرضا

چͺیده

عملͽرها این همچنین هستند. گسترده مطالعاتͬ زمینه کنند، مͬ ایجاد جبر و توپولوژی آنالیز، میان که ارتباطͬ به�دلیل فردهلم١، عملͽرهای
اندیس٣ عملͽرها، این ویژگͬ جذاب�ترین و عمیق�ترین مͬ�کنند.اما پیدا ظهور نحوی به نیز دیفرانسیل معادلات و انتͽرال٢ͬ معادلات مطالعه در
فضای توپولوژی مطالعه سمت به را ما خود، این و ثابت�اند موضعͬ طور به اندیسعملͽرها کرد، خواهیم ثابت که طور همان عملͽرهاست. این
هر و مͬ�شود افراز مسیری همبندی مولفه�های به اندیس برحسب فردهلم، عملͽرهای فضای که دید خواهیم مͬ�دهد. سوق فردهلم عملͽر�های
مͬ�پردازیم. تابعͬ آنالیز از مقدماتͬ و فردهلم عملͽرهای معرفͬ به صرفا مقاله این در مͬ�گیرند. قرار مولفه ͷی در یͺسان، اندیس با عملͽر دو

مͬ�پردازیم. دیͽر شاخه�های در عملͽرها این کاربردهای به بعدی مقالات در

و سر H پذیر جدایͬ مختلط هیلبرت فضای با ما اینجا در
کامل۴(پایه یͺامتعامد دنباله ͷی وجود فرض، این دلیل داریم؛ کار
عمل متناهͬ�البعد برداری فضاهای برای پایه همانند که است شادر۵)
حد در تابعͬ آنالیز ابتدایͬ مفاهیم با مͬ�رود انتظار ازخواننده مͬ�کنند.

نشود. روبرو ابهام با مطالب این مطالعه در تا باشد آشنا تعریف

کراندار عملͽرهای فضای B(H)) F ∈ B(H) عملͽر .١ تعریف
Coker(F ) = و Ker(F ) اگر مͬ�نامیم فردهلم عملͽر را است)
این اندیس صورت این در باشند. متناهͬ�البعد دو هر H/Im(F )

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را عملͽر

Index(F ) := dim(Ker(F ))− dim(Coker(F ))

فردهلم عملͽری هر آنͽاه باشد، متناهͬ�البعد H اگر که کنیم دقت
H/Ker(Fنتیجه ) = Im(F ) رابطه از امر این است؛ اندیسصفر با

مͬ�شود.

شادر) کامل(پایه یͺامتعامد یͷدنباله e۱, e۲, · · · فرضکنید .٢ مثال
های عملͽر صورت این در باشد. H برای

shift+ : H → H

ei 7→ ei+۱

و
۴Complete Orthogonal Sequence
۵Schauder basis

shift− : H → H

ei 7→ ei−۱

دو این از توانͬ هر همچنین هستند. فردهلم عملͽرها این دو هر
و هستند فردهلم نیز عملͽرها

Index((shift+)n) = −n, Index((shift−)n) = n

است. f ◦ f ◦ · · · ◦ f ، fn از ما منظور

H از بسته زیرفضایͬ F : H → H فردهلم عملͽر تصویر .٣ قضیه
است.

v۱+Im(F ), v۲+Im(F ), · · · , vm+Im(F ) فرضکنیم اثبات.
نͽاشت صورت این در بدهند. Coker(F ) برای پایه ͷی تشͺیل

F ′ : H ⊕ span{v۱, · · · , vm} → H

(u, v)→ F (u) + v

این باز۶، نͽاشت قضیه بنابر پس پوشاست. و کراندار عملͽری
H ⊕ span{v۱, · · · , vm} \H ⊕ {۰} که آنجا از است. باز عملͽر
F ′ نͽاشت تحت آن است،تصویر باز H ⊕ span{v۱, · · · , vm} در

است. بسته Im(F ) لذا و است باز H \ Im(F ) یعنͬ

الحاق٧ͬ عملͽر T ∈ B(H,H ′) کراندار عملͽر هر برای تعریف۴.
x ∈ H, y ∈ H ′ هر برای که است موجود T ∗ ∈ B(H ′,H) یͺتا
۶Open Mapping Principle
٧Adjoint Operator
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< T (x), y >=< x, T ∗(y) >

داریم: را زیر رابطه�های S و T کراندار عملͽر دو هر برای همچنین

،T ∗∗ = T ،(aT + bS)∗ = āT ∗ + b̄S∗ ،(TS)∗ = S∗T ∗

||T ∗T || = ||T ∗||||T || = ||T ||۲

است، شده گنجانده تعریف در الحاقͬ عملͽر خواص که آنجا از
پسفضای این از مͬ�کنیم. واگذار خواننده به خواصرا و اثباتوجود
مͬ�دهیم. نمایش F با را H هیلبرت فضای روی فردهلم عملͽرهای
،B(H) روی عملͽری نرم از القایͬ توپولوژی با همراه را F همچنین

مͬ�گیریم. نظر در

داریم: اول مثال در شده معرفͬ عملͽرهای برای .۵ مثال
shift+

∗
= shift−

H از بسته زیرفضایͬ Im(F ) اگر F ∈ B(H) برای .۶ قضیه
است: برقرار زیر روابط (F ∈ F اگر باشد(مثلا

Coker(F ) ≃ Ker(F ∗) و Im(F ) = Ker(F ∗)⊥

داریم w ∈ Ker(F ∗) و F (v) ∈ Im(F ) هر برای اثبات.

< F (v), w >=< v, F ∗(w) >= ۰

پس

F (v) ∈ Ker(F ∗)
⊥

و u ∈ Im(F )⊥ اگر مشابه طرز به Im(F ) ⊆ Ker(F ∗)⊥ بنابراین
پس u′ ∈ H

۰ =< u,F (u′) >=< F ∗(u), u′ >

یا Im(F )⊥ ⊆ Ker(F ∗) عبارتͬ به u ∈ Ker(F ∗) نتیجه در
پس Ker(F ∗)⊥ ⊆ Im(F )⊥⊥ = Im(F ) معادلا

Im(F ) = Ker(F ∗)⊥

بسته خطͬ فضای زیر هر برای که گرفتیم بهره نͺته این از اینجا در
از دوم، حͺم دیدن برای است. برقرار A⊥⊥ = A رابطه A مثل
و Im(F ) مستقیم جمع صورت به Hرا توان مͬ Im(F ) بودن بسته
یͺریخت Coker(F ) = H/Im(F ) پس نوشت. متعامدش مͺمل

.Im(F )⊥ = Ker(F ∗) با است

دور دلیل به آن اثبات از ولͬ مͬ�کنیم بیان را سودمند لمͬ اینجا در
تمرینͬ اثباتآن البته مͬ�کنیم؛ پوشͬ چشم مطلب، کلͬ فضای از بودن

است. خواننده برای مناسب

جدایͬ هیلبرت فضاهای از ای دنباله H۱, H۲, · · · کنیم فرض .٧ لم
دنباله اگر اکنون باشند. پذیر

H۱
T۱−→ H۲

T۲−→ H۳
T۳−→ · · ·

دنباله آنͽاه باشد؛ دقیق کراندار، عملͽرهای از

H۱
T۱

∗

←− H۲
T۲

∗

←− H۳
T۳

∗

←− · · ·

است. دقیق نیز

مͬ�توان .F ∗ ∈ F آنͽاه F ∈ F اگر گرفت: نتیجه مͬ�توان اکنون
گرفت: نظر در را زیر دقیق دنباله

۰−→Ker(F ) i−→ H
F−→ H

p−→ Coker(F )−→۰

طبق صورت این در هستند. قسمتͬ خارج و شمول نͽاشت p و i که
است: دقیق نیز زیر دنباله اخیر، لم

۰−→Coker(F ) p∗

−→ H
F∗

−→ H
i∗−→ Ker(F )−→۰

داشت: خواهیم پس

و dimKer(F ∗) = dimCoker(F )

dimCoker(F ∗) = dimKer(F )

بعلاوه و است فردهلم F ∗ نتیجه در

Index(F ∗) = dimKer(F ∗)− dimCoker(F ∗) =

dimCoker(F )− dimKer(F ) = −Index(F )

Im(F ) که F : H → H کراندار عملͽر ͷی برای .٨ قضیه
روابط است) فردهلم F که وقتͬ (مثلا باشد H از بسته زیرفضایͬ

برقرارند. Im(F ∗F ) = Im(F ∗) و Ker(F ∗F ) = Ker(F )

شمول ،Ker(F ∗F ) = KerF تساوی برای اثبات.
v ∈ Ker(F ∗F ) کنیم فرض است. واضح Ker(F ∗F ) ⊇ KerF
مͬ�دهد نتیجه که ۰ =< v, F ∗F (v) >=< F (v), F (v) > پس:
ثابت اول تساوی و Ker(F ∗F ) ⊆ KerF پس v ∈ Ker(F )

Im(F ) بودن بسته از تساوی این اثبات در که کنیم دقت شد.
Im(F ∗F ) ⊆ Im(F ∗) دوم، رابطه برای نͺردیم. استفاده
v = F ∗(u) ∈ Im(F ∗) کنیم فرض است. واضح
که طوری به u = u۱ + u۲ نوشت مͬ�توان ۶ قضیه بنابر
پس u۲ ∈ Ker(F ∗) و u۱ = F (w) ∈ Im(F ) = Ker(F ∗)⊥

شمول بنابراین v = F ∗(u۱ +u۲) = F ∗F (w) ∈ Im(F ∗F ) داریم
است. تمام اثبات و است برقرار نیز Im(F ∗F ) ⊇ Im(F ∗)
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اگر نامیم مͬ متناه٨ͬ رتبه از را F ∈ B(H) عملͽر .٩ تعریف
.dim(Im(F )) <∞

از نیز F ∗ باشد، متناهͬ رتبه از F ∈ B(H) عملͽر اگر .١٠ قضیه
است. متناهͬ رتبه

Ker(F )⊥ برای یͺامتعامد پایه ͷی en و · · · ،e۱ فرضکنیم اثبات.
پس .fi = F (ei) دهیم مͬ قرار ۱ ≤ i ≤ n برای و باشد

F (z) =
n∑
i=۱

fi < z, ei >

.F ∗(z) =
∑n

i=۱ ei < z, fi > که دید مͬ�توان راحتͬ به اکنون

این اصلͬ نتایج در مستقیم طور به شاید متناهͬ، رتبه از عملͽرهای
به که عملͽرهایͬ معرفͬ به را ما عملͽرها این اما نشوند. ظاهر مقاله
فضای دیͽر عبارتͬ به نزدیͷمͬ�کنند! بسیار مͬ�گوییم، ٩ فشرده ها آن

است. متناهͬ رتبه از عملͽرهای فضای بستار فشرده عملͽرهای

گاه آن باشد، متناهͬ رتبه از عملͽری K ∈ B(H) اگر .١١ قضیه
نͽاشت I) است. صفر آن اندیس و است فردهلم عملͽری I +K

است.) H همانͬ

بیان را ١٠ مار” ”لم نام به معروف ای قضیه قضیه، این اثبات از قبل
نمͬ�پردازیم: بودن، طولانͬ دلیل به آن اثبات به البته مͬ�کنیم؛

ͷی روی برداری فضاهایͬ C ′ و · · · ،B ،A کنید فرض .١٢ قضیه
نمودار که طوری به باشند خطͬ توابعͬ F ′′ و F ′ ،F و باشند میدان

باشند: دقیق افقͬ های دنباله و باشد جابجایͬ زیر

..۰. A′. B′. C ′. ۰.

۰

.

A′

.

B′

.

C ′

.

۰

.

F

.

F ′

.

F ′′

مار لم

دارد: وجود زیر دقیق دنباله صورت این در

۰−→Ker(F )−→Ker(F ′)−→Ker(F ′′)
δ−→

Coker(F )−→Coker(F ′)−→Coker(F ′′)−→۰

کنیم فرض فوق نمودار در :(١١ (قضیه اثبات.

C = C ′ = H/Im(K) و B = B′ = H ،A = A′ = Im(K)

٨Finite Rank Operator
٩Compact Operator

١٠Snake Lemma

F ′ = I + K ،F = (I + K) | Im(K) کنیم فرض همچنین و
البته باشد؛ H/Im(K) روی I + K القایͬ عملر F ′′ عملͽر و
عملͽرهای مͬ�باشند. تعریف خوش عملͽر، سه این که کنیم دقت
خارج و شمول عملͽرهای راست، به چپ از سطر دو هر در سطری،
است؛ جابجایͬ حاصل نمودار این صورت این در است. قسمتͬ
آن اندیس پس است شده تعریف البعد متناهͬ فضایͬ روی F اما
است. H/Im(K) همانͬ عملͽر همان F ′′ همچنین است، صفر
و Ker(F ′′) = ۰ همچنین دارد؛ صفر اندیس و است فردهلم پس
نوشتن و متناظر دقیق دنباله و مار لم بر بنا پس Coker(F ′′) = ۰

دقیقͬ دنباله�ی در فضاها بعد متناوب آن(جمع بعدهای دنباله رابطه
که گرفت نتیجه مͬ�توان است.) صفر مͬ�دهد بدست مار لم که

و البعدند متناهͬ Coker(F ′) و Ker(F ′)

Index(I +K) = Index(F ) + Index(F ′′) = ۰

گوی تصویر اگر مͬ�نامیم فشرده Kرا ∈ B(H) عملͽر تعریف١٣.
فشرده بستار عملͽر این تحت کراندار) مجموعه زیر هر (یا واحد باز
هر تصویر اگر است فشرده عملͽر ͷی معادل طور به باشد. داشته
فضای باشد. داشته همͽرا دنباله زیر ͷی آن، تحت کراندار دنباله

مͬ�دهیم. نمایش K با را فشرده عملͽرهای

گرفت مͬ�توان که ای فوری نتیجه ،H بودن البعد فرضنامتناهͬ با
البته B(H)است. از سره و نابدیهͬ دوطرفه، آلͬ Kایده که است این
را مͬ�آید وجود به عملͽرها، ترکیب و جمع از که جبری ساختار باید
عملͽرهای تمام شامل K که کنیم دقت همه از اول بͽیریم. نظر در
گوی (چون نیست دارا را همانͬ عملͽر ولͬ است متناهͬ رتبه از
هر برای وضوح به نیست). فشرده البعد، نامتناهͬ فضای در واحد
اند. فشرده T ◦ K و K ◦ T عملͽرهای K ∈ K و T ∈ B(H)

عملͽر دوم تعریف از سادگͬ به باشند فشرده عملͽر Kدو ′ Kو اگر
مͬ�شود. نتیجه K +K ′ فشردگͬ فشرده،

است. متناهͬ رتبه از عملͽرهای فضای بستار K .١۴ قضیه

فرض باشد. واقع K بستار در K کراندار عملͽر کنیم فرض اثبات.
که مͬ�کنیم انتخاب طوری را K ′ ∈ K باشد. دلخواه ϵ > ۰ کنیم
از باشد. واحد بسته گوی D کنیم فرض .||K −K ′|| < ϵ/۳

،K ′(u۱) مرکزهای به ϵ/۳ شعاع به گوی متناهͬ Kمͬ�توان ′ فشردگͬ
برای پوششͬ که یافت (۱ ≤ i ≤ m برای ui ∈ D) K ′(um) و · · ·
ui ∈ {u۱, · · · , um} مͬ�توان u ∈ D هر برای اکنون باشد. K ′(D)

پس .| K ′u−K ′ui |< ϵ/۳ که طوری به یافت
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| Ku−Kui |<| Ku−K ′u | + | K ′u−K ′ui | + |
K ′ui −Kui |< ||K −K ′||+ ϵ/۳+ ||K −K ′|| < ϵ

و · · · ،K(u۱) حول ϵ شعاع به گوی�های با را K(D) توان مͬ پس
است. فشرده هم K نتیجه در و پوشاند K(um)

عملͽرهای از ای دنباله حد فشرده، عملͽر هر مͬ�دهیم نشان اکنون
،e۲ ،e۱ کنیم فرض .K ∈ K کنیم فرض است. متناهͬ رتبه از
کنیم فرض باشد. H هیلبرت فضای برای یͺامتعامد پایه ͷی · · ·
باشد. متعامد تصویر عملͽر Pn : H → span{e۱, · · · , en}
متناهͬ رتبه از عملͽرهای از {Pn(K)}∞n=۱ دنباله که مͬ�دهیم نشان
متناهͬ با را K(D) توان مͬ ،K فشردگͬ از مͬ�کند. میل K به
از پوشاند. K(um) و · · · ،K(u۱) مرکزهای به ϵ شعاع، به گوی
مͬ�توان مͬ�کنند، میل K به نقطه به نقطه {Pn(K)}∞n=۱ که جا آن
کرد فرض ۱ ≤ i ≤ m برای و بزرگ کافͬ اندازه به n برای
برای ||Pn||؛ = ۱ که کنیم دقت .| Pn(K)(ui)−K(ui) |< ϵ

بنابراین | K(u)−K(ui) |< ϵ که یافت ای ui مͬ�توان u ∈ D هر
داریم

| K(u)− Pn(K)(u) |≤| K(u)−K(ui) | + |
K(ui)− Pn(K)(ui) | + | Pn(K)(ui)− Pn(K)(u) |<

ϵ+ ϵ+ | K(ui)−K(u) |< ۳ϵ

است. کامل اکنون اثبات و

است. بسته الحاق تحت K .١۵ قضیه

متناهͬ رتبه از عملͽرهای از دنباله�ای Kپس ∈ K فرضکنیم اثبات.
،١٠ قضیه مطابق مͬ�کند. میل K به که است موجود {Tn}∞n=۱ مثل
بنابراین است. متناهͬ رتبه از عملͽرهای از ای دنباله نیز {T ∗

n}∞n=۱

||T ∗
n −K∗|| = ||(Tn −K)∗|| = ||Tn −K|| → ۰

.K∗ ∈ K مͬ�دهد نتیجه قبل قضیه پس

فردهلم عملͽری I +K آنͽاه باشد، فشرده Kعملͽری اگر .١۶ لم
است. صفر اندیس با

F مثل متناهͬ رتبه از عملͽری مͬ�توان ١۴ قضیه بنابر اثبات.
تابعͬ آنالیز در مقدماتͬ قضیه�ای بنابر ||K − F || < ۱ که یافت

داریم: پس است. وارون�پذیر Q = I − (F −K)

I +K = Q(Q−۱ +Q−۱K) =

Q(Q−۱ +Q−۱Q−Q−۱ +Q−۱F ) = Q(I +Q−۱F )

بعد کراندار، عملͽر ͷی با شدن ترکیب با وارون�پذیر عملͽر ͷی
I + (I − (F −K))−۱F اما نمͬ�دهد. تغییر را آن Coker و Ker
هم طرفͬ از است. صفر اندیس با و فردهلم ١١ قضیه مطابق
اندیس با فردهلم I +K پس است، وارون�پذیر Q = I − (F −K)

است. صفر

اگر مͬ�گیریم: بهره زیر حͺم از هم قضایا بقیه در قبل، لم همچون
I + Q عملͽر آنͽاه ||Q|| < ۱ باشیم داشته Q کراندار عملͽر برای

است.
∑∞

n=۰(−Q)n آن وارون واقع در است؛ وارون�پذیر
Hنامتناهͬ فرضمͬ�کنیم و B = B(H) مͬ�دهیم قرار پس این از
را π : B → B/K قسمتͬ خارج نͽاشت و B/K فضای است. البعد

نرم فضا، این روی مͬ�گیریم. نظر در
||π(T )|| = inf{||T −K|| | K ∈ K}

اول مͬ�آید. دست به نرم، Kخوش�تعریفͬ بودن بسته از مͬ�گذاریم. را
،K فشرده عملͽر برای ازطرفͬ .||π(I)|| ≥ ||I|| = ۱ داریم همه از
Kوارون�پذیر = I−(I−K)صورت این غیر در زیرا ||I+K|| ≥ ۱

T۲ و T۱ و باشند فشرده K۲ و K۱ اگر باشد. فشرده نمͬ�تواند و است
فشرده نیز K۱ ◦ T۲ + T۱ ◦K۲ −K۱ ◦K۲ باشند، کراندار عملͽر دو

پس است.
inf ||T۱T۲ −K|| ≤ ||T۱T۲ − (K۱ ◦ T۲ + T۱ ◦K۲ −K۱ ◦K۲)||

= ||(T۱ −K۱)(T۲ −K۲)||

نتیجه در است. فشرده Kهای تمام روی اینفیموم که
inf ||T۱T۲ −K|| ≤ inf ||(T۱ −K۱)||.||(T۲ −K۲)||

است. شده گرفته فشرده های K۲ و K۱ تمام روی دومͬ اینفیموم که
فضای پس این از ١١ ||π(T۱)π(T۲)|| ≤ ||π(T۱)||||π(T۲)|| پس
نمایش B× و (B/K)× با ترتیب به را B و B/K وارون�پذیر عناصر
بیان را نظرمان مورد قضیه�های مهم�ترین از ͬͺی اکنون مͬ�دهیم.

مͬ�کنیم:

.F = π−۱(B/K)× .١٧ قضیه

F ∈ F هر برای مͬ�دانیم ٨ قضیه از اثبات.

، Im(F ∗F ) = Im(F ∗) ، Ker(F ∗F ) = Ker(F )

Im(FF ∗) = Im(F ) و Ker(FF ∗) = Ker(F ∗)

متناهͬ رتبه از نͽاشت دو اگر پس

Q : H → Ker(F ∗) و P : H → Ker(F )

در این�جا و است جبر ͷی B/K بود، B دوطرفه ایده�آل ͷی K این�که به توجه ١١با
است. باناخ جبر ͷی B/K که دادیم نشان واقع
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FF ∗ + و F ∗F + P آنͽاه باشند، متعامد تصویر نͽاشت�های
پس وارون�پذیرند. نتیجه در و پوشا و ͷی به ͷی دو هر Q

π(F )π(F ∗) = π(FF ∗ + و π(F ∗)π(F ) = π(F ∗F + P )

و هستند وارون�پذیر نیز π(F ∗) و π(F ) بنابراین وارون�پذیرند؛ P )
π(F ) F؛ ∈ B برای کنیم، فرض اکنون .F ⊆ π−۱(B/K)×

،F ′ ∈ B ازای به پس باشد. (B/K)× از وارون�پذیر عنصری
با و فردهلم اخیر، عملͽر دو این دو هر پس FF ′, F ′F ∈ π(I)

اما صفرند. اندیس

Im(FF ′) ⊆ Im(F )

و

Ker(F ) ⊆ Ker(F ′F )

.F ⊇ π−۱(B/K)× و است فردهلم نیز F پس

F ∈ B عملͽر کرد: بیان نیز صورت این به مͬ�توان را ١٧ قضیه
K۱ فشرده عملͽرهای و F ′ ∈ B عملͽر اگر فقط و اگر است فردهلم
همچنین .F ′F = I+K۲ و FF ′ = I+K۱ که باشند K۲موجود و
بنابر و مͬ�گوییم F شبه�وارون١٢ است، فردهلم خود که F ′ عملͽر به
شبه ͷی علاوه به .Index(F ′) = −Index(F ) داریم: ١۶ لم
ماند. مͬ شبه�وارون آن، به فشرده عملͽر ͷی شدن اضافه با وارون

همچنین است. باز B در F .١٨ قضیه

F ◦ F ⊆ F و F +K = F

دهیم نشان است کافͬ قبل قضیه طبق F بودن باز برای اثبات.
و a ∈ (B/K)× کنیم فرض است. باز B/K در (B/K)× که
گفتیم، قبل در آنچه بنابر و ||ha−۱|| < ۱ پس .||h|| < ||a−۱||−۱

a + h ،a + h = (۱ + ha−۱)a چون است. وارون�پذیر ۱ + ha−۱

کنیم فرض است. باز B/K در (B/K)× و است وارون�پذیر نیز
و π(F۱ + K) = π(F۱) که آنجا از ،K ∈ K و F۱, F۲ ∈ F که

مͬ�شوند. نتیجه بعدی رابطه دو π(F۱ ◦ F۲) = π(F۱)π(F۲)

از F ′ شبه�وارون هر چون ،K ∈ K و F ∈ F برای که کنید دقت
داریم پس است، شبه�وارون هم F +K برای F

Index(F +K) = −Index(F ′) = Index(F )

ثابت موضعͬ طور به و پوشا Index : F → Z نͽاشت .١٩ قضیه
است.

١٢Quasi-Inverse

نظر در را زیر فردهلم عملͽرهای است کافͬ بودن، پوشا برای اثبات.
مͬ�کنیم). استفاده ٢ مثال (از shift−n و shift+n �بͽیریم:

است، ثابت موضعͬ طور به Index دهیم نشان که این برای
شبه�وارون G ∈ F که مͬ�کنیم فرض و مͬ�گیریم نظر در را F ∈ F
و T ∈ Bفرض با فوق استدلال مانند . GF = I +K و باشد آن
.I +GT ∈ B× و F + T ∈ F داشت: خواهیم ،||T || < ||G||−۱

طرفͬ از

(I +GT )−۱G(F + T ) = (I +GT )−۱(I +K +GT ) =

I + (I +GT )−۱K

نتیجه در و است F + T شبه�وارون (I +GT )−۱Gپس
Index(F + T ) = −Index(G) = Index(F )

است. باز B در B× .٢٠ لم

آنͽاه ||T || < ||U−۱||−۱ اگر T ∈ B و U ∈ B× فرض با اثبات.
نوشت: مͬ�توان است. وارون�پذیر I + U−۱T

U + T = U(I + U−۱T )

است. وارون�پذیر U + T پس

است. مسیری همبند B× .٢١ قضیه

مقاله این در و است کلͬ�تر قضیه ͷی از خاصͬ حالت قضیه این
به مفصل طور به بعدی مقالات سری در ولͬ نمͬ�کنیم؛ اثبات را آن

مͬ�پردازیم. آن

Fn = {F ∈ F | Index(F ) = n} ،n ∈ Z هر برای .٢٢ قضیه
است. مسیری همبند

مͬ�کنیم: تعریف n > ۰ برای اثبات.

shiftn : F۰ → Fn

F 7→ (shift−)n ◦ F

نتیجه shift− داشتن راست وارون از بودن (پوشا پوشا که
مشابهͬ حͺم F۰ مسیری همبندی لذا (و است پیوسته و مͬ�شود)
یͺسانͬ ͷی الحاق، عملͽر همچنین مͬ�دهد). نتیجه Fn برای را
دهیم نشان است کافͬ تنها پس . مͬ�دهد. ما به را ∗ : Fn → F−n

٢١ قضیه بنابر B× ⊂ F۰ که آنجا از است. مسیری همبند F۰

فرض کنیم. وصل B× به مسیری با را F۰ عنصر هر است کافͬ
عملͽر ،dim(Ker(F )) = dim(Im(F )⊥) چون F؛ ∈ F۰ کنیم
کراندار نͽاشت دارد. وجود ϕ : Ker(F )→ Im(F )⊥ وارون�پذیر
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Φ = { ϕ on Ker(F )
۰ on (Ker(F ))⊥

وارون�پذیر F + tΦ عملͽر ،t ∈ [۰, ۱] هر برای مͬ�گیریم. نظر در را
دارد: را زیر ماتریسͬ نمایش که چرا )است،
tϕ
۰

۰
F |

(Ker(F ))⊥

)

الحاق، تحت و است باز B در F دهیم، نشان توانستیم پس
اندیس همچنین است. بسته فشرده، عملͽرهای با جمع و ترکیب
F همبندی مولفه هر در اندیس درنتیجه ثابتند؛ موضعا عملͽرها این
و ͷی صحیح، عدد هر برای آخر قضیه بنابر است. ثابت مسیری
است. موجود نظر مورد اندیس با مسیری همبندی مولفه ͷی دقیقا
را اندیس نظریه و مͬ�دهیم ادامه را مباحث این بعدی مقالات در

مͬ�کنیم. مطرح گسترده�تر
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مͬ�کنند تولید که صدایͬ روی از اجسام شͺل بازسازی
صلواتͬ عرفان

ارتعاشیͷسطح مدل�سازی ١

و انعطاف�پذیر کاملا́ جنس̞ ͷی از که بͽیرید نظر در را سطحͬ
یͷطبل) (مثل باشد. شده بسته آن لبه�ی و باشد شده الاستیͷساخته
چͽونه را ارتعاش این درآید، ارتعاش به وسیله�ای با سطح این اگر

کرد؟ توصیف مͬ�توان
نظر در Ω کران�دار و بعدی دو شͺل̞ ͷی را سطح قاعده�ی بیایید
تابعͬ باید u طبیعتاً دهیم. نشان u تابع̧ با را سطح ارتفاع و بͽیریم
اگر .u = u(t, x, y) یعنͬ باشد. t زمان و X = (x, y) نقطه�ی از
قوانین و بͽیریم نظر در را ͷکوچ سطح عنصر ͷی بر وارد نیروهای
موج معادله�ی به موسوم زیر معادله�ی بنویسیم، را نیوتونͬ ͷانیͺم

مͬ�شود: استخراج
∂۲u

∂t۲
= c۲∆u

محاسبه سطح کشش و چͽالͬ روی از که است ثابتͬ c۲ آن در که
ثابت است. بعد دو در لاپلاس عملͽر ∆ = ∂۲

∂x۲ +
∂۲

∂y۲ و مͬ�شود
مͬ�شود، توصیف مرزی شرط این با سطح لبه�ی بودنِ

u(t,X) = ۰ X ∈ ∂Ω

و صوتͬ امواج جمله از طبیعͬ پدیده�های از بسیاری موج معادله�ی
مطالعه�ی و مͬ�کند مدل را سیالات تلاطم و الͺترومغناطیسͬ امواج
اویلر، چون معروفͬ ریاضͬ�دانان و مͬ�گردد باز پیش قرن چند به آن
فرض سادگͬ برای ادامه در کرده�اند. کار آن روی دیͽران و لاگرانژ

.c۲ = ۱ مͬ�کنیم
جمله از پاره�ای دیفرانسیل معادلات حل در کارا بسیار روش ͷی
گرفتن̞ نظر روشدر این اساس است. روشجداسازی موج، معادله�ی
X از تابعͬ و t از تابعͬ حاصل�ضرب شͺل به که است جواب�هایͬ

هستند.

باشد، زیر معادله�ی از جوابͬ u(X) اگر
∆u(X) + λu(X) = ۰ (١)

u(X) = ۰ X ∈ ∂Ω

از جواب�هایͬ sin(ωt)u(X) و cos(ωt)u(X) ،ω =
√
λ برای آنͽاه

موج�های اصطلاح به را جواب�ها این بود. خواهند موج معادله�ی
این گویند. اصلͬ فرکانس�های را آن�ها متناظر های ω و ایستا
ترکیبِ موج معادله�ی از جوابͬ هر که شده�ایست شناخته حقیقت
حقیقت این به توجه با است. ایستا موج�های از) تا (بͬ�نهایت خطͬ
به مͬ�رسد گوش به یͷسطح ارتعاش̞ از که صدایͬ شنیدن با مͬ�توان

یافت. دست آن اصل̞ͬ فرکانس�های
و ویژه توابع را مͬ�کنند صدق بالا معادله�ی در که ناصفری uهای
عملͽر طیفِ را آن�ها مجموعه�ی و ویژه مقادیر را آن�ها متناظر های λ

دنباله�ی ͷی طیف، که مͬ�شود ثابت گویند. لاپلاس
۰ < λ۱ ≤ λ۲ ≤ · · · → ∞

نشان ϕn(X) با که آن�ها متناظر ویژه�ی توابع و مͬ�دهد تشͺیل
یͺه متعامد پایه�ی ͷی و هستند هموار توابعͬ مͬ�شوند داده
داخل̞ͬ ضرب با انتͽرال�پذیر مربع توابع (فضای L۲(Ω) برای

مͬ�دهند. تشͺیل ( ⟨f, g⟩ =
∫
Ω
f(X)g(X)dX

که کرد بیان صورت این به مͬ�توان را مقاله اصل̞ͬ هدف بنابراین
کرد. بازسازی آن طیف روی از را ناحیه ͷی شͺل̞ مͬ�توان چͽونه

ناحیه ͷی شͺل̞ اساساً آیا که داد پاسخ سؤال این به باید آن از پیش
طیف اگر ریاضͬ، زبان به یعنͬ بازسازیهست؟ قابل آن طیفِ روی از
،λn = λ′n و باشد λ′۱ ≤ λ′۲ ≤ · · · ،Ω′ طیف و λ۱ ≤ λ۲ ≤ · · · ،Ω

هستند؟ اقلیدسͬ) معنای (به همنهشت Ω′ و Ω لزوماً آیا
بنابراین، است. منفͬ سؤال این جواب که دید خواهیم ،٣ بخش̞ در
را شͺل ͷی هندس̞ͬ ویژگͬ�های چه که مͬ�شود مطرح سؤال این
است. بعد بخش̞ موضوع̧ این آورد. دست به آن طیفِ روی از مͬ�توان

طیف در نهفته هندسͬ ویژگͬ�های ٢

لاپلاس، عمل�گر طیف مطالعه�ی در اساسͬ نتایج اولین از ͬͺی
است. ١ وایل هرمان به منسوب زیر قضیه�ی

عمل�گر ویژه�ی مقادیر تعداد N(λ) اگر .(١٩١١ (وایل ١ قضیه
:λ→∞ وقتͬ آن�گاه اند، کوچ�ͷتر λ از که باشد لاپلاس

N(λ) ∼ |Ω|
۲π
λ

١Hermann Weyl
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وایل هرمان :١ شͺل

شͺل، ͷی طیف روی از مͬ�توان که مͬ�دهد نشان قضیه این
قضیه�ی اثبات برای روشͬ ادامه در آورد. دست به را آن مساحت
هندس̞ͬ اطلاعات روش، آن از استفاده با سپس و مͬ�کنیم ارائه وایل
هدف، این به رسیدن برای مͬ�کنیم. استخراج طیف از نیز را دیͽری
منشأ هم آن که را دیͽری پاره�ایِ دیفرانسیل معادله�ی ابتدا است لازم

کنیم. مطالعه دارد ͬͺفیزی
:٢ پخش معادله�ی

∂u

∂t
= k∆u (٢)

u(t,X) = ۰ X ∈ ∂Ω

مواد پخش جمله از مختلفͬ ͬͺفیزی پدیده�های پخش، معادله�ی
مورد در را جداسازی روش مͬ�کند. مدل را گرما انتشار و
u(X) اگر واقع در برد. کار به مͬ�توان نیز پخش معادله�ی
خواهد (٢) از جوابͬ e−λtu(X) آن�گاه باشد، (١) از جوابͬ
خطͬ ترکیب صورت به پخش معادله�ی جواب�های همه�ی و بود
یعنͬ بود. خواهند ایستا جواب�های این از) تا (نامتناهͬ از
حقیقͬ اعداد ها cn که u(t,X) =

∑∞
n=۱ cne

−λntϕn(X)

کنیم اضافه پخش معادله�ی به اولیه شرط ͷی اگر هستند. دلخواه
اولیه�ی شرط ما مͬ�شود. مشخص یͺتا طور به آن جواب آن�گاه
δp(X) و Ω از نقطه�ای pکه مͬ�گیریم نظر در را u(۰, X) = δp(X)

داشته را ͬͺفیزی تصور این است. p نقطه�ی در دیراک دلتای تابع
ماده همه�ی ابتدا در و مͬ�شود پخش سیال ͷی در ماده�ای که باشید

٢Diffusion Equation

نشان�دهنده�ی u(t,X) صورت این در است. شده جمع p نقطه�ی در
این به هم مرزی شرط˼ است. t زمانِ در X نقطه�ی در ماده چͽال̞ͬ

مͬ�شود. نابود مرز به رسیدن محض به ماده که معناست
یعنͬ ،cn = ϕn(p) باید اولیه شرط برقراریِ برای که دید مͬ�توان

u(t,X) =
∞∑
n=۱

e−λntϕn(p)ϕn(X) (٣)

را آن و مͬ�دهیم نشان K(t, p,X) با را راست سمت عبارت
داریم: X = p دادن قرار با گوییم. Ω ناحیه�ی ٣ حرارت هسته�ی

K(t, p, p) =
∞∑
n=۱

e−λntϕn(p)
۲ (۴)

رابطه��ی به ها ϕn بودنِ یͺه به توجه با و Ω روی گیری انتͽرال با که
مͬ�رسیم: زیر ارزش�مندِ

∫
Ω

K(t, p, p)dp =
∞∑
n=۱

e−λnt (۵)

آن و مͬ�دهیم نشان tr(et∆) نمادِ با را بالا راست سمت عبارت
روی خطͬ عملͽرهای از نمادگذاری این گوییم. ۴ حرارت تریس را

است. شده گرفته الهام بعد متناهͬ فضاهای
(۵) رابطه�ی مجانبͬ رفتار مطالعه�ی در وایل، قضیه�ی اثبات کلید

است. نهفته t→ ۰ وقتͬ
شروع از زیادی زمان هنوز وقتͬ که داریم انتظار ͬͺفیزی نظر از
نرسیده Ω محیط به سیال، در موجود ماده�ی نͽذشته، پخش فرآیند
روی چندانͬ تأثیر Ω مرزِ وجود عدم یا وجود دیͽر، عبارت به باشد،
هسته�ی K۰(t, p,X) اگر بنابراین ندارد. ͷکوچ زمان�های در جواب
طور به مͬ�توان واقع در (و داریم انتظار باشد، R۲ کل̞ برای حرارت

که): کرد ثابت هم دقیق
K(t, p, p) ∼ K۰(t, p, p) t→ ۰

را R۲ در پخش معادله�ی جوابِ ما که است این در رابطه این فایده�ی
واقع در مͬ�دانیم،

K۰(t, p,X) =
۱

۲πt
e−

∥X−p∥۲
۲t

به (۵) در جایͽذاری با که ،K(t, p, p) ∼ ۱
۲πt ،t→ ۰ وقتͬ بنابراین

مͬ�آوریم: دست
∞∑
n=۱

e−λnt ∼ |Ω|
۲πt

موسوم قضایای دسته از ͬͺی که زیر قضیه�ی را اثبات نهایͬ گام
بسیار قضایای این مͬ�دهد. انجام ما برای است Tauberian به

٣Heat Kernel
۴Heat Trace
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بͬ�نهایت در را تابع) ͷی (یا {λn} دنباله ͷی مجانبͬ رفتار کاربردی،
t = ۰ در توانͬ) انتͽرال�های (یا توانͬ سری�های مجانبͬ رفتار به

مͬ�سازند. مربوط

بͬ�نهایت به λn صعودی دنباله�ی فرضکنید .(Tauberian) ٢ قضیه
هستند. λ از کوچͺتر که بͽیرید هایͬ λn تعداد را N(λ) کند. میل

معادل�اند: زیر احͺام صورت این در

N(λ) ∼ cλ λ→∞ (الف)

∑∞
n=۱ e

−λnt ∼ c
t t→ ۰ (ب)

ͷی با زیادی فاصله�ی بالا اثبات شده، متوجه خواننده که همان�طور
کرد. دقیق مͬ�توان اثباترا همین واقع در اما دارد. ریاضͬ اثباتدقیق

کند. مراجعه ٨ بخش [١] مرجع به مͬ�تواند علاقه�مند خواننده�ی
طیف کند سعͬ خواننده آموزنده، تمرین ͷی عنوان به همچنین
مستقیماً را وایل قضیه�ی و آورده دست به را صفحه در مستطیل ͷی

نماید. تحقیق
چرا باشید، شده ناامید مقاله اصل̞ͬ هدف از اندکͬ این�جا تا شاید
طیفِ روی از را شͺل ͷی مساحتِ توانستیم تنها زیاد، زحمت با که
مͬ�توانیم ایده همین از استفاده با نباشید، ناامید اما کنیم. محاسبه آن
های Ω به را خود سادگͬ، برای آوریم. دست به نیز را شͺل محیط

مͬ�کنیم. محدود محدب
،ͷکوچ های t برای که بود این وایل قضیه�ی اثبات اصل̞ͬ ایده�ی
بخواهیم اگر ندارد. پخش معادله�ی جواب روی چندانͬ تأثیر Ω مرزِ
نقطه نزدیͺترین داریم انتظار کنیم دخیل خود جوابِ در Ωرا مرزِ تأثیر
رویجوابداشته را تأثیر بیش�ترین مͬ�نامیم، q را آن که مرز، روی p به

باشد.

این ما انتظارِ باشد، Ω لبه�ی بر مماس و q از گذرنده خطͬ l اگر
متفاوتͬ چندان تاثیر l خط و Ω مرزِ ،ͷکوچ زمان�های در که است
به مربوط حرارتِ هسته�ی Kl(t, p, x) اگر یعنͬ نͽذارند جواب روی

آنͽاه است، p شامل که باشد l مرزِ با نیم�صفحه�ی
K(t, p, p) ∼ Kl(t, p, p) t→ ۰

واقع در استو شده شناخته نیم�صفحه پخشروی جوابمعادله�ی اما

Kl(t, p, p) =
۱− e− ۲δ۲

t

۲πt

مͬ�آوریم دست به (۵) در جایͽذاری با .δ = ∥p− q∥ آن در که

tr(et∆) ∼ |Ω|
۲πt
− ۱

۲πt

∫
Ω

e−
۲δ۲
t dp

دوم، جمله�ی بررسͬ برای است. وایل تخمین همان اول جمله�ی
مرز تا آن�ها فاصله�ی که بͽیرید Ω از نقاطͬ مجموعه�ی را Γ(δ)

ͷکوچ δهای تأثیر ،t → ۰ وقتͬ که کنید دقت است. δ برابر
،ͷکوچ های δ برای هاست. δ سایر از بیش�تر بالا انتͽرالِ در
بͽیرید. خم این طول را L(δ) مͬ�دهد، تشͺیل محدب خم ͷی Γ(δ)

δ روی سپس و بͽیریم Γ(δ) روی ابتدا مͬ�توانیم را بالا انتͽرالِ
:ͷکوچ δ۰ ͷی برای مͬ�دهد نتیجه که بͽیریم ∫انتͽرال

Ω

e−
۲δ۲
t dp =

∫ δ۰

۰
e−

۲δ۲
t L(δ)dδ +O(e−

۲δ۲
t )

e−
۲γ۲
t ،t → ۰ وقتͬ δ < γ برای که شهود این داشتن ذهن در با

در (و داشت انتظار مͬ�توان مͬ�کند، میل صفر به e− ۲δ۲
t با مقایسه در

که مͬ�شود) اثبات هم دقیق طور به ∫واقع
Ω

e−
۲δ۲
t dp ∼ L

∫ δ۰

۰
e−

۲δ۲
t dδ =

L

۴
√
۲πt

آوردیم: دست به پس است. Ω محیط˼ همان L = L(۰) آن در که

tr(et∆) ∼ |Ω|
۲πt
− L

۴
۱√
۲πt

t→ ۰ (۶)

آوریم. دست به نیز را آن محیط˼ ،Ω طیفِ روی از توانستیم پس
به بود o( ۱

t ) که را وایل فرمول تقریبِ دقت واقع در (۶) رابطه�ی
جملاتِ با را tr(et∆) مͬ�توان آیا که پرسید مͬ�توان داد. ارتقا o( ۱√

t
)
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است. مثبت جواب رود. بالاتر تقریب دقت تا زد تقریب بیش�تری
نباشد هم ساده همبند لزوماً Ω اگر حتͬ که داد نشان مͬ�توان واقع در

آن�گاه باشد)، داشته سوراخ مͬ�تواند (یعنͬ

tr(et∆) ∼ |Ω|
۲πt
− L

۴
۱√
۲πt

+
۱− r
۶

t→ ۰

را شͺل ͷی سوراخ�های تعداد پس سوراخ�هاست. تعداد r آن در که
آورد. دست به آن طیف روی از مͬ�توان نیز

طیف که ساخت شͺل�هایͬ مͬ�توان که دید خواهیم بعد بخش در
حالات بعضͬ در اما نباشند. انطباق قابل ولͬ باشد ͬͺی کاملا́ آن�ها
مشخص یͺتا طور به را شͺل طیف، که کرد ثابت مͬ�توان خاص
بر باید نیز دیͽر ناحیه�ی باشد، دایره ناحیه�ها از ͬͺی اگر مثلا́ مͬ�کند.
مساحت باید ناحیه دو گفتیم که همانطور چون باشد، انطباق قابل آن
برابرمحیط۵ͬ نامساوی بنابر طرفͬ از و باشند داشته یͺسان محیط و
بیش�ترین که است شͺلͬ تنها دایره ثابت، محیط˼ با اشͺال بین در
تولید دوبعدی شͺل̞ ͷی که صدایͬ روی از یعنͬ دارد. را مساحت

نه. یا هست دایره آن شͺل̞ که داد تشخیص مͬ�توان مͬ�کند،

هم�طیف شͺل�های ٣

مͬ�شود؟ مشخص یͺتا طور به آن طیفِ روی از ناحیه ͷی شͺل̞ آیا
مطرح سؤال این کتز۶ مارک از مقاله�ای در ١٩۶۶ سال در بار اولین
این به منفͬ جواب [٣] دیͽران و گ͒ردن بعد سال ٢۶ حدود شد.
مͬ�بینید: زیر در را کردند ارائه آن�ها که ساده�ای مثالِ دادند. سؤال

شͺل�های از نمونه�ای مͬ�بینید بالا شͺل̞ در که ناحیه�ای دو
قابل ولͬ دارند یͺسانͬ طیف که اشͺالͬ یعنͬ هستند، هم�طیف٧
مͬ�دهیم. توضیح زیر شͺل با را موضوع این دلیل نیستند. انطباق

Isoperimetric۵
Mark Kac۶

Isospectral٧

تابع هر مͬ�توان آن از استفاده با که مͬ�دهیم ارائه روشͬ واقع در
و کرد تبدیل دوم ناحیه�ی از ویژه تابع ͷی به را اول ناحیه�ی از ویژه
ویژه�ی مقدار با (a) ناحیه�ی روی ویژه�ای تابع ϕکنید فرض برعͺس.
به دیدید، را G،... ،B ،A حروفِ که جا هر (b) شͺل̞ در باشد. λ
شͺل̞ از مربوطه مثلث روی متناظر نقطه�ی در را ϕ تابع̧ مقدارِ آن جای
جا هر و کنید جایͽزین صفحه) در دوران ͷی با لزوم صورت (در (a)
محور به نسبت را مربوطه مثلثِ ابتدا دیدید را Ḡ ،... ،B̄ ،Ā حروفِ

کنید. جایͽزین را آن سپس و بدهید انعͺاس تقارنش
این به که ψ تابع که دید مͬ�توان مثلث�ها، ضلع�های کردن ͷچ با
در و است صفر مرز روی مͬ�شود ساخته (b) ناحیه�ی روی صورت
ͷی هر داخل در ψ که است روشن همچنین است. پیوسته داخل
مͬ�کند. صدق ∆ψ = λψ معادله�ی در و است هموار مثلث�ها از
مشترک مرز روی حتماً تابعͬ چنین مͬ�کند تضمین آنالیز از قضیه�ای
ویژه�ای تابع ،(b) ناحیه�ی کل̞ روی واقع در و است هموار نیز مثلث�ها

است. λ ویژه�ی مقدار با لاپلاس عملͽرِ از
کاغذ مبنای بر روشͬ [٢] مرجع̧ در مͬ�تواند علاقه�مند خواننده�ی
از دیͽری مثال�های همچنین و مثال این آوردن دست به برای تا و

ببیند. را هم�طیف شͺل�های

خمینه�ها و بالاتر ابعاد ۴

ناورداهای مطالعه�ی در آن طیفِ لاپلاسو اهمیتعملͽر به که اکنون
این آیا که پرسید مͬ�توان بردیم، پͬ صفحه در دوبعدی اشͺال هندسͬ

هستند؟ خمینه�ها به نیز و بالاتر ابعاد به تعمیم قابل مفاهیم
(یعنͬ ریمانͬ خمینه�های به لاپلاس عملͽر طبیع̞ͬ تعمیم
لاپلاس- عملͽر شده�اند)، یͷمتریͷریمانͬ به مجهز که خمینه�هایͬ

است: بلترامͬ
∆Mf = div(grad(f))
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لبه دارای است ممͺن (که فشرده بعدی d خمینه�ی ͷی M اگر
بعدی، دو اشͺالِ همانند باشد، ریمانͬ ͷمتری ͷی با باشد) نیز
λهای و ویژه توابع̧ را صفر مرزیِ شرط˼ با ∆u+ λu = ۰ جواب�های
طیف که مͬ�شود ثابت گوییم. ∆M طیفِ یا ویژه مقادیر را متناظر
توابع و مͬ�دهد تشͺیل ۰ < λ۱ ≤ λ۲ ≤ · · · → ∞ دنباله�ی ͷی
برای یͺه متعامد پایه�ی ͷی و هستند هموار توابعͬ آن�ها متناظر ویژه�ی

مͬ�دهند. تشͺیل L۲(M)

هندس̞ͬ اطلاعات چه کرد. تͺرار مͬ�توان را قبل بخش�های سؤال
خصوصاً آورد؟ دست به آن طیفِ از استفاده با مͬ�توان Mرا خمینه�ی
روش است؟ هندسͬ اطلاعات چه شامل طیف مجانب̞ͬ رفتار این�که
درباره�ی نتایجͬ و برد کار به هم این�جا مͬ�توان را حرارت هسته�ی
قضیه�ی از تعمیمͬ مͬ�توان جمله از آورد. دست طیفبه مجانب̞ͬ رفتار
که کرد ثابت لبه) بدون و فشرده (یعنͬ بسته خمینه�های برای را وایل
آنͽاه باشد، λ از کوچͺتر ویژه�ی مقادیر N(λ)تعداد اگر آن اساس بر

،λ→∞ وقتͬ
N(λ) ∼ (۲π)−dωdV ol(Ω)λ

d
۲

بر است مبتنͬ اثبات است. بعدی d واحد گویِ حجم ωd آن در که
زیر، مجانبͬ تخمین

tr(et∆) =
∞∑
n=۱

e−λnt ∼ (۴πt)−
d
۲ V ol(M) t→ ۰

،M بسته�ی خمینه�ی ͷی برای که است شده داده نشان کلͬ طور به
است: موجود زیر مجانبͬ بسط

tr(et∆) ∼ (۴πt)−
d
۲

∞∑
k=۰

akt
k t→ ۰ (٧)

توسط یͺتا طور به که Mهستند از هندسͬ ناورداهای ak ضرایب که
صورت به مͬ�توان اساساً را ها ak مͬ�شوند. مشخص M طیف
،k شدنِ زیاد با نوشتولͬ مشتقاتآن و انحنایخمینه از انتͽرال�هایͬ
ناوردای چه ak تشخیصاین�که و مͬ�شوند پیچیده فوق�العاده فرمول�ها
ͷکوچ های k برای اما مͬ�شود. دشوار مͬ�کند توصیف را هندسͬ�ای
همان (این a۰ = V ol(M) مͬ�شود ثابت مثلا́ نیست. دشوار کار این
است. محاسبه قابل طیف روی Mاز پسحجم̧ است). وایل قضیه�ی
بسط˼ به توجه با طیف روی از نیز M بعدِ که است روشن همچنین
انحنای s(x) که a۱ = ۱

۶

∫
M
s(x)dx نیز است. محاسبه قابل (٧)

بسته رویه�ی ͷیM یعنͬ ،d = ۲ که حالتͬ در است. خمینه اسͺالر
گوس-بونه، قضیه�ی بنابر و است گوسͬ انحنای همان s(x) ∫باشد،

M

s(x)dx = ۲πχ

روی از رویه�ها اویلرِ پسمشخصه�ی Mاست. اویلر مشخصه�ی χ که
است. محاسبه قابل آن�ها طیفِ

ریمانͬ، خمینه�ی ͷی طیفِ آیا مͬ�گردیم. باز مقاله اصلͬ سؤال به
که مثالͬ به توجه با مͬ�کند؟ مشخص کامل طور به را آن هندسه�ی
در اما است. منفͬ کلͬ حالت در جواب مͬ�دانیم دیدیم، ٣ بخش در
([۶]) است ثابتشده مثلا́ است. مثبت حالاتخاصجواب بعضͬ
طور به طیفشان توسط ٧ از کم�تر بعدِ با افͺنشͬ فضاهای و کره�ها که

مͬ�شوند. مشخص یͺتا
کردیم بیان ٣ بخش̞ در که مثالͬ کشف از پیش سال�ها واقع در
دارند وجود (٢ از بیش بعدِ (با خمینه�هایͬ که بود شده دانسته این
چنین نیستند. ایزومتر ی�ͷدیͽر با ولͬ است یͺسان طیفشان که
را هم�طیف خمینه�های از مثال اولین گویند. هم�طیف را خمینه�هایͬ
خمینه�ها از خاصͬ کلاس̞ در او خمینه�های کرد. ارائه میلنُر٨ جان
داشتند. شده شناخته اعدادی نظریه مسأله�ی ͷی با ارتباط که بودند
برای ͷسیستماتی روشͬ که کرد ارائه کلͬ�تر مثالͬ سونادا٩ بعداً

مͬ�گذاشت. اختیار در هم�طیف خمینه�های ساخت
اصلͬ ایده�ی مͬ�بریم. پایان به سونادا مثال ارائه�ی با را مقاله این
ارتباط ریمانͬ یͷخمینه�ی حرارتِ هسته�ی که بود مشاهده این سونادا
از مفاهیمͬ ابتدا دارد. آن پوششͬ فضای حرارت هسته�ی با ͬͺنزدی

مͬ�کنیم. مرور را پوششͬ فضای
M از نقطه هر یعنͬ باشد، پوشش ͷی ϕ : M̃ →M کنید فرض
است مجزا بازهایͬ از اجتماعͬ ϕ−۱(U) که دارد U ͬͽهمسای ͷی
چنین در مͬ�دهد. U به همسانریختͬ ͷی آن�ها از ͷی هر روی ϕ که
به داد انتقال M̃ به مͬ�توان را M روی ریمانͬ ͷمتری ͷی صورتͬ
توسط ،π۱(M̃) ،M̃ بنیادی گروه باشد. ایزومتری موضعاً ϕ که طوری
این از که مͬ�شود نͽاشته π۱(M) از زیرگروهͬ به ͷی به ͷی طور به ϕ
که مͬ�شود ثابت بود. خواهد زیرگروه همین π۱(M̃) از منظورمان پس
را فرض این اگر مͬ�شود. مشخص π۱(M̃) توسط˼ ی�ͷتا طور به M̃
آن�گاه باشد، π۱(M) از نرمال زیرگروهͬ π۱(M̃) که �کنیم اضافه نیز
عمل ایزومتری صورتِ به M̃ روی G = π۱(M)

π۱(M̃)
گروه˼ که دید مͬ�توان

این در است. گروه این عمل̞ تحت M̃ قسمتِ خارج M و مͬ�کند
گویند. پوششͬ گروه را G Mو برای نرمال پوشش ͷی را ϕحالت

Mباشد، نرمالِ پوشش M̃ اگر .٣ لم
KM (t, x, y) =

∑
g∈G

KM̃ (t, x̃, g.ỹ) (٨)

مͬ�پوشانند. را y و x که هستند M̃ از نقاطͬ ،ỹ و x̃ آن در که

مشخص یͺتا طورِ به زیر شرط˼ دو Mتوسط حرارتِ هسته�ی اثبات.
مͬ�شود،

٨John Milnor
٩Sunada
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∂
∂tKM (t, x, y) = ∆yKM (t, x, y) (الف)

KM (۰, x, y) = δx(y) (ب)

عبارت که است روشن ،G عمل̞ بودنِ ایزومتری به توجه با اکنون
دارد. را بالا شرط˼ دو هر (٨) راستِ سمت

Mداریم روی انتͽرال�گیری و (٨) در y = x دادنِ قرار با

tr(et∆M ) =

∫
M

KM (t, x, x)dx

=
۱

#G

∑
g∈G

∫
M̃

KM̃ (t, x̃, g.x̃)dx̃ (٩)

مزدوجش با را g وقتͬ راست سمت عبارت مͬ�کنیم ادعا اکنون
زیرا نمͬ�کند تغییر کنیم عوض hgh−۱∫

M̃

KM̃ (t, x̃, hgh−۱.x̃)dx̃ =

∫
Ñ

KM̃ (t, h−۱.x̃, gh−۱.x̃)dx̃

مͬ�آید دست به h−۱.x̃→ x̃ متغیر تغییر با
=

∫
M̃

KM̃ (t, x̃, g.x̃)dx̃

کنیم: بازنویسͬ زیر صورت به را (٩) مͬ�توانیم ∫بنابراین
M

KM (t, x, x)dx =
∑
[g]

#[g]

#G

∫
M̃

KM̃ (t, x̃, g.x̃)dx̃

است. G در g تزویج̞ͬ کلاس [g] آن در که
بͽیرید: نظر در زیر شͺل به پوششͬ فضاهای از نموداری اکنون

..M۰.

M۱

.

M̃

.

H

..

G

شد: گفته آنچه بنابر
tr(et∆M۱ ) =

∑
[h]

#[h]

#H

∫
M̃

KM̃ (t, x̃, h.x̃)dx̃ (١٠)

دلیل به باشند، مزدوج G در h′ و h اگر که کنید دقت اکنون
:G عمل̞ بودنِ ∫ایزومتری

M̃

KM̃ (t, x̃, h.x̃)dx̃ =

∫
M̃

KM̃ (t, x̃, h′.x̃)dx̃

نوشت: صورت این به را (١٠) مͬ�توان این بنابر
tr(et∆M۱ ) =

∑
[g]∈G

#([g] ∩H)

#H

∫
M̃

KM̃ (t, x̃, g.x̃)dx̃ (١١)

به نه و G به آن راست سمت انتͽرالِ که است این در (١١) اهمیت
دارد. ͬͽبست H

بͽیرید: نظر در را پوششͬ فضاهای از زیر نمودار اکنون
M̃

H۱~~||
||
||
||

G

��

H۲

  B
BB

BB
BB

B

M۱

  B
BB

BB
BB

B M۲

}}||
||
||
||

M۰

حاصل زیر نتیجه�ی ببریم، کار به M۲ و M۱ موردِ در را (١١) اگر
مͬ�شود:

کنید فرض .۴ نتیجه
∀g ∈ G, #([g] ∩H۱) = #([g] ∩H۲) (١٢)

هستند. M۲هم�طیف M۱و آن�گاه

این در باشد. شده تولید متناهیاً گروهͬ G کنید فرض اکنون
ͷی بنیادیِ گروه G خمینه�ها، توپولوژیِ در قضیه�ای بنابر صورت
M۰بͽیرید.

١٠ جهانͬ پوششͬ فضای را M̃ M۰است. فشرده خمینه�ی
رابطه�ی در که باشند G از زیرگروه�هایͬ H۲ و H۱ کنید فرض حال
گروه�های M۰با پوشش̞ͬ فضاهای M۲را M۱و مͬ�کنند. صدق (١٢)
دهید M۰قرار روی سپسیͷمتریͷریمانͬ H۲بͽیرید. H۱و بنیادیِ
نتیجه�ی بنابر دهید. انتقال M̃ و M۲ و M۱ به طبیعͬ طور به را آن و
با دهیم نشان که مͬ�ماند باقͬ فقط هستند. هم�طیف M۲ M۱و بالا،

نیستند. ایزومتر ی�ͷدیͽر
آن�گاه باشند، مزدوج ی�ͷدیͽر با G در H۲ و H۱ اگر که کنید دقت
عناصرِ از ͬͺی عمل̞ از ایزومتری این و بود خواهند M۲ایزومتر M۱و

یͺدیͽر با H۲ و H۱ اگر این بنابر عͺس. بر و مͬ�آید دست به G
با G ایزومتری�های M۲تحتِ M۱و که هستیم مطمئن نباشند مزدوج
انتخابِ در که آزادی�ای به توجه با طرفͬ از نیستند. ایزومتر ی�ͷدیͽر
انتخاب کوله و کج آن�قدر را ͷمتری این مͬ�توانیم M۰داریم، ِͷمتری
نتیجه در باشند. Gنداشته از خارج M۲ایزومتری�هایͬ M۱و که کنیم

بود. نخواهند ایزومتر M۲کلا́ M۱و

گروه�هایͬ چنین از مثال�هایͬ ارائه�ی مͬ�ماند که چیزی تنها بنابراین
را آن�ها از ͬͺی که شده ارائه مختلفͬ مثال�های [۴] مرجع در است.

مͬ�آوریم.
١٠Universal Covering
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و Z۸ مستقیم̧ نیمه ضرب از است عبارت که Z۸⋊Z∗
۸ گروه˼ مثال.

(a, b) زوج�های از است شده تشͺیل تعریف، طبق و Z∗
۸ ضرب̞ͬ گروه˼

ضربِ عمل̞ با a = ۱, ۳, ۵, ۷ و b ∈ Z۸ که

(a, b).(a′, b′) = (aa′, a′b+ b′)

زیرگروه�های که کرد تحقیق مͬ�توان راحتͬ به

H۱ = {(۱, ۰), (۳, ۰), (۵, ۰), (۷, ۰)}

و

H۲ = {(۱, ۰), (۳, ۴), (۵, ۴), (۷, ۰)}

با پس نیستند. مزدوج ی�ͷدیͽر با و مͬ�کنند صدق (١٢) رابطه�ی در
ولͬ هستند هم�طیف که ساخت خمینه�هایͬ مͬ�توان آن�ها از استفاده

نیستند. ایزومتر
بسته رویه�های از مثال�هایͬ بالا، ایده�ی از استفاده با [۴] مرجع̧ در
ایزومتر ولͬ هستند هم�طیف که است شده آورده ۴ ≤ g گونه�ی با

نیستند.
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١ چیست؟ قطار رد
موشر لͬ

کمالͬ�نژاد علͬ ترجمه�:

تقریب گونه همان را ساده بسته خم�های ،S رویۀ روی قطار، ردهای

را گویا عددهای مسلسل، کسرهای جزئͬ قسمت�های خارج که مͬ�زنند

حدود در که ١ شͺل ساده بسته خم ۴-سوراخه، کره روی مͬ�زنند. تقریب

ریاضͬ گروه دیوار روی دنیسسالیوان و ترستن پ. ویلیام توسط ،۱۹۷۲ سال

شͺل در شده داده نمایش قطار رد وسیلۀ به است، شده ترسیم برکلͬ دانشͽاه

مͬ�شود. زده تقریب ،٢

برکلͬ دانشͽاه ایونس تالار دیوار روی شده کشیده تصویر :١ شͺل

رشته�های که کنید تار گونه�ای به را خود چشمان تقریب، این تجسم برای

در شونده دور رشته�های و ادغام قطار رد شاخه�های در نظر، مورد خم موازی

اواخر در ترستن توسط قطار ردهای شوند. جدا قطار، رد تعویض�های محل

مرتبط ساختارهای و ساده بسته خم�های مطالعۀ ابزار ͷی عنوان به ۱۹۷۰ دهه

شدند. معرفͬ رویه�ها، روی آن�ها با

همبند، فشرده، یͷرویه – باشد متناهͬ نوع از باید S رویه حالتکلͬ در

که S روی ساده بسته خم�های سوراخ. متناهͬ تعدادی با احیاناً جهت�دار،

که قرصͬ هر که معنͬ این به اساسͬ�اند، که هستند آن�هایͬ مͬ�کنیم، مطالعه

بسته خم دو است. سوراخ دو دارای حداقل مͬ�شود، محدود آن�ها توسط

باشند، ایزوتوپ S روی هرگاه مͬ�شوند، گرفته نظر در یͺسان اساسͬ، ساده

باشند. هوموتوپ ساده، بسته خم�های طریق از یعنͬ، که
١L. Mosher, What Is...A Train Track?, Notices of the American

Mathematical Society. Volume 50(2003), Number 3(March), 354-356.
او رایانامه آدرس است. راتͽرز دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ گروه مدیر موشر لͬ

.mosher@andromeda.rutgers.edu از است عبارت

۴-سوراخه کره ͷی روی قطار رد ͷی از مثالͬ :٢ شͺل

رأس�هایشتعویض استکه τ هموار ی۱ͷ-مجتمع ،S روی قطار یͷرد

مماس خط ،sتعویض هر در که طوری به مͬ�شوند، نامیده یال�هایششاخه و

از است اجتماعͬ که دارد بازی ͬͽهمسای τ در s و دارد وجود یͺتایͬ

ͬͺمتری شده تͺمیل ،C شده�اند. نشانده هموار صورت به که باز کمان�های

تیزه�دار” ”شاخصاویلر استکه تیزه با رویه�ای ،S−τ مؤلفه�های از کدام هر
چندین آخر شرط .χ(C) − ۱

(تیزه�ها)۲# < ۰ یعنͬ، باشد، منفͬ باید آن

قرصͬ سوراخ، ۱ ⩾ و تیزه بدون قرصͬ مͬ�کند: ممنوع C برای را امͺان

این اوقات برخͬ سوراخ. و تیزه بدون طوقͬ و تیزه دو یا ͷی با سوراخ بدون

ͷی یعنͬ دوضلعͬ، ͷی C دهند اجازه تا مͬ�شوند داده تقلیل کمͬ شرایط

صفر تیزه�دار اویلر شاخص دارای که باشد تیزه، دو با سوراخ بدون ͷدیس

در که چرا بپذیریم را دوضلعͬ�ها باید چنبره، ͷی روی حقیقت، در است.

داشت. نخواهند وجود قطار ردهای صورت این غیر

را γ بتوان اگر مͬ�شود حمل τ قطار رد وسیله به γ ساده بسته خم ͷی

گرفت نظر در τ ͷکوچ دلخواه اندازۀ به ͬͽهمسای توی به شده ایزوتوپ

τ مماس خط ͷی ͷنزدی دلخواه اندازه به γ مماس خط هر که طوری به

اویلر شاخص دارای S − τ شده تͺمیل مؤلفۀ هر که شرط این باشد.

ساده بسته خم هر که مͬ�دهد نتیجه باشد، دوضلعͬ) ͷی (یا منفͬ تیزه�دار

ساده بسته خم ͷی که این بیان است. اساسͬ S روی τ توسط شده حمل

گویا عدد ͷی که است آن بیان مشابه مͬ�شود حمل قطار رد ͷی وسیلۀ به

روی مͬ�شود. زده تقریب مسلسل کسری جزئͬ خارج�قسمت ͷی وسیله به

مͬ�دهیم، شرح اکنون که گونه همان شباهت، این T۲ = R۲/Z۲ چنبره

است. صریح بسیار

با ͷی به ͷی تناظری در T۲ روی ساده بسته خم�های ایزوتوپͬ، حد در

با است متناظر r گویای عدد ͷی – دارند {∞}∪Qقرار منبسط گویاهای
r شیب دارای که مͬ�شود برده بالا R۲ در خطͬ به که γr ساده بسته خم ͷی

است، شده داده نمایش ٣ شͺل در که T۲ روی τ[۰,∞] پایه قطار رد است.

تا γ۰ ∩ γ∞ مورب تقاطع نقطه در زاویه�ها کردن تخت با γ۰ ∪ γ∞ از

دست به باشد، داشته مثبت شیب با یͺتایͬ مماس خط نقطه، این که زمانͬ

بسته خم�های دقیقاً τ[۰,∞] و دارد دوضلعͬ ͷی τ[۰,∞] قطار رد مͬ�آید.

اعداد کنید فرض کلͬ، طور به مͬ�کند. حمل را ۰ ⩽ r ⩽ ∞ با γr ساده

گویای اعداد .ad − bc = ۱ که باشند گونه�ای به a, b, c, d > ۰ صحیح

مشخص T۲ روی را γq و γp ساده بسته خم�های p = c
d < a

b = q
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در را زاویه�ها مͬ�توان و متقاطع�اند مورب طور به نقطه ͷی در که مͬ�کنند

خم�های دقیقاً که آورد دست به τ[p,q] قطار رد ͷی تا کرد تخت نقطه این

مͬ�کند. حمل p ⩽ r ⩽ q با را γr

چنبره روی قطار رد ͷی از مثالͬ :٣ شͺل

تقریب مͬ�توان چͽونه که کنیم بیان باید تقریب، از حسͬ هر ایجاد برای

انجام به شͺافتن مفهوم وسیله به کار این قطار ردهای در کرد. تظریف را

در را τ در شͺافتن مͺان نخست ،τ شده داده قطار رد به توجه با مͬ�رسد.

و نقطه ͷی در مماس صورت به که است τ رشته دو شامل که بͽیرید نظر

شͺافتن ͷی مͬ�توان سپس مͬ�رسند، یͺدیͽر به کوتاه، کمان ͷی طول در یا

برای که مدلͬ ͷکم به را τ ≻ τR راست شͺافتن ͷی و τ ≻ τL چپ

بسته خم هر کرد. تعریف است، شده کشیده تصویر به ۴ شͺل در شͺافتن

هر احتمالا˟ ،τR یا τL از ͷی توسط باشد، شده حمل τ وسیله به که γ ساده

γ تقریب تظریف عنوان به را τR یا τL مͬ�توان بنابراین و مͬ�شود حمل دو،

گرفت. نظر در

چپ، شͺافتن ͷی کنیم، آغاز τ[۰,∞] = τ[ ۰۱ ,
۱
۰ ]
با اگر چنبره، روی

دست به را τ[ ۰۱ , ۱۱ ] = τ[۰,۱] راست، شͺافتن ͷی و را τ[ ۱۱ , ۱۰ ] = τ[۱,∞]

نظر در را p = c
d <

a
b = q قبل صورت همان به کلͬ، طور به مͬ�دهد.

ͷی و p < r < q آنͽاه کنید، محاسبه را r = a+c
b+d فری جمع اگر بͽیرید،

وجود τ[p,q]
L
≻ τ[r,q] چپ شͺافتن ͷی و τ[p,q]

R
≻ τ[p,r] راست شͺافتن

از متناهͬ دنباله�ای بͽیرید، نظر در را r ∈ [۰,∞] با γr ساده بسته خم دارد.

که است موجود τ[۰,∞] = τ۰ ≻ τ۱ ≻ · · · ≻ τn−۱ ≻ τn شͺافتن�های

انتخاب گونه�ای به استقرایͬ صورت به (R یا L) شͺافتن هر زوجیت آن در

τn قطار رد به که زمانͬ دنباله این کند. حمل را γ خم τi هر که مͬ�شود

دنبالۀ این متوقفمͬ�شود. است، γr از شده�ای نشانده نسخۀ شامل که برسد

رد بسط مثال عنوان به مͬ�شود. نامیده γr بسته خم قطار رد بسط قطار، رد

مͬ�شود داده زیر صورت به γ۱۰/۷ قطار

τ[۰,∞] = τ[ ۰۱ ,
۱
۰ ]

L
≻ τ[ ۱۱ , ۱۰ ]

R
≻ τ[ ۱۱ , ۲۱ ]

R
≻ τ[ ۱۱ , ۳۲ ]
L
≻ τ[ ۴۳ , ۳۲ ]

L
≻ τ[ ۷۵ , ۳۲ ]

L
≻ τ[ ۱۰۷ , ۳۲ ]

به مͬ�توان – L ۳ ،R ۲ ،L ۱ – قطار رد بسط این LR دنبالۀ روی از

جزئͬ خارج�قسمت�های همچنین، . ۱۰۷ = ۱+ ۱
۲+ ۱

۳
رسید مسلسل کسر بسط

هر کلͬ،برای طور به شده�اند. ظاهر قطار رد بسط در ۱+ ۱
۲ =

۳
۲ و ۱ =

۱
۱

خارج�قسمت�ها مͬ�توان γr قطار رد بسط روی از ،r ∈ [۰,∞] گویای عدد

n۱ ،L n۰ RLشامل دنبالۀ روی از آورد: دست به را r مسلسل کسر بسط و

مͬ�توان فرد، یا است زوج k که این به بسته R یا L nk و · · · ،L n۲ ،R

آورد دست به را زیر بسط

r = n۰ +
۱

n۱ +
۱

n۲+
۱

···+ ۱
nk

شͺافتن :۴ شͺل

بسیار مͬ�توان را مسلسل کسر بسط�های و قطار رد بسط�های بین واژه�نامۀ

گویای اعداد که ترتیبͬ همان به که کرد کشف ترستن داد. توسعه بیشتر

عمل به نسبت که فشرده�سازی وسیلۀ به مͬ�توان را Q ∪ {∞} منبسط
منبسط حقیقͬ اعداد به است، طبیعͬ SL(۲,Z) مدولͬ گروه کسری خطͬ

اساسͬ ساده بسته خم�های ایزوتوپͬ رده�های مجموعۀ کرد، {∞}∪Rکامل
به نسبت که فشرده�سازی وسیلۀ به مͬ�توان را S نوع-منتهͬ رویه ͷی روی

لایه�بندی�های فضای به است، MCG(S)طبیعͬ نͽاشتͬ رده گروه عمل

درباره نتایج از برخͬ .[١] کرد کامل PML(S) تصویری اندازه�دار

شده�اند داده شرح [٣] در S روی اندازه�دار لایه�بندی�های قطار رد بسط�های

عنوان به یافت. [٢] در مͬ�توان را نظریه این جزئیات با همراه شرح و

کسرهای با متناظرند ͷی به ͷی صورت به ͹گن اعداد که طور همان مثال،

برگ�هایشان ͬͽهم که تصویری اندازه�دار لایه�بندی�های نامتناهͬ، مسلسل

قطار رد بسط�های با متناظراند ͷی به ͷی صورت به نیستند بسته خم�های

همچنین مͬ�کنند. صدق ترکیبیاتͬ خفیف شرایط برخͬ در که نامتناهͬ

ͷی از ظریف�تری خصوصیات تا کرد استفاده قطار رد بسط�های از مͬ�توان

معناست این به که ساخت، نمایان را ”غیرگویایͬ” مانند اندازه�دار لایه�بندی

مͬ�کند. پر را رویه کل لایه�بندی، که

نͽاشتͬ رده�های ترستن̞ رده�بندی مطالعۀ واژه�نامه، این کاربردهای از ͬͺی

آنوزوف عناصر وسیله به {∞}∪Rکه در نقاطͬ مجموعه Sاست[١]. روی

که هستند، دوم درجه گن�͹های دقیقاً مͬ�شوند، داشته نͽه ثابت SL(۲,Z)

علاوه است. متناوب نهایتاً آن�ها مسلسل کسر بسط که هستند اعدادی دقیقاً

SL(۲,Z)آنوزوف عناصر رده�بندی برای مͬ�توان را تناوب دوره این این، بر

عناصر وسیلۀ به که PML در نقاطͬ مجموعه برد. کار به تزویج، حد در

رفتار طریق از مͬ�توان را مͬ�شوند داشته نͽه ثابت MCG شبه-آنوزوف
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مͬ�توان را تناوبͬ داده�های این و مشخصکرد قطارشان رد بسط�های تناوبͬ

برد. کار به تزویج، حد در شبه-آنوزوف نͽاشتͬ رده�های رده�بندیِ برای
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١ تحقیق و ما
فرهودی روزبه

چͺیده

لزوم یا و باشد چͽونه علمͬ سیاست که این است. پژوهشͬ جامع نقشه ͷی ترسیم ایران، علمͬ جامعه روز و پردامنه بحث�های از ͬͺی
در دارند. خود همراه متنوعͬ حواشͬ مطمئناً که هستند مسایلͬ هدفمندتر خروجͬ�های برای برنامه�ریزی و خاص زمینه�ی در شدن تخصصͬ
کردن تحقیق نحوه درباره شد، برگزار ریاضͬ دانشͺده شفاهͬ مجله برنامه در (١٣٩١) گذشته سال ماه آبان که میزگردهایͬ از ͬͺی راستا این
امروز دنیای در زیرا است بعدی مسأله هرگونه طرح برای جدی چالشͬ مسأله این بود. دکتری و ارشد دوره�های در بخصوص ریاضͬ دنیای در
آن مهمان و اصفهانͬ�زاده دکتر برنامه این مجری است. آن تحقیقاتͬ خروجͬ�های و تحقیق دیͽری، چیز هر از بیشتر تحقیقاتͬ موسسه هر عیار
مختلفͬ افراد است، میزگردی هر روال که طور همان البته گذاشتند. میان در را خودشان تجربیات و نظرات که بودند شهشهانͬ مهرداد دکتر
زیاد و کم گاهͬ و سخن�رانͬ� پیاده�سازی پیچیدگͬ علت به که است ضروری نͺته این ذکر پایان در کردند. بیان را خود مسایل و نظرات هم

نیست. مناظرات تمام کننده بازتاب کامل طور به نوشته این ادبͬ، کردن�های

که گفتند سخنانͬ علیشاهͬ دکتر جلسه این اوایل اصفهانͬ�زاده:
ریاضͬ دانشͺده در مͬ�کند. روشن حدودی تا را نشست این فلسفه
دانشجویان دانشͺده، اساتید شفاهͬ مجله اصلͬ مخاطب�های
و هستند علاقه�مند دانشجویان و تͺمیلͬ تحصیلات و دکتری دوره
این که بͽونه�ای است، پژوهشͬ مسایل افراد این دغدغه مهمترین
برای تنها نه مͬ�دهد. قرار شعاع تحت را آموزشͬ مسایل حتͬ مسایل
غیر مسأله�ای هنوز پژوهش مسأله هم اساتید برای که دانشجویان،
به شفاهͬ مجله نشست اختصاصدومین جهت این از و است بدیهͬ
آن�جا از این، بر علاوه مͬ�آید. نظر به خوبͬ انتخاب پژوهشͬ مسایل
هم آینده در جلساتͬ احتمالا˟ و نمͬ��شوند حل زودی به مسایل این که
و ما بͽذاریم را جلسه اسم که است خوبͬ دلیل بود، خواهند لازم
انتخاب شهشهانͬ، دکتر آقای نشست این مهمان .ͷی شماره تحقیق
خبر کاملا́ ریاضͬ استانداردهای از که جهت این از هستند مناسبͬ
محض ریاضیات خصوص به و ریاضیات من نظر به زیرا دارند.
کار هم این�جا در شما اگر حتͬ و هست بین�المللͬ رشته�ای ماهیتاً
مͬ�شود. سنجیده المللͬ بین سطح در نهایتاًً شما کار کیفیت کنید،
شما آیا دکتر آقای مͬ�کنیم. شروع شهشهانͬ دکتر با را بحث بنابراین

دارید؟ بحث برای مقدمه�ای

چه به راجع دقیقاً که کنید مشخص بیشتر آن از قبل شهشهانͬ:
کنیم. صحبت مͬ�خواهیم چیزهایͬ

تحقیقاتͬ کار ایران در که کسانͬ شما نظر به ببینید اصفهانͬ�زاده:
چه در باید کارشان استاندارد دکتری، دانشجویان مثلا́ مͬ�کنند

برای مدت کوتاه در چه بͺنند؟ نͽاه باید کجا به باشد؟ سطح
استادی؟ دوره در مدت بلند در چه و فارغ�التحصیلͬ

چه شما که هست این بنیادی�تر سوأل حتͬ مͬ�کنم فͺر من زنͽنه:
در تحقیقاتͬ کار آسیب�شناسͬ و دارید؟ ایران در تحقیق بر نقدی

چیست؟ ایران

این جمله از هست، من دست در سوأل تعدادی اصفهانͬ�زاده:
هر لزوماً یا باشد باید چͽونه تحقیق که این و زنͽنه دکتر سوأل
مهم مقاله نوشتن چقدر مͬ�شود؟ منجر مقاله انتشار به تحقیقͬ
که این و هست؟ مقاله نوشتن برای مناسب زمان وقت چه است؟

است؟ چیزی چه ریاضͬ مناسب تحقیقاتͬ کار

کنید سعͬ اول ولͬ داد. نمͬ��شود کلͬ جواب ببینید، شهشهانͬ:
و مسایل سری ͷی فیلد هر در کنید. توجه خاص فیلد ͷی به
و بͽیرد را دنبالشان و کنید نͽاه آن�ها به هستند، جالب موضوعاتͬ
بفهمید را فیلد باید برسید. نتیجه به فوری باشید نداشته هم انتظار
مسایل آدم تا مͬ�کشد طول مͬ�برد. وقت هم فیلد ͷی فهمیدن و
هرچند است. همین�طور هم آدم�ها همه برای و بفهمد درست را فیلد
مقاله ͷی زودتر هرچه باید که هست وسط این جدی مسأله ͷی
آدم�هایͬ بیشتر بروید، جهت این از اگر من نظر به ولͬ بنویسید.
نظرم به من که دیͽری چیز مͬ�شوند. هم موفق هستند، قوی که
بͬ�ربط و خاص خیلͬ مسأله ͷی روی که، این هست درست مͬ�رسد
هست فیلد ͷی نیست. المپیاد مسایل اینجا، مسایل نͺنید. فͺر
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تشخیص با باید مسایل این و بفهمند را چیزی ͷی مͬ�خواهند که
نظر راحت که نترسید این بر علاوه باشد. جالب خودتان نظر و
موضوع ͷی مورد در اگر باشد. غلط نظرتان است ممͺن دهید.
را نظرتان طبیعتاً هست، غلط نظرتان بفهمید بعداً و بدهید نظر
راجع مستقل و دهید نظر راحت نخواهید اگر ولͬ مͬ�کنید عوض
بیشتر خیلͬ آید، در اشتباه حرفتان اینͺه احتمال کنید، فͺر موضوع
خوشم رشته این از من بͽویید و بͺنید را خودتان فͺر مͬ�شود.
اطرافش مختلفͬ مسایل دارم، دوست را چیزها جور این مͬ�آید،
خیلͬ فیلدتان اگه درضمن بفهمم. را رشته این مͬ�خواهم و است
بͽیرید یاد باید درنتیجه و مͬ�شود سخت خیلͬ کردن کار باشد بزرگ
تمرکز موضوع ͷی روی تا که این برای شوید، متمرکز کم ͷی
دوست که جهتͬ همان در بنابراین نمͬ��آورید. بدست نتیجه�ای نͺنید
علاقه�مندم خیلͬ مسأله فلان به نهایتاًً من که کنید مشخص دارید،
به همیشه مͬ�کنم سعͬ پس کنم. حل را آن نمͬ��توانم اول از منتها
با مرتبط مسایل کنم، فͺر آن حواشͬ به مقدار ͷی کنم، فͺر آن
مولفه ͷی همیشه کنم. حل را هستند آن شبیه که چیزهایͬ و آن
زمانͬ چه که کرد پیش�بینͬ نمͬ��توان و است کار در هم تصادف
خیلͬ کارتان در نهایتاً برسد. ذهنتان به مسأله حل راه است ممͺن
باشید. داشته ایمان مͬ�کنید فͺر آنچه به و باشید طمأنینه با و جدی
کند. نقد خودشصادقانه خودشرا، کار باید اول وهله در شخصͬ هر

طور به اول از است بهتر مͬ�گویید شما یعنͬ اصفهانͬ�زاده:
نͺنیم؟ فͺر خاص مسأله ͷی روی مشخص

دکتری دانشجوی ͷی است بهتر مͬ�کنم فͺر من ببینید شهشهانͬ:
علاقه�اش مورد فیلدی کند، فͺر خاص مسأله ͷی روی که این از قبل
حل را بخصوصͬ مسأله کم�کم فیلد آن در و کند محدود تدریج به را
از بعد که هست این اشͺالش کردن حل خاص خیلͬ مسأله کند.
گشت. کردن حل برای جدید مسأله ͷی دنبال باید شد حل که این
آدم�های برای اتفاق این دیدم من دهد. رخ نیست خوب اتفاق این
ͷی در چون ریخته، بهم را زندگیشان واقعا و افتاده باهوش خیلͬ
خاص مسأله ͷی تنها و بدهند ادامه را کارشان بتوانند که نبودند فیلد
آن به طوری و بͽیرید نظر در را مشخص زمینه ͷی پس کردند. حل
ͬͺی و کنید مطرح جدید مسایل مرتب بتوانید آن در که بشوید وارد

بͽیرید. را دنبالشان ͬͺی

عملͬ را شما توصیه دانشجو ͷی کنید فرض ولͬ اصفهانͬ�زاده:
دنبال رو فیلدی ͷی باشد، داشته خاصͬ مسأله که این بدون و مͬ�کند

سوأل کند. فͺر آن�ها روی و برسد ذهنش به جالبͬ سوألات تا مͬ�کند
کم را دکترایش تز موقع به اتمام شانس کار این آیا که هست این من

نمͬ��کند؟

نمونش مͬ�شود. معمولا ولͬ نیست گارانتͬ�ای ببینید شهشهانͬ:
پیش دکتری تز برای پیش سال پنج یا چهار که هست نژاد کمالͬ آقای
کار من با که مͬ�کنم نا�امید را دانشجویان معمولا˟ من البته آمد. من
متفاوتͬ خیلͬ ایده�های نمͬ��تواند آدم ͷی نظرم، به که این برای کنند
نیاز متفاوت بسیار افراد با بزرگ ͬͽفرهن کادر ͷی و باشد داشته
قرار مناسب موقعیت�های در و کند راهنمایͬ بتواند را آدم�ها تا هست
و توپولوژی به علاقه�اش بود معلوم و کرد صحبت ایشان منتها دهد.
ولͬ نمͬ��دانم را کارها این که گفتم هم من هست. ترستن کارهای
رویه�ها روی گراف�ها به مربوط مسایل است ممͺن مشترک، چیز تنها
دادم ایشان به مقالاتͬ و باشد هندسه و اعداد نظریه در کاربردش و
بفهمیم. را موضوع و بیاییم اول گفتیم آمد. خوشش خیلͬ ایشان و
رشته این در زدن مثال خیلͬ که بود این بود روشن کار اول که چیزی
ͷی تا کنیم پیدا خوبͬ مثال مͬ�توانیم که ببینیم گفتیم و هست سخت
ایده�های الان و کردیم درست چیزهایͬ بیاید. دستمان در چیزهایͬ
کاوه سازی�های شبیه با اخیراً هرچند برویم. پیش تا داریم خوبͬ
ͷی را جهتمان باید و نبوده درست قسمت�ها بعضͬ فهمیدیم حسینͬ
با مͬ�شود. پیدا چیزهایͬ ͷی طوری همین ولͬ کنیم. عوض مقدار
و هست درست چیزهایͬ مͬ�فهمید کردن آزمایش و خطا و سعͬ
از خوب چیز ͷی هست ممͺن بیاورید شانس اگر و غلط چیزهایͬ
مͬ�شود خوب چقدر که نمͬ��دانید اول از هرحال به بیاید. بدست آن

کنید. پیش�بینͬ که هست سخت و

آقای وقتͬ بودید گذار تاثیر چقدر خودتان شما اصفهانͬ�زاده:
مͬ�کرد؟ کار نژاد کمالͬ

فیلد این تو زیادی کار اصلا که این برای کم، خیلͬ شهشهانͬ:
بͽویم. را هست داغ الان که فیلدی نمͬ�توانستم من ببینید بود. نشده
استنفورد پرینستون، در که گروه�هایͬ با اینجا نمͬ��توانیم ما اینͺه برای
دقیقاً که است بهتر کنیم. رقابت مͬ�کنند کار جدی و نشستند ... و
ارتباط هم با آن�ها نͺنیم. فͺر مͬ�کنند، فͺر آن�ها که مسایلͬ روی
کنم صرف وقت سال چند من و مͬ�بینند روز هر را همدیͽر دارند،
آن�ها با ارتباط اگر بنابراین هستند. الان آن�ها که جایͬ به مͬ�رسم تازه
نمͬ��شود عملا́ و هست بزرگͬ خیلͬ ͷریس کار این باشیم، نداشته
بود. خورده بست بن به طوری ͷی فیلد هم رشته این در کرد. رقابت
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که الان نرفت. پیش کارها این ولͬ بودند کرده کارهایͬ نفری چند
خیلͬ دلایل به و نرفت پیش چرا مͬ�فهمیم کردیم کار سال چند ما
نمͬ��شود اول از خب ولͬ کنند. پیشرفت بودند نتوانسته هم خوبͬ

میافتد. اتفاقͬ چه که کرد پیش�بینͬ

خارج در که برنامه�هایͬ و مسایل روی گفتید شما اصفهانͬ�زاده:
چرا؟ دقیقاًً بدید توضیح میتوانید نͺنید. کار مͬ�کنند، کار

مثلا́ که کنید فرض ببینید نمͬ��شود. که این برای شهشهانͬ:
موضوع فلان رو مشخص و دقیق خیلͬ پاریس تو دارند عده�ای ͷی
موفق نهایت در کنم، رقابت آن�ها با نمͬ��توانم ما خب مͬ�کنند. کار
ͷی آن�ها بͽذاریم. کلاه نمͬ��خواهیم که را خودمان سر نمͬ��شویم.
مسایل آن روی دارند و مͬ�بینند را همدیͽر روز هر که گروهͬ�اند
موضوع ͷی باید کنم. پیدا دیͽری زاویه ͷی باید ما مͬ�کنند. کار
کار عین کنم. کار آن روی و باشد جالب نظر به که کنم پیدا دیͽری
ما اگر کنیم. رقابت آن�ها با نمͬ��توانیم که این برای نͺنیم را آن�ها
رقابت ما با نمͬ��تواند هم دیͽری کس ببریم، پیش را خودمان ایده
راهنما عنوان به نفر ͷی که نقش�ای مهمترین من نظر به ببینید کند.
زمینه�هایͬ با که کند پیدا را جهت�هایͬ که هست این بͺند مͬ�تواند
جدید ایده�ی ͷی باشد، متفاوت مͬ�کنند کار دارند دیͽر آدم�های که

باشد. آن در

نهایت در که هست امیدی مͬ�کنید فͺر شما یعنͬ اصفهانͬ�زاده:
باشد؟ داشته جهانͬ تاثیر ͷی کار این

آنچه به مͬ�گویم همین برای و است. همین راهش تنها شهشهانͬ:
کند. نقد صادقانه خودتان را کار و باشید داشته ایمان مͬ�کنید فͺر
کنید، فͺر روش بروید هست، جالب موضوع ͷی شُدید قانع وقتͬ
هست خوب هم خیلͬ و نه یا هست درباره�اش چیزی ببینید بروید
باید که هست جالبͬ موضوع مͬ�فهمید باشد. نشده کار آن روی
ارزش شما کار به که هست کردن فͺر شͺل این به و شود کشف
اینجا لیسانس دانشجویان از نفر چند که مسأله�ای ببینید مثلا́ مͬ�دهد.
منشا با جالبͬ مسأله ͷی مͬ�رسد، هم نتیجه به احتمالا˟ و کردند کار
بازنشسته الان ͹هوشن شنیدم. اردوان ͹هوشن از من که بود ͬͺفیزی
مͬ�شناختید شما بوده. شریف هم قبلا و هست کمبریج دانشͽاه

را؟ ایشان

بله. اصفهانͬ�زاده:

تا که این با که بود شده موضوعͬ ͷی متوجه ایشان شهشهانͬ:
نبودند. آن متوجه اصلا ریاضͬ�دان�ها ظاهراً بود ریاضͬ مسأله�ی حدی
نظر از که دارید نور منبع ͷی کنید فرض شما که هست این موضوع
از حرکتش سرعت ولͬ دارد تشعشع و مͬ�کند حرکت مشاهده�گر
ندارد نسبیت به ربطͬ موضوع این البته هست. بیشتر نور سرعت
ثابت اردوان که چیزی داد. انجام مͬ�شود هم آزمایشͽاه در حتͬ و
جهت�هایͬ ͷی در مͬ�کند حرکت منبع این وقتͬ که بود این بود کرده
داریم. انتظار که است مقداری از کمتر خیلͬ آن تشعشع١ انرژی افت
با متناسب چون مͬ�شود ۱

r۲ ندارد، سرعت منبع وقتͬ انرژی افت
ͷی در باشد، نور سرعت از بیشتر سرعت وقتͬ ولͬ است کره سطح
هرچه گفت اردوان شد. خواهد ۱

r صورت به انرژی یافت جهت�هایͬ
خودش و باشد موضوع این متوجه ریاضͬ در که نبود کس هیچ گشتم
از واقع در کند. ثابت را این جالبͬ ریاضͬ ترفند�های با بود توانسته
تعدادی و کرد استفاده بینهایت٢ ابهام رفع برای هادامارد روش ͷی
این�ها به هادامارد روش با ولͬ نیستند همͽرا که آورد بدست انتͽرال
هم کوانتمͬ میدان�های نظریه در بعداًً البته همین�ها بود. داده معنͬ
شͺل به هم پاره�ای دیفرانسیل معادلات در ترفند این بود. آمده پیش
عدد ͷی واگرا انتͽرال�های این به اردوان مͬ�رود. کار به دیͽری
و نیست مصنوعͬ عدد این که فهمیدند بعداًً که داد نسبت معقول
آزمایشͽاه در کار�ها این که جالبهست حتͬ و دارد هم ͬͺفیزی معنͬ
سال ͷی دانشجوها این آمد. بدست نتایج همان و شده انجام هم
را اردوان مقاله اول و مͬ�کنند کار موضوع این در که هست نیم و
به اینͺه برای نبود ساده�ای کار هم اردوان مقاله خواندن خوندند.
کردند کار آن روی که بعدها و داشت نͺته ولͬ نیست ریاضͬ زبان
کلͬ�تر هم که نوشت طوری را آن�ها مͬ�شود چͽونه که فهمیده�اند و
اردوان روش با مقدار ͷی روش این مͬ�کنم فͺر روشن�تر. هم و باشد
شد. موضوع این متوجه که بود کسͬ اولین اردوان هرچند دارد فرق
را این و هست جالب پدیده ͷی موضوعͬ همچین یه مͬ�کنم فͺر من
دادند. انجام که دانشجویانͬ بودند لیسانسهم و داد هم ادامه مͬ�شود

است آزاد بحث اینجا که کنم تاکید رو نͺته این من اصفهانͬ�زاده:
بپرسند. سوأل آزادانه مͬ�توانند دانشجویان و

آسیب از زنͽنه دکتر داشتم. سوأل ͷی من ببخشید علیشاهͬ:
فͺر ولͬ کردند، صحبت مͬ�گذرد ایران تحقیق در آنچه شناسͬ
عموماً ما چون نیست جمع این بحث کلیت، این در مͬ�کنم

١Radiation Decay
٢removable sigularity
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جامعه با و هستند تحقیق مسیر ابتدای در که داریم دانشجویانͬ
گریبان�گیر مشͺلاتش از بعضͬ هرچند نبودند رو به رو ایران ریاضͬ
مختص که هست آسیب�هایͬ ͷی نظرم به ولͬ هست هم آن�ها
سال�ها این در را زیادی دانشجویان شما ماست. ریاضͬ دانشͺده
دانشجوی اینجا در که بچه�هایͬ عموماً مͬ�کنم فͺر کردید. مشاهده
مͬ�گویید شما اینͺه هم مثل دارند، تحقیق از تصوری هستند دکتری
طوری این شخصاً شاید من منتها بͽیرند. یاد خوب را فیلد ͷی که
خیلͬ یادگرفتن برای استانداردشان که دیدم هم دیͽرانͬ و بودم
دانست باید رو زیادی چیزهای خیلͬ مͬ�کنند احساس یعنͬ بالاست.

بشویم. تحقیق پروسه وارد تا

اصلا́ که هست این مسأله هستم. شما حرف متوجه شهشهانͬ:
نمͬ��گیرد یاد کامل اول از را چیزی هیچ آدم هست؟ چͬ گرفتن یاد
کلیات مͬ�کند، شروع آدم نیستیم. که باشیم پوآنͺاره اول از اینͺه مͽر
خواندن کتاب زیاد مͬ�رود. جلو و مͬ�فهمد را نͺات و مͬ�گیرد یاد
خلاصه خواندن. کتاب با نͺ͒شید را خودتان مͬ�کند. آشفته را ذهنتان
آدم یواش یواش و مسأله�ها، به راجع کنید فͺر خودتان کم ͷی
چقدر آدم که این بفهمد. نمͬ��تواند هم اول از مͬ�فهمد. رو جزییات
بعضͬ�ها دارد، هم شخص به ͬͽبست مͬ�آورد، در سر جزییات از
هم اشͺالͬ هیچ کدام هیچ کندتر. بعضͬ�ها و مͬ�کنند فͺر سریع
اعتماد و دارند ترس مقدار ͷی دانشجویان مͬ�کنم فͺر من ندارد.
مسایل روی کردن فͺر به شروع خودشان اینͺه برای را لازم نفس به
که بͽوید باید هستید تجربه�تر با که شما طوری ͷی و ندارند را کنند

نترسید!

(خنده) داریم. رو مشͺلات همان هم خودمان ما علیشاهͬ:

در آب از غلط حداکثر کنید، فͺر ایده�تان به بنشیند شهشهانͬ:
اشتباه همه ولͬ مͬ�شود نارحت آدم نمͬ��افتد. که بدی اتفاق مͬ�آید،
مͬ�کنیم. درستش دیͽر افراد با کردن صحبت با بعدش و مͬ�کنیم
ͷی و بفهمند مͬ�کنند سعͬ و مͬ�کنند نقد و مͬ�کنند نͽاه هم آن�ها
مͬ�رود. پیش کار بالاخره و مͬ�شوند متوجه را جدیدی نͺته�های
اثبات، قضیه، اثبات، قضیه، هم فقط و کنید اشتباه که این از نترسید
و مͬ�کنید کار دارید که موضوعͬ از بͽیرد فاصله کم ͷی نخوانید.
البته و باشد دار معنا کارتان باید هست. شͺلͬ چه کلͬ تصویر ببینید
چیست. مقصود مͬ�کند حس آدم تجربه با ندارد، هم کلͬ فرمول
انسان که الفورس٣ و بودم شما سن هم من پیش سال چهل ͷنزدی

٣Ahlfors

یعنͬ ریاضͬ در کردن تحقیق گفت:”ببین من به بود مهربانͬ خیلͬ
حلش تا کنͬ زندگͬ آنقدر مͬ�کنͬ کار که فیلدی و مسایل با باید تو
مقدار ͷی و مͬ�شوید متوجه رو چیزهایͬ ͷی تدریج به کنͬ”۴.
مسأله ͷی به مͬ�کند فͺر که موضوعͬ روی آدم تا است شانسͬ هم
آن به ولͬ باشند علاقه�مند آن به دنیا در زیادی عده که بخورد بر
باشید، سریع خیلͬ نͺنید سعͬ هست، راه تنها این باشند. برنخورده

بفهمید. کامل و درست را چیزی تا کنید تلاش

هست مسایل از بعضͬ گفتند، دکتر آقای که طور همان زنͽنه:
مͬ�آید یادم من مͬ�کنند. کار آن�ها روی فعالانه علمͬ مراکز در که
مسأله�ای روی پاریس در بلاک۵ ژان خانم با زرگری دکتر خانم که
خانم دانشجوی بودند دیده بعداًً و مͬ�کردند کار مالͬ ریاضیات در
که مالͬ ریاضیات در این و بوده داده انجام را کار همان الͺروی۶ͬ
این از بعد نیست. جالب مͬ�شوند، چاپ و حل سریع خیلͬ مسایل
در هرکاری و بͽذارند ͬͽهفت جلسات دانشͽاه دو بین گرفتند تصمیم
مسأله ͷی روی زمان هم تا بͽویند همدیͽر به مͬ�کنند هفته ͷی آن
کار نمͬ��توانیم ایران در مسایل�ای همچین روی بنابراین نͺنند. کار
مسیر ͷی در تقریباً همه رفتند. جلو بفهمیم، بخواهیم تا چون کنیم
بنابراین هست. مشخص زیادی حدود تا هم مسیر مͬ�دارند. بر قدم
شد. خواهد دیر خیلͬ نه، یا شده کار این که بͽیریم تماس آن�ها با تا
بپردازید، هست جالب برایتان که مسأله�ای به باید شما حال عین در
است موقع ͷی بفهمیم. درست را آن که است این مهم مطلب ولͬ
فͺری و خاص مسأله ͷی شد، اشاره که همانطور شما مسأله که
ͷی است ممͺن هرچند نمͬ��کند. حمایتش غنͬ ادبیاتͬ ولͬ است
کردید حل که را مسأله شما حالت این در کند. حل را آن خلاق فͺر
درگیر شما که است موقع ͷی کنید. حل دیͽری مسأله بروید باید
تحقیق شما به این و میشوید حوزه آن در علمͬ غنͬ ادبیات ͷی
و مͬ�دهد یاد را مͬ�شود انجام دنیا در که اصیلͬ�ای معنای به کردن
حل مسأله شود. پخته زیادی مقدار به شما کار که مͬ�کند ͷکم
روی که هست این قضیه این مرز ͷی دارد. مرزی ͷی هم کردن
مͬ�کنند، کار آن روی خارج در زیادی افراد که داغ خیلͬ مسأله�ای
کنید چاپ رو مسأله�ای هر که هست این آن دیͽر مرز و کنید فͺر
آسیب�شناسͬ بحث همان به مͬ�گردد بر و هست خطرناک این و
زمینه�هایͬ در دانشجویان وقت�ها بعضͬ متأسفانه ایران. در تحقیق
و نیست تحقیقاتͬ پیش�زمینه خواندن به نیازی اساساً که مͬ�روند
هم. از جدا مسأله چند از شده تشͺیل که مͬ�نویسند پایان�نامه�ای بعد

۴you have to live with the problem, you live in this field to solve it
۵Monique Jeanblanc
۶Nicole El Karoui
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این ولͬ نداریم را مشͺل این این�جا ریاضͬ دانشͺده در خوشبختانه
در تحقیق�مان ما هست. ایران در تحقیق آسیب�شناسͬ�های از ͬͺی
تحقیق بار اولین ما است. متفاوت دنیا بقیه با تاریخͬ نظر از ایران
به تحقیق از افراد موقع آن که کردیم شروع لیسانس دوره از را
مͬ�دادند. انجام بود متفاوت کارها بقیه از که لوکس کار ͷی عنوان
مسأله روی ماه سه دو شما یعنͬ بود. مدت کوتاه مقالات مقالات،
اصلͬ بار که زمان آن مͬ�کردید. چاپ را آن بعد و مͬ�کردید کار
بدهند. رشد را تحقیق تا بود ارزشمند کار این بود آموزش روی
مͬ�کشد طول سال چهار یا سه معمولا˟ دکتری نامه پایان ͷی ولͬ
است. مدت دراز تحقیقاتͬ کار ͷی بنابراین و برسد نتیجه به تا
بعدها بود، مرسوم ایران در که کردن حل مدت کوتاه مسأله سنت
در که مدتͬ کوتاه مقالات یعنͬ آمد. شد شروع دکتری دوره که
دکتری دوره در مͬ�شد حساب تفریخͬ و لوکس کار ͷی دوره�ای
کار بیشتر ماه چند که مسأله چند و شد انجام شͺل همان به هم
دوره کار ولͬ کردند. حساب دکتری پایان�نامه عنوان به نمͬ��بردند
چند و چندین که را کاری مͬ�توان و است مدت طولانͬ کار دکتری،
شود. اصیلتری کار احتمالا˟ تا کرد دنبال کشید خواهد طول سال
باید مͬ�خوانید رو کتاب یا مقاله ͷی وقتͬ شما که این آخر نͺته
شوید متوجه را مقاله همه مͬ�خواهید شما آیا چیست. هدفتان بدانید
افردی وقت�ها بعضͬ دهید. جواب هست ذهنتان در که سوألͬ به یا
مͬ�شوند موضوع ͷی کامل خواندن درگیر هستند هم قوی خیلͬ که
مرز دو این بنابراین نباشند. موفق چندان که مͬ�شود باعث این و
مسأله�هایͬ روی نه طرف ͷی از یعنͬ است. مهم خیلͬ من نظر به
خواندن در خیلͬ نه و بشویم رقابت وارد است داغ خیلͬ خارج که
دانشͺده آسیب�شناسͬ دوم قسمت این که بدهیم، خرج به وسواس
بود کرده قوی�ای و خوب کار خیلͬ که ما دوستان از ͬͺی ماست.
پیش�نیاز که کارهایͬ همه باید مͬ�کرد فͺر و داشت رو دیدگاه این
را این�ها منزل در باید من گفت و بخواند کامل را است کارش
نرسید. نتیجه به و کنم تحقیقاتͬ کار و بشینم گرفتم یاد وقتͬ و بخوانم

خواند. مͬ�شود که هست مطلب بͬ�نهایت شهشهانͬ:

رو چیز همه شخص که هست خطر این واقع در و بله زنͽنه:
این فرانسه آموزش ͹فرهن در جالب نͺته�ی بͽیرد. یاد بخواهد
است روز تحقیقات چهارچوب در که را قضایایͬ صورت که است
استفاده ابزار ͷی عنوان به این از شما و مͬ�دهند آموزش خوب
دادند ارایه اینجا و آمدند فرانسوی دوستان درس�هاییͺه مͬ�کنید.
قضیه�هایͬ از ͬͺی شخصاً مͬ�آید یادم من بود. شͺل همین به

بود مربوط بِراودر ثابت نقطه قضیه به بفهمم داشتم دوست که
که پیچیده�تری موضوع ͷی به و نبود انقباض اثباتش ایده ولͬ
دنبال رو مسأله این وقتͬ برمͬ�گشت. بود نامتناهͬ بعد به مربوط
مدت من آن، از بعد متناهͬ. بعد حالت به برمͬ�گردد دیدم کردم،
حالت تا بخوانم ... و جبری توپولوژی که گذاشتم وقت زیادی
استفاده برای که حالͬ در کنم. اثبات کامل بتوانیم را متناهͬ بعد
فرانسوی دوستان این نبود. لازم چیزها این اصلا́ قضیه آن از
کار کردیم دعوت ازشان ارشد کارشناسͬ برنامه�های در ما که
خوب خیلͬ را مهم قضیه�های صورت که بود این جالب�شان خیلͬ
چیزی هر که ایم گرفته یاد جا این در ما ولͬ مͬ�دادند. آموزش
نمͬ��پذیریم. اثباتکنیم نمͬ�توانیم که را قضیه�ای و بͽیریم یاد کامل رو

با که افرادی مͬ�کنم فͺر شما، حرف تایید در من شهشهانͬ:
مهم نͺات بچه�ها برای درس�ها در است خوب هستند تجربه�تر
شͺل به درس فقط اگر کنند٧. روشن را ارزش�تر کم نͺات و
را موضوع مͬ�توانند راحت�تر کتاب با بچه�ها باشد، قضیه-اثبات
مͬ�کنید، نͽاه شͺل این به وقتͬ چون است مهم خیلͬ این بخوانند.
مطرح مسایل این مثلاً́ چرا که مͬ�شود روشن برایتان فیلد از قسمتͬ
وارد لم هر داخل بخواهید اگر ولͬ مͬ�افتد. اتفاق�ها این و مͬ�شوند
وقتͬ حتͬ ولͬ مͬ�رود، سر حوصله�ام و شدم پیر که من حالا شوید،
حدی ͷی از بیشتر آدم مغز مͬ�شود. خسته هم است جوان آدم که
کتاب کنید. روشن را فیلد فرود و اوج نقاط باید ولͬ ندارد. توانایͬ
را ͬͺنیͺت نͺات و مهم نͺات و نوشته همدیͽر عین رو خط�ها همه
که دهید نشان بچه�ها به را این درس�ها در شͺلͬ به است. نͺرده جدا
ضرب و دهید انجام خودتان اگر و است محاسبه ͷی این بͽویید مثلاً́
این�گونه اینجا در اگر ولͬ مͬ�شود اثبات مسأله این کنید، تقسیم و
این درس�ها در اگر من نظر به مͬ�آید. بدست قضایا این کنید، فͺر
بیشتر هم استاد�ها خود نفس به اعتماد شود، مشخص موضوعات

مͬ�شود.

بودم آمده آمریͺا به میلادی ٧۴ سال در که زمانͬ من زنͽنه:
مثل افرادی از الهام با که است این واقعیتش بودم، دانشجو و
یاد جزییات با رو چیز همه فرمال خیلͬ مͬ�خواستیم این�ها و راسل
دکتر که بود هلͽاسون٨ شدم برو رو که کسانͬ از ͬͺی با من بͽیریم.
ایشان دارند. مشترک کارهای و مͬ�شناسند را ایشان هم شهشهانͬ
جالب که چیزی و دارند دیفرانسیل هندسه سخت خیلͬ کتاب ͷی
شما مͬ�کردند، صحبت یا مͬ�دادند درس خودشان وقتͬ بود این بود

٧You have to clarify the peaks and vallies
٨Helgason
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من یعنͬ است. ساده و بدیهͬ مطالب این چقدر مͬ�کردید فͺر
دادم. امتحان جامع آزمون مراجع از ͬͺی عنوان به را کتاب تمام
با بͽویͬ را این مͬ�خواهͬ اگر مͬ�گفتند و مͬ�کشیدند شͺل خیلͬ
شͺل ͷی نه، مͬ�گفت ولͬ مͬ�نوشتم فرمول اول من بͽو. شͺل
نͽاه و من دید در این مͬ�گوید. چه اساساً قضیه این ببین و بͺش
داشت، کتاب که راهنماییهایͬ آن با و بود انقلاب ͷی من هندسͬ
خیلͬ بنابراین است. شده گفته بدیهͬ و روان و ساده خیلͬ موضوع
دهد. یاد آموزنده مͬ�دهد، یاد ما به را موضوع که معلمͬ که است مهم

رو شما حرف من که این ͬͺی دارم. سوأل تا دو من شعبانͬ:
زیادی گروه�های خارج در که مسایلͬ روی نمͬ��توانیم ما که مͬ�پذیرم
تبدیل ما که ندارد وجود آسیب این آیا ولͬ کنیم. کار مͬ�کنند، کار
مسایل که جزیͬ خیلͬ شاخه�های روی که �شویم ریاضیدان�هایͬ به
کار ندارند، آن به ربطͬ هیچ حتͬ و نیستند رشته آن در مهمͬ
مدتͬ از بعد حداقل چͽونه که است این من اول سوأل و مͬ�کنیم؟
دکتری، دوره در فقط نه منظورم و کرد؟ عبور موقعیت این از مͬ�توان
کنیم؟ کار جدی موضوعات روی کردن کار سال ده از بعد مثلا́ که
ولͬ نداریم. تحقیقاتͬ گروهͬ کار اینجا ما که این هم دوم سوأل

انداخت؟ راه را آن مͬ�شود چͽونه

در که مسأله�هایͬ ببینید بͽویم. اول موضوع درباره شهشهانͬ:
کار آن روی عده�ای که نیست مسأله�هایͬ تنها هستند جالب دنیا
نیست مطلق چیزی هیچ و هست سیاست چیزی هر در البته مͬ�کنند.
مطرح الان است ممͺن مسأله�ای هستند. هم دیͽر جنبه�های ولͬ
و کند پیشرفتͬ آن در و کند مطرح را آن که نفر ͷی با ولͬ نباشد
سلبرگ٩ ١٩۵٠ سالهای در مثلا́ شود. تبدیل جالب مسأله ͷی به
البته نوشت. Indian Mathematical society ژورنال در مقاله�ای
خیلͬ مقاله، این منتها بود زمان آن در مطرحͬ ریاضیدان سلبرگ
آنجا از را خود کار لندز١٠ ͹لن که است مقاله�ای و است توصیفͬ
را آن شروع، در که دارد دستنوشته سری ͷی چاندرا١١ و کرد شروع
جدید رشته ͷی مقاله آن در سلبرگ واقع در و کرد تقدیم سلبرگ به
در که مقاله�ی اگر که است درست چند هر یعنͬ کرد. گذاری پایه را
برود کسͬ دست به است توجه مورد کمتر دنیا در موجود گروه�های
دست به اگر و مͬ�کند قبول زود را آن دارد، علاقه موضوع آن به که
رد خواندن بدون حتͬ احتمالا˟ نمͬ��کند، را کار آن که برود کسͬ
اتفاق این و نیست اینͽونه باشد جالب خیلͬ موضوع اگر ولͬ مͬ�شود

٩Selberg
١٠Langlands
١١Chandra

که مͬ�شود باعث نفس به اعتماد داشتن مͬ�افتد. هم زیاد و مͬ�افتد
مͬ�آید جالب نظرتان به که مسایلͬ روی و مͬ�شوید فیلدی وارد وقتͬ
مسأله چون هم دیͽری عده مͬ�کنید، فͺر نمͬ��کنند، کار جایͬ ولͬ
بیان خوب را منظورم امیدوارم شوند. علاقه�مند است، جالب ذاتاً
دادم اعداد نظریه درس این�جا پیش سال چند من مثلاً́ باشم. کرده
مسلماً ولͬ کنم، علاقه�مند رشته این به را دانشجویانͬ کردم سعͬ و
مͬ�گفتم ولͬ کنید. فͺر مسأله�ها این روی بͽویم نبودم حاضر خودم
که این برای کنید. کار هست رشته این در که نفر ͷی با بروید
من هستند. مسایل این به کردن فͺر مشغول دنیا در عده�ای مͬ�دانم
بنابراین نمͬ��رسد. گروه�ها آن به زورم تنهایͬ به بͽوییم مسأله�ای هر
روی و شوند وارد گروه�ها آن در بتوانند تا مͬ�گویم بهشان چیزهایͬ
از خیلͬ به که علتͬ شود. ایجاد شبͺه ͷی و کنند فͺر مسأله�ها آن
این مͬ�خواهم که است این بروید که کنید سعͬ گفتم دانشجویانم
١١ یا ١٠ حدود کامپیوتر بینایͬ گروه ͷی ما مثلاً́ شود. ایجاد شبͺه
بودند گروه آن در که بچه�هایͬ از خیلͬ کردیم. درست پیش سال
اینجا که دیͽر عده ͷی و آن�ها بین شبͺه ͷی شد باعث ولͬ رفتند
نمͬ��دانم که این برای کشیدم. کنار را خودم من و شود ایجاد هستند
دنیا در که داد انجام مͬ�توان کامپیوتر بینایͬ در کارهایͬ چه الان
الان و گرفتند یاد را کار اول اینجا از که اینهایͬ ولͬ باشد. مطرح
برقرار را ارتباط این مͬ�توانند و مͬ�دانند هستند کار این در درست
و رد اطلاعات تدریج به تا است شبͺه این ایجاد مهم مسأله کنند.
که است درست شما حرف شود. پیدا جالب مسایل و شود بدل
کردن حل مجزا مسأله دام در کنیم، کار انفرادی خیلͬ بخواهیم اگر
نظر در باید را موضوع تا دو پس نمͬ��کند. توجه�ای کسͬ و مͬ�افتیم
کار چه بدانیم که دنیا در دیͽر آدم�های با شبͺه ایجاد ͬͺی بͽیریم.
خودمان که این دیͽر و کنیم برقرار ارتباط آن�ها با بتوانیم و مͬ�کنند
هستند جالبͬ مسایل کنیم، کار مͬ�خواهیم که مسایلͬ که باشیم قانع
گیرد، قرار توجه مورد دنیا در ما کار آوردیم، بدست چیزی اگر تا

کنند. کار آن روی دنیا در کمͬ تعداد اگر حتͬ

روش ما که هست این مهم نͺات از ͬͺی مͬ�کنم فͺر من زنͽنه:
زیادی قسمت و بͽیریم یاد را درست مسیر در کردن فͺر و تحقیق
از کردن تحقیق و کردن فͺر از ببریم لذت که است این مسیر از
نیست کاری الزاماً مͬ�کنیم، الان که کاری چون ریاضͬ. خوب طعم
و مͬ�نویسید پایان�نامه�ای دارید شما اگه یعنͬ مͬ�کنیم. فردا که
هم فردا دهید انجام خوب را کار این چͽونه که باشید گرفته یاد
طعم اگر دیͽر، طرف در ولͬ کنید. شروع دیͽر کار ͷی مͬ�توانید
دیͽری کس هیچ که کاری مͬ�شود نتیجه�اش ببینید، را ریاضͬ غلط
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کارهای مͬ�توانیم کنیم، نͽاه نسبͬ اگر پس نمͬ��دهد. انجام دنیا در
لحظه که داغͬ مسایل احتمالا˟ً کیفیت عین در که دهیم انجام خوبͬ
آن حقیقتاً نیست. هستند، دنیا در چاپش� و حل منتظر لحظه به
ͷی پس باشد. نداشته امنیت حاشیه چندان است ممͺن داغ مسایل
مسایلͬ داریم فقط و مͬ�کنیم نͽاه را پیش سال پنجاه مسایل موقع
نهایتاًً و مͬ�زنیم صیقل و مͬ�دهیم تعمیم را گذشته تاریخشان که
ͷی ولͬ مͬ�کنیم. چاپ نمͬ��کند نͽاه اصلا کسͬ که جایͬ در هم
همه که مسایلͬ جز ولͬ هست روز مسأله مسأله، که است موقع
تحقیق گروهͬ اگر که هست واضح نیست. مͬ�کنند کار آن روی
و صفر مسأله که است این منظور منتها است. بهتر خیلͬ کنیم
ریاضͬ نه و ببریم لذت که مͬ�کنیم کار ریاضͬ ما و نیست ͷی
هست مقاله چاپ ما نیت اگر و کنیم چاپ مقاله که مͬ�کنیم کار
برویم. باید پیشهستند، سال پنجاه چهل به متعلق که مسایلͬ سراغ به

همین از که عده�ای ͷی که کنید توجه ضمن در شهشهانͬ:
اسامͬ هستند. خوبͬ خیلͬ ریاضیدان�های الان آمدند، بیرون دانشͽاه
فریدون رضاخانلو، فریدن مͬ�دانیم، همه و نیست پنهان هم آن�ها
رفیع کسری گلسفیدی، صالحͬ علیرضا میرزاخانͬ، مریم شهیدی،
این�ها است. پریده ذهنم از اسامیشان الان که دیͽر خیلͬ�های و
خوب خیلͬ رو فیلدهایͬ ͷی و هستند خوبͬ خیلͬ ریاضیدان�های
اینها باشید. داشته ارتباط آن�ها با کنید. استفاده افراد این از مͬ�دانند.
چه رشته�هایͬ ͷی در مͬ�دانند دقیقاًً کدام هر و دارند خوبͬ ایده�های
به عده�ای هست. مهم خیلͬ شبͺه این ایجاد مͬ�افتد. دارد اتفاقاتͬ
خب مͬ�فرستͬ، خارج به را دانشجو�ها چرا که مͬ�گیرند ایراد من
ایران در ریاضͬ پیشرفت برای خارج�اند الان که افرادی این ببینید
بهتر و کنید صحبت آن�ها با مͬ�توانید چون هستند. مفید خیلͬ
ایرانͬ�ها غیر نیستند. ایرانͬ که کسانͬ تا کنید برقرار ارتباط مͬ�توانید
از که آن�هایͬ که صورتͬ در نͽذارند. محل خیلͬ هست ممͺن
خیلͬ مͬ�دانم و مͬ�شناسند را شما و دوستند شما با رفتند، اینجا
واقعا بیغش تͺلو رامین مثلاً́ کنند. صحبت که علاقه�مندند آن�ها از
از هستند. خیلͬ�ها کند. صحبت این�جا بچه�های با هست علاقه�مند
ریاضͬ از قسمتͬ آدمͬ، هر مثل اینها از هرکدام کنید. استفاده این
که شبͺه�ای از و معلوماتشان از هست بهتر مͬ�داند. خوب خیلͬ را
هم کردید اشاره شما که معضلͬ صورت این در کنید. استفاده دارند

شد. خواهد حل

لیسانس فوق بچه�های ما که مشͺلͬ مͬ�کنم فͺر من پورمحمد:
علاقه�مند موضوع ͷی به کلاس�ها سر معمولا که هست این داریم

مͬ�بینم را چیزی آنالیز کلاس سر من مثلا́ مسأله. ͷی به نه و مͬ�شویم
و حول آن در مͬ�کنیم شروع و هست جالبͬ موضوع مͬ�کنم فͺر و
مسأله یعنͬ هستند. ͷکلاسی مباحث این از قسمتͬ خواندن. حوش
ما جلو جدیدی مسأله ولͬ است شده حل کاملا و بوده خوبͬ خیلͬ
استادها سراغ به وقتͬ که مͬ�شود شروع اینجا از مشͺل و نیست
آن جذاب مسأله�های مثلاً́ که نمͬ��افتد خاصͬ اتفاق خیلͬ هم مͬ�رویم
موضوعͬ سراغ باید یا داریم: راه دو ما بنابراین کنند. معرفͬ را رشته
یاد ͷنیͺت سری ͷی اینجا و برویم نداریم آن به علاقه�ای اصلا که
یاد موردش در چیزها خیلͬ برویم خارج اگر که تصور این با بͽیریم
خیلͬ هست ممͺن که کنیم پیدا مسأله سری ͷی که این یا مͬ�گیریم.
عموماً و بدهد یاد ما به چیزی که آن از جدی�تر اغلب و باشند جدی
تقریبا ما همه مͬ�کنم فͺر را گمͬ در سر این مشͺل�اند. حد از بیش

داریم.

کنم؟ اضافه سوأل این به چیزی ͷی مͬ�توانم علیشاهͬ:

بفرمایید. شهشهانͬ:

تا صحبت�های فرض�های پیش در من سوأل واقع در علیشاهͬ:
است این مسأله باشد. ابتدایͬ خیلͬ نظر به است ممͺن و است اکنون
باشد؟ داشته کردن فͺر برای مسأله�ای کس هر دارد لزومͬ چه که
اینͺه برای . کنید صحبت این درباره نباشد بد مͬ�کنم فͺر اصلا
نیافتاده جا طور آن ایران در ریشه از تحقیق ͹فرهن مͬ�کنم فͺر من
هم خیلͬ و علاقه�مندم ادبیات به من اگر بزنم. مثال بͽذارید است.
به و بͽویم شعر حتما که دارد لزومͬ آیا مͬ�برم، لذت خواندن شعر از
دانشجوی ͷی من اگر بنویسم؟ هم شعر خط دو بیاورم فشار خودم
مختلف کلاس�های و مͬ�فهمم خوب هم ریاضیات و هستم دکتر
آیا هستند، جالب خیلͬ برایم موضوعات و مͬ�کنم شرکت هم
مسأله ͷی مͬ�کنم دنبال که مباحثͬ آن بر اضافه من که هست الزامͬ
سوأل اینقدر ببخشید است؟ نͺرده حل الان تا کسͬ که کنم حل
من است. شرکت�کننده�ها اکثر سوأل مͬ�کنم فͺر مͬ�پرسم. بنیادی
(خنده) مͬ�پرسم. کنم مبرا مشͺل این از را خودم که این برای واقع در

ͷی سوأل. این دارد جنبه دوتا مͬ�کنم فͺر من ببینید شهشهانͬ:
شما به هم کسͬ بیارید هم تازه�ای چیز نͺنید سعͬ اگر که عملͬ جنبه
چیزها این خودش آدم وقتͬ که است این دیͽر جنبه نمͬ��گذارد. محل
با که کند پیدا مͬ�تواند عمقͬ ͷی و دارد دیͽری شوق مͬ�کند پیدا رو
فͺر مسایل روی خودشان که کسانͬ کند. پیدا نمͬ��تواند تنها خواندن
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خیلͬ مͬ�کنم فͺر جهت این مͬ�شوند.از من منظور متوجه کرده�اند
شما وقتͬ نمͬ��دونم من کنید. طرح مسأله کنید سعͬ که هست خوب
سوأل کردید سعͬ وقت هیچ مͬ�شود جالب برایتان موضوعͬ ͷی

کنید؟ مطرح

مͬ�کنم احساس ولͬ مͬ�شود طرح سوأل اوقات گاهͬ پورمحمد:
حلش بتوان هم و باشد سخت کافͬ اندازه به هم باید تز ͷی مسأله
ولͬ نشده مطرح که مͬ�رسد سوألاتͬ ذهنم به اوقات بعضͬ کرد.
چیز فلان پس از کنم حل اگر که شود طرح جالبͬ سوأل که این
نتوانستم کاری که هست این است. نیافتاده اتفاق برآیم مͬ�توانم
مͬ�شوند. پیچیده خیلͬ مͬ�رسند ذهنم به که مسایل�ای اکثر پیشببردم.

یعنͬ نیست. آسان سوأل طرح مͬ�کنم فͺر من ببینید شهشهانͬ:
باشند. حل قابل هم و باشند داشته عمق نباشند، ساده سوأل�هاییͺه
متوجه که بدانید را فیلد تͺنی�ͷهای گونه�ای به باید شما این برای
با این و کرد نمͬ��شود کارهایͬ چه و کرد مͬ�شود کارهایͬ چه باشید
من نظر به تجربه جز به هم دیͽری راه هیچ مͬ�آید. دست به تجربه
نمͬ��آید جالب نظرتان به چیزی اگر مͬ�کنم توصیه ضمن در ندارد.

نروید. دنبالش

به بͽویم. جواب در نͺته�ای ͷی فقط من ببخشید اصفهانͬ�زاده:
طبیعͬ طور به مͬ�کنید فͺر دارید شما که موضوع�ای اگر من نظر
طبیعͬ شͺل به کنید فͺر آن به طبیعͬ طور به اگر و باشد شده ظاهر
مسأله�ای روی شما است ممͺن مͬ�شوید. مسأله تولید فرآیند وارد هم
جز به این بفهمید. را آن و شده حل پیش سال پنجاه که کنید فͺر
مسأله در شما عمق مدتͬ ͷی تا نمͬ��آورد. شما برای چیزی ͬͽخست
مͬ�شود تمام شما انͽیزه کوتاهͬ مدت از بعد ولͬ مͬ�شود زیاد
واقعا مͬ�کنید فͺر که سوألͬ اگر ولͬ مͬ�شوید. خسته هم شما و
ساده�تر یا باشد آمده جدید منشا ͷی از و باشد روز تحقیقات سوأل
این فهمیدن و کردن فͺر عمل همین باشد، آمده مقاله ͷی از بͽویم،
همه به شما نیست. عجیبͬ چیز این و تحقیق یعنͬ خودش سوأل
و مͬ�افتد جا برایتان و مͬ�کنید پیدا وقوف هست آن�جا سوأل�هاییͺه
من یعنͬ هستند. حقیقͬ مسایل این�ها که مͬ�شود پیدا برایتان مسایلͬ
مͬ�شود. پیدا تحقیقͬ مسایل سادگͬ همین به بودم که دیͽر جاهای

مͬ�شناسید؟ را اسͺاندیلاس١٢ شما

اسماً شهشهانͬ:

١٢Georges Skandalis

که فرانسه در است برجسته ریاضیدان ͷی ایشان اصفهانͬ�زاده:
مͬ�خواستم فرانسه رفتم من که زمانͬ است. بوده کوهن١٣ آلن شاگرد
که بود جالب خیلͬ من برای و کنم کار ناجابجایͬ هندسه روی
و بردم ایشان پیش مقاله ͷی مͬ�دهد. مسأله من به چͽونه ایشان
بلد را موضوع این من خب گفت دارم. دوست را این من گفتم
را مقاله نتیجه و مقاله مقدمه بخوانیم. را آن داد پیشنهاد و نیستم
کرد. طرح خوب مسأله ͷی زدیم حرف هم با کم ͷی و خواند
هم وقت خیلͬ شاید و بود عجیب خیلͬ مسأله این نمͬ��گویم من
من برای است. سادگͬ همین به واقعاً سوأل طرح ولͬ نͽذاشت.
بوده لازم وقت ͷی یعنͬ کردم. را کار همین که آمده پیش واقعاً
طرح سوأل گاهانه آ طور به و شͺل همین به و بنویسم را چیزی
ویژگͬ بوده. ͬͽقشن خیلͬ سوأل فهمͬ�دهم هم آخر دست و کردم
جاهای به مͬ�دهید تغییر را جایش ͷی شما که است این ریاضͬ
این از بͺنید. نمͬ��توانید هم را فͺرش اصلا که مͬ�رسید ͬͽقشن خیلͬ
کنید. برخورد تحقیقͬ مسایل با مͬ�توانید طبیعͬ راحتو جهتخیلͬ

سوأل�هایتان این از نترسید و کنید سوأل مͬ�کنم فͺر من شهشهانͬ:
سوأل این مͬ�گوید ͬͺی فوقش باشد. احمقانه یا مقدماتͬ خیلͬ
بدی اتفاق هیچ و هست این هم جوابش و هست احمقانه خیلͬ
با بچه�ها که ارشدی کارشناسͬ تز�های بین مͬ�کنم فͺر من نمͬ��افتد.
پیͽیری بود، کرده تازه�ای کار و بود بهتر همه از که تزی نوشتند، من
سال حدود شد. مطرح کارشناسͬ کلاس ͷی در که بود سوألͬ
دادم ارایه هذلولوی هندسه کارشناسͬ درس ͷی اینجا من ٢٠٠٢
فͺر که بود کسͬ و کرد مطرح سوألͬ کارشناسͬ دانشجوی ͷی و
جنبه از گفتیم اول هست. افتاده پا پیش و ساده خیلͬ سوأل نͺرد
کار هم شبیه�سازی قسمت بود جالب و کنیم حل را سوأل آزمایشͬ
روی ماه ͷی و بنویسیم برنامه ͷی که نبود سادگͬ این به و داشت
جواب تا داشت کار واقعاً آید. بدست جواب و شود انجام کامپیوتر
به مربوط که مقاله ͷی برویم شدیم مجبور حتͬ بیاریم. بدست را
انجام را باید گونه چه شویم متوجه که کنیم نͽاه بود ١٩٠٧ حدود
و شد. چاپ خوب خیلͬ ژورنال ͷی در هم کار این نتیجه�ی و دهیم
به باید واقعا ”تو گفت: و نوشت نامه ایشان به فرانسه از استاد ͷی
مند علاقه آن به خیلͬ و خواندم را مقاله�ات من کنͬ. افتخار خودت
کلاس در راحتͬ به که بود سوألͬ بود. ساده خیلͬ هم سوأل شدم.”
کنید. مطرح سوأل که نترسید بنابراین گفت. مͬ�توان کارشناسͬ
دوستانه اگر چون باشید صمیمͬ ریاضͬ موضوع با کنید سعͬ خیلͬ

١٣Alain Connes
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و شود مشͺل خیلͬ چیزها اگر کرد. نمͬ��شود پیشرفت واقعاً نباشید
مشͺل کار جای ͷی حتماً کنید، بیانش راحت ریاضͬ زبان به نتوانید
مسأله مͬ�توانید شود، دوستانه برایتان خیلͬ موضوع اگر ولͬ دارد.

کنید. طرح هم

که است این مͬ�افتد که اتفاقͬ وقت�ها خیلͬ ولͬ پورمحمد:
در را مقاله مͬ�تواند کند. نͽاه تا دانشجو مͬ�دهند مقاله�ای ͷی
خاصͬ اتفاق و نمͬ��کند هم فرقͬ هیچ و ماه سه یا بخواند ماه ͷی
شاید مͬ�کنید فͺر که است مسأله�ای هم اوقات گاهͬ نمͬ��افتد.
این بین کنیم سعͬ باید چͽونه نشود. حل و باشد مشͺل خیلͬ
باشیم؟ گرفته یاد چیزی هم و باشیم کرده کاری هم تا کنیم حرکت دو

مقاله ͷی وقتͬ ولͬ ندارد. مشخصͬ فرمول ببینید شهشهانͬ:
سعͬ اول از بخوانید را آن دارید قصد شما و شده منتشر مهمͬ
خیلͬ بفهمید درست را موضوع وقتͬ بفهمید. را لمͬ هر نͺنید
معمولا کنید. ثابت مͬ�توانید دیͽری راه�های از خودتان را لم�ها از
دارد. جدیدی ایده ͷی واقعا است، مهم مقاله�ای مͬ�گویند وقتͬ
خواهید خواندن، به مͬ�کنید شروع وقتͬ بفهمید. را آن کنید سعͬ
برای را سوأل�ها آن کنید سعͬ هست. آن اطراف هم سوأل�هایͬ دید
انتظار کنید. فͺر مقاله به مستقل شͺلͬ ͷی و کنید مطرح خودتان
که همین ولͬ بͽوید. شما به را چیز همه نفر ͷی باشید نداشته
کار هنوز هم آن مسایل و شده چاپ مهم مقاله این مͬ�گوید شخصͬ
مطلب درک بین کنید سعͬ دهید. انجام را کار این و بشینید نشده،
فاصله مقاله از کمͬ بͽذارید. فرق قضیه�ها و لم تمام فهمیدن و
هست چͽونه مͬ�شود ساخته دارد که تصویری که ببینید و بͽیرید
تصویر آن از مͬ�توانید طوری این و ندانید. را لم�ها همه اگه حتͬ

مͬ�توانید. که باشید مطمئن بسازید. مسأله

سعͬ و شوید آشنا ریاضͬ از قسمت�هایͬ با باید شما یعنͬ زنͽنه:
قسمت�ها آن در حتما نیست لازم ولͬ بفهمید خوب را آن�ها کنید
آزار کار این که است این واقعیتش کنید. حل و کنید پیدا مسأله
دوره در مͬ�کنم فͺر من مͬ�کند. دور هدف از را شما و است دهنده
که است این از بهتر بفهمید را اصیلͬ مقاله شما اگر ارشد کارشناسͬ
دانشجویͬ از زدند مثالͬ دکتر آقای کنید. جدیدی کار خودتان شما
اگر که است این واقعیت ولͬ بود. کرده طرح جدیدی مسأله که
شوید، آن وارد و کنید مسأله طرح ارشد کارشناسͬ دوره در بخواهید
استفاده کارشناسͬ�تان زمینه پیش از احتمالا˟ً که است آن معنا به این
و کنید حل مسأله�ای که این یعنͬ نیست. ارزشمند این و مͬ�کنید

را جدی�ای و روز مقاله�ی که این به نسبت کنید چاپ هم مقاله�ای
ببینید نͺردید اصیلͬ کار شما اگر تا است ارزشتر کم خیلͬ بفهید،
همین به دیͽر دانشͽاه�های در است. چͽونه اصیل کارهای کیفیت
من و داشتیم ارشد کارشناسͬ دوره بحث امروز اتفاقا است. شͺل
خیلͬ (البته زدم. مثال را دارد ریاضͬ ارشد که برکلͬ دانشͽاه سیاست
نوشته مͬ�روند.) دکتری مستقیماً و ندارند را دوره این دانشͽاه�ها از
متقابل ارتباطͬ و بفهمید خوب را مقاله چند شما یعنͬ ارشد تز بود
ببینید پس بنویسید. توصیفͬ خوب مقاله ͷی و کنید برقرار آن�ها بین
چاپ هم مقالاتͬ و مͬ�نویسند تزی ارشد دوره در که داریم کسانͬ ما
و نیست آن پشت اصیلͬ ادبیات که است این مشͺل ولͬ مͬ�کنند
نیست. ارزشمند این و مͬ�کنند کاری کارشناسͬ زمینه پیش با واقع در

سوأل طرح از که بود این مثال آن از مقصودم من البته شهشهانͬ:
نترسید.

نیست گرم خیلͬ بحث مͬ�کنم احساس چون ببخشید صلواتͬ:
این من شود. جنجالͬ بحث تا کنم بازی را منفͬ نقش مͬ�خواهم
شدن قایل اهمیت حد از بیش که مͬ�کنم وارد تحقیق به رو انتقاد
به مͬ�کشد. را ریاضͬ استعداد�های از خیلͬ ریاضͬ در تحقیق برای
برای فقط ریاضیدان�ها مختلف فعالیت�های بین از اگر که این علت
تحقیق نتوانند که کسانͬ مͬ�شود باعث شویم، قایل اهمیت تحقیق
نظری به مͬ�دهند. دست از را انͽیزه�شان دهند انجام بالا کیفیت با
دارد لازم هم بالایͬ توانایͬ دادن، ارایه بالا کیفیت با تحقیقͬ من
نتیجه در نیست. هستند ریاضͬ به علاقه�مند که کسانͬ تمام که
بروند مجبورند باشند نداشته توانایͬ تحقیق در خیلͬ که کسانͬ
به من ندارند. بالایͬ کیفیت که جدیدی کارهای یا تحقیق سراغ
مسأله ببینید وقتͬ که مͬ�کنم وارد ایراد هم اصفهانͬ�زاده دکتر حرف
این ایرادم مͬ�کنید. ͬͽخست احساس شده حل قبلا مͬ�کنید کار که
دوره در بردیم ریاضͬ از که لذت�هایͬ اولین ما از خیلͬ که است
بسا چه که مͬ�کردیم کشف جدیدی چیز معمولا˟ که بود دبیرستان
را آدم واقعا که جدیدی کار بالعͺس بود. هم افتاده�ای پا پیش چیز

مͬ�آورد. ͬͽخست بیشتر نͺند، ارضا

مͬ�توانید فقط مدتͬ ͷی تا شما گفتم من البته اصفهانͬ�زاده:
مͬ�شوید. خسته بعد و بخوانید

کار برای کنیم گذاری ارزش مͬ�توانیم من نظر به ولͬ صلواتͬ:
استفاده با و خودش ایده با شخصͬ منتها شده، حل قبلا که جدیدی
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آموزش از شͺلͬ ͷی این است. داده انجام را آن خودش ابتͺار از
تحقیق برای شخص آماده�سازی جور ͷی کار این نظرم به است.
ولͬ کرد راهبری را مسأله این باید شͺلͬ چه به نمͬ�دانم است. واقعͬ
چندان نه مسأله ͷی دکتری دانشجوی ͷی به که این بجای مͬ�توان
حل که جدیدی چندان نه مسأله ͷی بدهیم، رو حاشیه�ای و جالب

کند. کار روش خودش ابتͺار و ایده با که بدهیم شده

همدردی شما با و چیه مقصودتان مͬ�فهمم من شهشهانͬ:
ͷی روی وقتͬ شما که است این بͽویم مͬ�خواهم که چیزی مͬ�کنم.
مͬ�کنید ثابت را موضوعͬ جدیدی دید ͷی با و مͬ�کنید کار موضوع
که دیدی خاطر به هم جدیدی چیزهای معمولا˟ شده ثابت قبلا که
دید که مͬ�بیند رو چیزهایͬ ͷی بͽویید. موردش در مͬ�توانید دارید
با را چیزی اگر که دیده�ایم بارها را این و است نمͬ�دیده ͷکلاسی
معمولا˟ آن�ها دادن قرار مساوی با آوریم، بدست مختلف فرمول دو
حرف هست. همینطور هم این مͬ�آوریم. دست به جدیدی چیز ͷی
اصل که بفهمیم را موضوعͬ مͬ�خواهیم وقتͬ که است درست شما
مͬ�کنید نͽاه آن به دیͽری زاویه�ی ͷی از عموماً شده کشف قبلا آن
دهید ادامه خوب اگر زیاد احتمال به تحقیق. یعنͬ خودش این و
و نفهمیدند قبل افراد که بفهمید را جدیدی موضوع است ممͺن
زندگͬ در نفر ͷی مͽر ضمن در است. خوبͬ خیلͬ کار خودش این
شنیدنشان با همه که باشد داشته مͬ�تواند جالب خیلͬ ایده�ی چند
ایده سه دو از بیشتر هم معروف خیلͬ آدم�های حتͬ کنند. تعجب
و دهیم ادامه را کارمان که است این مهم ولͬ نداشتند. چنینͬ این
برخورد خوبͬ خیلͬ ایده به و بیاریم شانس است ممͺن موقع ͷی
مͬ�کنم فͺر کمتر. بعضͬ�ها و مͬ�آورند شانس بیشتر بعضͬ�ها کنیم.
روی و بفهمیم را موضوع ͷی کنیم سعͬ ما که است درست حرفتان

کنیم. فͺر آن روی مستقل کنیم سعͬ بهتر ولͬ کنیم فͺر آن

ͷی که بودند موافق من با شهشهانͬ دکتر آقای اصفهانͬ�زاده:
مͬ�شود. منجر مقاله ͷی به صحیح فͺری فرآیند

نقل ͷی با و کنم مطرح جدید سوأل ͷی مͬ�خواهم من شعبانͬ:
از سوألͬ حالا تا من که مͬ�گفت هادیان مجید مͬ�کنم. شروع قول
و باشد ندیده شهشهانͬ دکتر که ندیدم ریاضͬ مختلف قسمت�های
شدنͬ ریاضͬ�کار و ریاضیدان چه بپرسم مͬ�خواهم من نباشد. بلد یا
در تͺنی�ͷها از مجموعه�ای که مͬ�شناسم آدم�هایͬ من هست. خوب
تͺنی�ͷها آن با که سوأل�هایͬ دنبال مͬ�گردند و هستند بلد ریاضͬ
جدی کافͬ اندازه به وقت�ها بعضͬ سوأل�ها این البته مͬ�شوند. حل

ͷی به زندگͬ در است خوب چقدر که است این منظور هستند.
کنیم؟ تمرکز خاص شاخه

این ندارد. شما سوأل مشخصͬ جواب من نظر به شهشهانͬ:
دارد. شخصخودتان به ͬͽبست

بدانم. را خودتان شخصͬ جواب مͬ�خواهم من شعبانͬ:

کار ندارم حوصله خیلͬ و هستم تنبلͬ آدم اساساً من شهشهانͬ:
باشم. آرامش در کم ͷی مͬ�دهم ترجیح بنویسم. مقاله مدام و بͺنم
سر حوصله�ام هم وقت�ها بعضͬ البته کنم. فͺر موضوع ͷی درباره
درستͬ کار مͬ�کنم فͺر پرکارتر�اند. من از خیلͬ افراد بعضͬ مͬ�رود.
بیشتری خروجͬ که باشم پر�کارتر مͬ�گرفتم یاد باید من مͬ�کنند. هم
سعͬ و مͬ�دانند ͷنیͺت مقدار ͷی که هستند افرادی باشم. داشته
از بعضͬ شاید البته بنویسند، مقاله و کنند حل مسأله آن با مͬ�کنند
ممͺن عمرش طول در کسͬ هر معمولا˟ ولͬ نباشد. بد هم مقالاتشان
را افقͬ که باشد داشته عمیق نتایج با بͺر واقعاً ایده سه یا دو است
عمل خودش سلیقه به کس هر نهایتاًً خب و کند باز عده�ای برای

مͬ�کند.

ندارید؟ ارزش�گذاری�ای هیچ دو این به نسبت شما یعنͬ شعبانͬ:

دنیا در باید مͬ�کنند. فرق هم با آدم�ها ببینید نه، شهشهانͬ:
کنید. داوری چیز همه درباره نͺنید سعͬ باشد. آدمͬ شͺل همه
است بهتر آن از این که کرد ارزش�گذاری نمͬ��شود را چیزها همه
به و دارند مختلف راه�های مختلف آدم�های بالاخره این. از آن یا
مͬ�شود. جالب زندگͬ همین برای و مͬ�کنند فͺر مختلف مسایل
(خنده) دارید. (ترتیبجزئͬ) partial orderͷصورتی این غیر در

کردن تحقیقاتͬ گروهͬ کار درباره قبلم دفعه دوم سوأل شعبانͬ:
افتاد. قلم از

را ارتباطتان کنید سعͬ که بود این گفتم که چیزی شهشهانͬ:
شده�اند مسلط آن�جا در و رفته�اند این�جا از که دیͽری دانشجویان با
حفظ این�جا با را ارتباطتان مͬ�روید هم خودتان اگر یا و کنید برقرار
آن�ها به میتوانید شما و هستند جوان�تر شما از افراد خیلͬ کنید.

دهید. شͺل را شبͺه این و کنید صحبت آن�ها با کنید. ͷکم
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ما دانشͽاه�های که است این مشͺل گروهͬ، کار مورد در خزلͬ:
هم رشته�ای هر در و ندارند ارتباط هم با خیلͬ مختلف زمینه�های در

است. ͬͺکوچ جمع که مͬ�کنند کار نفر دو ͬͺی حداکثر

هستید. احتمال آمار کار در شما شهشهانͬ:

بله. خزلͬ:

را فͺرهایتان مͬ�توانید و هستید نفری چند شما خب شهشهانͬ:
به کنید دعوت دیͽر افراد از و کنید طرح مسأله و بͽذارید هم روی

شود. قوی�تر گروه�تان تا شوند اضافه جمعتان

با و مͬ�بودند متمرکز ریاضͬ دانشͺده�های داشتم آرزو من خزلͬ:
استاد. و دانشجو کلͬ

در نمͬ��شود. عملͬ کار�ها این نͺنید. آرزوها این از شهشهانͬ:
باشد. اجرا قابل که بͽذارید برنامه سطحͬ ͷی

(خنده) نیست. عیب جوانان بر آرزو خزلͬ:

شهشهانͬ و زاده اصفهانͬ دکتر دارم دوست رو سوألم من محͺام:
و جدید ریاضیات به رسیدن راه تنها شما آیا بدهند. جواب دو هر
یا مͬ�دانید؟ مسأله�ها سری ͷی روی کردن کار را جدید نظریه�های
به حتͬ و شود؟ انجام مستقل طور به نظریه�پردازی متصورید که این
نیست. سختͬ کار مسأله، کردن طرح مثل کار، این مͬ�رسد نظرم
شاید کردم حس و کرد جلب را توجه�ام متفاوتͬ مسایل پارسال مثلاً́
را مطلبͬ پیش روز چند و گیرند جای نظریه ͷی در این�ها تمام
مشخصͬ مسأله�ی شما واقع در بود. کرده را کار این که مͬ�خواندم

مͬ�کنید. کار نظریه ͷی روی و ندارید

به مͬ�گویید وقتͬ هست. مسأله ͷی خودش هم این شهشهانͬ:
ͷی واقع در شود حل که کرد نͽاه زاویه�ای از مͬ�شود چیزها این همه

کردید. حل مسأله

وایلز که بͽویم رستͽار دکتر مͬ�خواهم هم قول نقل ͷی محͺام:
و مͬ�دانند، حل�کن مسأله ͷی آورد، وجود به هم نظریه که این با را
باشم شیمورا شبیه مͬ�دهم ترجیح بودن وایلز جای به من مͬ�گفتند

بود. نظریه�پرداز ͷی که

وایلز یا شیمورا مثل بتوانید شما اگه مͬ�کنم فͺر من شهشهانͬ:
(خنده) است. خوب باشید

وایلز شبیه نه حقیقتاً که کنم عرض باید من خب اصفهانͬ�زاده:
کرد. اشاره شعبانͬ آقای که هستم آدمͬ همان من شیمورا. نه و هستم
دنبال مͬ�خواهم وقتͬ و هستم بلد موضوعات ی�ͷسری من یعنͬ
مͬ�گردم. مسأله ͷی دنبال گاهانه آ طور به بͽردم، پژوهشͬ مسأله
طرح سوأل ͷی که است آن وقت الان مͬ�گویم گاهانه آ طور به یعنͬ

کنم. حل و کنم

مͬ�دهید. انجام دارید شما را منفͬ نقش واقع در علیشاهͬ:
(خنده)

ͷی مͬ�کنم فͺر و نیستم شرمسار بابت این از من اصفهانͬ�زاده:
هستند نفری چند من زمینه در مͬ�دهم. انجام علمͬ سالم فعالیت
در مͬ�کنم سعͬ و آن�ها فعالیت به مͬ�کنم نͽاه من و مͬ�کنند کار که
سعͬ بود جذاب اگر و چیست قضیه صورت که بفهمم اول وهله
خودم برای جدید سوأل ͷی حواشͬ سری ͷی خواندن با مͬ�کنم
داده�ام انجام که قبلͬ کارهای به کنم وصلش که این یا و کنم مطرح
به من نظر به فرآیند این یعنͬ دهم. انجام جدیدی کار بتوانم که
حرف با رابطه در که دیͽری نͺته و گفتم. که هست سادگͬ همین
در ریاضیات من نظر به که است این بͽویم مͬ�خواستم شعبانͬ آقای
کار که کسانͬ مͬ�کنم فͺر من یعنͬ نیست. غایت�اندیشͬ کنهش
حل جدیدی مسأله مͬ�خواهند آن�ها با که دارند ابزارهایͬ مͬ�کنند
که دسترسͬ از دور هدف ریاضیات در که است این هم علتش کنند.
ذهنیت این با که کسانͬ ندارد. وجود باشند متمرکز آن به افراد همه
ͷفیزی مثل ریاضیات یعنͬ شوند. سرخورده زود است ممͺن مͬ�آیند
ͷی جعفری دکتر نشست این از قبل که کنید نͽاه مثلاً́ شما نیست.
بود چیزهایͬ این�ها گفتند. گروه�ها توپولوژی به راجع مسایل سری
خاص مسأله آن در نمͬ��کردم تصور ولͬ بودم شنیده قبلا́ من که
نمͬ��افتاد. اتفاق این بودم فیزی�ͷدان من اگر شاید باشد. داشته کابرد
از بخش�های چه با مͬ�کنم کار که موضوعͬ مͬ�دانستم احتمالا˟ً یعنͬ
خودش داخل در و نیست این�گونه ریاضیات ولͬ دارد. ارتباط ͷفیزی
را ریاضͬ در کردن تحقیق مسیر این و دارد غریب و ارتباطاتعجیب
کرد سعͬ باید نهایͬ هدف ͷی داشتن جای به یعنͬ مͬ�کند. متفاوت
ببرید. لذت و کنید پیدا جدید چیزهای خودتان حوشکارهای و حول
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و نروید نظریه�پردازی دنبال مͬ�کنم تشویق معمولا˟ من شهشهانͬ:
�باشید داشته جالبͬ مثال��های و کنید ملموس را مباحث خودتان برای
خیلͬ بودم دکتری اول سال وقتͬ مͬ�آید یادم من کنید. حل بتوانید که
معروف ریاضیدان�های از ͬͺی و الان. از بیشتر حتͬ بود، مد تجرید
کنید سعͬ ببینید گفت، ما به بود محض خیلͬ کارهاش که زمان آن
ͷی درون�ریختͬ�های درباره مͬ�بیند جایͬ ͷی مثلا́ باشید، بلد مثال
که است این فقط نͺته مͬ�بینید بعد و مͬ�کنند صحبت باناخ جبر

کنید. جابه�جا مͬ�توانید را سری جملات تمام

درون درباره سخن�رانͬ�ها از ͬͺی شما از قبل اصفهانͬ�زاده:
(خنده) بود. باناخ جبر ریختͬ�های

از بعضͬ مͬ�گفت یا و نیستید شما منظورم البته شهشهانͬ:
مختلف چیزهای و دقیق دنباله�های اقسام و انواع مͬ�آیند دانشجوها

مͬ�شوید. گم شما که مͬ�نویسند
دنباله�های درباره هم قبلͬ سخن�رانͬ�های از دیͽر ͬͺی اصفهانͬ�زاده:

(خنده) بود. دقیق
داشته مثال کنید سعͬ که است این منظورم ولͬ شهشهانͬ:
کارها این همه ببینید بفهمید. دوستانه خیلͬ را مسایل و باشید.
از ͬͺی هم تحقیقاتͬ کارهای مͬ�دهند. معنا هستید علاقه�مند اگر
کنید سعͬ که مͬ�کنم پیشنهاد نهایت در و است. زندگͬ جنبه�های
نیست این منظورم هم کاربردی و باشد کاربردی�تر خیلͬ کارهاتان
آن در که این برای باشد. آن روی کاربردی ریاضͬ اسم فقط که
خیلͬ کارهای مͬ�بینید. ملموس�تر خیلͬ را کارتان نتایج زمینه�ها
ͷی سختͬ به و هست بالاتر ریس�ͷاش هم هست سخت هم نظری

مͬ�شود. پیدا خوب کار

شخصه به و بود مفیدی خیلͬ جلسه مͬ�کنم فͺر من اصفهانͬ�زاده:
مͬ�کنم. تشͺر شهشهانͬ دکتر و شرکت�کنندگان از امیدوارم. آینده به
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اعداد هندسه�ی در شمارشͬ مسائل به الͽوریتمͬ نͽاهͬ
علامتͬ نوید

چͺیده

ب.م.م یافتن برای اقلیدس تعمیم�یافته�ی الͽوریتم پیچیدگͬ از که مͬ�کنیم مطرح را الͽوریتمͬ ابتدا اعداد، هندسه�ی به الͽوریتمͬ نͽاهͬ در
نقاط شمارش برای پیچیدگͬ همین با الͽوریتمͬ سپس مͬ�کند. محاسبه� پاره�خط ͷی روی را مشبͺه�ای نقاط تعداد الͽوریتم این و مͬ�باشد
در که الͽوریتم�هایͬ مͬ�رسانیم. پایان به را بخش این چندضلعͬ�ها برای الͽوریتمͬ ارایه�ی با نهایتا و مͬ�کنیم ذکر مثلث ͷی در مشبͺه�ای
نقاط هستند.شمارش برخوردار آنها به نسبت یͺسانͬ زمانͬ پیچیدگͬ از خود، مشابه موارد به نسبت سادگͬ ضمن مͬ�شوند، مطرح بخش این
شمارش است. گرفته قرار مطالعه مورد طولانͬ مدت برای که است ریاضͬ بنیادین مسائل از ͬͺی بالاتر و بعد دو در چندضلعͬ�ها در مشبͺه�ای
است. گرفته انجام نوزدهم قرن در ͷپی توسط موفقیت�آمیزی طور به باشند صحیح مختصات که حالتͬ یعنͬ ساده حالت در مشبͺه�ای نقاط
ثابت بعد که زمانͬ است. بوده بحث مورد طولانͬ مدت برای نیز دارند گویا مختصات رئوسشان که چندضلعͬ�هایͬ در مشبͺه�ای نقاط شمارش
دارد. وجود گویا رئوس مختصات با چندضلعͬ�هایͬ در مشبͺه�ای نقاط شمارش برای چندجمله�ای الͽوریتم که داد نشان �Barvinok باشد،
استفاده قائم�الزاویه مثلث در مشبͺه�ای نقاط شمارش و چندضلعͬ مثلث�بندی از که دادند ارائه کارایͬ الͽوریتم Robins و Beck بعد، دو در
در Barvinok توسط که الͽوریتمͬ مثال عنوان به ندارند. چندانͬ کارایͬ گویا مختصات برای موجود الͽوریتم�های عمل مقام در اما، مͬ�کرد.

بود! نشده پیاده�سازی اصلا ٢٠٠۴ سال تا و داشت پیاده�سازی برای بسیاری سختͬ شد، ارائه ١٩٩٣ سال
خواهیم ارائه گویا مختصات با چندضلعͬ�هایͬ در مشبͺه�ای نقاط شمارش جهت پیاده�سازی برای راحت و کارا الͽوریتمͬ بحث، ادامه�ی در
برخوردارند. یͺسانͬ زمانͬ پیچیدگͬ از الͽوریتم دو هر که حالͬ در بوده، Robins و Beck الͽوریتم از ساده�تر زیادی حد تا الͽوریتم این داد.
طرفͬ از مͬ�آورد. پایین برنامه�ها در را باگ بروز امͺان و مͬ�شود پیاده�سازی در راحتͬ باعث سادگͬ که چرا است، مهم بسیار الͽوریتم سادگͬ
الͽوریتم این شود. اجرا دیͽری از سریع�تر عمل در ساده برنامه�ی دارند، یͺسانͬ زمانͬ پیچیدگͬ نظری لحاظ از هردو که وقتͬ است منطقͬ دیͽر

است. شده منتشر IBM شرکت پژوهشͺده�ی در Yanagisawa توسط
مͬ�باشد. اعشاری جزء یعنͬ x− ⌊x⌋ واقع، در {x} از منظور بخش ادامه��ی در که است ذکر به لازم

اعداد هندسه�ی به الͽوریتمͬ نͽاهͬ ١

پاره�خط�ها برای شمارشنقاطمشبͺه�ای الͽوریتم ١.١

روی بر مشبͺه�ای نقاط تعداد محاسبه�ی برای الͽوریتمͬ بخش، این در
تعریف از الͽوریتم ساخت برای مͬ�گردد. ارائه شده داده پاره�خط ͷی

کرد. خواهیم استفاده زیر لم�های و

تعداد باشند. گویایͬ اعداد y۲ و x۲ ، y۱ ، x۱ کنید فرض ١ تعریف
(x۲, y۲) و (x۱, y۱) نقاط با شده تعریف پاره�خط روی مشبͺه�ای نقاط

مͬ�دهیم. نشان L(x۱, y۱, x۲, y۲) با را

باشند، شده داده b و a نامنفͬ صحیح اعداد که صورتͬ در ١ لم
به که دارد وجود آنها مشترک مقسوم�علیه محاسبه�ی برای الͽوریتمͬ

که: به�طوری گردند محاسبه مͬ�توانند نیز y و x اعداد آن تبع
ax+ by = gcd(a, b)

شده ذکر [١٢] مرجع در الͽوریتمͬ چنین زمانͬ پیچیدگͬ جزئیات
است.

فقط و اگر دارد جواب ax+ by = c خطͬ دیوفانتͬ معادله�ی ٢ لم
همچنین . d = gcd(a, b) آن در که باشد بخش�پذیر d بر c اگر
شامل معادله جواب�های مجموعه باشد، معادله از جوابͬ (x۰, y۰) اگر

که: است (x, y) صحیح جفت�های

x = x۰ +
b

d
k, y = y۰ −

a

d
k, k ∈ Z

بسازیم. را الͽوریتم مͬ�توانیم حال

در مͬ�تواند L(x۱, y۱, x۲, y۲) ٣ قضیه
گردد. محاسبه گام O(max{log|x۱|, log|y۱|, log|x۲|, log|y۲|})

۰ ≤ که کرد فرض مͬ�توان کلیت دادن دست از بدون برهان.
که صورتͬ در را (x۲, y۲) و (x۱, y۱) ) y۱ ≥ y۲ ≥ ۰ و x۱ ≤ x۲

و (−x۱, y۱) به ترتیب به باشد، y۱ ≥ y۲ > ۰ و x۲ ≤ x۱ < ۰

گویا اعدادی y۲ و x۲ ، y۱ ، x۱ چون مͬ�دهیم.) تغییر (−x۲, y۲)

خط که کرد پیدا چنان مͬ�توان را c و b ، a صحیح اعداد هستند،
a = ۰ که صورتͬ در بͽذرد. (x۲, y۲) و (x۱, y۱)نقاط از ax+by = c

است. محاسبه قابل بدیهͬ طور به L(x۱, y۱, x۲, y۲) باشد، b = ۰ یا
مقسوم�علیه بزرگ�ترین مͬ�توان ١ لم از استفاده با صورت این غیر در
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ap+bq = d که کرد پیدا چنان را q و p صحیح اعداد و b و aمشترک
مͬ�کند، صدق ax+ by = c معادله�ی در (x, y) = ( cdp,

c
dq) چون .

زیر شͺل به را معادله صحیح جواب�های همه�ی ،٢ لم از استفاده با
کرد: بیان مͬ�توان

x =
c

d
p+

b

d
k, y =

c

d
q − a

d
k, k ∈ Z

باشد: برقرار باید زیر نابرابری x۱ ≤ x ≤ x۲ چون
(x۱ −

c

d
p)(

d

b
) ≤ k ≤ (x۲ −

c

d
p)(

d

b
)

بنابراین،

L(x۱, y۱, x۲, y۲) =

⌊
(x۲ −

c

d
p)
d

b

⌋
−
⌈
(x۱ −

c

d
p)
d

b

⌉
+ ۱

تعمیم�یافته�ی الͽوریتم از استفاده همان الͽوریتم قسمت زمان�برترین
در بنابراین گردید. اشاره ١ لم در که است اقلیدسͬ

کرد. شمارش را نقاط مͬ�توان گام O(max{log a, log b})

مثلث�ها برایِ مشبͺه�ای نقاط˼ شمارش̞ الͽوریتم̧ ٢.١

مشبͺه�ای برایشمارشنقاط کوتاهͬ بازگشتͬ الͽوریتم بخش، این در
به ابتدا الͽوریتم ساخت برای مͬ�کنیم. ارائه قائم�الزاویه مثلث ͷی در

مͬ�پردازیم. لم و تعریف چند بیان

مثلث باشند. مثبت صحیح اعداد c و b ، a کنید فرض ٢ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را T (a, b, c) قائم�الزاویه�ی

T (a, b, c) = {(x, y) ∈ R۲|ax+ by ≤ c, x > ۰, y > ۰}

تعداد باشند. مثبت صحیح اعداد c و b ، a کنید فرض ٣ تعریف
مثلث روی و درون مثبت و صحیح مختصات با مشبͺه�ای نقاط

مͬ�دهیم. نشان N(a, b, c) با را T (a, b, c)

است. برقرار وضوح به زیر لم تعریف، از

اینصورت، در باشند. مثبت صحیح اعداد c و b ، a فرضکنید ۴ لم
N(a, b, c) = N(b, a, c)

صورت: این در باشند. مثبت صحیح اعداد c و a کنید فرض ۵ لم
.N(a, a, c) = ۱

۲

⌊
c
a

⌋
(
⌊
c
a

⌋
− ۱)

a > و باشند مثبت صحیح اعداد c و b ، a کنید فرض ۶ لم
و k =

⌊
a−۱
b

⌋
، h = c−am

b ، m =
⌊
c
a

⌋
کنید فرض .b

است: برقرار زیر معادله�ی صورت این در . c′ = c− b(km+ ⌊h⌋)

N(a, b, c) = N(a− bk, b, c′) + ۱
۲
km(m− ۱) +m ⌊h⌋

از استفاده با T (a, b, c) مثلث مساحت بیان به ابتدا، برهان.
واحد مربع�های به دقت با که صورتͬ در مͬ�پردازیم. N(a, b, c)

مثلث در واقع مربع�هایͬ یعنͬ کنیم، نͽاه بعد صفحه�ی شͺل در
مربع�های تعداد مͬ�باشند، مشبͺه�ای نقاط آن رأس چهار که قائم�الزاویه
مثلث بقیه�ی حال است. برابر N(a, b, c) با T (a, b, c) در واحد
مͬ�کنیم. تقسیم R مثلث ͷی و Si ذوزنقه�ی چند به را T (a, b, c)
زیر صورت به را Si ذوزنفه�ی ۰ < i ≤ m که i صحیح عدد هر برای

مͬ�کنیم: تعریف
Si = {(x, y) ∈ R۲|ax+ by ≤ c, i− ۱ ≤ x ≤ i,

y ≥
⌊
c− ai
b

⌋
}

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به نیز R مثلث
R = {(x, y) ∈ R۲|ax+ by ≤ c, x ≥ m, y ≥ ۰}

با: است برابر T (a, b, c)مثلث مساحت پس،

|T (a, b, c)|= N(a, b, c) +
m∑
i=۱

|Si|+|R|

و (m, ۰) ، (m,h) رأس سه شامل R مثلث اینͺه به توجه با حال
و |T (a, b, c)|= c۲

۲ab که است بررسͬ قابل راحتͬ به است، ( ca , ۰)
طریق از راحتͬ به نیز Si مساحت مͬ�باشد. |R|= ۱

۲h(
c
a − m)

است: محاسبه قابل زیر رابطه�ی

|Si|=
۱
۲
(
c− a(i− ۱)

b
−

⌊
c− ai
b

⌋
+
c− ai
b
−
⌊
c− ai
b

⌋
)

=
۱
۲
(
a

b
+ ۲{c− ai

b
})

مͬ�آید: به�دست زیر رابطه�ی طریق از N(a, b, c) بنابراین،

N(a, b, c) = |T (a, b, c)|−|R|−
m∑
i=۱

|Si|
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=
c۲

۲ab
− h

۲
(
c

a
−m)− ۱

۲

m∑
i=۱

(
a

b
+ ۲{c− ai

b
})

=
cm

۲b
+
h

۲
m− ۱

۲

m∑
i=۱

(
a

b
+ ۲{c− ai

b
})

مͬ�باشد، برقرار است، c − bh = am اینͺه به توجه با سوم برابری
مͬ�گذرد. (m,h) نقطه�ی از ax+ by = c خط که چرا

k =
⌊
a−۱
b

⌋
چون ، a− bk > ۰ که کرد مشاهده مͬ�توان راحتͬ به

مͬ�گذرد، (m,h) و (۰, cb ) نقاط از ax + by = c خط که زمانͬ .
عبور (m, {h}) و (۰, c

′

b ) نقاط از (a − bk)x + by = c′ خط
برای داشتیم، N(a, b, c) برای که بحثͬ با مشابه بنابراین، مͬ�کند.

داشت: خواهیم N(a− bk, b, c′)

N(a− bk, b, c′) =

c′m

۲b
+
{h}
۲
m− ۱

۲

m∑
i=۱

(
a− bk
b

) + ۲{c
′ − (a− bk)i

b
})

نتیجه: در
N(a, b, c)−N(a− bk, b, c′) =

cm

۲b
− c′m

۲b
+
h

۲
m− {h}

۲
m

− ۱
۲

m∑
j=۱

((
a

b
+ ۲{c− aj

b
})− (

a− bk
b

+ ۲{c
′ − (a− bk)j

b
}))

=
cm

۲b
− (c− b(km+ {h}))m

۲b
+

۱
۲
m ⌊h⌋

− ۱
۲

m∑
j=۱

((
a

b
+ ۲{c− aj

b
})− (

a

b
− k + ۲{c− aj

b
}))

=
(km+ ⌊h⌋)m

۲
+

۱
۲
m⌊h⌋ − ۱

۲

m∑
j=۱

k

=
k

۲
m(m− ۱) +m⌊h⌋

مͬ�شود. اثبات نظر مورد لم لذا

N(a, b, c) باشند. مثبت صحیح اعداد c و b ، a فرضکنید ٧ قضیه
کرد. محاسبه گام O(max{log a, log b}) در مͬ�توان را

بررسͬ قابل راحتͬ به باشد. k =
⌊
a−۱
b

⌋
که کنید فرض برهان.

و باشد بخش�پذیر b بر a که است برابر b با زمانͬ a − bk که است
نباشد. بخش�پذیر b بر a که است برابر a mod b با زمانͬ a − bk

است. برقرار ۰ < a− bk ≤ b بنابراین،
که کرد فرض مͬ�توان کلیت از کاستن بدون ،۴ لم از استفاده با
این و ۶ لم و ۵ لم از استفاده با است. برقرار زیر بحث در a ≥ b

محاسبه�ی برای زیر الͽوریتم از مͬ�توان ، ۰ < a−bk ≤ b که واقعیت
کرد. استفاده N(a, b, c)

Algorithm ١ calcN(a, b, c)

a, b and c are positive integers such that a ≥
b

m←
⌊
c
a

⌋
if a = b then
return 1

2m(m− 1)
else
k ←

⌊
a−1
b

⌋
h′ ←

⌊
c−am

b

⌋
return calcN(b, a− bk, c− b(km+ h′)) + 1

2m(m−
1) +mh′

end if

مشاهده مͬ�کنیم. بررسͬ را calcN محاسبه�ی اجرای زمان حال
الͽوریتم بازگشتͬ فراخوانͬ تعدا با متناسب اجرا زمان که مͬ�شود
فراخوانͬ ͷی نباشد، بخش�پذیر b بر a که زمانͬ مͬ�باشد. calcN
(b, a mod b) به را (a, b) پارامترهای که مͬ�دهد انجام بازگشتͬ
فراخوانͬ ͷی است، بخش�پذیر b بر a که زمانͬ مͬ�دهد. تغییر
تغییر (b, b) به را (a, b) پارامترهای که مͬ�دهد انجام بازگشتͬ نهایͬ
calcN الͽوریتم بازگشتͬ فراخوانͬ�های تعداد بنابراین مͬ�دهد.
برای اقلیدسͬ الͽوریتم در بازگشتͬ فراخوانͬ�های تعداد با برابر
این نتیجه در است. مشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین محاسبه�ی

مͬ�دهد. انجام مرحله O(log a) الͽوریتم
و سر صحیح اعداد با فقط calcN الͽوریتم که باشید داشته توجه

مͬ�سازد. میسر را کلͬ الͽوریتم سادگͬ این و دارد کار

چندضلعͬ�ها برای الͽوریتمͬ ٣.١

ͷی در مشبͺه�ای نقاط تعداد شمارش برای الͽوریتمͬ بخش، این در
ابتدا مͬ�دهیم. ارائه اضلاع) روی و (درون شده داده چندضلعͬ
جزئیات به سپس و مͬ�کنیم توصیف را الͽوریتم این اصلͬ ایده�های

مͬ�پردازیم.
فرض تعریفمͬ�شود: صورتزیر به صوری طور به یͷچندضلعͬ
باشد p۰, p۱, . . . , pn رئوس با دوبعدی گویای چندضلعͬ ͷی P کنید
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پاره�خط هر که باشند پاره�خط�هایͬ آن اضلاع و pn = p۰ که به�طوری
که دارد (xi, yi)مختصات pi رأس هر مͬ�سازد. متصل pi+۱ به را pi
رئوس که مͬ�کنیم فرض هستند. مثبت گویای اعداد yi و xi آن در
به نباشد، خاص حالت در چندضلعͬ و باشند ساعتͽرد ترتیب به
و باشند متقاطع مͬ�توانند نقطه ͷی در فقط ضلع دو دیͽر عبارت
داشته توجه نͽردد. ظاهر ی�ͷبار از بیش رأس عنوان به نقطه�ای هیچ

نیست. محدب لزوما چندضلعͬ که باشید
سادگͬ، برای مͬ�پردازیم. الͽوریتم اصلͬ ایده�های تشریح به حال
نباشد چندضلعͬ اضلاع روی مشبͺه�ای نقطه�ی هیچ که کنید فرض
برای باشند. نداشته صحیحͬ مختصات P رئوس از ͷی هیچ و
برای که رابطه�ای مشابه رابطه�ای از مشبͺه�ای، نقاط تعداد شمارش
ͷی مساحت مͬ�بریم. بهره مͬ�گردد، استفاده آنها مساحت محاسبه�ی

کرد: محاسبه زیر رابطه�ی با مͬ�توان P چندضلعͬ

area(P ) = |
n∑
i=۱

(xi − xi−۱)(yi − yi−۱)

۲
|

آن رئوس که باشد ذوزنقه�ای Di ناحیه�ی که کنیم فرض اگر که چرا
مساحت نتیجه در باشد. (xi, yi) و (xi, ۰) ، (xi−۱, ۰) ، (xi−۱, yi−۱)

شود: محاسبه مͬ�تواند زیر رابطه�ی طریق از P چندضلعͬ

area(P ) =|
n∑
i=۱

sgn(xi − xi−۱)|Di||

غیر در و ͷی با برابر باشد، x > ۰ که صورتͬ در sgn(x) که به�طوری
چندضلعͬ در مشبͺه�ای نقاطه�ها�ی تعداد ۱−است. با برابر این�صورت

گردد: محاسبه زیر رابطه�ی از مͬ�تواند P
num(P ) =

|
n∑
i=۱

sgn(xi − xi−۱)(#{(x, y) ∈ Z۲|(x, y) ∈ Di})|

در مشبͺه�ای نقاط تعداد محاسبه�ی نحوه�ی باقͬ�مانده مسئله�ی
است این داد انجام بایستͬ که کاری تمام مͬ�باشد. Di ذوزنقه�ی
تقسیم قائم�الزاویه مثلث ͷی و مستطیل ͷی به را Di ذوزنقه��ی که
و است ساده مستطیل مشبͺه�ای نقاط تعداد شمارش که چرا کنیم،
طریق از مͬ�تواند نیز قائم�الزوایه مثلث ͷی در مشبͺه�ای نقاط تعداد

گردد. محاسبه شد، ارائه قبل بخش در که calcN الͽوریتم
نقاط اگر مͬ�سازیم. را نظر مورد الͽوریتم فوق، ایده�های برمبنای
از برخͬ یا باشند داشته وجود P چندضلعͬ اضلاع روی مشبͺه�ای
دهیم. تغییر را الͽوریتم باید باشند، داشته مختصاتصحیح P رئوس

مͬ�کنیم. تعریف را نماد�گذاری ͷی ابتدا الͽوریتم، تشریح از قبل

مثبتͬ صحیح اعداد yi و xi ، yi−۱ ، xi−۱ که کنید فرض ۴ تعریف
نقاط تعداد را N(xi−۱, yi−۱, xi, yi) حال . xi−۱ ̸= xi که باشند

، (xi−۱, yi−۱) رئوس به Di ذوزنقه�ی مرز یا داخل در که مشبͺه�ای
مͬ�کنیم. تعریف دارد، قرار (xi, yi) و (xi, ۰) ، (xi−۱, ۰)

تعداد مͬ�کنیم. بیان محدب چندضلعͬ ͷی برای را الͽوریتم ابتدا
گردد: محاسبه زیر رابطه�ی از مͬ�تواند P چندضلعͬ در مشبͺه�ای نقاط

num(P ) = |
n∑
i=۱

(N(Di)− u(P, i))|

به�طوری�که:
N(Di) = N(xi−۱, yi−۱, xi, yi) xi−۱ < xi

L(xi, yi, xi−۱, yi−۱)−N(xi, yi, xi−۱, yi−۱) xi−۱ > xi
۰ xi−۱ = xi

و
u(P, i) ={

⌊yi + ۱⌋ if xi is integer and xi−۱ < xi < xi+۱
⌈−yi⌉ if xi is integer and xi−۱ > xi > xi+۱

درستͬ به شده داده رابطه�های که کرد بررسͬ مͬ�توان راحتͬ به
مͬ�دهند. نشان P چندضلعͬ ͷی در را مشبͺه�ای نقاط تعداد
دوباره شمارش از تا شده گنجانیده u(P, i) که باشید داشته توجه
باشد، نداشته وجود u(P, i) که صورتͬ در گردد. اجتناب
بͽیرد. نظر در دوبار را نقاط برخͬ است ممͺن نظر مورد رابطه�ی

دهیم انجام را تغییراتͬ رابطه در باید نامحدب، چندضلعͬ�های برای
داخلͬ نقاط عنوان به اشتباها است ممͺن P رئوس برخͬ که چرا
این از اجتناب برای گردند. شمارش آن�ها رئوس نه و چندضلعͬ

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را v(P, i) حالت،

v(P, i) =



۱ if (xi, yi) ∈ Z۲, xi−۱, xi+۱ < xi and∣∣∣∣ xi − xi−۱ xi+۱ − xi
yi − yi−۱ yi+۱ − yi

∣∣∣∣ > ۰

−۱ if (xi, yi) ∈ Z۲, xi−۱, xi+۱ > xi and∣∣∣∣ xi − xi−۱ xi+۱ − xi
yi − yi−۱ yi+۱ − yi

∣∣∣∣ < ۰

دهید: قرار و مͬ�باشد Aماتریس دترمینان |A| که به�طوری

num(P ) = |
n∑
i=۱

(N(Di)− u(P, i)− v(P, i))|

شمارش برای رئوسچندضلعͬ تعداد از خطͬ الͽوریتم ͷی بنابراین،
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الͽوریتم این اینͺه با داریم. چندضلعͬ ͷی در مشبͺه�ای نقاط تعداد
شده�اند، داده ساعتͽرد باترتیب چندضلعͬ رئوس که مͬ�کند فرض
داخل در مشبͺه�ای نقاط تعداد الͽوریتم این که کرد مشاهده مͬ�توان
نیز، شوند داده پادساعتͽرد ترتیب با که حالتͬ در را چندضلعͬ

مͬ�کند. محاسبه�

آتͬ کارهای و نتیجه�گیری

پیدا پیچیدگͬ از الͽوریتمͬ اعداد، هندسه�ی الͽوریتمͬ بخش در
ͷی در مشبͺه�ای نقاط شمارش برای صحیح عدد دو ب.م.م کردن
ویژگͬ�های از که صورتͬ در که الͽوریتمͬ گردید. ارائه پاره�خط
مرتبه�ی بسا چه نمͬ�کردیم، استفاده اعداد هندسه�ی از شده اثبات
از و ͷنیͺت همین از استفاده با مͬ�یافت. افزایش بسیار آن زمانͬ
در مشبͺه�ای نقاط شمارش برای الͽوریتمͬ زمانͬ، پیچیدگͬ همین
رئوس تعداد از خطͬ الͽوریتم ͷی نهایتا و گردید ارائه مثلث ͷی
ارائه یͷچندضلعͬ در مشبͺه�ای نقاط شمارشتعداد برای چندضلعͬ
همه�ی مختصات ذخیره�ی به نیازی الͽوریتم این چون طرفͬ از شد.
نسبت کمتری فضای ندارد زمان ͷی در شده داده چندضلعͬ رئوس
استفاده مثلث�بندی الͽوریتم ͷی از که شمارشͬ الͽوریتم�های به
ساده نیز پیاده�سازی برای را الͽوریتم کار، این دارد. نیاز مͬ�کنند،
ابعاد به الͽوریتم تعمیم مͬ�تواند مسئله این برای آتͬ کارهای مͬ�کند.
که ابزارهایͬ تجمیع با دیͽر، طرفͬ از باشد. سوم بعد جمله از بالاتر
محاسباتͬ پیچیدگͬ به بتوان شاید مͬ�دهد، به�دست اعداد هندسه�ی
دست شده گفته الͽوریتم�های محاسباتͬ پیچیدگͬ به نسبت کمتری

یافت.
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تصادف استخراج�
حسینͬ کاوه

توجه اخیر دهه�ی در که است موضوعاتͬ از ͬͺی استخراج�کننده١ها

جلب خود به را نظری کامپیوتر علوم دانشمندان و ریاضͬ�دانان از بسیاری

مطالب و مقدمات ارائه�ی بر علاوه مͬ�کنیم سعͬ اینجا در است. کرده

مراجع کنیم. مرور نیز را زمینه این در اخیر پیشرفت�های مربوطه، اولیه�ی

[Sha٠٢] [Wig١١]، [Gab١١]، [Sha١١b]، استفاده مورد اصلͬ

اند. بوده

پیشͽفتار ١

مثال برای مͬ�رود. شمار به مهمͬ منبع کامپیوتر علوم در تصادف٢

دارند. نیاز تصادفͬ بیت�های به اجرا�شدن برای بسیاری الͽوریتم�های

تا گرفته باستان�شناسان از دیͽر دانشمندان کامپیوتر، علم از بیرون

تصادفͬ اعداد به مختلف �های فرایند شبیه�سازی برای زیست�شناسان

از را تصادفͬ بیت�های این که مͬ�آید پیش سوال این حال دارند. نیاز

تصادفͬ اعداد که دانشمندانͬ اخیر قرن اوایل در آوریم؟ بدست کجا

وبسایت تعدادی زیر در مͬ�انداختند! تاس یا سͺه واقع در داشتند نیاز

مͬ�کند. تولید تصادفͬ(؟) اعداد که است شده معرفͬ

www.fourmilab.ch/hotbits •

تولید تصادفͬ اعداد رادیواکتیو ذرات واپاشͬ زمان از استفاده با

سایت از اعداد روشتولید مورد در بیشتر اطلاعات برای مͬ�کنند.

کنید. دیدن

www.random.org •

پخش آن روی چیزی که مͬ�کند تنظیم فرکانسͬ روی را رادیو ͷی

برایحذف و ضبطشده هوا جریان از حاصل سپسنویز نمͬ�شود.

مͬ�شود. اعمال آن روی دیͽری تغییرات ممͺن وابستͽͬ�های
١Randomness Extractor
٢Randomness

www.stat.fsu.edu/~geo/diehard.html •

موسیقͬ قدیمͬ دیس�ͷهای نویز ترکیب از استفاده با اینجا در

مͬ�شود. تولید تصادفͬ اعداد رپ، و ͷکلاسی

این که دارید اطمینان کجا از آید: پیش است ممͺن سوال ͷی ولͬ

½ بیت هر بودن ٠ یا ١ احتمال یعنͬ ) هستند؟ تصادفͬ واقعا بیت�ها

تضمین مͬ�توان کوانتوم ͷانیͺم درستͬ فرض با اول روش در است.)

روشهای در ولͬ هستند. تصادفͬ واقعا شده تولید بیت�های که کرد

اعداد بتوان است ممͺن گرچه بنابراین کرد. ادعا چنین نمͬ�توان بعدی

تصادفͬ ”منابع زیادی تعداد ولͬ کرد دریافت طبیعت از تصادفͬ واقعا

برای آنها از مͬ�توان که داریم اختیار در دسترس قابل و ارزان ”٣ ضعیف

کرد. استفاده تصادفͬ بیت�های تولید

از تصادفͬ واقعا بیت�های استخراج استخراج�کننده�۴ها، کلͬ هدف

استخراج�کننده�ها، انواع مقاله، این در است. ضعیف تصادفͬ منابع این

زمینه این در اخیر پیشرفت�های از برخͬ و آنها ساخت معمول روشهای

مͬ�شود. مرور

انͽیزه�ی بر علاوه دیͽری بسیار کاربردهای دارای استخراج�کننده�ها

بررسͬ نیز کاربرد�ها این از تعدادی هستند. مطرح�شده اصلͬ

این در کلͬ�نͽر۵ مقالات از تعدادی عنوان به الͽوریتم�ها مͬ�شوند.

[Wig١١]، [AB٠٩]، [Vad٠٧]، [Sha٠٢]، [NTS٩٩]، زمینه

ببینید. را [Sha١١b] [Gab١١]،

انͽیزه ٢

بیت�های تهیه�ی استخراج�کننده�ها ساخت در انͽیزه اصلͬ�ترین شاید

کلͬ شمای زیر در باشد. تصادفͬ الͽوریتم�های برای مورد�نیاز تصادفͬ

مͬ�بینید. را تصادفͬ الͽوریتم ͷی از

تصادفͬ بیت�های تولید برای قبل، بخش توضیحات به توجه با

مͬ�کنیم. استفاده استخراج�کننده از یͺنواخت توزیع با و مستقل

٣Weak random sources
۴Extractor
۵Survey Paper
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شد. خواهد مطرح بیشتری انͽیزه�های بعدی بخش�های در

قطعͬ استخراج�کننده�های ٣

مͬ�گیرند. قرار بررسͬ مورد قطع۶ͬ استخراج�کننده�های بخش این در

کار به بذردار٧ استخراج�کننده�های با تمایز ایجاد برای ”قطعͬ” واژه�ی

مͬ�شوند. بررسͬ بعدی بخش در که مͬ�رود

مͬ�شود. منجر زیر تعاریف به قبل بخش در مطرح�شده انͽیزه�ی

X کنید فرض .ϵ ≥ ۰ و باشد مجموعه ͷی D کنید فرض .١ تعریف

و باشد D روی احتمال٨ توزیع ͷی

Ext : D → {۰, ۱}m

آن�گاه:

اگر است X برای ϵ-استخراج�کننده٩ ͷی Ext •

.١٠dTV (Um, Ext(X)) ≤ ϵ

اگر است X برای ϵ-پخش�کننده١١ ͷی Ext •
١٢|Supp(Ext(X))| ≥ (۱− ϵ)۲m

در باشد. D روی احتمال توزیع�های از مجموعه�ای S کنید فرض

صورت این

اگر است S برای ϵ-استخراج�کننده ͷی Ext •

.X ∈ S هر برای dTV (Um, Ext(X)) ≤ ϵ
۶Deterministic Extractors
٧Seeded Extractors
٨Probability Distribution
٩ϵ-Extractor

:l۱ نرم نصف با است برابر dTV
١٠

dTV (X,Y ) =
۱
۲
||X − Y ||l۱ =∑

P (X=x)>P (Y =x)

P (X = x)− P (Y = x)

١١ϵ-Disperser
١٢ Supp(X) = {x ∈ Ω|P (x) > ۰}

اگر است S برای ϵ-پخش�کننده ͷی Ext •

.X ∈ S هر برای |Supp(Ext(X))| ≥ (۱− ϵ)۲m

هدف ولͬ . است نشده Sگذاشته روی خاصͬ شرط که کنید توجه

گرفت: نظر در این مͬ�توان را کلͬ

از ”بزرگ” خانواده�های برای استخراج�کننده ساختن هدف:

قبول”. ”قابل احتمال توزیع�های

در موجود تصادفͬ بیت�های تعداد اندازه�گیری مینیمم�آنتروپ١٣ͬ:

منبع. ͷی

اگر مͬ�کنیم. شروع ساده مشاهده�ی ͷی با

E : D → {۰, ۱}m

هر برای آنͽاه باشد X برای ٠-استخراج�کننده ͷی

غیر (در .P (X = x) ≤ ۲−m ،x ∈ Supp(X)

P [X = x′] > ۲−m که x′ ͷی برای صورت این

با که P (Ext(X) = Ext(x′)) > ۲−m داریم

ͷی بنابراین است.) متناقض P (Um = E(x′)) = ۲−m

که است این X توزیع از بیت m استخراج برای لازم شرط

تعریف به مشاهده این .∀x ∈ Supp(X), P (X = x) ≤ ۲−m

مͬ�شود. منجر آنتروپͬ از زیر

باشد. احتمال توزیع ͷی X کنید فرض (مینیمم�آنتروپͬ) .٢ تعریف

زیر شͺل به مͬ�شود) داده نشان H∞(X) با (که را X مینیمم�آنتروپͬ

مͬ�کنیم. تعریف

H∞(X) = min
x∈Supp(X)

log۲
۱

P [X = x]

توزیع از mبیت استخراج برای لازم شرط ͷی قبلͬ توضیحات بنابر

امیدوار مͬ�توانیم باشد. بیشتر m از مینیمم�آنتروپͬ که است این X

برای Ext استخراج�کننده ͷی و باشد هم کافͬ شرط این که باشیم

درست این ولͬ باشد، موجود m حداقل مینیمم�آنتروپͬ با منابع همه�ی

تابع هر برای واقع در نیست.

Ext : {۰, ۱}n → {۰, ۱}

دارد وجود n − ۱ برابر مینیمم�آنتروپͬ با X احتمال توزیع ͷی

روی یͺنواخت توزیع را X ) است. ثابت تابع Ext که

(b ∈ {۰, ۱} که |S| ≥ ۲n/۲برای Sبͽیرید = {x : Ext(x) = b}

١٣Minimum entropy

۶١



استخراج�کننده�های داد نشان مͬ�توان احتمالات١۴ͬ روش از استفاده با

دارد. وجود هستند توزیع کمͬ تعداد دارای برایکلاس�ها�یSکه قطعͬ

m ≤ n و ϵ > ۰ کنید فرض قطع١۵ͬ: استخراج�کننده�های وجود

وجود باشد. {۰, ۱}m روی احتمال توزیع ۲poly(n
ϵ ) حداکثر Sدارای و

هر برای اگر که طوری به k = m + O(log n + log (۱/ϵ)) دارد

که دارد وجود Ext آن�گاه H∞(X) ≥ k باشیم داشته X ∈ S

است. یϵͷ-استخراج�کننده Ext و Ext : {۰, ۱}n → {۰, ۱}m

چند�جمله�ای زمان در Ext مͬ�خواهیم کاربردی اهداف برای البته

لزوما احتمالاتͬ روش با استدلال از حاصل تابع ولͬ باشد ساخت قابل

نیست. چنین

قطعͬ استخراج�کننده�های نویمان١۶: فون استخراج�کننده�ی� .٣ مثال

ͷی استخراج مسأله�ی [vN۵١] در که مͬ�گردد بر فون�نویمان زمان به

کرد. بررسͬ را ناسالم سͺه ͷی پرتاب نتایج از دنباله از تصادفͬ بیت

Bδ توزیع�های مجموعه�ی .D = {۰, ۱}n ،δ < ۱ بͽیرید .۴ تعریف

اگر: مͬ�نامیم فون�نویمان منبع را

Bδ = {X = (X۱, . . . , Xn)|

هستند. هم�توزیع و مستقل {Xiها

است. δ آمدن ’١’ احتمال با ناسالم سͺه پرتاب Xiحاصل که

کنیم. استخراج تصادفͬ بیت ͷی Bδ از مͬ�خواهیم

و (۰, ۱) احتمال مͬ�کنیم. نͽاه (X۱, X۲) به فون�نویمان: روش

(۰, ۱) اگر و ١ عدد بود (۱, ۰) نتیجه اگر مͬ�توانیم است. یͺسان (۱, ۰)

باشد، (۱, ۱) یا (۰, ۰) نتیجه اگر بدهیم. خروجͬ عنوان به را ۰ عدد بود

همین به مͬ�کنیم. عمل قبل همانند و مͬ�کنیم نͽاه (X۳, X۴) به

بررسͬ را بعدی بیت�های زوج (۱, ۰) یا (۰, ۱) دیدن زمان اولین تا ترتیب

برمͬ�گردانیم. ۰ نشد دیده (۱, ۰) یا (۰, ۱) دنباله پایان تا مͬ�کنیم.اگر

حسب بر نمایͬ شͺل به نشود دیده (۱, ۰) یا (۰, ۱) پایان تا اینͺه احتمال

ϵ = exp(n) شͺل به ϵ خطای احتمال بنابراین . مͬ�یابد کاهش n

بود. خواهد

کنید فرض گرفت. نظر در تری کلͬ شͺل به را مساُله این مͬ�توان

هنوز سͺه�ها بودن مستقل شرط ولͬ نباشد یͺسان لزوما سͺه�ها احتمال
١۴Probabilistic Method
١۵Deternministic Extractor
١۶Von-Neumann Extractor

f(X) = که داد نشان مͬ�توان است. شده فرض

ϵ = با جدید منبع برای استخراج�کننده ͷی X۱ +X۲ + · · · +Xn

است. عضوی دو میدان در جمع عملͽر که است. exp(n)
وزیران١٧ͬ ـ سانتا منبع از استخراج امͺان عدم

سانتا برداریم. نیز را قبل مثال از استقلال شرط مͬ�خواهیم فرضکنید

کردند. بررسͬ را زیر مساُله با منابع [SV٨۶] وزیرانͬ و

∀۱ ≤ i ≤ n, ∀x۱x۲ . . . xn ∈ {۰, ۱}

۱− δ ≤ P [Xi = ۱|X۱ = x۱, . . . , Xi−۱ = xi−۱] ≤ δ

ندارد وجود قطعͬ استخراج�کننده�ی هیچ که شد داده نشان [SV٨۶] در

کند. استخراج بالا شرط با منبع از تصادفͬ بیت ͷی بتواند حتͬ که

ساختار دارای که دارند وجود توزیع�ها از خانواده�هایͬ دیͽر عبارت به

استخراج تصادفͬ بیت آن از نمͬ�توان هم باز ولͬ مͬ��هستند منظمͬ

تصادفͬ الͽوریتم�های شبیه�سازی برای بدی خبر این واقع در کرد.

خواهد شد- مطرح استخراج�کننده�ها اصلͬ انͽیزه�ی عنوان به -که

به استخراج�کننده�ها از دیͽری رده�ی ارائه�ی به منجر مشاهده این بود.

قرار مطالعه مورد بعد بخش در که شد بذردار استخراج�کننده�های نام

مͬ�گیرند.

محاسبه پیچیدگͬ در دیͽری کاربردهای قطعͬ استخراج�کننده�های

مͬ�کنیم. بررسͬ را آنها از تعدادی بعد بخش در که دارند

دیͽر انͽیزه�های ١.٣

قطعͬ استخراج�کننده�های ساخت انͽیزه�های از دیͽر تعدادی اینجا در

مͬ�کنیم. مطرح را
شبه�تصادف١٩ و سازی١٨ ناتصادفͬ در قطعͬ استخراج�کننده�های

و دارد کار سرو تصادفͬ الͽوریتم�های با سازی ناتصادفͬ مبحث

تصادفͬ بیت�های کامل حذف ایدآل، طور به یا کاهش، آن هدف

اشیاء ساختن رابطه این در مفید ابزار�های از ͬͺی است. مورد�استفاده

اشیاء ویژگͬ�های دارای بالا احتمال با که است(اشیایͬ شبه�تصادفͬ

توزیع�های از بزرگ نه�چندان خانواده�ی کنید فرض هستند). تصادفͬ

تابع ͷی که داد نشان مͬ�توان سادگͬ به است. شده داده احتمال

خانواده این برای قطعͬ استخراج�کننده�ی ͷی بالایͬ احتمال با تصادفͬ

١٧Santha-Vazirani Sources
١٨Derandomization
١٩Pseudorandomness

۶٢



خاص تابع ͷی که بͽیرید نظر در را این احتمال اثبات، (برای است.

اجتماع پیشامدهایͬ چنین همه�ی روی سپس نباشد. استخراج�کننده

بͽیرید.)

کران�های کردن پیدا محاسبه پیچیدگͬ اصلͬ هدف گفت مͬ�توان

ساخت مسأله�ی عنوان به مͬ�توان را مساُله این است. توابع برای پایین

زیاد احتمال به را تصادفͬ تابع ͷی گرفت. نظر در شبه�تصادفͬ اشیای

اگر حال کرد. محاسبه چندجمله�ای سایز با بولͬ مدار ͷی با نمͬ�توان

گرفت نتیجه مͬ�توان کرد پیدا ویژگͬ این با NP در تابع ͷی بتوان

.P ̸= NP نتیجه در و NP ⊈ P/poly

(مثل شبه�تصادفͬ ”ساده”�ی ویژگͬ�های با توابع ساخت در بهتر درک

احتمال) توزیع�های از خاص خانواده�ی ͷی برای بودن استخراج�کننده�

داشتن (مثل �شبه�تصادفͬ ”نهایͬ” ویژگͬ با توابع ساخت به است ممͺن

کند. ͷکم بالا) مداری پیچیدگͬ

استخراج�کننده�ها مفید شبه�تصادفͬ ویژگͬ�های

C کلاس هستند؟ طبیعͬ استخراج�کننده�ها ویژگͬ�های از ͷی کدام

نظر در را {۰, ۱}n زیرمجموعه�های روی یͺنواخت احتمال توزیع�های از

بیت ͷی که باشد C برای Extیͷاستخراج�کننده�ها بͽیرید.فرضکنید

هر آن توسط که است {۰, ۱}n رن�͹آمیزی ͷی Ext مͬ�کند. استخراج

شده آمیزی ͹رن ،͹رن دو با متعادلͬ شͺل به X مثل مجموعه زیر

فصل�های در نیست. ͹رن�ͷت مجموعه�ها زیر خاصهیچ طور به است.

مͬ�دهیم. ارایه آفینͬ منابع برای مشابهͬ استخراج�کننده�های بعدی

تصادفضعیف قدرت

وجود تاثیر بررسͬ محاسبه، پیچیدگͬ در اصلͬ مسایل از ͬͺی

است. محاسباتͬ توان افزایش در تصادفͬ بیت�های

ضعیف تصادف٢٠ͬ منابع از تصادفͬ کاملا بیت�های جای به اگر

داشت؟ خواهد تاثیری چه محاسباتͬ توان روی کنیم استفاده

(آیا اولیه سوال پاسخ به را ما مͬ�تواند بالا سوال پاسخ از بهتر درک

کند. تر ͷنزدی دارد؟) تاثیری محاسباتͬ توان افزایش در تصادف

مختلف تصادفͬ منابع ٢.٣

آفینͬ منابع ١.٢.٣

ͷکوچ میدان�های ـ آفین٢١ͬ منابع ١.١.١.۴

گرفت. نظر در D دامنه�ی روی مختلفͬ جبری ساختار�های مͬ�توان

٢٠Source of Randomness
٢١Affine Source

نظر در را احتمال توزیع�های از زیر خانواده�ی Dو = Fn
۲ مثال برای

بͽیرید.

L۲,k = {X|

است. یͺنواخت آفینͬ k-بعدی زیرفضاهای {Xروی

استخراج�کننده ͷی وجود زیر قضیه�ی بزرگ کافͬ اندازه�ی به k برای

مͬ�کند. تضمین را بالا خانواده�ی برای

و k > ( ۱
۲ + α)n کنید فرض .۵ قضیه

f(x۱ . . . , xn) = x۱x۲ + x۳x۴ + · · ·+ xn−۱xn

که است L۲,k برای یϵͷ-استخراج�کننده f بنابراین

ϵ = exp(−αn)

استخراج�کننده�های کوچ�ͷتر k برای آیا که است این سوال حال

دارد؟ وجود مشابهͬ

تابعͬ هر تقریبا n برحسب لͽاریتمͬ k برای داد نشان مͬ�توان

احتمالاتͬ روش به نیز قضیه این اثبات بود. خواهد استخراج�کننده

چندجمله زمان در محاسبه (قابل f صریح تابع ͷی یافتن ولͬ است.

زمینه این در اساسͬ قضایای از ͬͺی است. مشͺلͬ بسیار مسأله�ی ای)

است. بورگین٢٢ از زیر قضیه�ی

-ϵ ای) چندجمله زمان در محاسبه (قابل f تابع [Bou٠٧] .۶ قضیه

ϵ = exp(−Ω(n)) که طوری به دارد L۲,kوجود برای استخراج�کننده

از (تابعͬ ثابت درجه�ی با چندجمله�ای ͷی �f واقع در .k = Ω(n) و

Xiاست. متغیر�های حسب بر (n/k

ترکیبیات از پیشرفته�ای ابزارهای از و است پیچیده قضیه اثبات

مشابه اثباتقضایای در مفید قضایای از ͬͺی مͬ�کند. استفاده حساب٢٣ͬ

است. زیر قضیه�ی بالا،

جمع٢۴ͬ سرشت ͷی X : Fq → C بͽیرید [Bou٠٨] .٧ قضیه

و |Ai| > pδ که A۱, . . . , As ⊂ Fq کنید فرض باشد. غیربدیهͬ

صورت این در بزرگ، کافͬ اندازه�ی به C برای s > C/δ

|
∑

ai∈Ai

X (a۱, . . . , as)| ≤ p−δ′

.δ′ > C−s که
٢٢Jean Bourgain
٢٣Arithmetic Combinatorics
٢۴Additive Character

۶٣



بزرگ میدان�های ـ آفینͬ منابع ٢.١.١.۴

مسأله�ی شود بزرگ n با میدان اندازه�ی اگر مͬ�دهیم نشان ادامه در

در�این که قضایایͬ و شد خواهد ساده�تر بسیار زیرفضاها از استخراج

هستند. قوی�تر بسیار قبلͬ قضایای به نسبت دارند وجود زمینه

خانواده�ی است. n۴ از بزرگتر اول عدد p که D = Fn
p بͽیرید

از زیر قضیه�ی مͬ�کنیم. تعریف قبل همانند را Lp,k توزیع�های

خانواده از برای استخراج�کننده ͷی وجود [GR٠۵] راز٢۶ و گابیزون٢۵

مͬ�کند. تضمین k = ۱ برای حتͬ را

برای Lp,k برای صریح f کننده یϵͷ-استخراج [GR٠۵] .٨ قضیه

دارد. وجود ϵ = ۱/n و k ≥ ۱ هر

است. باز هنوز pΩ(k) به ϵ بهبود مسأله�ی

مͬ�کند. استفاده جبری هندسه در ویل٢٧ قضیه�ی از بالا قضیه�ی

فرض باشد. Fp برای مربع٢٨ͬ سرشت ͷی X کنید فرض .٩ قضیه

ثابت یا مربع که باشد d درجه با چندجمله�ای ͷی g ∈ Fp[z] کنید

Fp روی یͺنواخت Z برای نیست.

|EZ [X (g(Z))]| ≤ d/
√
p

کرد. تعریف Fp روی را زیر خانواده�ی مͬ�توان

Pd = {X = g(Z) : Fp روی یͺنواخت Z}

Xیϵͷ-استخراج کرد: تفسیر شͺل بدین مͬ�توان را ویل قضیه�ی حال

گابیزون-راز قضیه�ی اثبات برا�ی است. ϵ = d/
√
p با Pd برای کننده

مͬ�کنیم: تعریف را زیر چندجمله�ای ،k − ۱ برای

g(x۱, . . . , xn) =
n∑
i=۱

x۲i+۱
i

ͷی V روی g تحدید ،V ١-بعدی فضای زیر هر برای که کنید توجه

مربع که ۲n + ۱ حداکثر درجه�ی با است Z از ناصفر چندجمله�ای

f(x) = با موردنظر استخراج�کننده�ی حال نیست.

مͬ�آید. دست به X (g(x))

چندجمله�ای منابع ٢.٢.٣

در بالاتر درجه�ی جمله�ای چند معادلات صورت به آفینͬ منابع تعمیم

آفینͬ منابع [DGW٠٧] در است. شده بررسͬ [DGW٠٧،Dvi٠٨]

چند از که هستند منابعͬ که شد داده تعمیم چندجمله�ای٢٩ منابع به
٢۵Ariel Gabizon
٢۶Ran Raz
٢٧Andrei Weil
٢٨Quadratic character
٢٩Polynomial Sources

ͷی دیͽر عبارتͬ به مͬ�شوند. نمونه�گیری پایین٣٠ درجه�ی جمله�ای�های

انتخابشده است) متناهͬ F)Fkیͷمیدان یͺنواختاز توزیع با عضو

در مͬ�شود. اعمال آن روی Fk به Fk از جمله�ای نͽاشتچند ͷسپسی

از چندجمله�ای نͽاشت با منابع برای استخراج�کننده ͷی [DGW٠٧]

این اثبات در است. شده ارایه do(n) حداقل میدان اندازه�ی و d درجه�ی

نام به ( دلخواه خم ͷی روی جمع (به ویل قضیه�ی از تعمیمͬ از نتایح

عبارت به است. شده استفاده بامبیری٣٢ توان٣١ͬ جمع تخمین قضیه�ی

مͬ�گیرد. مقدار Fn در خم ͷی روی ویل قضیه�ی در Z متغیر دیͽر

است. شده بررسͬ پایین٣٣ درجه منابع از دیͽری مدل [Dvi٠٨] در

دستͽاه ͷی صفرهای روی یͺنواخت تصادفͬ متغیر ͷی منبع بار این

در [Dvi٠٨] در است. d از کمتر درجه�ی با چندجمله�ای معادلات

چنین برای استخراج�کننده ͷی dΩ(n۲) حداقل میدان اندازه�ی که حالتͬ

است. شده ارایه منابعͬ

بذردار استخراج�کننده�های ۴

نظر مورد ضعیف منبع از نمونه بر علاوه استخراج�کننده مدل، این در

هم ( مͬ�گویند. ٣۴ بذر آن به (که Y تصادفͬ کاملا بیت تعدادی ،X

توسط بار اولین مدل این کرد. خواهد دریافت دوم ورودی عنوان به

شد. ارایه ١٩٩۶ در زوکرمن٣۶ و نیسان٣۵

تابع [NZ٩۶] بذردار٣٧) (استخراج�کننده .١٠ تعریف

Ext : {۰, ۱}n × {۰, ۱}d → {۰, ۱}m

با احتمال توزیع هر برای اگر است ,k)-استخراج�کننده ϵ) ͷی

باشد. ͷنزدی-ϵ یͺنواخت توزیع به Ext(X,Y ) ،H∞(X) ≥ k

Xاست.) از مستقل و بوده یͺنواخت Y (توزیع

گرفته نظر در احتمال توزیعهای از خاصͬ خانواده�ی بالا تعریف در

با احتمال توزیعهای همه�ی از لͽاریتمͬ بذر با مͬ�توان زیرا است. نشده

کرد. استخراج تصادفͬ بیت بالا مینیمم�آنتروپͬ

مرور را زمینه این در شده انجام تحقیقات از تعدادی بخش این در

مͬ�کنیم.

٣٠Low degree polynomial
٣١Exponential Sum Estimate
٣٢Enrico Bombieri
٣٣Low degree sources
٣۴Seed
٣۵Noam Nisan
٣۶David Zuckerman
٣٧Seeded Source
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پایین کران�های و صریح ساختن ١.۴

ͷی n, k, ϵ هر برای داد نشان مͬ�توان احتمالاتͬ روش از استفاده با

طول به بذر از که دارد وجود ,k)-استخراج�کننده ϵ)

d = log (n− k) + ۲ log
۱
ϵ
+O(۱)

mاست. = k+ d− ۲ log ۱
ϵ −O(۱) خروجͬ طول و کرده استفاده

بالا مقدار که دادند نشان [RTS٠٠] تاشما٣٩ و رادهاکریشان٣٨

ثابت) مقدار حد (در است. بهینه

مینیمم (زیرا مͬ�شود. گفته رفته۴٠ دست از آنتروپͬ k + d−m به

است.) k + d با برابر (X,Y ) آنتروپͬ

همواره رفته دست از آنتروپͬ که مͬ�دهد نشان [RTS٠٠] کران�های

مجبوریم حدی تا ϵ کاهش با یعنͬ است. ۲ log ۱
ϵ − O(۱) حداقل

بدهیم. دست از تصادفͬ بیت�های

استخراج�کننده�ها ساخت�هایصریح تا شده انجام بسیاری تلاش�های

کند. ͷنزدی کران این به را

ثابت: مقدار ͷی حد در بهینه استخراج�کننده�های

n, k, ϵ هر برای که دارد وجود c ثابت α > ۰ هر برای

خروجͬ و d = c.(log n + log ۱
ϵ ) با صریح استخراج�کننده�ی

[GUV٠٩]) و [LRVW٠٣] ) دارد. mوجود = (۱− α)k

بالا: خطای و زیرخط۴١ͬ رفته�ی دست از آنتروپͬ با استخراج�کننده

n, k هر برای که طوری به دارد وجود c ثابت e ثابت هر برای

m = (۱ − ۱
loge n ).k و d = c. log n با صریح استخراج�کننده�های

[DKSS٠٩] دارد. وجود ϵ = ۱
logn و

با گراف�های عنوان به بذردار کننده�های پخش ٢.۴
حجم انبساط خاصیت

بͽیرید است. شده داده E : {۰, ۱}n × {۰, ۱}d → {۰, ۱}m تابع

شͺل بدین GE دوبخشͬ گراف و N = ۲n ،M = ۲m ،D = ۲d

رأست طرف رأس�های و {۰, ۱}n طرفچپ رأس�های مͬ�کنیم: تعریف

هر برای E(x, y) به را x ∈ {۰, ۱}n رأس هر مͬ�گیریم. {۰, ۱}m را

D چپ طرف رئوس درجه�ی بنابراین مͬ�کنیم. وصل y ∈ {۰, ۱}m

ببینید. را زیر شͺل است.

٣٨Radhakrishnan
٣٩Ta-Shma
۴٠Entropy loss
۴١Sublinear

در S همسایه�های مجموعه�ی را Γ(S) ،S ⊂ {۰, ۱}n هر برای

S هر برای باشد، ,k)-پخش�کننده ϵ)ͷی E اگر بͽیرید. رأست طرف

این به .|Γ(S)| ≥ (۱ − ϵ)۲m داریم K = ۲k حداقل اندازه�ی با

در که را رأس۴٣ͬ انبساط خاصیت که مͬ�گوییم حجم۴٢ͬ انبساط ویژگͬ

مͬ�آورد. یاد به دارد وجود منبسط�کننده گراف�های

G دوبخشͬ گراف کننده۴۴) منبسط دوبخشͬ (گراف .١١ تعریف

در S مجموعه�ی هر برای اگر مͬ�نامیم ,K)-منبسط�کننده۴۵ e) ͷی را

.|Γ(S)| ≥ e|S| باشیم Kداشته حداکثر اندازه�ی با چپ سمت

کننده منبسط گراف و پخش�کننده اصلͬ ویژگͬ�های زیر شͺل دو در

است. شده مقایسه

۴٢Volume Expansion
۴٣Vertex Expansion
۴۴Bipartite Expander Graph
۴۵(K, e)-Expander
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روی کران با کننده منبسط گراف�های ساخت ٣.۴
مقدارویژه

ارائه را [WZ٩٩] زوکرمن و ویͽدرسون نتایج از ͬͺی اینجا در

گراف�های ساخت برای مͬ�توان پخش�کننده�ها از دادند نشان که مͬ�کنیم

کرد. استفاده منبسط�کننده

بͽیرید. نظر در را زیر مسأله�ی

Nرأس و پایین درجه�ی با گراف ͬͺی باشد. Aپارامتر ≤ N
۱۰ بͽیرید

داشته وجود یال ͷرأسی N
A با مجموعه دو هر بین که طوری به بسازید

با نیست. امͺان�پذیر این o(A) از کمتر درجه�ی برای وضوح به باشد.

درجه�ی با گراف�هایͬ چنین داد نشان مͬ�توان روشاحتمالاتͬ از استفاده

دارند. وجود A logA تقریبا

درجه�ی با گراف�های مͬ�توان بهینه پخش�کننده�های از استفاده با

است: زیر صورت به [WZ٩٩] ساخت ساخت. A.poly log (A)

-(k, ۱
۴ ) ͷی E : {۰, ۱}n × {۰, ۱}d → {۰, ۱}m کنید فرض

درجه�ی (هم�چنین باشد. m = k و k = log (NA ) با پخش�کننده

مجموعه�ی دو S۲ و S۱ کنید فرض است.) N D
M از کمتر چپ رئوس

از کدام هر پخش�کننده خاصیت بنابر باشند. N
A = ۲k اندازه�ی با

بنابراین دارند. M/۲همسایه حداقل رأست سمت در زیرمجموعه این

روی G گراف دارند. مشترک همسایه�ی رأست سمت در S۲ و S۱

دارند، یال هم به رأس دو هر مͬ�کنیم: تعریف صورت بدین را {۰, ۱}n

بنابراین باشند. داشته مشترک همسایه�ی پخش�کننده، گراف در اگر

دارند. یال هم به N/A اندازه�ی با S۲ و S۱ زیرمجموعه�ی دو هر

گراف ͷی از اگر که است، D.ND
M = D۲N

M گراف درجه�ی هم�چنین

(بذر کنیم استفاده D = poly log (N/K) درجه�ی با پخش�کننده

بود. خواهد A.poly log (A) ،G درجه�ی (d = O(log (n− k))

است. شده ارائه [CRVW٠٢] در روش این از دیͽری مثال

باز مسائل ۵

قطعͬ استخراج�کننده�های

k < �آنتروپͬ مینیمم و F۲ برای آفینͬ استخراج�کننده�های •

با نتایج بهترین کنید. ارائه
√
n

k = n/
√
log log n

است. [Bou٠٧،Yeh١٠،Li١١b] به مربوط

مینیمم�آنتروپͬ و F۲ برای آفینͬ پخش�کننده�های •

k = poly log (n)

[Sha١١] به مربوط k = log۰٫۹ n با نتایج بهترین کنید. ارائه

است.

شده ساخته توزیع�های برای استخراج�کننده�های ،cثابت هر برای •

برای کنید. ارائه k < n/۲ مینیمم�آنتروپͬ و nc سایز مدارهای با

ببینید. را [TV٠٠] بیشتر توضیحات

بذردار استخراج�کننده�های

ͷنزدی [RTS٠٠] پایین کران به که بسازید استخراج�کننده�هایͬ •

ببینید. را [Sha٠٢] باشد.
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محاسبه مفهوم بر دیͽر نͽرشͬ
خوب غنͬ�زاده�ی اوژن

مقدمه ١

بیان برای فرمالͬ دستͽاه انتظار در هیلبرت بیستم، قرن اوائل در
باشند، اثبات قابل درست گزاره�های تمامͬ آن در که بود ریاضیات
برای مشخصͬ تصمیم�گیری روش به و نباشد آن در تناقضͬ هیچ
سال در متاسفانه باشد. مجهز شده داده گزاره�ی هر تشخیصصحت
چهارچوب هر که داد نشان ١ گودل اول ناتمامیت قضیه�ی ١٩٣١
آن در بتوان تا باشد جامع کافͬ اندازه�ی به که صورتͬ در منطقͬ
٣ کامل و ٢ سازگار همزمان نمͬ�تواند کرد، بیان را حساب قضایای
یا و نیستند اثبات قابل آن در درست گزاره�های تمامͬ یا یعنͬ باشد،

۴ است. تناقض شامل
است. غیرممͺن هیلبرت ایده�آل دستͽاه اول بخش وجود ،بنابراین
برای روشͬ مͬ�توان آیا یعنͬ است؟ چنین نیز آن دوم بخش اما
این جواب کرد؟ ارائه دلخواه گزاره�ی ͷی اثبات�پذیری تشخیص
امر این اثبات اولین است. منفͬ مͬ�دانیم امروزه چنان�چه نیز سوال
امروزه چند هر شد، مطرح ١٩٣۵ سال در ۵ چرچ آلونزو توسط
۶ پایان�پذیری مساله�ی مͬ�شود مطرح سوال این جواب عنوان به آن�چه
مͬ�شود. روشͬ چنین وجود امͺان�ناپذیری اثبات به منجر که است
آلن توسط چرچ کار انتشار از بعد ماه چند آن نتایج و مساله این
کار کامپیوتردان�ها، بین آن فراگیری دلیل به و شد مطرح ٧ ͹تورین
در دو هر ͹تورین و چرچ کار داد. قرار سایه در نوعͬ به را چرچ
اثبات�پذیری محاسبه�ی برای روشͬ اثباتامͺان�ناپذیریوجود راستای
فرمال تعریفͬ ارائه�ی بدون آن�ها بیان بنابراین است، دلخواه گزاره�ای
در ͹تورین و چرچ نیست. ممͺن محاسبه�پذیری و محاسبه مفهوم از
صورت�های اولین مشخص صورت به خود مقالات متن در حقیقت

١Godel’s First Incompleteness Theorem
٢Consistent
٣Complete

را مذکور شرایط با s منطقͬ دستͽاه است: شͺل این به قضیه این ساده�ی بیان ۴

s ⊢ G آن در که G ≡ s ⊬ G کنید: تعریف چنین را G گزاره�ی حال بͽیرید. نظر در
مͬ�شود اثبات آن Gدر یا باشد، کامل s اگر حال است. s Gدر پذیری اثبات معنای به

است. تناقض به منجر حالات این دوی هر که رد، یا و
۵Alonzo Church
۶Halting Problem
٧Alan Turing

وجود با که فرمال�سازی�هایͬ کردند. عرضه را مفاهیم این فرمال
و چرچ خود توسط ١٩٣۶ سال در بودنشان یͺسان صوری تفاوت�
نسبت به چرچ کارهای شد گفته چنان�چه .[٢] داده�شد نشان ͹تورین
کمتر بسیار یͺسان اهمیت از برخورداری وجود با ͹تورین کارهای
نͽرش و چرچ کار مختصر بیان به مطلب این در شناخته�شده�است.

مͬ�پردازیم. محاسبه�پذیری و محاسبه مفهوم به وی

تعاریف ٢

است. ٨ موثر محاسبه�پذیری مفهوم از تعریفͬ ارائه�ی چرچ کار مبنای
متغیر ، ٩ خوش�ساخت فرمول مفهوم سه از وی تعریف، این بیان برای

مͬ�کند: استفاده ١١ وابسته متغیر و ١٠ آزاد

مجموعه�ای و λ, (, ), [, ], {, } علائم شامل فهرستͬ .١.٢ تعریف
بͽیرید. نظر در را مͬ�شوند خوانده متغیر که a, b, c, ... علائم از شمارا
سه مͬ�شود. اطلاق فهرستفرمول این علائم از متناهͬ دنباله�ی هر به
شیوه�ی به وابسته متغیر و آزاد متغیر ، خوش�ساخت فرمول مفهوم
فرمولͬ خود خودی به x متغیر هر مͬ�شوند: تعریف چنین استقرائͬ
ظاهر آزاد متغیری عنوان به فرمول این در x و است خوش�ساخت
باشند خوش�ساخت قرمول�هایͬ X و F فرمول�های اگر مͬ�شود؛
در x شدن ظاهر و است خوش�ساخت فرمولͬ نیز {F}(X) فرمول
در آن شدن ظاهر معنای به (وابسته) آزاد متغیری عنوان به X یا F
فرمولͬ M اگر و است؛ (وابسته) آزاد متغیری عنوان به {F}(X)

مͬ�شود، ظاهر آزاد متغیری عنوان به آن در x که باشد خوش�ساخت
عنوان به آن در x که است خوش�ساخت فرمولͬ نیز λx[M ] آن�گاه
به M در که y مانند دیͽری متغیر هر و شده ظاهر وابسته متغیری
عنوان به نیز λx[M ] در مͬ�شود ظاهر (وابسته) آزاد متغیری عنوان

.[١] مͬ�شود ظاهر (وابسته) آزاد متغیری

تحت و راحت�تری ولͬ معادل تعریف با امروزه را ١.٢ تعریف

٨ Effective Calculability
تعریف محاسبه موثر روش مفهوم مبنای بر موثر محاسبه�پذیری مفهوم کلͬ بطور
(١) که است روشͬ مسائل، از مشخصͬ رده�ی برای محاسبه موثر روش مͬ�شود.
تعداد در همواره (٣) نͺند، ارائه غلط پاسخ هیچ�گاه (٢) دهد، ارائه جوابͬ همواره
در باشد. کارا بحث مورد رده�ی مسائل تمامͬ برای (۴) و برسد پایان به مرحله متناهͬ
اعداد نظریه�ی مسائل از رده�ای برای محاسبه�پذیری مفهوم حقیقت در چرچ، کار مورد
ازای به x۱, ..., xn صحیح متغیر n از f چون تابعͬ کردن پیدا معادل که است نظر مد
آزاد متغیرهای شͺل به x۱, ..., xn مذکور گزاره�ی در بطوریͺه باشند شده داده گزاره�ی
نظر مورد گزاره�ی شدن ارضا برای کافͬ و لازم شرط f(x۱, ..., xn) = ۲ و شده ظاهر

[١] باشد.

٩Well-Formed Formula
١٠Free Variable
١١Bounded Variable

١



مͬ�کنند: بیان چنین ١٢ لامبدا عبارت عنوان

باشد. متغیرها از شمارا مجموعه�ای V کنید فرض .٢.٢ تعریف
و FV : Λ → ۲V توابع و Λ لامبدا عبارات مجموعه�ی آن�گاه
:([٣]) مͬ�شوند تعریف چنین استقرایͬ شͺل به BV : Λ→ ۲V

(۱) x ∈ V ⇒ x ∈ Λ

FV (x) = {x}

BV (x) = ∅

(۲) M,N ∈ Λ⇒ (MN) ∈ Λ

FV (MN) = FV (M) ∪ FV (N)

BV (MN) = BV (M) ∪BV (N)

(۳) M ∈ Λ, x ∈ FV (M)⇒ (λxM) ∈ Λ

FV (λxM) = FV (M)− {x}

BV (λxM) = BV (M) ∪ {x}

کرد: ساده�تر زیر قرارداد با مͬ�توان را تعریف این که

متغیرها دادن نشان برای x, y, ... مانند ͷکوچ -علائم .٣.٢ قرارداد
لامبدای عبارات دادن نشان برای M,N, ... مانند بزرگ علائم و

مͬ�شوند؛ استفاده دلخواه
طور به را (...((FM۱)M۲)...Mn) کلͬ فرم به لامبدا عبارات -

مͬ�دهیم؛ نمایش FM۱M۲...Mn با خلاصه
به با را (λx۱(λx۲(...(λxnM))...)) کلͬ فرم به لامبدا عبارات -

مͬ�دهیم. نمایش λx۱x۲...xn.M با خلاصه طور

کنید: دقت زیر مثال به چیست؟ تعاریف این از هدف اما

و M ≡ x۲ + ۳x + ۵ چون عباراتͬ کنید فرض .۴.٢ مثال
٣ قاعده�ی اگر باشند. بیان قابل لامبدایͬ عبارات توسط N ≡ ۱ + ۱

به را آن که است λx.M چون عبارتͬ حاصل کنیم، Mاجرا روی را
قاعده�ی دلیل، همین به مͬ�کنیم. تلقͬ xحسب بر (بͬ�نام) تابعͬ مثابه
٢ قاعده�ی کنید فرض حال مͬ�نامند. ١٣ انتزاع قاعده�ی معمولا را ٣
تابع اجرای مثابه به را حاصل عبارت کنیم. اجرا N و λx.M روی را
همین به مͬ�گیریم. نظر در N عبارت روی λx.M در شده توصیف
در اگر بنابراین، مͬ�نامند. ١۴ اجرا قاعده�ی معمولا را ٢ قاعده�ی دلیل
Nرا ′ ≡ ۱+ ۱ Mو ′ ≡ f(x) = x۲+۳x+۵عبارات عادی حساب
عبارت ؛ M ′ عبارت لامبدای معادل λx.M عبارت بͽیریم، نظر در

١٢Lambda Term
١٣Abstraction
١۴Application

لامبدای معادل (λx.M)N عبارت و N ′ عبارت لامبدای معادل N
است. f(۱+ عبارت(۱

حسابعبارات و حسابعادی بین تناظری چنین باشد قرار اگر اما
۲۲ + ۳ ∗ ۲ + ۵ با معادل لامبدایͬ عبارت باید باشد، برقرار لامبدا
. (λx.M)N = ۲۲ + ۳ ∗ ۲+ نوشت۵ بتوان تعبیری به و داشته�باشیم
در است. میسر نیز امری چنین لامبدا، عبارات بر قواعدی افزودن با
مͬ�آورد وجود به را حسابͬ قواعد این با عباراتلامبدا ترکیب حقیقت
چهارچوب اصلͬ مبنای و است معروف ١۵ لامبدا حساب به که

است. چرچ محاسباتͬ

لامبدا حساب ٣

(در مͬ�کنیم تعریف زیر شͺل به را جاینشینͬ مفهوم .١.٣ تعریف
است): مفروض x ̸= y و x ∈ FV (M) روابط این

x[x := N ] = N

y[x := N ] = y

(M۱M۲)[x := N ] = (M۱[x := N ])(M۲[x := N ])

(λy.M)[x := N ] = λy.M [x := N ])

که زیر قاعده�ی بیان به مͬ�توانیم فوق تعریف از استفاده با حال
بپردازیم: ([٣]) است ١۶ اصلͬ قاعده�ی به معروف
(λx.M)N =M [x := N ]١٧

لااقل ۴.٢ مثال مفروضات با اصلͬ، قاعده�ی از استفاده با حال
برای (λx.M)N = (۱ + ۱)۲ + ۳ ∗ (۱ + ۱) + ۵ داشت: خواهیم
مفروض نیز را زیر قواعد اصلͬ، قاعده�ی در شده معرفͬ = عملͽر

داریم:
M =M

M = N ⇒ N =M

M = N,N = L⇒M = L

M =M ′ ⇒MZ =M ′Z

M =M ′ ⇒ ZM = ZM ′

M =M ′ ⇒ λx.M = λx.M ′

١۵Lambda Calculus
١۶Principal Axiom

وی فوق، قواعد جای به است. متفاوت اندکͬ لامبدا حساب از چرچ خود ١٧بیان
مͬ�کند: معرفͬ لامبدا حساب قواعد عنوان به را زیر قواعد

در y که شرطͬ به λy.M [x := y] شͺل به λx.M در x جای به y جاینشینͬ -
نشده�باشد؛ Mظاهر

وابسته�ی متغیرهای که شرطͬ به M [x := N ] جای به (λx.M)N جاینشینͬ -
باشند؛ مجزا N آزاد متغیرهای و x Mاز

وابسته�ی متغیرهای که شرطͬ به (λx.M)N جای به M [x := N ] جاینشینͬ -
باشند. مجزا N آزاد متغیرهای و x Mاز

٢



مͬ�بینیم: را لامبدا عبارات از نمونه�هایͬ زیر در .٢.٣ مثال
- I ≡ λx.x

- J ≡ λx.y

- K ≡ λy.J

- True ≡ λxy.x

-W ≡ (λixy.iyx)(λxy.y)

عبارت است. همانͬ تابع معادل حقیقت در I لامبدای عبارت
آن ثابت مقدار همان y مقدار که است ثابت تابعͬ معادل J لامبدای
خروجͬ که f(c) مانند است تابعͬ معادل K لامبدای عبارت است.
که است تابعͬ True عبات است. c ثابت مقدار با ثابت تابعͬ آن
دقت برمͬ�گرداند. خروجͬ عنوان به را اول متغیر و گرفته را متغیر دو
دو که کنیم تعریف چنین مشابه شیوه�ای به را False اگر که کنید
عبارت آن�گاه برمͬ�گرداند، خروجͬ عنوان به را دومͬ و گرفته را متغیر
چنین مͬ�توان بنابراین است، False عبارت همان W راست سمت
منطقͬ عملͽر معادل نوعͬ به چپ سمت عبارت که کرد استنباط

داریم: حقیقت در است. نقیض
W ≡ (λixy.iyx)(λxy.y)

= λxy.(λxy.y)yx

= λxy.x

≡ True

فوق برهان است، تعریف برای عملͽری ≡ چون که کنید دقت
مͬ�کردیم تعریف اگر اما است. W = True گزاره�ی بر اثباتͬ
تعریف که این با برمͬ�خوردیم، مشͺل به آن�گاه True ≡ λab.a

به را زیر قانون کافیست مشͺل این حل برای نͺرده�ایم. ارائه متفاوتͬ
: ١٨ کنیم اضافه قوانینمان

y /∈ FV (M) ∪BV (M)⇒ λx.M = λy.M [x := y]

برای نیاز مورد شرایط بسیاری حسابلامبدا مͬ�رسد نظر به اکنون،
روابط بخواهیم اگر اما داراست. را عادی حساب با تناظری برقراری
در را مهمͬ ابزار هنوز دهیم، نمایش حساب این در را ۴.٢ مثال
که است این امر حقیقت را. آن�ها عملͽرهای و اعداد نداریم: اختیار
مͬ�توان آن�ها عملͽرهای و اعداد از تعاریفمختلفͬ حسابلامبدا در
بخش این انتهای در باشند. کارآمد مختلف مقاصد برای که داد ارائه
مͬ�کنیم. معرفͬ را چرچ خود توسط شده مطرح عملͽرهای و اعداد

زیر شͺل به بازگشتͬ صورت به مͬ�توان را چرچ اعداد .٣.٣ تعریف
: ([٣]) کرد تعریف

N Mو Mاگر ≡ N مͬ�گوییم کرد: تعریف چنین را ≡ عملͽر مͬ�شد ١٨معادلا،

. [٣] شوند تبدیل یͺدیͽر به وابسته�شان متغیرهای نام تغییر با

C۰ ≡ λfx.x

Cn+۱ ≡ λfx.f(Cnfx)

نمایش fnx با را x عبارت روی f عبارت اجرای بار n اگر معادلا،
داریم: دهیم،

Cn ≡ λfx.fnx

را صحیح اعداد عملͽرهای مͬ�توان چرچ اعداد از استفاده با حال
داریم: را زیر لم ابتدا کرد. تعریف چرچ اعداد روی

داریم: n ∈ N هر برای .۴.٣ لم
(i) (Cnx)

my = xnmy

(ii) m > ۰⇒ (Cn)
mx = Cnmx

برابر رابطه طرف دو m = ۰ برای استقراء. از استفاده با (i) اثبات.
داریم: باشد. برقرار m برای حͺم کنیم فرض حال بود. خواهند y

(Cnx)
m+۱y = (Cnx)((Cnx)

my)

= (Cnx)(x
nmy)

= xn(xnmy)

= xnm+ny = xm(n+۱)y

خواهند Cnx برابر طرف mدو = برای۱ استقرا. از استفاده با (ii)
داریم: باشد. برقرار m برای حͺم کنید فرض حال بود.
(Cn)

m+۱x = Cn((Cn)
mx)

= Cn(Cnmx)

= λy.(Cnmx)ny

= λy.xn
mny

= λy.xn
m+۱

y = Cnm+۱x

داریم: را زیر قضیه�ی لم، این از استفاده با حال

کنید: تعریف .۵.٣ قضیه
C+ ≡ λabfx.af(bfx)

C∗ ≡ λabf.a(bf)

Cexp ≡ λab.ba

داشت: خواهیم m,n ∈ N هر برای آن�گاه
(i) C+CnCm = Cn+m

(ii) C∗CnCm = Cnm

(iii) CexpCnCm = Cnm

((iii) حͺم برای m > ۰ شرط (با

٣



:(i) اثبات.
C+CnCm = λfx.Cnf(Cmfx)

= λfx.fn(fmx) = λfx.fn+mx

= Cn+m

:(ii)
C∗CnCm = λfx.Cn(Cmf)x

= λfx.(Cmf)
nx

داریم: ۴.٣ لم بر بنا اما
λfx.(Cmf)

nx = λfx.fnmx

= Cnm

:(iii)
CexpCnCm = λfx.Cm(Cn)fx

= λfx.(Cn)
mfx

داریم: ۴.٣ لم بر بنا مجددا اما
λfx.(Cn)

mfx = λfx.Cnmfx

= Cnm

است، خارج بحث این حوصله�ی از عملͽرها سایر وجود اثبات
خواهد اثبات نیز آن�ها وجود مستقیم غیر طور به بعد بخش در هرچند

شد.

محاسبه�پذیری ۴

حال شͺل به چرچ زمان در که است مفهومͬ خود محاسبه�پذیری
برای مستقیم طور به را لامبدا حساب چرچ نتیجه در نداشت، وجود
قالب در مفاهیم این اما امروزه مͬ�برد. کار به اثبات�پذیری مساله�ی حل
برای مقاله این در ما و شناخته�شده�است، بسیار دیͽر صورت�هایͬ
کلاس با آن تناظر محاسبه�پذیری مفهوم با لامبدا حساب ارتباط بیان
بازگشتͬ توابع آوری، یاد برای مͬ�دهیم. نشان را ١٩ بازگشتͬ توابع
توابع شامل که مͬ�شود اطلاق عددی توابع کلاس کوچ�ͷترین به
٢٣ کمینه�سازی و ٢٢ اولیه بازگشت ، ٢١ ترکیب تحت و باشند اولیه٢٠

٢۴ باشند. بسته
١٩Recursive Functions
٢٠Initial Functions
٢١Composition
٢٢Primitive Recursion
٢٣Minimalization

مͬ�شود: اطلاق زیر تابع سه به اولیه توابع بیشتر، آوری یاد ٢۴برای
Un
i (x۱, ..., xn) = xi, (۱ <= i <= n)

S+(n) = n+ ۱
Z(n) = ۰

λ-تعریف�پذیری٢۵ نام به مفهومͬ از مذکور، تناظر دادن نشان برای
مͬ�کنیم: استفاده

لامبدای عبارات n ∈ N عدد هر برای کنید فرض .١.۴ تعریف
اعداد، این گرفتن نظر در با داشته�باشد. وجود Dn شͺل به متمایزی
عبارت اگر است λ-تعریف�پذیر تابعͬ ϕ : Nm → N تابع مͬ�گوییم
x۱, ..., xm ∈ N هر برای که داشته�باشد وجود Φ مانند لامبدایͬ

داشته�باشیم:
Dϕ(x۱,...,xn) = ΦDx۱ ...Dxn

حساب محاسباتͬ وسع دادن نشان برای ، تعریف۴.١ از استفاده با
λ-تعریف�پذیرند. بازگشتͬ توابع تمامͬ دهیم نشان کافیست لامبدا،
کرد، استفاده نیز چرچ اعداد از مͬ�توان کار این برای که این وجود با
سال در که مͬ�کنیم استفاده اعداد از دیͽری تعریف از راحتͬ برای

شد. ارائه ([٣]) ٢۶ برندرگت توسط ١٩٧۶

تعریف چنین را [M,N مرتب[ M,Nزوج ∈ Λ برای .٢.۴ تعریف
مͬ�کنیم:

[M,N ] ≡ λz.zMN

False و True عبارات از ٢.٣ مثال تعاریف با که کنید دقت
داریم:

[M,N ]True =M

[M,N ]False = N

چنین استقرائͬ شͺل به ⌜n⌝ عبارت n ∈ N هر برای .٣.۴ تعریف
مͬ�شود: تعریف

⌜۰⌝ ≡ I

⌜n+ ۱⌝ ≡ [False, ⌜n⌝]

مͬ�شوند: تعریف چنین Zero و ،P− ،S+ توابع .۴.۴ تعریف

S+ ≡ λx.[False, x]

P− ≡ λx.xFalse

Zero ≡ λx.xTrue

عددی: توابع از Aکلاس مͬ�گوییم علاوه به
تابع هر دهد نتیجه χ, ψ۱, ..., ψm ∈ A اگر است بسته ترکیب عمل تحت -

است؛ A در نیز φ = χ(ψ۱(n⃗), ..., ψm(n⃗))

φتعریف تابع هر دهد نتیجه χ, ψ ∈ A اگر است بسته اولیه بازگشت تحتعمل -
شͺل به شده

φ(۰, n⃗) = χ(n⃗)

φ(k + ۱, n⃗) = ψ(φ(k, n⃗), k, n⃗)

است؛ A در نیز
نتیجه ∀n⃗∃mχ(n⃗,m) = ۰ و χ ∈ A اگر است بسته کمینه�سازی عمل تحت -

دارد. قرار A در نیز φ(n⃗) = µm[χ(n⃗,m) = ۰] شͺل به تابع هر دهند
٢۵λ-definability
٢۶Barendregt

۴



داریم: بوضوح که کنید دقت
S+⌜n⌝ = ⌜n+ ۱⌝

P−⌜n+ ۱⌝ = ⌜n⌝

Zero⌜۰⌝ = True

Zero⌜n+ ۱⌝ = False

به بازگشتͬ معادلاتͬ حل به قادر که داریم نیاز کار، ادامه�ی برای
است. X شامل لامبدایͬ عبارت f(X) که باشیم X = f(X) شͺل
اولیه بازگشت از استفاده با را جمع تابع که کنید فرض مثال، برای

کنیم: تعریف چنین S+ تابع روی
Add(۰, n) = n

Add(m+ ۱, n) = S+(Add(m,n))

معادله�ی جواب حقیقت در تابع این معادل لامبدای عبارت
Add x y = (Zero x)y(S+(Add(P−x)y))

٢٧ ثابت نقطه�ی قضیه�ی به که زیر قضیه خوش�بختانه بود. خواهد
مͬ�دهد: قرار ما اختیار در را ابزاری چنین است، معروف

X چون لامبدایͬ عبارت ،F لامبدای عبارت هر برای .۵.۴ قضیه
FX = X بطوریͺه دارد وجود

کنید: تعریف اثبات.
W ≡ λx.F (xx)

و
X ≡WW

داریم:
X =WW

= (λx.F (xx))W

= F (WW ) = F (X)

در Xتعریفشده روی انتزاع قاعده�ی بردن کار به با که کنید دقت
مͬ�رسیم: ٢٨ ثابت نقطه�ی عملͽر به معروف Θ عملͽر به فوق، برهان

Θ ≡ λf.(λx.f(xx))(λx.f(xx))

داریم: F دلخواه لامبدای عبارت هر برای که
F (ΘF ) = ΘF

٢٧Fixedpoint Theorem
٢٨Fixedpoint Combinator

و λ-تعریف�پذیرند اولیه توابع که داد خواهیم نشان ابتدا ادامه در
بازگشت ترکیب، به نسبت λ-تعریف�پذیر توابع مͬ�کنیم ثابت سپس
بازگشتͬ توابع مجموعه�ی چون بسته�اند. کمینه�سازی و اولیه
سه این به نسبت که است اولیه توابع شامل مجموعه کوچ�ͷترین
λ-تعریف�پذیر توابع زیرمجموعه�ی حتما بنابراین است، بسته عمل

مͬ�شود. ثابت ما نظر مورد حͺم و بود خواهد

اولیه توابع ، ٣.۴ تعریف اعداد گرفتن نظر در با .۶.۴ لم
λ-تعریف�پذیرند.

کنید: تعریف اثبات.
Un
i = λx۱...xn.xi

S+ = λx.[False, x]

Z = λx.⌜۰⌝

بسته�اند. ترکیب تحت λ-تعریف�پذیر توابع .٧.۴ لم

و بوده λ-تعریف�پذیر توابعͬ χ, ψ۱, ..., ψm توابع فرضکنید اثبات.
تابع هر آن�گاه داده�شوند. نمایش G,H۱, ..., Hm لامبدای عبارات با

φ(n⃗) = χ(ψ۱(n⃗), ..., ψm(n⃗))

لامبدای عبارت با نیز

F ≡ λx⃗.G(H۱x⃗)...(Hmx⃗)

مͬ�شود. معادل

بسته�اند. اولیه بازگشت تحت λ-تعریف�پذیر توابع .٨.۴ لم

باشد: شده تعریف چنین φ تابع کنید فرض اثبات.
φ(۰, n⃗) = χ(n⃗)

φ(k + ۱, n⃗) = ψ(φ(k, n⃗), k, n⃗)

لامبدای عبارات معادل و بوده λ-تعریف�پذیر توابعͬ χ و ψ توابع و
معادله�ی جواب آن�گاه، باشند. G و H

Fxy⃗ = (Zero x)(Gy⃗)(H(F (P−x)y⃗)(P−x)y⃗)

برابر اما معادله این جواب بود. خواهد φ تابع معادل

Θ(λfxy⃗.(Zero x)(Gy⃗)(H(F (P−x)y⃗)(P−x)y⃗))

مͬ�رسد. اثبات به حͺم و است

بسته�اند. کمینه�سازی تحت λ-تعریف�پذیر توابع .٩.۴ لم

۵



شده�باشد: تعریف چنین φ تابع کنید فرض اثبات.
φ(n⃗) = µm[χ(n⃗,m) = ۰]

پاسخ عبارتGباشد. معادل و λ-تعریف�پذیر تابعͬ χ تابع آن در که
معادله�ی

Hx⃗y = (Zero(Gx⃗y))y(Hx⃗(S+y))

یعنͬ
Θ(λhx⃗y.(Zero(Gx⃗y))y(hx⃗(S+y)))

کنید: تعریف حال بͽیرید. نظر در را
F ≡ λx⃗.Hx⃗⌜۰⌝

مͬ�رسد. اثبات به حͺم و است φ تابع معادل F عبارت

λ-تعریف�پذیرند. بازگشتͬ توابع .١٠.۴ قضیه

.٩.۴ و ٨.۴ ، ٧.۴ ، ۶.۴ لم�های اثبات.

کرد؟ استفاده چرچ اعداد از فوق قضیه�ی اثبات برای مͬ�شد آیا اما
مͬ�دهد: سوال این به مثبتͬ پاسخ زیر قضیه�ی

بازگشتͬ توابع چرچ، اعداد گرفتن نظر در با .١١.۴ قضیه
λ-تعریف�پذیرند.

بͽیرید: نظر در را زیر عبارات اثبات.
C+ ≡ λcfx.f(cfx)

C− ≡ λcfx.c(λpq.q(pf))(True x)I

CZero ≡ λx.x(True False)True

٨.۴ ، ٧.۴ ، ۶.۴ لم�های مشابه کاملا شیوه�ای به توابع این از استفاده با
مͬ�شود.٢٩ ثابت قضیه و شده اثبات نیز چرچ اعداد برای ٩.۴ و
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مسأله
فیلُم خشایار

سیلو ٧-زیرگروه ،۵٠ دقیقا با متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١ مسأله

N = NG(P ) و باشد G از سیلو ٧-زیرگروه ͷی P کنید فرض باشد.

.G در آن نرمال�ساز

است. G از ماکسیمال زیرگروهͬ N کنید ثابت الف)

ثابت ،Q ◁ N و باشد داشته Q مانند سیلو ۵-زیرگروه ͷی N اگر ب)

.Q ◁ G کنید

باشد. G عضوی n گروه از ناتهͬ زیرمجموعه�ای S کنید فرض .٢ مسأله

مͬ�کنیم تعریف k هر برای

S(k) = {
k∏
i=۱

si | si ∈ S}

است. G از زیرگروهͬ S(n) دهید نشان

ایده�آل هر که باشد ی�ͷدار و جابه�جایͬ Rحلقه�ای اگر دهید نشان .٣ مسأله

به دارد وجود a ∈ R ،x ∈ R هر ازای به آن�گاه است، ماکسیمال آن اول

است. پوچ�توان x+ ax۲ که قسمͬ

از I ایده�آل هر برای کنید ثابت باشد. فرد عددی n کنید فرض .۴ مسأله

.I۲ = I داریم: Z۲[x]
(xn−۱) خارج�قسمتͬ حلقه�ی

(دایره S۱ همیومورفیسم�های گروه از زیرگروهͬ G کنید فرض .۵ مسأله

است. متناهͬ G عمل در S۱ از نقطه هر مدار که ویژگͬ این با باشد واحد)

است. متناهͬ G دهید نشان

داریم: n ∈ N هر و α ∈ (۰, π) هر برای کنید ثابت .۶ مسأله

sinα+
۱
۲
sin ۲α+ · · ·+ ۱

n
sinnα > ۰

بیابید. را
∫ ۱
۰

ln (x+۱)
x۲+۱ dx انتͽرال حاصل .٧ مسأله

[a, b]بازه�ی بر حقیقͬ پیوسته�ی توابع از Fخانواده�ای فرضکنید .٨ مسأله

باشد: زیر ویژگͬ�های با

.۰ ≤ min (f, g) ∈ F آنͽاه f, g ∈ F اگر •

infg∈F g(x) = ۰ : x ∈ [a, b] هر برای •

.infg∈F
∫ b

a
g(x)dx = ۰ که دهید نشان

کنید ثابت .f(۱) = ۰ و است پیوسته تابعͬ f : [۰, ۱] → R .٩ مسأله

.f(c) =
∫ c

۰ f(x)dx که دارد وجود c ∈ (۰, ۱)

پیوسته پاره�ای مشتقات با مشتق�پذیر تابعͬ را h : R۲ → R .١٠ مسأله

صدق زیر معادله�ی در ،a, b هم�چون مناسبͬ ثابت�های ازای به که بͽیرید

مͬ�کند:

h(x, y) = a
∂h

∂x
(x, y) + b

∂h

∂y
(x, y)

باشد. صفر با متحد باید بودن کران�دار صورت در h دهید نشان

هیلبرت فضای بر T خودتوان و کران�دار خطͬ عملͽر ثابتکنید .١١ مسأله

(بنابر .||T || ∈ {۰, ۱} اگر تنها و اگر است خودالحاق ،(H,<,>)

T ۲ از منظور آن در که T ۲ = T یعنͬ T عملͽر بودن خودتوان تعریف،

است.) T ◦ T عملͽر

مختلط ضرایب با n درجه چندجمله�ای ͷی p(z) کنید فرض .١٢ مسأله

دهید قرار واقع�اند. واحد باز گوی در ریشه�هایش تمامͬ که باشد

p∗(z) = znp(
۱
z̄
)

دهید نشان است. z از n درجه�ی چندجمله�ای ͷی p(z) همانند نیز آن که

واقعند. واحد بسته�ی گوی در p(z) + p∗(z) چندجمله�ای ریشه�های تمامͬ

باشد. طبیعͬ اعداد از متناهͬ زیرمجموعه�ای S۰ کنید فرض .١٣ مسأله

تعریف صورتزیر به را طبیعͬ اعداد ,S۱از S۲, . . . متناهͬ زیرمجموعه�های

مͬ�کنیم:

در a− ۱ یا a از ͬͺی دقیقا اگر تنها و اگر است Sn+۱ در a صحیح عدد

باشد. Sn

که ویژگͬ این با دارد Nوجود طبیعͬ عدد نامتناهͬ دهید نشان

SN = S۰ ∪ {N + a | a ∈ S۰}

روشاستقرایͬ به را xn+۱ ،n ≥ ۰ هر برای و x۰ = ۱ دهید قرار .١۴ مسأله

ابتدایͬ چندجمله�ی بسازید. xn از xn+۱ = ۳xn+⌊
√
۵xn⌋ضابطه�ی با و

بود: خواهند این�گونه دنباله این

x۱ = ۵, x۲ = ۲۶, x۳ = ۱۳۶, x۴ = ۷۱۲

بیابید. x۲۰۰۷ برای بسته فرمولͬ

خاصیت این با f : R۲ → Nمتغیره�ی دو تابع آیا که کنید تعیین .١۵ مسأله

بدهد نتیجه z و y ،x حقیقͬ اعداد برای f(x, y) = f(y, z) تساوی که

خیر؟ یا دارد وجود x = y = z که

و هستند حقیقͬ درایه�های با n× nماتریس دو B و A .١۶ مسأله

A۲ +B۲ = AB

.۳ | n آن�گاه باشد وارون�پذیر AB −BA اگر کنید ثابت

٧۴



درایه�های با n × n ماتریس�های برداری فضای را Mn(C) .١٧ مسأله

زیرفضای را C(A) آن، از A عضو هر برای و بͽیرید مختلط

{B ∈Mn(C) | AB = BA}

مͬ�شوند. جابه�جا A با که بͽیرید ماتریس�هایͬ از متشͺل

.minA∈Mn(C)(dimC C(A)) = n کنید ثابت الف)

شود. n-بعدی ،C(A) که باشد چنان A ∈ Mn(C) کنید فرض ب)

برابرند. A مینیمال و مشخصه چندجمله�ای�های دهید نشان

دهید قرار .١٨ مسأله

Z = {(x۱, . . . , xn) ∈ Rn | ∀۱ ≤ i ≤ n : xi ∈ {۰, ۱}}

تعداد برای ممͺن مقدار حداکثر باشد. شده داده ۰ ≤ k ≤ n کنید فرض

مͬ�کند تغییر Rn k-بعدی زیرفضاهای میان V که وقتͬ را V ∩Z اعضای

بیابید.

که باشد n× nماتریس ͷی A = [aij ]۱≤i,j≤n کنید فرض .١٩ مسأله

این: بر علاوه و نامنفͬ�اند آن درایه�های همه�ی
n∑
i=۱

n∑
j=۱

aij = n

.| detA| ≤ ۱ کنید ثابت الف)

باشد، A از دلخواه ویژه�ی مقدار ͷی λ ∈ C و |detA| = ۱ اگر ب)

.| λ |= ۱ دهید نشان

درایه�های با n × n ماتریس�های برداری فضای را Mn(R) .٢٠ مسأله

باشد خاصیت این دارای f : Mn(R) → R کنید فرض بͽیرید. حقیقͬ

متحدا f و f(AB) = f(A)f(B) : A,B ∈ Mn(R) هر برای که

نیست. ͷی یا صفر برابر

.f(A) ̸= ۰ اگر تنها و اگر است وارون�پذیر Aماتریس دهید نشان الف)

نقطه�ی در f : Mn(R) → R شرایط، این بر علاوه اگر کنید ثابت ب)

حقیقͬ یͷعدد ازای به آن�گاه باشد، مشتق�پذیر ماتریسهمانͬ متناظر

بود: خواهد زیر صورت�های از ͬͺی به f ضابطه�ی ،λ ̸= ۰{
Mn(R)→ R
A 7→ |detA|λ{

Mn(R)→ R
A 7→ sgn(detA).| detA|λ

این از مͬ�توانید است.(راهنمایͬ: علامت تابع نماد sgn آن در که

خطͬ ͬͺتابع g : Mn(R) → R اگر کنید: استفاده جبرخطͬ حͺم

مضربͬ g آن�گاه ،g(AB) = g(BA) همواره که ویژگͬ این با باشد

بود.) خواهد تریس ͷتابع از

٧۵



مسأله�ها پاسخ
فیلُم خشایار

٧-زیرگروه دو هر سیلو، دوم قضیه�ی طبق الف: قسمت .١ پاسخ
برابر G سیلوی ٧-زیرگروه�های تعداد پس هستند. مزدوج G از سیلو
[G : NG(P )] = [G : N ] یعنͬ G در P مزدوج�های تعداد با است
K زیرگروه برای آن در که مͬ�کنیم استفاده معمول نمادگذاری (از
و مͬ�شود.) داده نشان NH(K) به H در K نرمال�ساز ،H گروه از
Gماکسیمال Nدر فرضکنید خلف: برهان .[G : N ] = ۵۰ بنابراین

که است موجود G Mاز زیرگروه پس نباشد.

N ≨M ≨ G

G Mاز زیرگروه در مشمول G متناهͬ گروه از P سیلوی ٧-زیرگروه
کار به با دوباره بود. خواهد آن از سیلو ٧-زیرگروه ͷی لذا و است
لذا و Mمزدوجند از سیلو ٧-زیرگروه دو هر سیلو، دوم قضیه�ی بردن
پیمانه�ی به باید که عددی ،[M : NM (P )] با است برابر تعدادشان
-٧ تعداد سیلو، سوم قضیه�ی بنابر که چرا باشد، ͷی با همنهشت ٧
دیͽر طرف از است. ͷی برابر ٧ پیمانه�ی Mبه سیلوی زیرگروه�های
بنابراین و NM (P ) = NG(P ) ∩M نرمال�ساز: تعریف به توجه با

پس .NM (P ) = N :NG(P ) = N ≨M چون

[M : N ] ≡ ۱ mod ۷

N ≨ دلیل به زیرا ،[M,N ] ∈ {۲, ۵, ۱۰, ۲۵} که است حالͬ در این
[G : N ] = ۵۰ از نابدیهͬ مقسوم�علیه�ای باید [M : N ] ،M ≨ G

شد. حل مسأله اول قسمت و رسیده�ایم تناقض به پس باشد.
از ولͬ .N < NG(Q) نتیجه در و Q ◁ N ب: قسمت
اینͺه یا NG(Q) = G یا پس است ماکسیمال G در N قبل، قسمت
ثابت حͺم و Q ◁ G که دهد رخ اول حالت اگر .NG(Q) = N

ͷیQ .NG(Q) = N و دهد رخ حالتدوم پسفرضکنید مͬ�شود.
[G : Q] ≡ قضیه�ای: بنابر لذا و است G متناهͬ گروه از ۵-زیرگروه
[G : Q] ≡ [N : Q] مͬ�دهد: نتیجه که ،[NG(Q) : Q] mod ۵

۵ ∤ [N : Q] بود: N از سیلو ۵-زیرگروه ͷی Q چون ولͬ .mod ۵

دلیل به که چرا است، تناقض در شد حاصل که همنهشتͬ�ای با که
بشمارد. را [G : Q] باید [G : N ] = ۵۰ ،Q < N < G

،k طبیعͬ عدد هر برای کنید. تثبیت S از s̃ عنصر ͷی .٢ پاسخ

}نͽاشت
S(k) → S(k+۱)

x 7→ s̃x

عنوان به مسأله صورت در S(k+۱) و S(k) تعریف به توجه با
اعضای از kتا + ۱ و k ترتیب به ضرب که G از عناصری مجموعه�ی
چپ از حذف ویژگͬ بودن برقرار دلیل به و خوش�تعریف هستند، S
توجه حال .|S(k)| ≤ |S(k+۱)| پس است. ͷبه�ی�ͷی ،G گروه در

که: کنید
۰ < |S = S(۱)| ≤ |S(۲)| ≤ · · · ≤ |S(n)| ≤ |G| = n

زیرگروه حالت این در که S(n) = G ناچار به و |S(n)| = n یا پس
ͬͽهم |S(۱)| ≤ · · · ≤ |S(n)| اعداد اینͺه یا است بدیهͬ S(n) بودن

۱ای ≤ k < n ازای به بنابراین و واقع�اند {۱, . . . , n− ۱} در
|S(k)| = |S(k+۱)|

Gخواهد از زیرگروهͬ S(n) هم باز اخیر، حالت در که مͬ�دهیم نشان
گفتیم }بود.

S(k) → S(k+۱)

x 7→ s̃x

هم پوشا ،|S(k)| = |S(k+۱)| < ∞ چون پس است. ͷبه�ی�ͷی
مͬ�کند: ثابت که امری بود، خواهد

که موجودند s′۱, . . . , s′k ∈ S آن�گاه ،s۱, . . . , sk+۱ ∈ S اگر (∗)
(۱ ≤ k < n) .s۱ . . . sk+۱ = s̃s′۱ . . . s

′
k

اگر است: بسته ضرب تحت S(n) که مͬ�دهیم نشان ادامه در
بار n با باشند، داشته تعلق S به t۱, . . . , tn هم�چنین و s۱, . . . , sn
حاصل�ضرب که را (s۱ . . . sn)(t۱ . . . tn) مͬ�توان ،(∗) بردن کار به
صورت به مناسبͬ r۱, . . . , rn ∈ S ازای به است، S(n) عنصر دو
هر آن در لذا و بود عضوی n ،G گروه ولͬ نوشت. s̃nr۱ . . . rn

پس: است. همانͬ n توان به عنصر
(s۱ . . . sn)(t۱ . . . tn) = s̃nr۱ . . . rn = r۱ . . . rn ∈ S(n)

را ضرب تحت G گروه از S(n) زیرمجموعه�ی بودن بسته اثبات که
زیرگروه ͷی S(n) اینͺه دادن نشان برای نهایت در مͬ�کند. تͺمیل
هم بردارد در را S(n) از عنصر هر وارون و همانͬ که را این باید است،
e = s̃n ∈ S(n) ⇐ s̃ ∈ S زیرا است، بدیهͬ اول مورد داد. نشان
اگر که کنید توجه دومͬ، درباره�ی و (gn = e :g ∈ G هر (برای
بالا در (که ضرب تحت S(n) بودن بسته دلیل به آن�گاه ،y ∈ S(n)

نͽاشت شد) }ثابت
S(n) → S(n)

x 7→ ỹx
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دلیل به هم�چنین خودشخوش�تعریفو به S(n) متناهͬ مجموعه�ی از
هست. هم پوشا پس بود. خواهد ͷبه�ی�ͷی چپ، از حذف ویژگͬ
با است معادل که دارد قرار آن برد در e ∈ S(n) علͬ�الخصوص

.y−۱ ∈ S(n)

از S زیرمجموعه�ی کنید. تثبیت را x ∈ R دلخواه عنصر .٣ پاسخ
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را R

S = {xi(۱+ rx)|i ∈ N ∪ {۰}, r ∈ R}

m.c.s ͷی S مͬ�شود. تعریف حلقه ͷی برابر x۰ آن در که
i = ۰ دادن قرار با که چرا است. R از ضربͬ) بسته�ی (زیرمجموعه�ی
در را ۱ ∈ R که مͬ�شود دیده سادگͬ به xi(۱+ rx) در r = ۰ ∈ R و

زیرا: است. بسته ضرب تحت علاوه به و بردارد
(xi(۱+ rx))(xj(۱+ sx)) = xi+j(۱+ (r + s+ rsx)x)

که امری ،S ∩ (۰) = ∅ باید صورت این غیر در .۰ ∈ S مͬ�کنیم ادعا
قطع را S که را R از P اول ایده�آل وجود ،S بودن m.s.c به توجه با
فرض بنابر ولͬ .x /∈ P بنابراین و x ∈ S ولͬ مͬ�دهد. نتیجه نمͬ�کند
نشان x /∈ P لذا و هست هم ماکسیمال بودن اول دلیل به P مسأله
مͬ�دهد نتیجه را rای ∈ R وجود این .P + (x) = R که مͬ�دهد
مͬ�توان ،P + (x) = R بنابر که (چرا ۱ + rx ∈ P آن برای که
که نوشت.) P از عنصری و x از مضربͬ جمع صورت به را ۱ ∈ R
هم S در ۱ + rxتعریف بنابر زیرا است، تناقض در P ∩ S = ∅ با
S تعریف به توجه با این .۰ ∈ S که کردیم ثابت پس است. واقع
.xk(۱ + ax) = ۰ kای: ∈ N و a ∈ R ازای به که است معنͬ بدان

زیرا: است پوچ�توان x+ ax۲ حال
(x+ ax۲)k = xk(۱+ ax)︸ ︷︷ ︸

=۰

(۱+ ax)k−۱ = ۰

ایده�آلͬ ازای به Z۲[x]
(xn−۱) خارج�قسمتͬ حلقه�ی از I ایده�آل هر .۴ پاسخ

قابل J
(xn−۱) صورت به ،(xn− ۱) ⊂ J ویژگͬ با Z۲[x] از J هم�چون

بنابراین و I۲ = J ۲+(xn−۱)
(xn−۱) آن�گاه ،I = J

(xn−۱) اگر ولͬ است. بیان
که Z۲[x] از J ایده�آل هر برای که داد نشان است کافͬ مسأله حل برای
که کنید توجه ولͬ .J ۲ +(xn− ۱) = J باشد: برداشته در را xn− ۱

Z۲[x] از J ایده�آل پس است. P.I.D.ͷی ،Z۲[x] لذا و میدان ͷی Z۲

و بود خواهد (f(x)) برابر f(x) ∈ Z۲[x] چند�جمله�ای ͷی ازای به
حلقه�ی در f(x)|xn − ۱ معنای به باشد (xn − ۱) ایده�آل شامل اینͺه
J ۲ + (xn − که داد نشان باید حال بود. خواهد Z۲[x] چندجمله�ای
سمت اینͺه .(f ۲(x)) + (xn − ۱) = (f(x)) معادلا یا ۱) = J

عامل f(x) که چرا است بدیهͬ دربردارد، را چپ سمت راست،
تساوی در که کنیم ثابت باید تنها لذا است. xn− ۱ و f ۲(x) هردوی

دیͽر عبارت به یا است چپ سمت در مشمول راست سمت مذکور،
در ضرایب با xn−۱ و f ۲(x) ترکیبخطͬ صورت به را f(x) مͬ�توان
عاملͬ f(x) کرد. خواهد تͺمیل را حل امر این اثبات نوشت. Z۲[x]

است موجود g(x) ∈ Z۲[x] بنابراین و است xn − ۱ چندجمله�ای از
که هنͽامͬ ،g(x) و f(x) چندجمله�ای دو .f(x)g(x) = xn− ۱ که
که کنید (توجه شوند تجزیه Z۲[x] در تحویل�ناپذیر عناصر ضرب به
نخواهند مشترکͬ تحویل�ناپذیر عامل هیچ Z۲[x]یU.F.Dͷاست.)

h(x) ∈ Z۲[x] چندجمله�ای اگر صورت این غیر در که چرا داشت.
آن�گاه ،h(x)|g(x) و h(x)|f(x) که باشد موجود مثبت درجه�ی با
نتیجه که چرا نیست امͺان�پذیر این و h۲(x)|f(x)g(x) = xn − ۱

این از آخر تساوی در که h(x)|(xn− ۱)′ = nxn−۱ = xn−۱ مͬ�دهد
پس .n = ۱ ،Z۲ میدان در ،n بودن فرد دلیل به که کردیم استفاده
باشند، داشته Z۲[x] در مشترکͬ تحویل�ناپذیر عامل g(x) و f(x) اگر
مثبت درجه�ی با h(x) مانند مشترکͬ مقسوم�علیه xn−۱ و xn−۱ آن�گاه
نتیجه x(xn−۱)−(xn−۱) = تساوی۱ که چرا تناقضاست. که دارند
هم به نسبت g(x) و f(x) که دادیم نشان پس .h(x)|۱ داد خواهد
r(x), s(x) ∈ Z۲[x] عناصر وجود Z۲[x] بودن P.I.D. اکنون اولند.
در طرفین ضرب با مͬ�دهد. نتیجه r(x)f(x)+ s(x)g(x) = ۱ که را

داشت: خواهیم f(x)g(x) = xn − ۱ بردن کار به و f(x)
r(x)f ۲(x) + s(x)(xn − ۱) = f(x)

با xn − ۱ و f ۲(x) خطͬ ترکیب صورت به f(x) مͬ�دهد نشان که
است. بیان قابل Z۲[x] در ضرایب

بر G عمل در a پایدارساز Ga و دلخواه a ∈ S۱ اگر .۵ پاسخ
که مͬ�دانیم آن�گاه ،{g ∈ G|g.a = a} زیرگروه یعنͬ باشد S۱

است ͷبه�ی�ͷی تناظر در ،{g.a|g ∈ G} یعنͬ G عمل در a مدار
مدار چون پس .G از Ga زیرگروه چپ همدسته�های مجموعه�ی با
ͷی برای اگر لذا و [G : Ga] < ∞ است: متناهͬ a شامل
G بودن متناهͬ دهیم، نشان را Ga بودن متناهͬ دلخواه، a ∈ S۱

مختلط صفحه�ی در واحد دایره�ی را S۱ منظور بدین مͬ�شود. نتیجه
۱ ∈ S۱ پایدارساز مͬ�دهیم نشان و S۱ = {z ∈ C||z| = ۱} مͬ�گیریم:
مدار S۱ بر G عمل در چون است. متناهͬ مͬ�نامیم- H را آن -که
صادق هم آن Hاز زیرگروه عمل درباره�ی این است، متناهͬ نقطه هر

همیومورفیسم باشد، دلخواه g ∈ H اگر پس }است.
f : S۱ → S۱

f(x) = g.x

زیرمجموعه�ی x ∈ S۱ هر برای ثانیا و مͬ�دارد نͽه ثابت را ۱ ∈ S۱ اولا

است. متناهͬ است.)
kمرتبه︷ ︸︸ ︷

f ◦ · · · ◦ f ،fk از (منظور {fk(x)|k ∈ N}
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یا همانͬ باید f : S۱ → S۱ همیومورفیسم که داد خواهیم نشان
مͬ�دهد نشان اثبات، صورت در که امری باشد. z 7→ z̄ نͽاشت
در که آن�چه طبق بنابراین و است متناهͬ ۱ ∈ S۱ از H پایدارساز
به را خود توجه پس مͬ�دهد. دست به را |G| < ∞ گفتیم، بالا

نͽاشت مͬ�کنیم. معطوف f : S۱ → S۱ }همیومورفیسم
p : R→ S۱

p(t) = e۲πit

با را S۱ آن طریق از مͬ�توان که بͽیرید قسمتͬ�ای خارج نͽاشت را
نͽاشت به ،f با آن ترکیب با گرفت. ͬͺی R

Z خارج�قسمتͬ فضای
تابع که: دید مͬ�توان سادگͬ مͬ�رسیم.به f ◦ p : R → S۱ پیوسته�ی
معادلا: یا ١f ◦ p = p ◦ h که است موجود h : R→ R پیوسته�ی

(∗) ∀t ∈ R : f(e۲πit) = e۲πih(t)

مختلط صفحه�ی در واحد دایره�ی را S۱ که کنید (توجه ۱ ∈ S۱ ،f ولͬ
: (∗) در t = ۰ دادن قرار با لذا و مͬ�برد خودش به را گرفتیم.)
h : R→ پیوسته�ی تابع اگر که است بدیهͬ .h(۰) ∈ Z⇐ e۲πih(۰)

برآورده را (∗) هم باز حاصل تابع شود، جمع صحیح عدد ͷی با R
مͬ�توان کلیت از شدن کاسته بدون ،h(۰) ∈ Z چون لذا و مͬ�کند
بدون سمتچپ ،(∗) در t+ ۱ به t تبدیل با .h(۰) = ۰ که فرضکرد
عدد پس .∀t ∈ R : h(t + ۱) − h(t) ∈ Z بنابراین و مͬ�ماند تغییر

که است موجود m صحیح
(∗∗) ∀t ∈ R : h(t+ ۱)− h(t) = m

.h(۱) = m ∈ Z که مͬ�دهد نشان (∗∗) ،h(۰) = ۰ چون واقع در
آن از ͷبه�ی�ͷی نͽاشتͬ [t۰, t۰ + ۱) شͺل به بازه�ی هر به p تحدید
بودن ͷبه�ی�ͷی ،(∗) به توجه با حال و مͬ�دهد دست به S۱ به بازه
h : R → R پیوسته�ی تابع تحدید که مͬ�کند ایجاب f : S۱ → S۱

مͬ�تواند وقتͬ تنها که امری شود، ͷبه�ی�ͷی [t۰, t۰ + ۱) بازه�ی هر به
ناصفر h(۱) = m صحیح عدد پس باشد. یͺنوا اکیدا h که دهد رخ
صورت غیراین در که چرا نمͬ�دهد. رخ هم |m| ≥ ۲ علاوه به و است
با t۰ای ∈ (۰, ۱) میانͬ مقدار قضیه�ی بنابر ،h(۰) = ۰ به توجه با
،f : S۱ → S۱ ،(∗) از پس بود. خواهد موجود h(t۰) ∈ {±۱}
ͷبه�ی�ͷی با که مͬ�برد ۱ ∈ S۱ به ۱ ∈ S۱ بر علاوه هم را e۲πit۰ ̸= ۱

در که حالتͬ دو از ͬͺی باید و m = ±۱ پس دارد. منافات f بودن
رخ (h(۰) = ۰ (که h : R → R یͺنوای اکیدا تابع برای مͬ�آید ادامه

دهد:

تبدیل (∗∗) و است صعودی اکیدا h نتیجه در و m = ۱ یا الف)
∀t ∈ R : h(t+ ۱)− h(t) = ۱ به مͬ�شود

است. p : R → S۱ پوششͬ نͽاشت طریق از fop ترفیع همان واقع در ١این

:(∗∗) از و است نزولͬ اکیدا h ،m = −۱ آن�که یا ب)
∀t ∈ R : h(t+ ۱)− h(t) = −۱

نͽاشت دوم حالت در و است همانͬ h اول حالت در مͬ�دهیم نشان
از آن�گاه که چرا مͬ�کند. تمام را کار این، اثبات است. h(t) = −t
ابتدا بود. خواهد z 7→ z̄ یا همانͬ ترتیب به f : S۱ → S۱ ،(∗)
[h(۰), h(۱)] = [۰, ۱] به را [۰, ۱] ،h مͬ�گیریم: نظر در را (الف) حالت
همواره (زیرا است همانͬ بازه این بر که داد نشان است کافͬ و مͬ�برد
خواهد موجود t۰ ∈ (۰, ۱) ندهد، رخ این اگر .(h(t+ ۱)− h(t) = ۱

۰ < h(t۰) < اینͺه یا ۰ < t۰ < h(t۰) < ۱ یا پس .h(t۰) ̸= t۰ که بود
h(۰) = ۰ و h : R→ R بودن صعودی اکیدا به توجه با پس .t۰ < ۱

۰ < t۰ < h(t۰) < h◦h(t۰) داشت> خواهیم ترتیب به ،h(۱) = ۱ و
نتیجه حال هر در .۰ < · · · < h◦h(t۰) < h(t۰) < t۰ < ۱ یا · · · < ۱

خودش با hباره�ی-nترکیب) {hn(t۰)}n∈N دنباله�ی اعضای مͬ�شود
متمایزند. دوبه�دو (۰, ۱) بازه�ی عناصر از داده�ایم.) نمایش hn به را
است، ͷبه�ی�ͷی (۰, ۱) به p : R → S۱ تحدید اینͺه به توجه با پس
(در {fn(e۲πit۰) = e۲πih

n(t۰) = p(hn(t۰))}n∈N دنباله�ی اعضای
متمایزند. دوبه�دو S۱ عناصر از بردیم.) کار به را (∗) دوباره این�جا
x ∈ S۱ هر برای {fk(x)|k ∈ N} گفتیم زیرا است، تناقض این
ثابت (الف) حالت در h : R → R بودن همانͬ پس است. متناهͬ
h̃ : R → R اگر که چرا مͬ�شود. نتیجه آن از هم (ب) حالت شد.
بود خواهد پیوسته�ای تابع شود، تعریف h̃(t) = h(−t) ضابطه�ی با
h بودن نزولͬ اکیدا دلیل به مͬ�کند: صدق (الف) خواص در که
t 7→ زیرا ،∀t ∈ R : h̃(t + ۱) − h̃(t) = ۱ و است صعودی اکیدا
استدلال همان است کافͬ حال بود. −۱ با متحد h(t + ۱) − h(t)

همیومورفیسم و h̃ : R→ R برای را }(الف)
f̃ : S۱ → S۱

f̃(z) = f(z̄)

دارد: f مشابه ویژگͬ�ای (و مͬ�گیرد قرار f جای به که
همانͬ h̃ مͬ�دهد نشان که برد کار به است.) متناهͬ {f̃k(x)|k ∈ N}
تͺمیل را (ب) حالت بررسͬ این است. h(t) = −tاشتͽن h لذا و
،S۱ = {z ∈ C||z| = ۱} بر G عمل در که دادیم نشان پس مͬ�کند.
بیان بالا در که همان�گونه این و است عضوی دو حداکثر ١ پایدارساز

مͬ�دهد. دست به را G بودن متناهͬ شد،

شده داده نامساوی مͬ�کنیم. ثابت n بر استقرا با را حͺم .۶ پاسخ
برقرار که مͬ�شود تبدیل ∀α ∈ (۰, π) : sinα > ۰ به n = حالت۱ در
اثبات منظور به باشد. درست n−۱برای حͺم فرضکنید حال است.
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بͽیرید: نظر در زیر تعریف با را f تابع ،n برای }آن
f : [۰, π]→ R
f(x) = sinx+ ۱

۲ sin ۲x+ · · ·+ ۱
n sinnx

رخ c در [۰, π] بر f مطلق مینیمم اگر لذا و است مشتق�پذیر تابعͬ f
صفرهای بنابراین .f ′(c) = ۰ و c ∈ (۰, π) اینͺه یا c ∈ {۰, π} دهد،
اگر بنابراین f ′(x) =

∑n
k=۱ cos kx مͬ�کنیم: بررسͬ را (۰, π) در f ′

این و
∑n

k=۱ cos kc = ۰ آن�گاه ،f ′(c) = ۰ که باشد چنان c ∈ (۰, π)

نوشت: این�گونه مͬ�توان ،(c ∈ (۰, π) دلیل (به sin c
۲ ̸= ۰ چون را

۰ =
n∑

k=۱

cos kc

=
۱

۲ sin c
۲

n∑
k=۱

۲ cos kc sin
c

۲

=
۱

۲ sin c
۲

n∑
k=۱

(
sin (kc+

c

۲
)− sin (kc− c

۲
)
)

=
۱

۲ sin c
۲

n∑
k=۱

(
sin

(۲k + ۱)c
۲

− sin
(۲k − ۱)c

۲
)

=
۲

۲ sin c
۲

(
sin

(۲n+ ۱)c
۲

− sin
c

۲
)

معادله�ی ریشه�های از عبارتند (۰, π) در f ′ ریشه�های پس
زمانͬ دقیقا اخیر تساوی بازه. همان در sin (۲n+۱)c

۲ = sin c
۲

π از فردی مضرب (۲n+۱)c
۲ + c

۲ = (n + ۱)c که مͬ�گردد برقرار
دهیم: قرار اگر پس باشد. π از زوجͬ مضرب (۲n+۱)c

۲ − c
۲ = nc یا

A =
{ (۲k + ۱)π

n+ ۱
|k ∈ Z,

(۲k + ۱)π
n+ ۱

∈ (۰, π)
}

B =
{ ۲k′π

n
|k′ ∈ Z,

۲k′π
n
∈ (۰, π)

}
.A ∪ B اعضای از عبارتند (۰, π) در f ′ ریشه�های که مͬ�شود نتیجه
A∪Bمͬ�گیرد در واقع نقاط بر f که مقادیری که دهیم نشان اگر حال
f : مطلق مینیمم گفتیم که چرا مͬ�رسد. اتمام به حل مثبت�اند،
که cهایͬ ∈ (۰, π) در یا مͬ�دهد رخ بازه سر دو در یا [۰, π] → R

f(۰) = چون پس .A ∪ B در واقع نقاط همان یعنͬ f ′(c) = ۰

مͬ�شود نتیجه است، مثبت A∪B بر f که کنیم ثابت اگر ،f(π) = ۰

بازه سر دو در که است صفر برابر f : [۰, π] → R مطلق مینیمم که
لذا و مͬ�دهد رخ

∀x ∈ (۰, π) : f(x) = sinx+
۱
۲
sin ۲x+ · · ·+ ۱

n
sinnx > ۰

c ∈ A ∪B در f ′ مقدار بررسͬ به پس است. استقرا حͺم همان که
صحیح عدد ͷی ازای به c = ۲k′π

n ∈ (۰, π) ،c ∈ B اگر مͬ�پردازیم:

در و sinnc = sin ۲k′π = ۰ داشت: خواهیم صورت این در و k′

نتیجه:

f(c) = sin c+
۱
۲
sin ۲c+ · · ·+ ۱

n− ۱
sin (n− ۱)c

ازای به آن�گاه ،c ∈ A اگر حال است. مثبت استقرا فرض بنابر که
در و ۰ ≤ ۲k < n باید بنابراین .c = (۲k+۱)π

n+۱ ∈ (۰, π) kای ∈ Z

داشت: خواهیم صورت این

sinnc = sin (nc− ۲kπ)

= sin
( (۲k + ۱)nπ

n+ ۱
− ۲kπ

)

= sin
( ۰≤۲k<n زیرا ∈(۰,π)︷ ︸︸ ︷

(n− ۲k)π
n+ ۱

)
> ۰

پس

f(c)− (sin c+
۱
۲
sin ۲c+ · · ·+ ۱

n− ۱
sin (n− ۱)c)

=
۱
n
sinnc > ۰

استقرا فرض از که است حالͬ در این و

sin c+
۱
۲
sin ۲c+ · · ·+ ۱

n− ۱
sin (n− ۱)c > ۰

.f(c) > ۰ هم حالت این در مͬ�کند ثابت که

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را F تابع .٧ پاسخ

F (a) =

∫ ۱

۰

ln (ax+ ۱)
x۲ + ۱

dx

همان F (۱) و است مشتق�پذیر بار بͬ�نهایت F : [۰,∞) → R پس
تابع، این بررسͬ با مͬ�کنیم تلاش هستیم. آن پͬ در که است عددی

داریم: کنیم. محاسبه را مطلوب انتͽرال

F ′(a) =

∫ ۱

۰

∂
( ln (ax+۱)

x۲+۱

)
∂a

dx =

∫ ۱

۰

x

(ax+ ۱)(x۲ + ۱)
dx

داشت: خواهیم جزئͬ کسرهای به تجزیه با ادامه در

x

(ax+ ۱)(x۲ + ۱)

=
۱

a۲ + ۱
( x

x۲ + ۱
)
+

a

a۲ + ۱
( ۱
x۲ + ۱

)
− a

a۲ + ۱
( ۱
ax+ ۱

)
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قبلͬ: تساوی در دادن قرار با
F ′(a) =∫ ۱

۰

( ۱
a۲ + ۱

( x

x۲ + ۱
)
+

a

a۲ + ۱
( ۱
x۲ + ۱

)
− a

a۲ + ۱
( ۱
ax+ ۱

))
dx

=
۱

a۲ + ۱

∫ ۱

۰

x

x۲ + ۱
dx+

a

a۲ + ۱

∫ ۱

۰

۱
x۲ + ۱

dx

− ۱
a۲ + ۱

∫ ۱

۰

a

ax+ ۱
dx

=
۱

a۲ + ۱
( ۱
۲
ln (x۲ + ۱)|۱۰

)
+

a

a۲ + ۱
(arctanx|۱۰)

− ۱
a۲ + ۱

(ln (ax+ ۱)|۱۰)

=
ln ۲

۲(a۲ + ۱)
+

πa

۴(a۲ + ۱)
− ln a+ ۱

a۲ + ۱

در اگر .F (t) =
∫ t

۰ F
′(a)da لذا و F (۰) = ۰ وضوح به طرفͬ، از

دهیم، قرار شد حاصل F ′(a) برای بالا در که را آن�چه راست سمت
داشت: خواهیم

F (t) =

∫ t

۰

ln ۲
۲(a۲ + a)

da+

∫ t

۰

πa

۴(a۲ + ۱)
da−

∫ t

۰

ln a+ ۱
a۲ + ۱

da

تبدیل F (۱) =
∫ ۱
۰

ln (x+۱)
x۲+۱ به توجه با این ،t = ۱ دهیم قرار اگر

به: مͬ�شود

F (۱) =
∫ ۱

۰

ln ۲
۲(a۲ + ۱)

da+

∫ ۱

۰

πa

۴(a۲ + ۱)
da− F (۱)⇒ F (۱)

=
۱
۲
( ∫ ۱

۰

ln ۲
۲(a۲ + ۱)

da+

∫ ۱

۰

πa

۴(a۲ + ۱)
da

)
=

۱
۲
( ln ۲

۲
(arctan a|۱a=۰) +

π

۴
(
ln (a۲ + ۱)

۲
|۱۰)
)

=
π ln ۲
۸

.π ln ۲
۸ با است برابر

∫ ۱
۰

ln (x+۱)
x۲+۱ انتͽرال بنابراین

F به متعلق توابع تمامͬ که مͬ�کند ثابت نخست ویژگͬ .٨ پاسخ
ͷی انتخاب با پس .∀f ∈ F :

∫ b

a
f(x)dx ≥ ۰ لذا و نامنفͬ�اند

f ∈ که داد نشان است کافͬ مطلوب اثباتحͺم برای دلخواه، ϵ > ۰

دلخواه، x ∈ [a, b] هر برای .
∫ b

a
f(x)dx < ϵ که است موجود Fای

تابع مانند F از عضوی ،infg∈F g(x) = ۰ دوم ویژگͬ بنابر چون
دلیل به .fx(x) < ϵ

b−a که است موجود fx : [a, b]→ R پیوسته�ی
موجود [a, b] بازه�ی در x نقطه�ی حول Ix باز ͬͽهمسای ،ͬͽپیوست
. fx(t) <

ϵ
b−a داریم: t ∈ Ix هر برای که است

و مͬ�پوشاند را بازه این ،[a, b] بازهای از {Ix}x∈[a,b] خانواده�ی حال
مͬ�پوشانند: را [a, b] Ixها از متناهͬ�تا ،[a, b] فشردگͬ دلیل به بنابراین
پس .[a, b] = Ix۱∪· · ·∪Ixn که موجودند x۱, . . . , xn ∈ [a, b]نقاط
Ixi نقاط در fxi : [a, b]→ R تابع مقدار ،۱ ≤ i ≤ n هر برای چون

از مͺرر استفاده�ی با که f := min(f۱, . . . , fn) بود، کمتر ϵ
b−a از

خواهد f : [a, b]→ Rپیوسته�ی یͷتابع دارد، Fتعلق به دوم ویژگͬ
.
∫ b

a
f(x)dx < ϵ لذا و ∀t ∈ [a, b] : f(t) < ϵ

b−a آن برای که بود
است. F از مطلوب عنصر همان این پس

f(c) ̸= داریم c ∈ (۰, ۱) هر برای خلف: برهان .٩ پاسخ
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را g : [۰, ۱]→ R تابع .

∫ c

۰ f(x)dx

g(t) = e−t

∫ t

۰
f(x)dx

فرض حال .g(۰) = ۰ استو مشتق�پذیر تابعͬ g : [۰, ۱]→ R بنابراین
اگر که چرا .c ∈ (۰, ۱] هر برای g(c) ̸= ۰ که مͬ�دهد نتیجه خلف
قضیه�ی بنابر g′(t) = e−t(f(t)−

∫ t

۰ f(x)dx) باید نباشد این�گونه
امͺان�پذیر خلف فرض بنابر که شود صفر (۰, ۱) از نقطه�ای در رول
در علͬ�الخصوص که c ∈ (۰, ۱] هر برای g(c) ̸= ۰ پس نیست.
کلیت از شدن کاسته بدون .

∫ ۱
۰ f(x)dx ̸= ۰ مͬ�دهد نتیجه c = ۱

کرد فرض مͬ�توان لزوم، صورت در −f با f کردن جایͽزین با و
خلف فرض بنابر چون که کنید توجه حال .

∫ ۱
۰ f(x)dx > ۰ که

باید یا ͬͽپیوست دلیل به ،c ∈ (۰, ۱) هر برای f(c) ̸=
∫ c

۰ f(x)dx

∀t ∈ (۰, ۱) : f(t) < آن�که یا ∀t ∈ (۰, ۱) : f(t) >
∫ t

۰ f(x)dx

که چرا نمͬ�دهد رخ اولͬ .
∫ t

۰ f(x)dx∫ ۱

۰
f(x)dx > f(۱) = ۰

باشد: صحیح دوم گزاره�ی باید لاجرم

∀t ∈ (۰, ۱) : f(t) <
∫ t

۰
f(x)dx

و g′(t) = e−t(f(t) −
∫ t

۰ f(x)dx) دیدیم قبلا که همان�گونه ولͬ
مͬ�شد داده g(t) = e−t

∫ t

۰ f(x)dx با که g : [۰, ۱] → R بنابراین
توجه با زیرا مͬ�گردد، منتهͬ تناقض به هم این اما است. نزولͬ اکیدا
را حل این .g(۱) = ۱

e

∫ ۱
۰ f(x)dx > g(۰) = ۰ :

∫ ۱
۰ f(x)dx > ۰ به
مͬ�کند. تͺمیل

اطلاعاتͬ شده، داده مسأله صورت در که معادله�ای .١٠ پاسخ
در خطوطͬ به h تحدید از حاصل تابع رفتار ͬͽونͽچ درباره�ی
کنید فرض مͬ�دهد: دست به هستند (a, b) بردار موازی که صفحه

تابع و باشد دلخواه (x۰, y۰) ∈ R۲{
f : R→ R
f(t) = h(x۰ + at, y۰ + bt)

آن در h که معادله�ای و زنجیره�ای قاعده�ی ͷکم به بͽیرید. نظر در را
مͬ�کند: صدق

f ′(t) = a
∂h

∂x
(x۰ + at, y۰ + bt) + b

∂h

∂y
(x۰ + at, y۰ + bt)

= h(x۰ + at, y۰ + bt) = f(t)
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:f(۰) = h(x۰, y۰) ̸= ۰ اگر بنابراین .f(t) = f(۰)et پس
lim

t→+∞
|h(x۰ + at, y۰ + bt)| = lim

t→+∞
|f(t)| = +∞

نقطه�ی در h مقدار پس است. تناقض در h بودن کران�دار با که
تͺمیل را حل این و است صفر بود انتخابشده دلخواه به که (x۰, y۰)

مͬ�کند.

باشد، خودتوان T : H → H اگر که کنید توجه ابتدا .١١ پاسخ
که چرا .∥ T ∥∈ {۰} ∪ [۱,∞) آن�گاه ،T ۲ = T یعنͬ

∥ T ∥=∥ T ۲ ∥≤∥ T ∥۲⇒∥ T ∥ .(∥ T ∥ −۱) ≥ ۰

این اگر که دهیم نشان است کافͬ مسأله، طرف ͷی حل برای پس
در که چرا .|Tx| ≤ |x| همواره آن�گاه باشد، هم خودالحاق عملͽر
که آن�چه همراه به که ∥ T ∥≤ ۱ باید این، بودن برقرار صورت این
است. ͷی یا صفر T عملͽر نرم که مͬ�دهد نتیجه شد، بیان بالا در
را دلخواه x ∈ H هر که کنید توجه ،|Tx| ≤ |x| اثبات منظور به
راست سمت در و نوشت x = Tx + (x − Tx) شͺل به مͬ�توان

زیرا: عمودند. هم بر شده ظاهر بردارهای تساوی،

< Tx, x >

T ۲=T ︷︸︸︷از
= < T (Tx), x >

است خودالحاق T ︷︸︸︷زیرا
= < Tx, Tx >

⇒< Tx, x− Tx >= ۰

که: مͬ�دهد نتیجه x = Tx+ (x− Tx) بنابراین
|x|۲ = |Tx|۲ + |x− Tx|۲

مسأله طرفدیͽر برایحل دستمͬ�دهد. به را |x| ≥ |Tx| هم آن که
،∥ T ∥∈ {۰, ۱} و باشد خودتوان T : H → H اگر که داد نشان باید
معنای به T عملͽر نرم بودن صفر بود. خواهد هم خودالحاق T آن�گاه
کنید فرض پس است. بدیهͬ حͺم حالت آن در که است T ≡ ۰

بͽیرید. دلخواه را x ∈ H و T الحاقͬ را T ∗ عملͽر .∥ T ∥= ۱

داریم:
(x− Tx)− T ∗x = (x− T ∗x)− Tx

متعامدند: شده ظاهر بردارهای تساوی این طرفین در

< x− Tx, T ∗x >=< x, T ∗x > − < Tx, T ∗x >
الحاقͬ تعریف از ︷︸︸︷استفاده

= < Tx, x > − < T (Tx), x >

T ۲=T ︷︸︸︷از
= ۰

< x− T ∗x, Tx >=< x, Tx > − < T ∗x, Tx >

=︸︷︷︸
الحاقͬ تعریف از استفاده

< x, Tx > − < x, T (Tx) > =︸︷︷︸
T ۲=T از

۰

تساوی دوطرف نرم محاسبه�ی با پس
(x− Tx)− T ∗x = (x− T ∗x)− Tx

داشت: خواهیم را زیر گزاره�ی
∀x ∈ H : |x− Tx|۲ + |T ∗x|۲ = |x− T ∗x|۲ + |Tx|۲

از مجدد استفاده�ی با و مͬ�کنیم جایͽزین Tx با را x جای به اکنون
داشت: خواهیم ،T بودن خودتوان

|T ∗(Tx)|۲ = |Tx− T ∗(Tx)|۲ + |Tx|۲

بنابراین و است برابر الحاقͬ�اش با عملͽری هر نرم که مͬ�دانیم ولͬ
اخیر: تساوی در مͬ�دهد نشان که ∥ T ∗ ∥= ۱ هم T ∗ برای T همانند
مͬ�تواند وقتͬ تنها این مذکور، تساوی به توجه با و |T ∗(Tx)| ≤ |Tx|
Tx = پس شود. صفر |Tx − T ∗(Tx)|۲ جمله�ی که باشد برقرار
خودالحاق عملͽری T ∗ ◦T ولͬ .T = T ∗ ◦T نتیجه در و T ∗(Tx)

باشد. چنین باید هم T بنابراین و است H هیلبرت فضای بر

p(z) چندجمله�ای مͬ�توان مسأله، مفروضات با توجه با .١٢ پاسخ
نوشت: این�گونه را

p(z) = A
n∏
i=۱

(z − αi) A ̸= ۰, ∀۱ ≤ i ≤ n : |αi| < ۱

با: بود خواهد برابر p∗(z) بنابراین

p(z) = A
n∏
i=۱

(z − αi)

⇒ p
( ۱
z̄

)
= A

n∏
i=۱

( ۱
z̄
− αi

)
= Ā

n∏
i=۱

( ۱
z
− ᾱi

)
⇒ p∗(z) = znp

( ۱
z̄

)
= Ā

n∏
i=۱

(۱− zᾱi)

A
∏n

i=۱(z−ترتیب به صورت به p∗(z) و p(z)پسچندجمله�ای�های
نتیجه زیر ساده�ی نͺته�ی حال شدند. تجزیه Ā

∏n
i=۱(۱− zᾱi) و αi)

:|z| > ۱ هرگاه |p∗(z)| < |p(z)| که مͬ�دهد

،|α| < ۱ و |z| > ۱ که باشند چنان α و z مختلط عدد دو هر اگر (∗)
.|۱− ᾱz| < |z − α| آن�گاه

داریم: ،(∗) درستͬ دلیل دیدن برای
|z − α|۲ − |۱− ᾱz|۲

= (|z|۲ + |α|۲ − ۲Re(zᾱ))− (۱+ |ᾱz|۲ − ۲Re(ᾱz))

= |z|۲ + |α|۲ − ۱− |z|۲.|α|۲

= −(|z|۲ − ۱)(|α|۲ − ۱) ≥ ۰

ارائه p∗(z) و p(z) برای که تجزیه�هایͬ به توجه با و (∗) بردن کار به
که: مͬ�دهد نشان گردید،

(∗∗)∀z ∈ C : |z| > ۱⇒ |p∗(z)| < |p(z)|

و p(z) چندجمله�ای دو ،(∗∗) از بͽیرید. دلخواه را ϵ > ۰ حال
برآورده را |p∗(z)| < |p(z)| نامساوی |z| = ۱ + ϵ خم بر p∗(z)
p(z)+ p∗(z) و p(z) ریشه�های تعداد روشه قضیه�ی از لذا و مͬ�کنند
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ولͬ است. ͬͺی {z ∈ C||z| < ۱ + ϵ} باز گوی در تͺرر حساب با
باز گوی در تͺرر، حساب با p(z) ریشه�ی n تمامͬ مسأله، فرض از
حداکثر درجه از یͷچندجمله�ای که p(z)+p∗(z)پس واقعند. واحد
تͺرر حساب با بودند.) n درجه�ی از دو هر p∗(z) و p(z) ) است n
این مͬ�دهد نتیجه که امری دارد. ریشه n ،{z ∈ C||z| < ۱+ ϵ} در
پس ندارد. ریشه مبدا حول ۱+ϵ شعاع به باز گوی خارج چندجمله�ای
p(z) + p∗(z) ریشه�های تمامͬ باید ،ϵ > ۰ بودن دلخواه به توجه با

شوند. واقع واحد بسته�ی گوی در

مͬ�کنیم: تعریف N از A دلخواه زیرمجموعه�ی برای .١٣ پاسخ

f(A) = {a+ ۱|a ∈ A}

ساختن روش طبق پس .x ∈ f(A) ⇐⇒ x − ۱ ∈ A لذا
Sn+۱ به x دلخواه طبیعͬ عدد مسأله، صورت در Sn روی از Sn+۱

باشد. واقع f(Sn) و Sn از ͬͺی دقیقا در اگر تنها و اگر دارد، تعلق
دو متقارن تفاضل نمایان�گر ∆ آن در که Sn+۱ = Sn∆f(Sn) پس
که کرد تحقیق مͬ�توان سادگͬ است.به طبیعͬ اعداد از زیرمجموعه
گروه ͷی ∆ عمل با (N زیرمجموعه�های تمامͬ (مجموعه�ی P(N)
عناصر سایر مرتبه�ی ،∅ آن در همانͬ عنصر که مͬ�دهد تشͺیل آبلͬ
ͷی گروهͬ ساختار این در f : (P(N),∆) → (P(N),∆) و دو
موارد، این ͷکم به .f(A∆B) = f(A)∆f(B) است: همریختͬ

که: داد خواهیم نشان استقرا با

∀n, k ≥ ۰;Sn+۲k = Sn∆f
۲k(Sn)

Sn+۲k = است. f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
iمرتبه

،f i از منظور آن در که

حالت در این مͬ�کنیم: ثابت k ≥ ۰ بر استقرا با را Sn∆f
۲k(Sn)

با و شد بیان بالا در که است Sn+۱ = Sn∆f(Sn) همان k = ۰

∀n : Sn+۲k = Sn∆f
۲k(Sn) فرضدرستͬ

داریم:
∀A,B ⊂ N : f(A∆B) = f(A)∆f(B)

⇒ f ۲k(Sn+۲k) = f ۲k(Sn∆f
۲k(Sn))

= f ۲k(Sn)∆f
۲k+۱

(Sn)

استقرا فرض از حال

Sn+۲k = Sn∆f
۲k(Sn)

و

Sn+۲k+۱ = Sn+۲k∆f
۲k(Sn+۲k)

موارد این ترکیب با
Sn+۲k+۱ = Sn+۲k∆f

۲k(Sn+۲k)

= (Sn∆f
۲k(Sn))∆(f ۲k(Sn)∆f

۲k+۱
(Sn))

= (Sn∆f
۲k+۱

(Sn)∆
( =∅︷ ︸︸ ︷
f ۲k(Sn)∆f

۲k(Sn)
)

= Sn∆f
۲k+۱

(Sn)

:k ≥ ۰ هر برای نتیجه در مͬ�دهد. دست به را مطلوب تساوی که
f ۲k(S۰) = {۲k+a|a ∈ S۰} :f تعریف طبق .S۲k = S۰∆f

۲k(S۰)

باشد: بزرگ کافͬ اندازه�ی به k اگر ،S۰ بودن متناهͬ دلیل به بنابراین و
تبدیل اجتماع به متقارن تفاضل بالا در لذا و S۰ ∩ f ۲k(S۰) = ∅

مͬ�گردد:

S۲k = S۰ ∪ f ۲k(S۰) = S۰ ∪ {۲k + a|a ∈ S۰}

ثابت را شده خواسته حͺم این بزرگ. کافͬ اندازه�ی به kهای برای
مͬ�کند.

بازگشتͬ رابطه�ای دنبال به که است آن مسأله حل ایده�ی .١۴ پاسخ
ثابت ضرایب با xn+۱ و xn ترکیبخطͬ صورت به را xn+۲ که باشیم
رابطه�ی چنین برای نامزدی ابتدایͬ، چندجمله�ی بررسͬ کند. بیان
صورت به مͬ�توان را x۳ = ۱۳۶ و x۲ = ۲۶ مͬ�دهد: ارائه بازگشتͬ�ای
۶x۲−۴x۱ = ۶×۲۶−۴×۵ و ۶x۱−۴x۰ = ۶×۵−۴× ترتیب۱ به
نظمͬ چنین برقراری احتمال هم x۴ = ۷۱۲ جمله�ی بررسͬ نوشت.
پس .۶x۳ − ۴x۲ = ۶ × ۱۳۶ − ۴ × ۲۶ = ۷۱۲ مͬ�کند: تقویت را
برقرار این اگر .∀n ≥ ۰ : xn+۲ = ۶xn+۱ − ۴xn که مͬ�زنیم حدس
xn = α(۳+

√
۵)n+ با α, β مناسب ضرایب ازای به باید xn باشد،

معادله�ی ریشه�های ۳±
√
۵ که کنید (توجه شود داده β(۳−

√
۵)n

با ،x۱ = ۵ و x۰ = ۱ به توجه با و هستند.) λ۲ − ۶λ + ۴ = ۰

که دید مͬ�توان سادگͬ به مجهول دو و معادله دو دستͽاه ͷی حل
این درباره�ی خود حدس مͬ�توانیم پس .β = ۵−۲

√
۵

۱۰ و α = ۵+۲
√
۵

۱۰

بنویسیم: این�گونه را دنباله

∀n ≥ ۰ : xn =
۵+ ۲

√
۵

۱۰
(۳+

√
۵)n +

۵− ۲
√
۵

۱۰
(۳−

√
۵)n

حل را مسئله این و مͬ�کنیم ثابت n ≥ ۰ بر استقرا با را آن ادامه در که
کرد: خواهد

x۲۰۰۷ =
۵+ ۲

√
۵

۱۰
(۳+

√
۵)۲۰۰۷ +

۵− ۲
√
۵

۱۰
(۳−

√
۵)۲۰۰۷

x۱ و x۰ برای مذکور فرمول بالا، در β و α انتخاب روش به توجه با
داد نشان xn برای آن فرضصحت با است کافͬ تنها و است برقرار
بازگشتͬ رابطه�ی به توجه با مͬ�شود. داده فرمول این با هم xn+۱ که
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داریم: مسأله صورت در شده داده
xn+۱ = ۳xn + ⌊

√
۵xn⌋ = ⌊(۳+

√
۵)xn⌋

= ⌊(۳+
√
۵)
(۵+ ۲

√
۵

۱۰
(۳+

√
۵)n +

۵− ۲
√
۵

۱۰
(۳−

√
۵)n

)
⌋

= ⌊۵+ ۲
√
۵

۱۰
(۳+

√
۵)n+۱ +

۵− ۲
√
۵

۱۰
(۳+

√
۵)(۳−

√
۵)n⌋

= ⌊

∈Z︷ ︸︸ ︷
۵+ ۲

√
۵

۱۰
(۳+

√
۵)n+۱ +

۵− ۲
√
۵

۱۰
(۳−

√
۵)n+۱

+
۵− ۲

√
۵

۱۰
(۲
√
۵)(۳−

√
۵)n⌋

=
۵+ ۲

√
۵

۱۰
(۳+

√
۵)n+۱ +

۵− ۲
√
۵

۱۰
(۳−

√
۵)n+۱

+ ⌊

∈(۰,۱)︷ ︸︸ ︷
(
√
۵− ۲)(۳−

√
۵)n⌋

=
۵+ ۲

√
۵

۱۰
(۳+

√
۵)n+۱ +

۵− ۲
√
۵

۱۰
(۳−

√
۵)n+۱

مͬ�کند. ثابت را استقرا حͺم که

را P(N) دارد. وجود تابعͬ چنین مͬ�دهیم نشان .١۵ پاسخ
مͬ�کنیم: تعریف و مͬ�گیریم N زیرمجموعه�های همه�ی مجموعه�ی
S := {A ∈ P(N)|∀k ∈ N : |A ∩ {۲k − ۱, ۲k}| = ۱}

ϕ(A) = {k ∈ N|۲k− ۱ ∈ A} ضابطه�ی با را ϕ : S → P(N) تابع
مͬ�توان سادگͬ به زیرا پوشاست. و ͷبه�ی�ͷی تابع این بͽیرید. نظر در

که کرد }تحقیق
ϕ′ : P(N)→ S

ϕ′(X) = {۲k − ۱|k ∈ X} ∪ {۲k|k ∈ N−X}

پوشاست، و ͷبه�ی�ͷی ϕ : S → P(N) بنابراین است. آن وارون
اعداد مجموعه�ی لذا و P(N) با S کاردینال مͬ�کند ثابت که امری
تمامͬ مجموعه�ی کاردینال مͬ�دانیم که (چرا است ͬͺی حقیقͬ
و است.) ͬͺی R کاردینال با ،P(N) همان یا N زیرمجموعه�های
برای است. موجود ψ : R→ S پوشای و ͷبه�ی�ͷی تابع ͷی بنابراین
پس مͬ�دهیم. نمایش Ax به را N از ψ(x) زیرمجموعه�ی ،x ∈ R هر
زیرمجموعه�های از خانواده�ای {Ax}x∈R ،ψ ی�ͷبه�یͷبودن به توجه با
هرگاه Ax ̸= Ay علاوه به و Ax ∈ S ،x ∈ R هر برای که است N
.Ax ⊈ Ay باید ،x ̸= y اگر پس باشند. حقیقͬ عدد دو x ̸= y

باید k ∈ N هر برای ،Ax ⊂ Ay اگر صورت این غیر در که چرا
و Ax, Ay ∈ S ولͬ .Ax ∩ {۲k − ۱, ۲k} ⊂ Ay ∩ {۲k − ۱, ۲k}
ͷت شده ظاهر مجموعه�ی دو اخیر شمول در ،S تعریف از بنابراین
آن�گاه ،Ax ⊂ Ay اگر پس باشند. مساوی باید نتیجه در و عضوی�اند
دو لذا و k ∈ N هر برای Ax ∩ {۲k− ۱, ۲k} = Ay ∩ {۲k− ۱, ۲k}
این گفتیم که حالͬ در برابرند طبیعͬ اعداد از Ay و Ax مجموعه�ی

{Ax}x∈R خانواده�ی در پس دهد. رخ نمͬ�تواند x ̸= y به توجه با
نیست دیͽری شامل عضوی هیچ طبیعͬ، اعداد زیرمجموعه�های از
.y و x متمایز حقیقͬ عدد دو هر برای Ax − Ay ̸= ∅ نتیجه در و
g : {(x, y) ∈ R۲|x ̸= y} → N تابع ͷی وجود انتخاب اصل پس
تابع حال .g(x, y) ∈ Ax − Ay که ویژگͬ این با مͬ�دهد، نتیجه را

مͬ�سازیم: این�گونه g ͷکم به را f : R۲ → Nمطلوب
f : R۲ → N

f(x, y) =

{
g(x, y) + ۱ x ̸= y اگر
۱ صورت این غیر در

مͬ�کنیم: تحقیق تابع این برای را موردنظر ویژگͬ برقراری نهایت در
f(x, y) ≥ ۱ بودند، مثبت g مقادیر اینͺه به توجه با و فوق تعریف از

اثبات در پس .x = y که حالتͬ در دقیقا تساوی با
f(x, y) = f(y, z)⇒ x = y = z

حالتͬ، چنین در ولͬ .y ̸= z و x ̸= y که کرد فرض مͬ�توان
نیست. امͺان�پذیر که g(x, y) = g(y, z) یعنͬ f(x, y) = f(y, z)

ترتیب به زیرمجموعه�های به g(y, z) و g(x, y) ،gخواص از که چرا
مجزایند. زیرمجموعه�هایͬ که دارند تعلق N از Ay−Az و Ax−Ay

و x = y که دهد رخ حالتͬ در مͬ�تواند تنها f(x, y) = f(y, z)پس
.y = z

داریم: حال .ω = e
۲πi
۳ دهید قرار .١۶ پاسخ

(ωA+B)(ω۲A+B) =

=AB︷ ︸︸ ︷
=۱︷︸︸︷
ω۳ A۲ +B۲ +ωAB + ω۲BA

=

=−ω۲︷ ︸︸ ︷
(۱+ ω)AB + ω۲BA = ω۲(BA−AB)

(ω۲A+B)(ωA+B) =

=AB︷ ︸︸ ︷
=۱︷︸︸︷
ω۳ A۲ +B۲ +ω۲AB + ωBA

=

=−ω︷ ︸︸ ︷
(۱+ ω۲)AB + ωBA = ω(BA−AB)

که باشد یͺسان تساوی دو این راست سمت دترمینان باید بنابراین
مͬ�دهد: نتیجه

det(ω۲(BA−AB)) = det(ω(BA−AB))

⇒ ω۲n det(BA−AB) = ωn det(BA−AB)

وارون�پذیر AB−BA
−−−−−−−−−−−→ ω۲n = ωn

.۳|n که دهد رخ مͬ�تواند وقتͬ تنها ω = e
۲πi
۳ به توجه با که

بدیهͬ بͽیرید. دلخواه را A ∈ Mn(C) الف) قسمت .١٧ پاسخ
زیرا نمͬ�کند، تغییر C(A) زیرفضای بعد A کردن مزدوج با که است
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کاسته بدون بنابراین و C(PAP−۱) = {PBP−۱|B ∈ C(A)}
است: خود ژردان فرم در A که کرد فرض مͬ�توان کلیت از شدن

A =


J۱ ۰ · · · ۰
۰ J۲ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · Jk


n×n

متناظر mi ×mi ژردان بلوک ͷی Ji ،۱ ≤ i ≤ k هر برای آن در که
است: A از λi ویژه�ی مقدار

Ji =


λi ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۱ λi ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۱ λi · · · ۰ ۰
...

...
... . . . ...

...
۰ ۰ ۰ · · · ۱ λi


mi×mi

هر برای اگر که کنید توجه .m۱ + · · · + mk = n باید طبعا و
ماتریس آن�گاه شود، جابه�جا Ji با Bi ∈Mmi(C) ،۱ ≤ i ≤ k

B۱ ۰ · · · ۰
۰ B۲ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · Bk


n×n

در -که را ⊕k
i=۱C(Ji) مͬ�توان لذا و داشت خواهد تعلق C(A) به

ماتریس�های زیرفضای و شده گرفته نظر در Mmi(C) در C(Ji) آن
زیرفضایͬ عنوان به مͬ�شوند- جابه�جا Ji با که است miای × mi

.dimC C(A) ≥
∑k

i=۱ dimC C(Ji) پس گرفت. نظر در C(A) از
چرا است. mi-بعدی حداقل Mmi(C) از C(Ji) زیرفضای ولͬ
که مͬ�شود جابه�جا Imi , Ji, . . . , (Ji)

mi−۱ ماتریس�های با Ji که
صورت در که چرا هستند. Mmi(C) از خطͬ مستقل عناصری
درجه�ی از ناصفر چندجمله�ای ͷی در Ji باید آن�ها، خطͬ ͬͽوابست
mi × mi ژردان بلوک Ji که حالͬ در کند صدق mi از کمتر
با است برابر آن مینیمال چندجمله�ای لذا و است λi ∈ C متناظر
∀۱ ≤ i ≤ k : dimC C(Ji) ≥ پس .(x − λi)

mi ∈ C[x]

که مͬ�دهد نتیجه شد ذکر بالا در که نامساوی�ای اکنون و mi

ͷی برای که دادیم نشان پس .dimC C(A) ≥
∑k

i=۱mi = n

حل در که مطلبͬ تنها و dimC C(A) ≥ n دلخواه: A ∈ Mn(C)

برای که است Aای ∈ Mn(C) ارائه�ی مͬ�ماند، باقͬ (الف) قسمت
اگر که کنید توجه منظور بدین باشد. n دقیقا C(A) بعد آن

D :=


α۱ ۰ · · · ۰
۰ α۲ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · αk


n×n

آن�گاه باشد، قطر امتداد در متمایز دوبه�دو درایه�های با قطری ماتریسͬ
زیرفضای مͬ�شوند، جابه�جا آن با که Mn(C) از عناصری زیرفضای

n × n ماتریس ͷی برای که چرا بود. خواهد قطری ماتریس�های
که: دید مͬ�توان سادگͬ به ،B = [bij ]۱≤i,j≤n مانند دلخواه

DB −BD =

α۱ · · · ۰
... . . . ...
۰ · · · αn

 [bij ]۱≤i,j≤n

− [bij ]۱≤i,j≤n

α۱ · · · ۰
... . . . ...
۰ · · · αn


= [(αi − αj)bij ]۱≤i,j≤n

،α۱, . . . , αn بودن متمایز دوبه�دو دلیل به لذا و
DB = BD ⇐⇒ [(αi − αj)bij ]۱≤i,j≤n = ۰

باشد. قطری B معادلا یا i ̸= j هرگاه bij = ۰ آن�که به است منوط
لذا Mn(C)و در قطری ماتریس�های از متشͺل زیرفضای C(D)پس

است. بعدی n
مͬ�گیریم: ژردان فرم در Aرا قبل، قسمت مشابه دوباره قسمتب)

A =


J۱ ۰ · · · ۰
۰ J۲ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · Jk


n×n

mi×mi ژردان بلوک Ji مͬ�کنیم: کار قبلͬ نمادگذاری�های همان با و
در .

∑k
i=۱mi = n و است قطر امتداد در A از λi ویژه�ی مقدار با

زیرفضاهای مستقیم جمع مͬ�توان که گفتیم (الف) قسمت حل
۱ ≤ i ≤ k,C(Ji) = {B ∈Mmi(C)|JiB = BJi}

نͽاشت طریق از است- بعدی n فضایͬ دیدیم -که را

⊕k
i=۱C(Ji)→ C(A)

(Bi)۱≤i≤k 7→


B۱ ۰ · · · ۰
۰ B۲ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · Bk


است، n-بعدی ،C(A) که حالت این در بنابراین نشاند. C(A) در
هر مͬ�کند ثابت ویژه به که امری باشد. یͺریختͬ باید نͽاشت این

با که ماتریسͬ

A =


J۱ ۰ · · · ۰
۰ J۲ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · Jk


بلوک�های باشد: قطری بلوکͬ�ای نمایش چنین در باید شود، جابه�جا
درایه�ها سایر و قطر امتداد در mk ×mk و ... و m۱ ×m۱ ترتیب به
عضوی C(A) باشند، مساوی λ۱, . . . , λk از تا دو اگر ولͬ صفر.
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خارج ناصفری درایه�های آن از بلوکͬ�ای نمایش این که داشت خواهد
یعنͬ λ۱ = λ۲ مثلا که کنید فرض دارد: هم قطر امتداد در بلوک�های
و باشند ویژه مقدار ͷی متناظر J۲ و J۱ ژردان مقدماتͬ ماتریس�های
زیرا نمͬ�کاهد کلیت از که m۱(فرضͬ ≤ m۲ یعنͬ باشد، بزرگ�تر J۲
امتداد در را ژردان بلوک�های مͬ�توان لزوم، صورت در کردن مزدوج با

مشابه Mn(C)(که از زیر عنصر آن�گاه داد). جایͽشت قطر

A =


J۱ ۰ · · · ۰
۰ J۲ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · Jk


دارد: تعلق C(A) به شده) بلوک�بندی

X :=


۰ Y · · · ۰
۰ ۰ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · ۰

 آن در که ⇝ Y = [Im۱ |۰]m۱×m۲

است کافͬ تنها مͬ�گردد، جابه�جا A یا X این�که دیدن برای واقع در
چپ و بالا گوشه�ی در واقع (m۱ +m۲)× (m۱+m۲)زیرماتریس به

داریم: آن�جا در که کرد ]توجه
J۱ ۰
۰ J۲

] [
۰ Y
۰ ۰

]
=

[
۰ J۱Y
۰ ۰

] [
۰ Y
۰ ۰

] [
J۱ ۰
۰ J۲

]
=

[
۰ Y J۲
۰ ۰

]
را J اگر اکنون و بود λ۱ = λ۲ زیرا برابرند، حاصل�ضرب دو این و

ژردان مقدماتͬ ماتریس
۰ ۰ · · · ۰ ۰
۱ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۱ · · · ۰ ۰
...

... . . . ...
...

۰ ۰ · · · ۱ ۰


m۱×m۱

تحقیق مͬ�توان سادگͬ به است، صفر ویژه�ی مقدار متناظر که بͽیریم
کرد:

J۱Y =



λ۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۱ λ۱ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۱ λ۱ · · · ۰ ۰
...

...
... . . . ...

...
۰ ۰ ۰ · · · ۱ λ۱


m۱×m۱

[Im۱ |۰]m۱×m۲

= λ۱Y + [J |۰]m۱×m۲

Y J۲ =[Im۱ |۰]m۱×m۲



λ۲ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۰ λ۲ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۰ λ۲ · · · ۰ ۰
...

...
... . . . ...

...
۰ ۰ ۰ · · · ۱ λ۲


m۲×m۲

= λ۲Y + [J |۰]m۱×m۲

ماتریس برای اگر که دادیم نشان پس

A =

J۱ · · · ۰
... . . . ...
۰ · · · Jk


ظاهر ژردان بلوک�های شده- گرفته نظر در خود ژردان فرم در -که
نباشند، متمایز دوبه�دو ویژه�های مقدار متناظر قطر امتداد در شده
از ⊕k

i=۱C(Ji) n-بعدی زیرفضای از خارج عضوی C(A) آن�گاه
A انتخاب روش با که دارد n از بیشتر بعدی لذا و دربردارد خود
کنید توجه حال متمایزند. دوبه�دو λ۱, . . . , λk پس است. تناقض در
ژردان بلوک -که Ji هر مینیمال هم�چنین و ویژه چندجمله�ای که
است. (x − λi)

mi برابر بود- λi ویژه�ی مقدار متناظر mi × mi

مینیمال و ویژه چندجمله�ای�های فوق، بلوکͬ نمایش به توجه با حال
و J۱, . . . Jk ماتریس�های ویژه�ی چندجمله�ای�های ضرب ترتیب به A
ولͬ هستند. J۱, . . . Jk ماتریس�های مینیمال چندجمله�ای�های ک.م.م
دلیل به ۱ ≤ i ≤ k ،(x − λi)mi چندجمله�ای�های ک.م.م این�جا در
است منطبق

∏k
i=۱(x − λi)mi بر λ۱, . . . , λk بودن متمایز دوبه�دو

به را A مینیمال و ویژه چندجمله�ای�های بودن یͺسان بالا بنابر این و
مͬ�دهد. دست

اگر که کنید توجه ابتدا است. ۲k پاسخ که مͬ�دهیم نشان .١٨ پاسخ
در xi = ۰ ابرصفحه�های اشتراک برابر Rn از V k-بعدی زیرفضای

آن�گاه شود، گرفته نظر در k < i ≤ n برای Rn

V ∩ Z =

{(x۱, . . . , xn)|∀۱ ≤ i ≤ k : xi ∈ {۰, ۱}, ∀k < i ≤ n : xi = ۰}

نشان است کافͬ تنها خود ادعای اثبات برای پس دارد. عضو ۲k که
جمع با .Rn از k-بعدی زیرفضای ͷی برای |V ∩Z| ≤ ۲k که دهیم
n-بعدی برداری فضای ͷی Z دو، پیمانه�ی به n-تایͬ بردارهای زدن
زیرفضایͬ آن�گاه ،|V ∩Z| > ۲k اگر مͬ�شود. Z۲ عضوی دو میدان بر
از V ∩Z زیرمجموعه�ی که Z۲ میدان بر Z n-بعدی برداری فضای از
آن بعد باید بنابراین و داشت خواهد عضو ۲k از بیش مͬ�کند، تولید Z
میدان بر k-بعدی برداری فضای ͷی که چرا باشد، k از بیش Z۲ بر
نشود، برقرار |V ∩ Z| ≤ ۲k اگر بنابراین دارد. عضو ۲k دقیقا Z۲

مستقل عنصر k + ۱ باید Z برداری فضای از V ∩ Z زیرمجموعه�ی
نمایش v۱, . . . , vk+۱ به را آن�ها که باشد دربرداشته را Z۲ بر خطͬ
به متعلق مولفه�های با Rn از V زیرفضای از بردارهایͬ که مͬ�دهیم
مستقل هم R بر V از عناصر این که داد خواهیم نشان حال ,۰}اند. ۱}
:Rn در که باشند چنان a۱, . . . , ak+۱ حقیقͬ اعداد اگر خطͬ�اند:

a۱v۱ + · · ·+ ak+۱vk+۱ = ۰
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بردارهای درایه�های چون آن�گاه باشد، غیرصفر aiها از ͬͺی حداقل و
(که را a۱, . . . , ak+۱ مͬ�توان هستند، گویا v۱, . . . , vk+۱ ∈ Rn

(در کرد انتخاب گویا اعداد میان از بود) ناصفر آن�ها از ͬͺی حداقل
توسیع ͷی E/F اگر که مͬ�کنیم استفاده ساده نͺته�ی این از واقع
مولفه�های Enبا برداری فضای عناصر از زیرمجموعه�ای باشد، میدانͬ
وابسته�ی هم F میدان بر باشند، خطͬ Eوابسته�ی میدان بر اگر ،F در
Rn در a۱v۱ + · · · + ak+۱vk+۱ = ۰ تساوی به لذا و خطͬ�اند.)
پس است. ناصفر آن�ها از ͬͺی حداقل و گویا aiها آن در که مͬ�رسیم
شدن کاسته بدون مناسبͬ، صحیح عدد در تساوی طرفین ضرب با
اعداد همه�ی چون گرفت. صحیح بالا در را aiها مͬ�توان کلیت از
از مناسبͬ توان بر آن�ها تقسیم با نیستند، صفر a۱, . . . , ak+۱ صحیح
در حال است. فرد آن�ها از ͬͺی حداقل که کرد فرض مͬ�توان ،٢
دو، پیمانه�ی به ضرایب گرفتن نظر در با a۱v۱ + · · ·+ ak+۱vk+۱ = ۰

تساوی به
(a۱ mod ۲)v۱ + · · ·+ (ak+۱ mod ۲)vk+۱ = ۰

مͬ�رسیم Z = {(x۱, . . . , xn) ∈ Rn|xi ∈ {۰, ۱}} برداری فضای در
،Z۲ میدان در واقع ai mod ۲ ضرایب از ͬͺی حداقل آن�ها در که
فرد a۱, . . . , ak+۱ صحیح اعداد از ͬͺی حداقل که چرا است، ناصفر
،Z۲ میدان بر Z برداری فضای از v۱, . . . , vk+۱ عناصر پس بود.
استقلال این و منافاتدارد روشانتخابآن�ها با که وابسته�یخطͬ�اند
مͬ�دهد. نتیجه را Rn برداری فضای در v۱, . . . , vk+۱ بردارهای خطͬ
و بودند واقع Rn از V k-بعدی زیرفضای در ͬͽهم بردارها این ولͬ

مͬ�رسد. تناقض به |V ∩ Z| > ۲k فرض بنابراین

تعریف: بنابر الف) قسمت .١٩ پاسخ

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
j=۱

aσ(j)j

نمایانͽر sgn و {۱, . . . , n}مجموعه�ی جایͽشت�ها Snگروه آن در که
aσ(j)jها تمامͬ فوق مجموع در چون است. جایͽشت ͷی علامت

:sgn(σ) ∈ {۰, ۱} و نامنفͬ�اند

| detA| = |
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
j=۱

aσ(j)j | ≤
∑
σ∈Sn

n∏
j=۱

aσ(j)j

نامنفͬ�اند. aij ︷︸︸︷زیرا
≤

∑
f :{۱,...,n}→{۱,...,n}

n∏
j=۱

af(j)j =
n∏
j=۱

(
n∑
i=۱

aij)

jام ستون درایه�های جمع را cj :=
∑n

i=۱ aij ،۱ ≤ j ≤ n هر برای
،A درایه�های تمامͬ مجموع درباره�ی را مسأله فرض پس مͬ�گیریم.
دلیل به که کنید توجه البته و نوشت

∑n
j=۱ cj = nصورت به مͬ�توان

تعریف روش بنابر نامنفͬ�اند. ͬͽهم cjها ،A درایه�های بودن نامنفͬ

و |detA| ≤
∏n

j=۱ cj مͬ�دهد نشان بالا در حاصل نامساوی cjها،
حسابͬ-هندسͬ: میانͽین نامساوی از حال

|detA| ≤
n∏
j=۱

cj ≤
( ۱
n

n∑
j=۱

cj
)n

= ۱

حسابͬ- میانͽین نامساوی در باید ،| detA| = ۱ اگر ب) n∏قسمت
j=۱ cj = شود: برقرار تساوی رفت کار به بالا در که هندسͬ�ای

باشند. برابر cjها که مͬ�دهد رخ وقتͬ تنها مͬ�دانیم که
( ۱
n

∑n
j=۱ cj

)n
جمع یعنͬ ،c۱ = · · · = cn = ۱ لذا و بود n برابر

∑n
j=۱ cj ولͬ

ویژه�ی مقدار ͷی را λ ∈ C حال است. ͷی A از ستون هر درایه�های
X = (x۱, . . . , xn) ∈ Cn − {۰} بردار پس بͽیرید. A از دلخواه
طرفین، درایه�یiام گرفتن نظر در با این .AX = λX استکه موجود
و مثلث نامساوی اعمال با .

∑n
j=۱ aijxj = λxi که مͬ�دهد نشان

aijها: بودن نامنفͬ از استفاده

|λ||xi| = |
n∑
j=۱

aijxj | ≤
n∑
j=۱

aij |xj |

که: دادیم نشان پس

∀۱ ≤ i ≤ n : |λ||xi| ≤
n∑
j=۱

aij |xj |

نامساوی�ها: این تمامͬ زدن جمع با

|λ|(
n∑
i=۱

|xi|) =
n∑
i=۱

|λ||xi| ≤
n∑
i=۱

(

n∑
j=۱

aij |xj |)

=
n∑
j=۱

(

jام ستون درایه�های ︷۱=جمع ︸︸ ︷
n∑
i=۱

aij )|xj | =
n∑
j=۱

|xj |

چرا کرد. حذف نامساوی طرفین از را
∑n

i=۱ |xi| > ۰ مͬ�توان بالا در
آن، حذف با و بود Cn از ناصفر عضوی X = (x۱, . . . , xn) که
ویژه�ی مقادیر تمامͬ را λ۱, . . . , λn اگر پس مͬ�رسیم. |λ| ≤ ۱ به
تعداد به ویژه مقدار هر آن در که بͽیریم بود) n× n (که Aماتریس
ͷهیچ�ی نرم گردید، ثابت بالا در آن�چه از آن�گاه شده، نوشته تͺررش
detA = دیͽر، طرف از نمͬ�کند. تجاوز ͷی از ،λ۱, . . . , λn از
∀۱ نامساوی�های≥ همه�ی در باید لذا و دارد ͷی برابر نرمͬ λ۱ . . . λn

مقدار هر نرم مͬ�دهد نشان که گردد برقرار تساوی i ≤ n : |λi| ≤ ۱

است. ͷی برابر A از ویژه

و f(In) = ۱ که کنید توجه ابتدا الف) قسمت .٢٠ پاسخ
n × n همانͬ ماتریس In از منظور راه�حل، این (در f(On×n) = ۰

با که چرا است). صفر درایه�های با k × lماتریس Ok×l از منظور و
:f برای مفروض ویژگͬ بردن کار به

f(In) = f(InIn) = (f(In))
۲ ⇒ f(In) ∈ {۰, ۱}
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f(On×n) = f(On×nOn×n) = (f(On×n))
۲

⇒ f(On×n) ∈ {۰, ۱}

:A ∈Mn(R) هر برای آن�گاه ،f(In) = ۰ اگر

f(A) = f(AIn) = f(A)f(In) = ۰

:A ∈Mn(R) هر برای آن�گاه ،f(On×n) = ۱ هم اگر و f ≡ ۰ لذا و

۱ = f(On×n) = f(AOn×n) = f(A)f(On×n) = f(A)

نمͬ�دهد رخ فرضمسأله بنابر حالت دو این از ͷهیچ�ی که f ≡ ۱ لذا و
این، ͷکم به مͬ�شوند. نتیجه f(On×n) = ۰ و f(In) = ۱ بنابراین و
متعلق A ماتریس اگر مͬ�گردد: حاصل سادگͬ به حͺم سمت ͷی
۱ = f(In) = f(AA−۱) = آن�گاه باشد، وارون�پذیر Mn(R) به
برای حال باشد. صفر نمͬ�تواند f(A) بنابراین و f(A)f(A−۱)

A آن�گاه f(A) ̸= ۰ اگر کنیم: ثابت هم را این عͺس باید کار، تͺمیل
فرض مͬ�کنیم: استفاده خلف برهان از منظور بدین است. وارون�پذیر
مͬ�توان .f(A) ̸= ۰ که باشد چنان detA = ۰ با A ∈Mn(R) کنید
مقدار حداقل k := rank(A) < n که برگزید قسمͬ به را Aای چنین
ماتریس A ،f(On×n) = ۰ کردیم ثابت آن�که دلیل به باشد. ممͺن
در استاندارد قضیه�ای است. طبیعͬ عدد ͷی k لذا و نیست صفر
P,Q ∈ GLn(R) وارون�پذیر ماتریس�های که مͬ�کند حͺم جبرخطͬ

که موجودند

PAQ =

[
Ik Ok×(n−k)

O(n−k)×k O(n−k)×(n−k)

]
:f بودن ضربͬ از استفاده و طرفین از گرفتن f با

f(P )f(A)f(Q) = f
( [ Ik Ok×(n−k)

O(n−k)×k O(n−k)×(n−k)

] )
P بودن وارون�پذیر دلیل به f(Q) و f(P ) اعداد تساوی، این در که

پس ناصفرند. شد، ثابت که حͺم دیͽر طرف بنابر ،Q و

f
( [ Ik Ok×(n−k)

O(n−k)×k O(n−k)×(n−k)

] )
̸= ۰

است. ناصفر k رتبه�ی ماتریس هر بر f مقدار که مͬ�دهد نشان این
با عنصر هر که مͬ�کند ثابت قضیه همان مجدد بردن کار به که چرا
P ′, Q′ ∈ GLn(R) ازای به مͬ�توان را B Mn(R)مانند از k رتبه�ی

صورت به مناسبͬ

P ′
[

Ik Ok×(n−k)

O(n−k)×k O(n−k)×(n−k)

]
Q′

ضرب برابر f(B) فوق، استدلال همان تͺرار با حال و نوشت

f
( [ Ik Ok×(n−k)

O(n−k)×k O(n−k)×(n−k)

] )
̸= ۰

Q′ و P ′ بودن وارون�پذیر دلیل به که f(P ′), f(Q′) در بود خواهد
که مͬ�دهد نتیجه علͬ�الخصوص این ناصفرند.

f
( [O(n−k)×(n−k) Ok×(n−k)

Ok×(n−k) Ik

] )
̸= ۰

ماتریس دو ضرب که کنید توجه ]ولͬ
Ik Ok×(n−k)

O(n−k)×k O(n−k)×(n−k)

]
]و

O(n−k)×(n−k) Ok×(n−k)

Ok×(n−k) Ik

]
زیرا داشت. خواهد k از کمتر رتبه�ای kاند)، رتبه�ی از و n × n (که

:k > n
۲ ]اگر

Ik Ok×(n−k)

O(n−k)×k O(n−k)×(n−k)

] [
O(n−k)×(n−k) O(n−k)×k

Ok×(n−k) Ik

]

=

On×(n−k)

O(n−k)×(۲k−n)

I۲k−n

O(n−k)×(۲k−n)

On×(n−k)


رتبه�ی پس بود. خواهد حاصل�ضربصفر این k ≤ n

۲ حالت در و
]حاصل�ضرب

Ik Ok×(n−k)

O(n−k)×k O(n−k)×(n−k)

] [
O(n−k)×(n−k) O(n−k)×k

Ok×(n−k) Ik

]
کمتر k از ۰ < k < n به توجه با لذا و ،۲k − n یا است صفر یا
فوق حاصل�ضرب بر f مقدار باید ،k انتخاب روش از پس است.

چون که باشد صفر

f
( [ Ik Ok×(n−k)

O(n−k)×k O(n−k)×(n−k)

] )
̸= ۰

و

f
( [O(n−k)×(n−k) O(n−k)×k

Ok×(n−k) Ik

] )
̸= ۰

مͬ�دهد نشان حاصله تناقض داد. نخواهد رخ f بودن ضربͬ دلیل به
است. وارون�پذیر A آن�گاه ،f(A) ̸= ۰ اگر که

(الف) قسمت خواص با را f : Mn(R) → R ب) قسمت
دو هر بͽیرید. In ∈ Mn(R) نقطه�ی در مشتق�پذیر هم�چنین و
باز بر شده�اند، بیان مساله صورت در که f برای که ضابطه�ای
ماتریس�های از متشͺل Mn(R) از GL+

n (R) = {A | detA > ۰}
داده λ ̸= ۰ͷی ازای به A 7→ | detA|λ صورت به مثبت، دترمینان با
GL+

n (R) باز به f تحدید اگر که مͬ�دهیم نشان ابتدا پس مͬ�شوند.
به است.) In حول GLn(R) همبندی مولفه�ی (که Mn(R) از
از ͬͺی f : Mn(R) → R آن�گاه باشد، A 7→ | detA|λ صورت
(الف)، قسمت از بود. خواهد (ب) قسمت در شده بیان مورد دو
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بر را آن مقدار بنابراین و است صفر وارون�ناپذیر ماتریس�های بر f
قطری ماتریس مͬ�کنیم. بررسͬ منفͬ دترمینان با ماتریس�های

R :=


−۱ ۰ · · · ۰
۰ ۱ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · ۱


n×n

n×n Aماتریسͬ فرضکنید بͽیرید. نظر در را ͷی منفͬ دترمینان با
که این به توجه با و RA ∈ GL+

n (R) پس باشد. detA < ۰ با
مͬ�دانیم: را GL+

n (R) بر f ضابطه�ی
f(R)f(A) = f(RA) = | det(RA)|λ = |detA|λ

⇒ f(A) =
| det(A)|λ

f(R)

که دادیم نشان (الف) قسمت در چون بنابراین و R۲ = In ولͬ
:f(In) = ۱

(f(R))۲ = f(R۲) = f(In) = ۱⇒ f(R) ∈ {±۱}

هر برای f(A) = −|det(A)|λ یا f(A) = | det(A)|λ بالا، از پس
f(R) = ۱ ترتیب به که این به بسته منفͬ، دترمینان با A ماتریس
بر (که را f : Mn(R) → R ضابطه�ی که f(R) = −۱ یا
ترتیب به صورت به مͬ�شد.) صفر صفر، دترمینان با ماتریس�های

یا f(A) = | detA|λ

f(A) =


| detA|λ detA > ۰
۰ detA = ۰
−| detA|λ detA < ۰

= sgn(detA).|detA|λ

+GLاز
n (R) باز به f تحدید به را خود توجه پس مͬ�دهد. دست به

مقادیر با (الف) بنابر که مͬ�کنیم معطوف Mn(R) برداری فضای
امر این اثبات به مͬ�یابد تقلیل مساله و بود خواهد R − {۰} در
که f : GL+

n (R) → (R − {۰},×) گروهͬ همریختͬ هر که
ضابطه�ی با ،λ حقیقͬ عدد ͷی ازای به باشد، مشتق�پذیر In در
حالت در البته که مͬ�شود داده A 7→ | detA|λ = (detA)λ

پس بود. خواهد ناصفر λ ،f ̸≡ ۱ فرض بنابر چون ما، موردنظر
نظر در بالا مشابه را f : GL+

n (R)→ (R− {۰},×) همریختͬ ͷی
Df(In) :Mn(R)→ R نͽاشتخطͬ ͷی In در آن مشتق بͽیرید.
هر برای Df(In)(AB) = Df(In)(BA) که مͬ�کنیم ادعا است.
بودن وارون�پذیر فرض با را این است کافͬ .A,B ∈ Mn(R)

وارون�پذیر B − µIn µای ∈ R ازای به که چرا کنیم. ثابت B
Df(In)(A(B − µIn)) = ،Df(In) بودن، خطͬ دلیل به و است
Df(In)(AB) = Df(In)(BA) تساوی Df(In)((B − µIn)A)
باز در همواری خم�های t 7→ etBA و t 7→ etAB مͬ�دهد. نتیجه را

In نقطه�ی از t = ۰ در که برداریMn(R)هستند فضای +GLاز
n (R)

قاعده�ی از لذا و مͬ�گذرند BA و AB ترتیب به مماس بردارهای با
زنجیره�ای:

d

dt
(t 7→ f(etAB))|t=۰ = Df(In)(AB)

d

dt
(t 7→ f(etBA))|t=۰ = Df(In)(BA)

به توجه با این
f(etAB) = f(eB

−۱(tBA)B)

= f(B−۱(etBA)B)

= f(B−۱)f(etBA)f(B)

= f(etBA)

=f(In)=۱︷ ︸︸ ︷
f(B−۱B)

A,B ∈Mn(R) هر برای Df(In)(AB) = Df(In)(BA) تساوی
بر ͬͺتابع چنین جبرخطͬ، از ساده�ای حͺم بنابر مͬ�دهد. نتیجه را
به است موجود λ حقیقͬ عدد باشد: تریس از مضربͬ Mn(R)باید

که قسمͬ
(∗)∀A ∈Mn(R) : Df(In)(A) = λtr(A)

دیͽر همریختͬ ͷی ،f : GL+
n (R) → (R − {۰},×) جز به ولͬ

و باشد مشتق�پذیر همانͬ در که هم GL+
n (R) → (R − {۰},×)

داده A 7→ λtr(A) با همانͬ در آن مشتق از حاصل خطͬ ͷتابع
مͬ�دانیم که چرا است. A 7→ (detA)λ آن و است موجود شود
ͷتابع با است برابر In در det : Mn(R) → R هموار تابع مشتق
ͷی ،A 7→ f(A)

(detA)λ
یعنͬ دو این نسبت پس .tr : Mn(R) → R

در که بود خواهد g : GL+
n (R) → (R − {۰},×) دیͽر همریختͬ

مشتق�گیری با زیرا است. صفر نقطه این در آن مشتق و مشتق�پذیر In
}از

g : GL+
n (R)→ R

A 7→ f(A)(detA)−λ

:In در

Dg(In)(A) =

=λtr(A) (∗) ︷از ︸︸ ︷
Df(In)(A) (det In)

−λ

− λ

=۱ (الف) قسمت حل ︷از ︸︸ ︷
f(In) (det In)

−λ−۱

=tr:Mn(R)→R︷ ︸︸ ︷
D(det)(In) (A)

= ۰

∀A ∈ GL+
n (R) : f(A) = (detA)λ اثبات منظور به پس

همریختͬ هر دهیم نشان است کافͬ کرد، خواهد تͺمیل را حل که
متناظر نقطه�ی در که g : GL+

n (R) → (R − {۰},×) گروهͬ
با ثابت نͽاشت باشد، صفر مشتق با و مشتق�پذیر همانͬ ماتریس
در g مشتق�پذیری که کنید توجه منظور بدین بود. خواهد ͷی مقدار
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g : GL+
n (R)→ (R−{۰},×) که مͬ�دهد نشان ،Dg(In) = ۰ و In

برای که چرا است، صفر مشتق با مشتق�پذیر هم نقاط سایر در
به مͬ�توان بودن همریختͬ دلیل به را g دلخواه، A ∈ GL+

n (R)

In در g مشتق�پذیری آن�گاه و نوشت X 7→ g(A)g(A−۱X) شͺل
g لذا و مͬ�دهد نتیجه را X = A در X 7→ g(A−۱X) مشتق�پذیری
A در آن مشتق و مشتق�پذیر A Xدر 7→ g(A)g(A−۱X) ضابطه�ی با

با است برابر زنجیره�ای قاعده�ی ͷکم }به
Mn(R)→ R
X 7→ g(A)Dg(In)(A

−۱X)

باز بر مقدار حقیقͬ تابعͬ gپس است. Dg(In)صفر ≡ ۰ دلیل به که
هر در آن مشتق که Mn(R)است برداری فضای از GL+

n (R) همبند
g : GL+

n (R)→ ) g(In) = ۱ با است متحد لذا و است صفر نقطه
مͬ�برد.) ͷی به را ماتریسهمانͬ لذا و است همریختͬ (R−{۰},×)

بودیم.٢ آن اثبات پͬ در که است چیزی همان که

راه��حل مͬ�توان ،SLn(R) است برابر GLn(R) مشتق زیرگروه که بپذیریم ٢اگر

کرد. ارائه مسأله این برای کوتاه�تری
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