






پیشͽفتار

ابتدای در خواستم شد. منتشر هم شریف” ریاضͬ ”مجله سوم شماره بالاخره
بͽویم، سخن شماره�یسوم انتشار در آمده وجود به تاخیر درباره�ی شماره این
دانشͽاه ریاضͬ، علوم دانشͺده�ی نشریه�ی دورتر١ سال�های به نͽاهͬ با اما
چندان حاصل، تاخیر برای دلایلم که رسیدم نتیجه این به شریف، صنعتͬ
نشریاتͬ این�چنین راه سر بر مشͺلاتهمواره این گویا نیستو موجهͬ دلایل
که ماست وظیفه�ی که است این من احساس شرایطͬ چنین در وجود�دارد.
وجود به تاخیر بنابراین نشویم. آن�ها تسلیم و کنیم مقابله مشͺلاتͬ چنین با
خوانندگان تمامͬ از بابت این از و مͬ�دانم خود کوتاهͬ دلیل به تنها را آمده

بپذیرند. را آن امیدوارم و کرده عذرخواهͬ مͬ�کنند دنبال را نشریه که
چه با شریف”، ریاضͬ ”مجله که بود باب این در دیͽرم سخن اما و
ارجاع گذشته� به را شما دوباره سوال این به پاسخ در شد؟ احیا دوباره هدفͬ
در که است ریاضͬ” ”مجله�ی اول شماره به مربوط زیر نوشته�ی مͬ�دهم.

شد: منتشر ١٣۶٨ سال پاییز
چیزی ریاضیات عالم، سراسر در ریاضͬ دانشجویان از بسیاری برای ”
و ساخت بدش و خوب با چندسالͬ باید که است رسمͬ درس چند از بیش
دارد دائمͬ جاذبه�ای عده این برای ریاضیات گذشت. آن از و سرآورد به را آن
در آنان دائمͬ اشتغال صورت به و مͬ�کند دنبال جا همه در همواره را آنان و
است ترتیب بدین ویژه. اسرار و رازها با و جذابیت از پس اشتغالͬ مͬ�آید،
استعدادهای جاذب همیشه، فرازها و نشیب علیرغم ”ریاضیات” حرفه�ی که
مͬ�نهند. گام صعب�العبور اما زیبا گذرگاه این به که است پرشوری و خوب
جلوه�ای است، دانشͺده دانشجویان علایق از نمودی که ریاضͬ مجله�ی
”توصیف” حد از را پا که است آن بنابر ”مجله” این در است. ”جاذبه” این از
زبانͬ هرچند جوئیم بیشتری ͬͺنزدی ریاضیات متن به و گذاریم فراتر کمͬ

شده�است.” حفظ توصیفͬ نیمه فنͬ، نیمه
شده�است، مطرح ریاضͬ مجله اول سری اول، شماره در که فوق، هدف
به نیاز و است دشوار بسیار هدفͬ چنین به رسیدن مسلما والاست. هدفͬ
نیست کاری دارد. ریاضͬ علوم دانشͺده اعضای تمامͬ تلاشفراوان، و کار

مͬ�خوانیم: تابش، دکتر از ،١٣٧۶ پاییز ریاضͬ”، ”مجله ششم شماره یادداشت ١در
پاییز از چندساله وقفه�ای با مͬ�شود، منتشر که است ریاضͬ مجله شماره�ی ششمین ”این
ایجاد دانشجویͬ نشریات این انتشار را در که بود مانع�هایͬ ͬͺی آن علت و تاکنون ١٣٧٣
نوید�بخش سرانجامͬ به دومͬ این که دانشجویان، بین بͬ�رغبتͬ نوعͬ دیͽری و شده�بود

انجامیده�است.”
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تمامͬ از بنابراین شود. حاصل یͷشب در و برآید یͷشخص عهده از که
این که امیدوارم و دهید یاری راه این در را ما که دارم تقاضا عزیزان شما
چرا شود، دانشجویان و دانشͺده شدن پویاتر چه هر باعث متقابل همͺاری

مͬ�خورد. چشم به کمتر پویایͬ این که است صباحͬ چند که
دریغ ما از را ͬͺکم هیچ�گونه تاکنون که دوستانͬ از دارد جا این�جا، در
به را نشریه مسئولیت که جعفری دکتر از ابتدا در نمایم. تشͺر نͺرده�اند
شدند. ریاضͬ مجله دوباره�ی احیای باعث که سپاس�گزارم گرفته�اند، عهده
فوق و علمͬ کارهای در همواره که دانشͺده برنامه فوق و علمͬ انجمن از
را باری مسیر تمامͬ در نیز بار این و بوده�است قدم پیش دانشͺده برنامه
خود مقالات با کنون تا که فیلُم، خشایار آقای از برداشته�است. ما دوش از
مسئولیت نشریه، سردبیری قبول با اکنون و کرده�است نشریه به کمͷشایانͬ
بر علاوه که خوب، غنͬ�زاده اوژن آقای از گرفته�است. عهده بر را خطیری
است. ریاضͬ مجله�ی بخش زینت همواره زیبایش طرح�های مقاله�های�اش،
تمامͬ از و نمودند. راه�اندازی را مجله وبͽاه که منصوریار محسن آقای از
این در نامشان آوردن جا به که ریاضͬ علوم دانشͺده دانشجویان و اساتید

دارم. فراوان سپاس نمͬ�گنجد، برگ�ها
ابوعبدالʓه مقابله�ی و جبر کتاب مقدمه�ی ترجمه�ی از بخشͬ پایان در و
با که مͬ�بینیم را خدیوجم حسین زنده�یاد توسط خوارزمͬ، موسͬ بن محمد

مͬ�کند: بیان را شریف” ریاضͬ ”مجله با همͺاری نحوه�ی ، تمام زیبایͬ
است: گونه سه ”دانشور

مͬ�کند، کشف یا ابداع را دانشͬ بار اولین برای که است دانش�مردی یا •
مͬ�گذارد. یادگار به آیندگان برای و

مطالب و مͬ�کند تفسیر و شرح را پیشینیان آثار که است اندیشمندی یا •
ساده�تری مطلبراه بیان برای مͬ�سازد، روشن را پیچیده�یکتابͬ و مبهم

مͬ�کند. آسان را نتیجه�گیری و مͬ�دهد نشان

ͬͽآشفت و نادرستͬ به کتاب�ها از برخͬ در که است خردمندی یا •
سامان را آشفتͽͬ�ها و مͬ�کند، اصلاح را نادرستͬ�ها پس برمͬ�خورد،
و نمͬ�گیرد، خرده او بر مͬ�نͽرد، مولف کار به خوشبینͬ با مͬ�بخشد،

نمͬ�بالد.” خویشتن به شده دیͽران اشتباه و خطا متوجه اینͺه از

ابوالفضلطاهری
هیئتتحریریه عضو
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گاوس جبری اثبات و جبر اساسͬ قضیه�ی
جعفری امیر دکتر

شͺل به جبری معادلات حل
a۰x

n + a۱x
n−۱ + · · ·+ an = ۰ (١)

برای معادلات این حل روش است. کرده مشغول خود به را بشر ذهن دیرباز از هستند، مشخص عددی ضرایب a۰, . . . , an که
ارائه مقابله و جبر کتاب در خوارزمͬ ایرانͬ، ریاضͬ�دان توسط حل کلͬ روش مͬ�گردد. باز باستان زمان�های به ٢ درجه معادلات
است تعمیم قابل نیز ۴ درجه معادلات برای حتͬ او روش شد. بررسͬ خیام توسط هندسͬ روش�های با ٣ درجه معادلات حل شد.
درجه معادلات کلͬ حل به موفق ایتالیایͬ ریاضیدانان میلادی، شانزده و پانزده قرن در نیست. معادلات این کلͬ حل به قادر ولͬ

مختلط: اعداد همان یعنͬ اعداد از بزرگتری مجموعه�ی تعریف به مجبور منظور این برای آن�ها شدند. نیز ۴ و ٣
C = {a+ ib | a, b ∈ R} (٢)

این در (١) شͺل به جبری معادله�ی هر آیا که این بود. x۲ = −۱ معادله برای آن�ها ابداعͬ ریشه�ی i =
√
−۱ موهومͬ عدد و شدند

حل�ناپذیری مͬ�پردازیم. آن به نوشته این در که است جبر اساسͬ قضیه�ی موضوع خیر، یا دارد جواب اعداد از بزرگتر مجموعه�ی
گالوا و آبل رافینͬ، چون ریاضیدانانͬ تلاش�های با نهایت در که است جذاب بسیار موضوعͬ نیز ۴ از بزرگتر درجه معادلات کلͬ

است. خارج کوتاه نوشته این مجال از که شود ارائه حل�ناپذیری از دقیق تعریفͬ باید البته شد. اثبات
بود معلوم ریاضیدانان برای شانزدهم قرن از ولͬ آید بدست که کشید طول سال�ها آن، خواص و ͬͽپیوست دقیق تعریف اینͺه با

فرد: درجه از جبری معادلات که
x۲n+۱ + a۱x

۲n + a۲x
۲n−۱ + · · ·+ a۲n+۱ = ۰ (٣)

بزرگ بسیار xهای برای است x۲n+۱ فوق معادله غالب جمله چون که است آن امر این ساده دلیل دارند. جواب حقیقͬ اعداد در
باید پیوسته توابع میانͬ مقدار خاصیت به توجه با و بود خواهد منفͬ عددی منفͬ، بزرگ بسیار xهای برای و مثبت عددی مثبت،

باشد. داشته صفر ͷی حداقل
ax۲+bx+c = معادله�ی۰ ریشه�های برای x = −b±

√
b۲−۴ac

۲a صریح فرمول که است آن مختلط اعداد درباره�ی دیͽر نͺته�ی
دارد. جواب مختلط اعداد در ٢ درجه معادله هر که مͬ�دهد نشان

دهیم: نشان که هستند کافͬ تنهایͬ به ساده حقیقت دو همین داد نشان هوشمندانه استقرایͬ اثبات ͷی با گاوس
دارد. جواب مختلط اعداد در حقیقͬ ضرایب و (١) شͺل به معادله هر جبر: اساسͬ قضیه

مͬ�رسیم حقیقͬ ضرایب با معادله�ای به آن مزدوج در ضرب صورت در باشد داشته مختلط ضرایب (١) معادله اگر تذکر:
معادله که کرد ثابت مͬ�توان فوق قضیه�ی از استفاده ادامه با کرد. حذف را ضرایب بودن حقیقͬ شرط مͬ�توان فوق قضیه در بنابراین

صورت به تجزیه قابل (١)
a۰(x− α۱)(x− α۲) · · · (x− αn)

بود. خواهند (١) معادله ریشه�های مختلط اعدادی α۱, . . . , αn که است
که بود قضیه همین نیز او دکتری رساله موضوع واقع در داد. ارائه قضیه این برای مختلف اثبات ۵ خود، عمر طول در گاوس

شد. رفع ͬͺاستروفس توسط بعد�ها که است فرجͬ و خلل دارای او اولیه اثبات البته رسید. چاپ به ١٧٩٩ سال در
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گاوس جبری اثبات
k توان روی گاوس استقراء نوشت. است، فرد عددی m و k ≥ ۰ که ۲km صورت به یͺتا به�طور مͬ�توان را n طبیعͬ عدد هر

دارد. ریشه حقیقͬ اعداد در فرد درجه معادله هر مͬ�دانیم k = ۰ برای است.
را
(۲km

۲

)
= ۲km(۲km−۱)

۲ = ۲k−۱m(۲km − ۱) درجه از F (x) معادله�ی گاوس باشد ۲km درجه معادله ͷی f(x) اگر
کار و دارد ریشه F (x) استقرا بنابرفرض اما دهد. نتیجه را f(x) برای ریشه�ای وجود آن، برای ریشه وجود که مͬ�سازد طوری
x۱, . . . , xn ،f(x) معادله�ی ریشه�های بزرگ میدان ͷی در فرضکنید است. هوشمندانه بسیار F (x) روشساختن مͬ�شود. تمام

کنید: تعریف (c ∈ C (یا x ∈ R برای باشند.
αij(c) = xi + xj + cxixj

کنید: تعریف و
Fc(x) =

∏
۱≤i<j≤n

(x− αij(c))

نتیجه در و بوده بیان قابل f(x) ضرایب حسب بر بنابراین هستند x۱, . . . , xn برحسب متقارن عباراتͬ Fc(x) ضرایب چون
مͬ�توان داریم c برای انتخاب بͬ�نهایت چون دارد. مختلط ریشه�ی ͷی حداقل Fc(x) استقرا فرض بنابر هستند. حقیقͬ اعدادی
دو هر xi + xj + c۲xixj و xi + xj + c۱xixj که باشند داشته وجود i < j که طوری به یافت را c۲ و c۱ متمایز عدد دو
xixj و xi + xj که مͬ�آید بدست (xi + xj , xixj (مجهول�ها مجهول دو معادله دو دستͽاه ͷی حل با بنابراین باشند حقیقͬ

A,B ∈ R برای چون پس هستند حقیقͬ }هردو
xi + xj = A

xixj = B

مͬ�باشند. مختلط اعدادی نتیجه در و هستند x۲ −Ax+B = ۰ معادله�ی ریشه�های آن�ها
است. تعمیم قابل گاوس اثبات این

به نسبت درجه�اش که K در ضرایب با هرچندجمله�ای که باشد Kمیدانͬ و باشد شده داده اول عدد ͷی p کنید فرض .١ قضیه
در p درجه و K در ضرایب با معادله هر که باشد K توسیع ͷی L کنید فرض باشد. داشته K در ریشه ͷی حداقل است اول p

دارد. ریشه ͷی حداقل L Kدر در ضرایب با معادله هر آنͽاه باشد. داشته ریشه L

بود. خواهد اساسͬ قضیه همان L = C ،K = R ،p = ۲ که حالتͬ در

انجام k روی استقرا با اثبات است. اول p به mنسبت و k ≥ ۰ که نوشت pkmبصورت مͬ�توان یͺتا به�طور را n عدد هر اثبات.
ͷی باشد pkm درجه معادله ͷی f(x) اگر دارد. جواب p به نسبت اول درجه با معادله هر که است فرضقضیه k = ۰ مͬ�گیرد.

درجه از F (x) )معادله
pkm

p

)
=
pkm(pkm− ۱) · · · (pkm− p+ ۱)

p!
= pk−۱m(pkm− ۱) · · · (pkm− p+ ۱)

(p− ۱)!

کار و مͬ�دهد بدست f(x) معادله�ی برای جوابͬ جواب، این مͬ�دهیم نشان و دارد جواب K در استقرا فرض بنابر که مͬ�سازیم
بود. خواهد گاوس از تقلید با F (x) ساختن روش مͬ�شود. تمام

۱ ≤ i۱ < i۲ < · · · < ip ≤ n pتایͬ هر برای باشند. بزرگ میدان ͷی در f(x) معادله ریشه�های x۱, . . . , xn کنید فرض
کنید: تعریف c ∈ K عدد و

αi۱...ip(c) =
∑

xik + c
∑

xikxil + c۲
∑

xikxilxiq + · · ·+ cp−۱xip . . . xip

است.) آن�ها همه ضرب تا ... آن�ها، سه�تایͬ ضرب جمع آن�ها، دوتایͬ ضرب جمع xin جمع (جملات
دوباره:

Fc(x) =
∏

(x− αi۱...ip(c))
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آنͽاه (چرا؟) است نامتناهͬ K که مͬ�دهد نتیجه قضیه شرط چون دارد. K در ریشه�ای استقرا بنابرفرض که مͬ�دهیم تشͺیل را
برای αi۱...ip(ck) که باشند داشته وجود ۰ ≤ i۱ < · · · < ip ≤ n که طوری به یافت K در c۱, . . . , cp متمایز اعداد مͬ�توان

که مͬ�آید بدست مجهول p p-معادله دستͽاه ͷی حل با Kباشند. در k = ۱, . . . p

∑
xik = A۱ ∈ K∑
xikxil = A۲ ∈ K

.

.

.

xi۱ · · ·xip = Ap ∈ K

جوابͬ قضیه بنابرفرض مجددا که هستند xp −A۱x
p−۱ +A۲x

p−۲ − · · · ±Ap = ۰ معادله ریشه�های xip , . . . , xi۱ بنابراین
کنیم. ثابت مͬ�خواستیم که است چیزی همان این و Kاست در xikها از ͬͺی بنابراین Kدارد، در

داشته جواب ͷی حداقل آن در است، دلخواه اول عدد ͷی p که p درجه معادله هر که باشد میدان ͷیK فرضکنید تمرین:
استثنا اول عدد ͷی تنها، اول اعداد از اگر دارد. جواب آن در دلخواه درجه معادله هر یعنͬ است جبری بسته K کنید ثابت باشد

کرد. پیدا حͺم این برای نقض مثال مͬ�توان شود
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جبر اساسͬ قضیه�ی بر اثبات�هایͬ
سعیدی حاج احمدرضا

چͺیده
روش و ها ایده از که است شده سعͬ که است جبر اساسͬ قضیه از هایͬ اثبات از دقیق چندان نه آوری جمع مقاله، این
در استقراست! کار ایده تنها و کند مͬ استفاده ها اثبات بقیه به نسبت کمتری اطلاعات از اثبات اولین گیرد. بهره مختلفͬ های
شده سعͬ که گیریم مͬ بهره گالوا١ نظریه�ی و دیفرانسیل توپولوژی جبری، توپولوژی مختلط، توابع مفاهیم از بعدی روش�های

کنیم. بیان را ها آن یادآوری، و آشنایͬ حد در که است

دارد. ریشه C در مختلط باضرایب غیرثابت چندجمله�ای هر جبر. اساسͬ قضیه�ی
. مͬ�شود تجزیه ١ درجه چندجمله�ای�های به ،C[x] در غیرثابت چندجمله�ای هر عبارتͬ به یا

روش١
است: آن ی ایده ترین اصلͬ ریاضͬ، استقرای که است این اثبات این جالب نͺته

است. صحیح جبر اساسͬ قضیه�ی باشد، ریشه دارای C در R[x] در چندجمله�ای هر اگر .١ لم

مشخص .p̄(x) =
∑n
i=۰ āix

i مͬ�کنیم تعریف صورت این در .p(x) =
∑n
i=۰ aix

i و p(x) ∈ C[x] کنیم فرض اثبات.
مثل ریشه�ای p(x).p̄(x) پس .p(x).p̄(x) ∈ R[x] که دید مͬ�توان سادگͬ به .p̄(ᾱ) = ۰ اگر تنها و اگر p(α) = ۰ که است

هستند. C در ریشه دارای دو هر لذا و است ریشه دارای C در p, p̄ از ͬͺی لذا دارد. α ∈ C

ریشه�اند. دارای C در ،R[x] در فرد درجه و ٢ درجه چندجمله�ای�های .٢ لم

مͬ�شود. واگذار خواننده به و است ساده لم این اثبات اثبات.

چندجمله�ای�های به E در p(x) که مͬ�شود یافت F شامل E مانند میدانͬ آن�گاه ،p(x) ∈ F [x] و بوده میدان ͷی F اگر .٣ لم
مͬ�شود. تجزیه ١ درجه

را p(x) روش، این تͺرار با مͬ�توان که چرا دارد؛ ریشه E در p که مͬ�شود یافت F شامل E میدان دهیم نشان است کافͬ اثبات.
داد نشان است کافͬ کرد. تجزیه تحویل�ناپذیر عوامل ضرب به را p(x) آن در مͬ�توان است، U.F.D. ͷی F [x] چون کرد. تجزیه
p(x)چندجمله�ای که فرضکرد مͬ�توان کلیت از شدن کاسته بدون پس دارد. ریشه F از توسیعͬ در عوامل این از ͬͺی دست�کم که
α = x+(p(x)) گرفتن نظر در با و بود خواهد Eیͷمیدان Eآن�گاه = F [x]

(p(x)) دهیم قرار اگر حال است. Fتحویل�ناپذیر [x] در
داریم:

p(α) = p(x+ (p(x)) = p(x) + (p(x)) = (p(x)) = ۰E

دارد. ریشه E در p(x) لذا
١Galois Theory

۴



حقیقͬ ضرایب با d درجه چندجمله�ای ͷی p(x) کنید فرض مͬ�دهیم. انجام استقرا با را اثبات مͬ�پردازیم. اول روش به حال
است. برقرار n = ۰ برای حͺم این ،٢ لم به بنا مͬ�گیریم. نظر در n روی را استقرا ،۲n(۲k+ صورت(۱ به d گرفتن نظر در با باشد.
x۱, . . . , xN ∈ E که طوری به Rیافت Eشامل میدان مͬ�توان ٣ لم به بنا باشد. برقرار حͺم ،n < N ∈ Nبرای فرضکنید حال

که باشد موجود

p(x) =

N∏
i=۰

(x− xi)

که دید سادگͬ به مͬ�توان .qk(x) =
∏
i<j(x − xi − xj − kxixj) کنید تعریف صورت این در .k ∈ N کنید فرض

و هستند x۱, . . . , xd از متقارن حقیقͬ چندجمله�ای�هایͬ صورت به qk(x)ضرایب است(چون R[x] در چندجمله�ای ͷی qk(x)
کرد). بیان p(x) چندجمله�ای ضرایب از حاصلضربͬ صورت به را qk(x)ضرایب مͬ�توان لذا

و ،d(d− ۱)/۲ = ۲N−۱ × (۲k + ۱)(۲N (۲k + ۱)− ۱) و مͬ�باشد d(d− ۱)/۲ درجه�ی با چندجمله�ای ͷی qk(x) اکنون
است. مختلط عددی xi + xj + kxixj jای و i ازای به یعنͬ دارد، ریشه C در qk(x) استقرا فرض طبق لذا

که مͬ�شوند یافت ,iای j و طبیعͬ k′ و k لانه�کبوتری، اصل به بنا باشد، دلخواهͬ طبیعͬ عدد هر مͬ�تواند k چون اکنون
مختلط�اند. xj و xi نتیجه در و مختلط�اند نیز xi+xj و xixj لذا و مختلط�اند اعدادی xi+xj+k′xixj و xi+xj+kxixj

مͬ�شود. اثبات حͺم و دارد مختلط ریشه�ی نیز p(x)پس
مͬ�شود. استفاده مختلط توابع در روش�هایͬ از بعدی، اثبات ٣ در

روش٢
مͬ�کنیم. اثبات را جبر اساسͬ قضیه�ی لیوویل، قضیه�ی از استفاده با روش این در

است. ثابت ،C در کراندار و تحلیلͬ تابع هر (لیوویل٢): قضیه
ببینید. [١] در مͬ�توانید را قضیه این اثبات

باشد، C[x] در غیرثابت چندجمله�ای ͷی p(z) اگر .۴ لم
lim

|z|→∞
| p(z) |=∞

:an ̸= ۰ و p(z) =
∑n
i=۰ aiz

i کنید فرض اثبات.
lim

|z|→∞
| p(z) |= lim

|z|→∞
zn | an +

an−۱

z
+ · · ·+ a۰

zn
|=∞× | an |=∞

مͬ�پردازیم. دوم روش اثبات به حال
پس تحلیلͬ�اند. C روی دو هر ۱

p(z) و p(z) لذا باشد. نداشته ریشه C در p(z) کنید فرض

lim
|z|→∞

| ۱
p(z)

|= ۰

ناحیه در ۱
p(z) طرفͬ از است. کراندار | z |> R روی p(z) نتیجه در و | p(z) |< ۱ باید | z |> R برای R > ۰ ازای به پس

ثابت تابعͬ p(z) نتیجه در و ۱
p(z) لیوویل قضیه بر بنا پس است کراندار C کل در ۱

p(z) پس است. کراندار نیز | z |≤ R فشرده�ی
است. تناقض که است

٢Liouville

۵



روش٣
مͬ�شود. استفاده روشه قضیه�ی از روش این در

باشد. است، آن درون Cو دایره�ی شامل که باز یͷمجموعه�ی درون تحلیلͬ تابع دو g و f فرضکنید (روشه٣): قضیه
برابرند. C دایره�ی درون تͺرر) حساب (با f + g و f ریشه�های تعداد صورت این در | f(z) |>| g(z) | ،z ∈ C هر برای اگر

ببینید. [١] در مͬ�توانید را قضیه این اثبات
مͬ�دهیم. ارائه جبر اساسͬ قضیه�ی برای اثباتͬ قضیه این ͷکم به حال

فرض که مͬ�شود دیده سادگͬ به g(z) = −
∑n−۱
i=۰ aiz

i و R > max(۲
∑n−۱

i=۰ |ai|
|an| , ۱) و f(z) =

∑n
i=۰ aiz

i فرض با
ریشه تعداد ͷی به دایره این درون f + g = anz

n و f لذا است Rبرقرار شعاع و ٠ مرکز به دایره روی g و f برای روشه قضیه�ی
دارد. ریشه n ،f یعنͬ دارند

روش۴
مͬ�گیرد. بهره جبری توپولوژی و مختلط توابع مفاهیم از نیز روش این

پیوسته تابع اگر گوییم مͬ هوموتوپ را D به [۰, ۱] بازه از γ۲ و γ۱ ی بسته خم دو باشد، C از ای زیرمجموعه D اگر
.h(x, ۱) = γ۲(x) و h(x, ۰) = γ۱(x) که باشد موجود h : [۰, ۱]× [۰, ۱]→ D

هستند. صفر حول چرخش عدد ͷی دارای C\{۰} در هموتوپ۴ بسته�ی خم دو .۵ لم

آن�گاه ،t ∈ [۰, ۱] هر برای | γ۱(t) |>| γ۲(t) | و شده�اند تعریف [۰, ۱] روی که باشند C\{۰} در بسته خم دو γ۲ و γ۱ اگر .۶ لم
است. یͺسان صفر حول γ۱ + γ۲ و γ۱ چرخش عدد

کنید. مراجعه [٢] به لم دو این اثبات دیدن برای
.g(z) = −

∑n−۱
i=۰ aiz

i و p(z) =
∑n
i=۰ aiz

i فرضکنید دهیم. ارائه قضیه برای اثباتدیͽری مͬ�توانیم لم دو کمͷاین به
،γ۱, γ۲ : [۰, ۱] → C فرض با پس .| p(z) |>| g(z) | ،| z |≥ R برای که یافت Rای > ۰ مͬ�توان سوم، روش اثبات مانند
(γ۱+γ۲)(t) = anR

ne۲πint و γ۱(t) لذا و مͬ�کنند ۶صدق لم شرایط در γ۲ و γ۱ ،γ۲(t) = g(Re۲πit) و γ۱(t) = p(Re۲πit)

نباشد، C در ریشه دارای p(z) اگر دارند. ،n یͺسان، چرخش عدد
h : [۰, ۱]× [۰, ۱]→ C\{۰}

(t, s)→ p(Rse۲πit)

است. تناقض این که باشد داشته صفر چرخش عدد باید γ۱ لذا و است p(۰)ثابت خم و γ۱ بین هموتوپͬ ͷی

روش۵
مͬ�گیریم. بهره دیفرانسیل توپولوژی در روش�هایͬ از اثبات، این در

فضای از باز زیرمجموعه�های با وابرسان۵ موضعͬ طور به که است اقلیدسͬ فضای از مجموعه زیر ͷی خمینه، ͷی از منظور
است. اقلیدسͬ

باشد: هموار f :M → N و باشند اقلیدسͬ فضای در هم�بعد و هموار خمینه�ی دو N Mو اگر

نامیده بحرانͬ نقطه این صورت این غیر در باشد؛ پوشا و ͷبه�ی�ͷی dfx اگر مͬ�شود نامیده f عادی نقطه�ی ،x ∈ M (١
مͬ�شود.

٣Rouché
۴homotopic
۵diffeomorphic

۶



مقدار آن به صورت این غیر در نباشد بحرانͬ نقطه�ی f−۱(y) اعضای از ͷی هیچ اگر مͬ�نامیم عادی مقدار را y ∈ N (٢
مͬ�گوییم. نامیده بحرانͬ

آن�گاه باشد، هموار تابعͬ f : M → N و باشد Rn در هموار خمینه�ای N و Rn در فشرده و هموار Mخمینه�ای اگر .٧ لم
است. ثابت موضعا و متناهͬ f عادی مقادیر مجموعه�ی روی است) A مجموعه�ی اعضای تعداد دهنده�ی A)#f−۱(y)#نشان

مͬ�کنیم. بیان اساسͬ قضیه�ی برای دیͽر اثباتͬ لم این ͷکم به حال ببینید. [٣] در مͬ�توانید را لم این اثبات
چندجمله�ای ͷی p(z) کنید فرض (x + iy 7→ (x, y, ۰)) گرفت. یͺسان R۳ از R۲ × {۰} زیرمجموعه�ی با را C مͬ�توان
ریشه R۲ × {۰} همان در یا C در p(z) کنید فرض اکنون .p(z) : R۲ × {۰} → R۲ × {۰} کرد فرض مͬ�توان همچنین باشد.
(نͽاشت بͽیرید. نظر در N = (۰, ۰, ۱) که hN : S۲ − N → R۲ × {۰} را شمال قطب از کنج�نͽاری نͽاشت باشد. نداشته
در N و نقطه دو این که طوری به مͬ�برد R۲ × {۰} در نقطه�ای به را S۲ در N از غیر نقطه�ی هر که است نͽاشتͬ ، کنج�نͽاری۶

باشند) امتداد ͷی

.......

x, ξ

.

y, η

.

z, ζ

.

N

.

P̂

.

S

. P.
β

.

ϕ

.
a

صورت به را f : S۲ → S۲ تابع مͬ�دهیم. نمایش hS با و مͬ�کنیم تعریف را جنوب قطب از کنج�نͽاری نͽاشت مشابه طور به
مͬ�کنیم: تعریف زیر

f(x) =

{
N x = N

h−۱
N phN (x) x ̸= N

در f اما است. هموار S۲ −N در f تابع پس است. هموار h−۱
N و hN لذا و است وابرسانͬ ͷی hN که دید مͬ�توان راحتͬ به

کنید: تعریف موضوع این دیدن برای است. هموار نیز N
ϕ : R۲ × {۰} → R۲ × {۰}

z 7→ hSfh
−۱
S (z)

لذا و است هموار ٠ ͬͽهمسای در ϕ پس بود.) p(z) =
∑n
i=۰ aiz

i که کنید (توجه ϕ(z) = zn∑n
i=۰ ān−izi

که دید مͬ�توان
است. هموار f : S۲ → S۲ پس است. هموار N در f = h−۱

S ϕhS
مقدار S لذا نیست. است.) جنوب قطب S = (۰, ۰,−۱) (که S شامل f برد پس نیست صفر شامل p(z) برد که آن�جا از

است. عادی
تنها dfx است وابرسانͬ موضعا hN که آن�جا از پس dfx = (dh−1

N )p(hN(x))o(dp)hN(x)o(dhN)x آن�گاه x ̸= N اگر
بحرانͬ که (نقاطͬ عادی نقاط لذا دارد. بحرانͬ نقطه�ی متناهͬ f پس نیست. پوشا و ͷبه�ی�ͷی ،p′(z) ریشه�های با متناظر نقاط در
باید عادی مقادیر مجموعه پسf−۱(y)#روی هستند. همبند و باز لذا و مͬ�آیند وجود به S۲ نقطه�ی متناهͬ حذف از f نیستند!)

است. غلط که است متناهͬ f برد یعنͬ این و است نقطه متناهͬ شامل f برد یعنͬ .۰ = #f−۱(S) اما باشد ثابت مقداری
۶Stereographic projection

٧



روش۶
پذیر”٧ ”جهت ی خمینه دو میان هموار نͽاشت ͷی درجه از اثبات این در مͬ�کند. استفاده دیفرانسیل توپولوژی از نیز اثبات این
خطͬ(مماس) زیرفضایͬ توان مͬ ،M هموار n-بعدی ی خمینه از x ی نقطه هر برای کنیم. مͬ استفاده آن به مربوط قضایا و
نشان TxM با و شود مͬ نامیده x ی نقطه در M بر مماس فضای که کرد تعریف خمینه، شامل اقلیدسͬ فضای از n-بعدی
برای مͬ�نامیم. پذیر جهت را خمینه این کرد پیدا (TxM مماس( فضاهای برای ای پایه هموار! طور به بتوان اگر شود. مͬ داده

مͬ�شود. توصیه [۶] مرجع بیش�تر اطلاعات

است. همبند N و Mفشرده و باشد N Mو جهت�دار و هم�بعد خمینه دو میان هموار نͽاشتͬ f : M → N اگر .٨ تعریف
نͽاشت این اگر است، نͽهدار جهت dfx مͬ�گوییم ،x ∈ f−۱(y) اگر صورت این باشد.در عادی مقداری y ∈ N کنید فرض
آن صورت این غیر در ببرد؛ Tf(x)N روی N جهت از القایͬ پایه�ی با هم�جهت پایه�ای به TxM Mروی جهت از شده القا پایه
منهای است نͽهدار جهت dfx که x ∈ f−۱(y) نقاط تعداد با است برابر degf یا f نͽاشت درجه�ی مͬ�نامیم. برگردان جهت را

.f−۱(y) نقاط بقیه تعداد

شد. انتخاب ابتدا در که است y ∈ N عادی مقدار از مستقل تعریف این که داد نشان مͬ�توان

در بͽیرید. هموار نͽاشت دو f, g : M → N و باشند بالا تعریف در شده قید شرایط با خمینه دو N Mو کنید فرض .٩ لم
.deg(f) = deg(g) آنͽاه باشند هوموتوپ g, f اگر صورت این

X مانند ای خمینه Mمرز اگر باشد. هموار نͽاشتͬ f : M → N و باشند فوق شرایط با Mخمینه و N کنیم فرض .١٠ لم
.deg(f) = ۰ صورت این در باشد، داشته وجود f :M → N از F :M → N مانند هموار گسترشͬ و باشد

اگر ندارد. ریشه C در که باشد مختلط n > ۰ درجه ای چندجمله ͷی p(x) = xn + · · · + a۱x + a۰ کنیم فرض اکنون
دقت باشند. ۰ حول R شعاع به بسته گوی و کره BR, SR که این فرض با صورت این در بͽیریم، نظر در ٣ روش مانند را R > ۰

کنید فرض است. BR ی خمینه مرز SR که کنید
H : SR × [۰, ۱]→ S۱

H(x, t) =
p(x)− t× (an−۱x

n−۱ + · · ·+ a۱x+ a۰)

| p(x)− t× (an−۱xn−۱ + · · ·+ a۱x+ a۰) |

نͽاشت دو پس
f : SR → S۱, f(x) = p(x)

و
g : SR → S۱, g(x) =

xn

Rn

نͽاشت طرفͬ از .deg(f) = deg(g) = nپس است نͽهدار جهت x ∈ SR هر برای dgx نͽاشت چون لذا هستند. هوموتوپ

F (x) = p(x) ،F : BR → S۱

دارد. ریشه C در p(x)پس است. تناقض ͷی این که deg(f) = ۰ بنابراین است. f نͽاشت از هموار گسترشͬ

روش٧
Eو اگر مͬ�گیریم. بهره گالوا نظریه�ی مفاهیم از روش این در مͬ�گیریم. کار به جبر اساسͬ قضیه�ی اثبات برای جبری روشͬ اکنون
مͬ جبری توسیع را میدانͬ توسیع این . شود مͬ نامیده F از میدانͬ توسیع E آنͽاه F ⊂ E که طوری به باشند، میدان دو F
Xمͬ�نامیم شͺافنده٨ میدان را E میدانͬ توسیع ،X ⊂ F [x] اگر باشد. F [x] در ای چندجمله ͷی ریشه E عضو هر اگر نامیم،

٧orientable
٨Spliting field

٨



توسیع از نرمال بستار را N میدان باشد. ویژگͬ این به نسبت مینیمال میدان ͷی میدان این و شوند تجزیه E روی X اعضای اگر
min(F, a) از ما منظور که باشد {min(F, a) : a ∈ E} مجموعه�ی شͺافنده�ی Nمیدان اگر مͬ�نامیم، F Eروی میدان جبری
و مͬ�دهیم نمایش [E : F ] با را F روی برداری میدان ͷی عنوان به E میدانͬ توسیع بعد است. F روی a مینیمال چندجمله�ای
هستند. همانͬ F روی که مͬ�گیریم E اتومورفیسم�های تمام گروه را Gal(E/F ) همچنین مͬ�نامیم. میدانͬ توسیع این ی درجه
Gal(E/Fثابت ) به متعلق اتومورفیسم�ها تمامͬ توسط Eکه از عنصری هر هرگاه مͬ�نامیم گالوا E/Fرا متناهͬ توسیع ͷی

باشد. واقع F در شود داشته نͽاه
مͬ�شود. توصیه [۴] مطالعه اثبات این ابزارهای با آشنایͬ برای

ندارد. فرد درجه�ی با غیربدیهͬ توسیع R میدان .١١ لم

پس بود. خواهد فرد نیز [R(a) : R] ،a ∈ E\R فرض با باشد؛ فرد [E : R] و باشد R میدانͬ توسیع E ̸= R اگر اثبات.
است. ناممͺن این ٢ لم طبق اما بود. خواهد R روی تحویل�ناپذیر و فرد درجه ,min(Rچندجمله�ای a)

نیست. موجود C از ٢ درجه�ی با میدانͬ توسیع هیچ .١٢ لم

ͷی ریشه�ی باید a صورت این در اما .[C(a) : C] = ۲ و باشد C(a) فرم به باید باشد موجود توسیعͬ چنین اگر اثبات.
وجود توسیعͬ چنین بنابراین .C(a) = C و است مختلط عدد ͷی a نتیجه در که باشد C در ضرایب با ٢ درجه چندجمله�ای

ندارد.

کنیم. ارائه جبری اثباتͬ مͬ�توانیم حال
ͷیN/Rاست Rصفر مشخصه�ی آن�که دلیل به صورت این در که داد نشان مͬ�توان باشد. C/R نرمال Nبستار فرضکنید
دهیم نشان اگر کرد. استفاده آمده�اند [۴] مرجع در که گالوایͬ توسیع�های به مربوط احͺام از مͬ�توان بنابراین و گالواست توسیع

صورت این در .G = Gal(N/R) کنید فرض است. شده ثابت حͺم N = C
| G |= [N : R] = [N : C].[C : R] = ۲[N : C]

است فرد [G : P ] بنابراین باشد. P ثابت میدان E و باشد G ٢-سیلوی زیرگروه ͷی P کنید فرض است. زوج | G | پس
چون است. ٢-گروه ͷی G لذا و G = P پس .E = R باید ١١ لم مطابق اما .[G : P ] = [E : R] طرفͬ از و
Gal(N/C)باشد، از ماکسیمالͬ سره Mزیرگروه اگر است. ٢-گروه ͷی Gal(N/C)پسGal(N/C)نیز ≤ Gal(N/R)
است. تناقض در ١٢ لم با این اما .[T : C] = ۲ صورت این در Mباشد ثابت میدان T اگر .[Gal(N/C) : M ] = ۲ داریم

.N = C یعنͬ ،| Gal(N/C) |= ۱ پس
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توابع میدان� روی ساده جبرهای از کاهش�یافته نرم�های
طاهری ابوالفضل گردآوری:

چͺیده

است. توابع١ میدان روی ساده جبرهای از کاهش�یافته نرم بررسͬ آن هدف و شده�است تنظیم [١] مرجع اساس بر مقاله این
مͬ�خواهیم مقاله این در دستاست. در ناجابه�جایͬ گویای توابع از کج میدان�های برای کاهشیافته نرم�های تمام گروه از توصیفͬ

کنیم. توصیف را دلخواه اندیس از و دلخواه میدان روی متناهͬ�البعد ساده جبر ͷی از وایتهد گروه و کنیم استفاده آن از

نیاز مورد مقدمات ١
[٧] از کامل طور به ۵.١ و ۴.١ ،٣.١ بخش�های است. شده انتخاب [٧] و [۶] ،[۵] ،[۴] ،[٣] ،[٢] مراجع از بخش این مطالب

است. شده انتخاب

جبرها و مدول�ها ١.١
جمع عمل با همراه را، M مجموعه�ی ناتهͬ. مجموعه�ای M و باشد نابدیهͬ و یͺدار حلقه�ای R کنید فرض .١.١ تعریف

اگر: مͬ�گوییم چپ R-مدول ،. : R×M →M اسͺالر ضرب و + :M ×M →M

باشد. آبلͬ گروهͬ (M,+) •

.r(x+ y) = rx+ ry ،r مثل R از عضو هر و y xو Mمثل از عضو دو هر ازای به •

.(r + s)x = rx+ sx ،s و r مانند R از عضو دو هر و x Mمانند از عضو هر ازای به •

.(rs)x = r(sx) ،s و r مانند R از عضو دو هر و x Mمانند از عضو هر ازای به •

.۱x = x ،x Mمثل از عضو هر ازای به •

است. یZͷ-مدول آبلͬ گروه هر مثال عنوان به کنیم. تعریف نیز را راست R-مدول مͬ�توانیم چپ، تعریفR-مدول مانند

مͬ�نویسیم و Mاست Nزیرمدول مͬ�گوییم باشد. آن از ناتهͬ Nزیرمجموعه�ای و باشد R-مدول ،M فرضکنید .٢.١ تعریف
ضرب Nو روی جمع عمل ترتیب R×Nبه Mبه اسͺالر در ضرب تحدید Nو ×N Mبه جمع عمل تحدید اگر ،N ≤M

باشد. R-مدول اسͺالر، در ضرب و جمع عمل این با N علاوه، به و آورد وجود به N روی اسͺالر در
١Function Fields
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به دارد C-مدولͬ ساختار ͷی که است R حلقه�ی ͷی C-جبر ͷی باشد. جابه�جایͬ حلقه�ی ͷی C کنید فرض .٣.١ تعریف
مͬ�باشد: نیز زیر خواص دارای آن اسͺالر در ضرب که طوری

∀c ∈ C, r۱, r۲ ∈ R, c(r۱r۲) = (cr۱)r۲ = r۱(cr۲)

است. یZͷ-جبر R حلقه�ی هر مثال طور به

زیرمدول ͷی Aصورت این در باشد R ایده�آل ͷی A و باشد C-جبر ͷی R اگر مͬ�باشد. حلقه�ها شبیه بسیار جبرها ساختار
طبیعͬ صورت به R از ͷهمومورفی تصویر هر علاوه به است. C-جبر ساختار ͷی واقع در R/A حلقه�ی بنابراین بود. خواهد R

دارد. C-جبر ساختار
کنید: تعریف را R حلقه�ی مرکز

Z(R) = {z ∈ R : rz = zr,∀r ∈ R}

C-جبر ͷی R اگر برعͺس خواهدبود. Z(R) زیرحلقه�ی هر روی جبر ͷی R و است R از زیرحلقه�ای Z(R) تعریف، این با
دارد. وجود مͬ�شود، مشخص ϕ(c) = c۱ با که ϕ : C → Z(R) مانند ͷکانونی حلقه�ای همومورفیسم ͷی باشد،

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را R در A مرکزساز باشد. A ⊂ R کنید فرض
CR(A) = {r ∈ R : ra = ar,∀a ∈ A}

است. R از زیرحلقه�ای CR(A)تعریف این با

است. خودش مرکزساز R از C جابه�جایͬ ماکسیمال زیرحلقه�ی هر .۴.١ گزاره

R از زیرحلقه�ای عنوان به را C مͬ�توانیم پس ،kerϕ = ۰ بنابراین kerϕ ◁ C چون صورت این در باشد میدان ͷی C اگر
بͽیریم. نظر در

به اگر مͬ�گوییم ساده را جبر ͷی و نداشته�باشد دوطرفه�ای سره نابدیهͬ، ایده�آل هیچ اگر مͬ�گوییم ساده را R حلقه�ی .۵.١ تعریف
باشد. ساده حلقه ͷی عنوان

مرکزی جبر ͷی R مͬ�گوییم k = Z(R) اگر .k ⊂ Z(R) بنابراین باشد k میدان روی جبر ͷی R کنید فرض .۶.١ تعریف
است. k روی مرکزی ساده�ی جبر ͷی مͬ�گوییم باشد مرکزی و ساده R اگر و است k روی

همریختͬ�ها ٢.١
مͬ�شود. تعریف گروه�ها و حلقه�ها مانند نیز مدول�ها بین هم�ریختͬ

هرگاه مͬ�نامیم R-هم�ریختͬ را ϕ :M → N تابع باشند. R-مدول دو N Mو کنید فرض .٧.١ تعریف

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) ،x, y ∈M هر برای .١

ϕ(rx) = rϕ(x) ،r ∈ R هر و x ∈M هر برای .٢

نامیده R-به�روریختͬ باشد هم پوشا که ϕ : M → N مثل R-هم�ریختͬ هر شده�باشند، داده N Mو R-مدول دو اگر
R-ی�ͷریختͬ آن به صورت این در باشد پوشا هم یͷو به ͷی هم اگر مͬ�شود. نامیده R-ت�ͷریختͬ باشد، ͷی به ͷی اگر مͬ�شود.

مͬ�گوییم. ی�ͷریخت را N Mو و مͬ�گوییم

دقیق دنباله�های ٣.١

اگر است دقیق B در A
f−→ B

g−→ C هم�ریختͬ��های از جفت ͷی .٨.١ تعریف
هم�ریختͬ دو بین Ai هر برای اگر است دقیق · · · → Ai−۱ → Ai → Ai+۱ → · · · � دنباله ͷی .Im(f) = Ker(g)

باشد. دقیق

١١



دقیق B g−→ C → ۰ دنباله ͷی همچنین، باشد. ͷی به ͷی f اگر وتنها اگر است دقیق ۰→ A
f−→ B دنباله ͷی .٩.١ قضیه

باشد. پوشا g اگر وتنها اگر است

بودن ͷبه�ی�ͷی با این است. صفر که باشد، برابر ۰→ A هم�ریختͬ تصویر Ker(f)با که مͬ�دهد نتیجه A در بودن دقیق اثبات.
است. هم�ارز f هم�ریختͬ

باشد پوشا g اگر تنها و اگر g(B) = C و ،C با است برابر C → ۰ هم�ریختͬ هسته مشابه، طریق به

و باشد، پوشا g باشد، ͷبه�ی�ͷیf اگر تنها و اگر است دقیق ۰ → A
f−→ B

g−→ C → ۰ دنباله ͷی .١٠.١ نتیجه
مͬ�نامیم. ٣ کوتاه دقیق دنباله ͷی را دقیق دنباله این است. A توسط C از گسترش٢ ͷی B مͬ�گوییم .Im(f) = Ker(g)

ساخت. متفاوت کوتاه دقیق دنباله�های دو مͬ�توان آن�ها با که داده�شده�است ،C = Z/nZ و A = Z Z-مدول دو .١١.١ مثال
.g(a, c) = c و f(a) = (a, ۰) →۰که Z f−→ Z⊕ Z/nZ g−→ Z/nZ→ ۰ اول،

نͽاشت که بͽیرید، نظر در ۰ → Z n−→ Z p−→ Z/nZ → ۰ دنباله ازZ/nZبهZاست. گسترش ͷی Zهمچنین Z-مدول
مشابه�ای مدول�های مثال Cدر Aو هرچند حتͬ که داشته�باشید توجه است. تصویر نͽاشت p که حالͬ در مͬ�فرستد، nz به را z ،n
به را بلند دقیق دنباله مͬ�توانیم که مͬ�شود ناشͬ آن�جا از کوتاه دقیق دنباله اهمیت نیست. باZی�ͷریخت Z ⊕ Z/nZ هستند،

ها R-مدول از دقیق دنباله ͷی در بشͺنیم. دقیق کوتاه دنباله�های
· · · → An+۲ → An+۱ → An → An−۱ → An−۲ → · · ·

اگر
Cn ∼= Ker(An → An−۱) ∼= Im(An+۱ → An)

هستند: دقیق کوتاه دنباله ͷی مورب های همه�دنباله که حالͬ در مͬ�آوریم، بدست زیر صورت به جابه�جایͬ دیاگرام ͷی آنͽاه

... . .. An+۲. An+۱. An. An−۱. . . ..

۰

.

۰

.

۰

.

۰

.

۰

.

۰

.

۰

.

۰

.

Cn+۱

.

Cn−۱

.

Cn+۲

.

Cn

.

Cn−۲

است. دقیق دنباله ͷی شͺل به دارند، هم�پوشانͬ اینجا در که کوتاه دقیق دنباله�های میانͬ، جمله�های درنتیجه،

ͷی هستند. ها مدول از دقیق کوتاه دنباله دو ۰ → A
′ → B

′ → C
′ → ۰ و ۰ → A → B → C → ۰ اگر .١٢.١ تعریف

مͬ�شود: جابه��جایͬ زیر دیاگرام بطوریͺه است مدول�ها همریختͬ از f, g, h سه�تایͬ ͷی دقیق کوتاه دنباله�های از هم�ریختͬ

..۰. A′. B′. C ′. ۰.

۰

.

A

.

B

.

C

.

۰

.

f

.

g

.

h

٢Extension
٣Short Exact Sequence
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ی�ͷریختͬ گسترش�های B′ و B که است، دقیق کوتاه دنباله�های از ی�ͷریختͬ این آنͽاه باشند، ی�ͷریختͬ همه f, g, h اگر
اگر: هستند هم�ارز دقیق دنباله هستند.دو

..۰. A′. B′. C ′. ۰.

۰

.

A

.

B

.

C

.

۰

.

≈

.

≈

.

≈

هم�ارز اگر مͬ�شͺافد۴، دنباله مͬ�گوییم است. ازR-مدول�ها دقیق کوتاه دنباله ۰→ A
f−→ B

g−→ C → ۰ اگر .١٣.١ تعریف
ͷی s اگر .gos = id اگر مͬ�نامیم g از مقطع۵ ͷی را s : C → B نͽاشت ͷی .۰→ A −→ A⊕ C −→ C → ۰ با باشد

مͬ�شͺافد. مذکور دقیق کوتاه دنباله�ی آن�گاه باشد، هم�ریختͬ چنین

است: هم�ارز زیر صورت�های از ͬͺی با شدن شͺافته
.pof = ۱ : A→ A که دارد وجود p : B → A هم�ریختͬ ͷی (a)
.gos = ۱ : C → C که دارد وجود s : C → B هم�ریختͬ ͷی (b)

۰→ Z→ Z⊕Z/nZ→ Z/nZ→ ۰ دقیق کوتاه دنباله تعریف بر بنا نباشد. هم�ارز که مͬ�سازیم دقیق دنباله دو .١۴.١ مثال
ندارد. Z/nZ → Z از نابدیهͬ هم�ریختͬ ͷی زیرا نمͬ�شͺافد ۰ → Z → Z → Z/nZ → ۰ دنباله درمقابل، مͬ�شͺافد.

نیستند. هم�ارز کوتاه دقیق دنباله�ی دو این بنابراین

مدول�ها تانسور ۴.١
R Mروی ⊗ N تانسوری ضرب باشد. چپ مدول N و باشد، راست Mمدول اگر ،R جابه�جایͬ حلقه برای .١۵.١ تعریف

که: که طوری به Mاست ×N آبلͬ گروه ͷی

(m۱ +m۲, n) ∼ (m۱, n) + (m۲, n)

(m,n۱ + n۲) ∼ (m,n۱) + (m,n۲)

(mr, n) ∼ (m, rn)

.r ∈ R m,m۱,m۲و ∈M هر برای

اگر باشد. چپ وDمدول باشند، راست مدول�های L,M,N اگر .١۶.١ قضیه
۰→ L

ψ−→M
φ−→ ۰

آبلͬ گروه�های از ایجادشده دنباله است،آنͽاه دقیق
L⊗R D

ψ⊗۱−→M ⊗R D
φ⊗۱−→ N ⊗R D → ۰

است. دقیق
۴Split
۵Section
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n ⊗ d = اما .m ∈ M,n = φ(m) تعدادی برای آنͽاه است. پوشا φ که مͬ�دانیم ،φ ⊗ ۱� پوشایͬ دادن نشان برای اثبات.
که موقعͬ است، N ⊗ D، به M ⊗ D از پوشا همریختͬ ͷی (φ ⊗ ۱) که این یعنͬ این .φ(m) ⊗ d = φ(m ⊗ d) ⊗ ۱
ͷی π :M ⊗D/Im(ψ⊗ ۱)→ N ⊗D دهیم نشان تا است کافͬ آن ،M ⊗RD در بودن دقیق برای هستند. آبلͬ گروه�های

مͬ�کنیم: تعریف را زیر صورت به نͽاشت ͷی πوسͺمع ساختن برای است. ی�ͷریختͬ

p : N ×D →M ⊗D/Im(ψ ⊗ ۱)

باتوجه l ∈ L هر ′m−mبرای
= ψ(l) آنͽاه ،φ(m) = φ(m

′
) = n اگر .φ(m) = n بطوریͺه p(n, d) = m⊗d وسیله به

بنابراین ،m⊗ d−m′
= (m−m′

)⊗⊗d = ψ(l)⊗ d ∈ Im(ψ⊗ ۱) که این به مͬ�کند دلالت این .M در بودن دقیق به
،p′

: N ⊗D →M ⊗D/Im(ψ ⊗ ۱) مͬ�کند القاء p است، ثابت هم�ارزی کلاس هر روی p که است.زمانͬ خوش�تعریف p
است. πوسͺمع و هم�ریختͬ ͷی

داشته�باشد: را زیر معادل شرط دو از ͬͺی آن اگر مͬ�نامیم ۶ Dرایͺدست چپ یRͷ-مدول .١٧.١ تعریف
اگر L,M,N راست مدول هر برای (۱)

۰→ L
ψ−→M

φ−→ N → ۰

آنͽاه است، دقیق

۰→ L⊗D ψ⊗۱−→M ⊗D φ⊗۱−→ N ⊗D → ۰

است. دقیق
است. ͷبه�ی�ͷی ψ ⊗ ۱ باشد،آنͽاه ͷبه�ی�ͷی ψ اگر L,M راست مدول هر برای (۲)

راست از آبلͬ گروه�های رسته�ی به راست R-مدول�های رسته�ی از −⊗D تابعͽون٧ ،D R-مدول چپ هر برای نتیجه، در
مͬ�پردازیم: نتیجه تعدادی بیان به باشد.اینجا یͺدست Dمدولͬ اگر تنها و اگر است دقیق تابعͽون این است، دقیق

،D چپ R-مدول هر برای (۱) .١٨.١ نتیجه
Z⊗Z D = D

m,n ∈ Z هر برای (۲)
Z/mZ⊗Z Z/nZ ∼= Z/dZ

است. n mو برای ب.م.م ،d که
دارد وجود ͷکانونی یRͷ-ی�ͷریختͬ آنͽاه باشند. چپ R-مدول N,N

′ اگر و باشند راست RM,M-مدول
′ اگر (۳)

(M ⊗M
′
)⊗R N ∼= (M ⊗R N)⊗ (M

′
⊗N)

M⊗R(N⊗N
′
) ∼= (M⊗RN)⊗RN

′ R-ی�ͷریختͬ مشابه بطور .(m,m′
)⊗n 7−→ (m⊗n,m′⊗n) که طوری به

مͬ�شود. تعریف
۶Flat
٧Functor

١۴



تصویری مدول ۵.١

همریختͬ ͷی باشد. R-مدول�ها از دقیق کوتاه دنباله ͷی ۰ → L
ψ−→ M

φ−→ N → ۰ اگر و باشد، ی�ͷدار حلقه ͷی Rاگر
M به D از R-مدولͬ همریختͬ ͷی مͬ�بینیم زیر نمودار در که همان�گونه شود، ترکیب ψ با که وقتͬ L به D از f R-مدولͬ

مͬ�دهد. به�دست

..L. M.

D

.

f

. ψ.

f
′

مͬ�کند: زیرالقاء بصورت آبلͬ گروه�های بین هم�ریختͬ ͷی ψ بنابراین

ψ
′
: HomR(D,L)→ HomR(D,M)

f → f
′
= ψof

نͽاشت ͷی هم φ مشابه، طور به
φ′ : HomR(D,M)→ HomR(D,N)

مͬ�کند. القا

را ψ′
: HomR(D,L) → HomR(D,M) نͽاشت ،ψ : L → M باشند. هریRͷ-مدول D,L,M اگر .١٩.١ قضیه

باشد، دقیق ۰→ L
ψ−→ M اگر دیͽر عبارت به است، ͷبه�ی�ͷی هم ψ′ آنͽاه باشد، ͷبه�ی�ͷی ψ : L→ M اگر مͬ�کند. القاء

است. دقیق هم ۰→ HomR(D,L)
ψ

′

−→ HomR(D,M) آنͽاه

که زمانͬ مͬ�گیریم. درنظر را ψof, ψog : D → M ترکیب باشند. HomR(D,L) در متمایز هم�ریختͬ دو f, g اگر اثبات.
که مͬ�کند القاء ψ′ همریختͬ ͷی بنابراین مͬ�شود متمایز ψogبا ψof متمایز، f, g ∈ HomR هر برای ψof باشد، ͷبه�ی�ͷی ψ

است. ͷبه�ی�ͷی

که نمͬ�شود موجب N در بودن دقیق که کنید توجه
HomR(D,M)

φ′

−→ HomR(D,N)→ ۰

f ∈ Hom(D,N) واگر D = Z/nZ اگر است. ۰ → Z n−→ Z p−→ Z/nZ → ۰ دقیق دنباله بارز مثال ͷی باشد. دقیق
F : D →M صفر هم�ریختͬ تنها نیست، صفر جز متناهͬ مرتبه از عنصر هیچ شامل Z که جایͬ آن از باشد. همانͬ نͽاشت ͷی

.poF = ۰ ̸= f بنابراین دارد. وجود

�زیر دنباله� آنͽاه باشد، دقیق ۰→ L
ψ−→M

φ−→ N → ۰ دنباله و باشند. یRͷ-مدول D,L,M,Nهر اگر .٢٠.١ قضیه

۰→ HomR(D,L)
ψ

′

−→ HomR(D,M)
φ

′

−→ HomR(D,N)

است. دقیق

به نیاز kerφ ⊂ imψ′ تنها ،φoψ = ۰ دلیل به .imψ′ = kerφ′ که داد نشان کافͬ�است تنها ١٩.١ قضیه�ی به توجه با اثبات.
kerφ در مشمول f برد باید آن�گاه φof = ۰ که باشد گونه�ای به f : D →M اگر که مͬ�شود نتیجه آن�جا از هم آن دارد. اثبات

گرفت. ͬͺی L با را آن مͬ�توان ψ طریق از که باشد

١۵



باشد: داشته را زیر هم�ارز شرایط از ͷی هر اگر است تصویری٨ ،P یRͷ-مدول .٢١.١ تعریف

آنͽاه باشد، دقیق ۰→ L
ψ−→M

φ−→ N → ۰ اگر (۱)

۰→ HomR(P,L)
ψ

′

−→ HomR(P,M)
φ

′

−→ HomR(P,N)→ ۰

است. دقیق
وجود F ∈ HomR(P,M) ترفیع f : P → N هر برای باشد. مدول�ها از دقیق دنباله ͷی M φ−→ N → ۰ اگر (۲)

بشود: جابه�جایͬ زیر دیاگرام که طوری به داشته�باشد

..M. N. ۰.

P

. ψ.

f

.

F

زیر بصورت دقیق کوتاه ���دنباله هر آنͽاه Mباشد، R-مدول تقسیم ͷی P اگر (۳)
۰→ L→M → P → ۰

شود. شͺافته
باشد. آزاد٩ یRͷ-مدول از مستقیمͬ جمعوند P (۴)

هستند. یͺدست نیز تصویری هستند،مدول�های یͺدست آزاد مدول�های .٢٢.١ نتیجه

مستقیم جمع اگر تنها و اگر است تصویری تولیدشده، متناهͬ طور به مدول ͷی هستند. تصویری آزاد مدول�های کنید توجه
به را تصویری مدول�های است. تصویری مدول ͷی از خارج�قسمت ͷی مدول هر شده�باشد. تولید متناهͬ طور به آزاد مدول ͷی

کردیم. تعریف تصویری تحلیل١٠ از استفاده با TorRn همولوژی گروه�های کردن تعریف منظور

است: زیر بصورت دقیق دنباله�ای B از تصویری تحلیل ͷی باشد. -مدول Rͷی B اگر .٢٣.١ تعریف
· · · → Pn

dn−→ Pn−۱ → · · ·
d۱−→ P۰

ϵ−→ ۰

باشد. تصویری یRͷ-مدول Pi هر بطوریͺه

تریس و نرم ۶.١

که داد نشان مͬ�توان است. (
√
dimk A) n درجه�ی از متناهͬ بعد از مرکزی ساده یkͷ-جبر A و است میدان ͷی k فرضکنید

پس مͬ�شود. نامیده A برای شͺافنده١١ میدان K .A ⊗k K ∼= Mn(K) که قسمͬ به است موجود K/k میدانͬ توسیع ͷی
و باشد میدانͬ Kچنین کنید فرض

f : A⊗k K →Mn(K)

داد نشان مͬ�توان باشد. f(a⊗k ماتریس(۱ مشخصه�ی چندجمله�ای p(x) و a ∈ A کنید فرض حال بͽیرید. مذکور یͺریختͬ را
مͬ�نامند. a کاهش�یافته مشخصه چندجمله�ای را p(x) ندارد. ͬͽبست f یͺریختͬ Kو میدان انتخاب به و است p(x) ∈ k[x] که

کنید فرض
PrdA(a, x) = xn + αn−۱x

n−۱ + · · ·+ α۱x+ α۰ ∈ k[x]

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را یافته کاهش تریس و یافته کاهش نرم باشد. a ∈ A یافته�ی کاهش مشخصه�ی چندجمله�ای
TrdA(a) = −αn−۱

٨Projective
٩Free
١٠Resolution
١١spliting field

١۶



NrdA(a) = (−۱)nα۰

عناصر از متشͺل A∗ زیرگروه بر و است یافته کاهش نرم نͽاشت همان که مͬ�رسیم Nrd : k → A نͽاشت به صورت این در
مͬ�شود. تحدید Nrd : A∗ → k∗ گروهͬ همریختͬ ͷی به A وارون�پذیر

مͬ�رسیم. Trd : A→ k صورت به جمعͬ همریختͬ ͷی که داریم را کاهش�یافته تریس نͽاشت همچنین

توابع میدان روی ساده جبرهای از کاهش�یافته نرم�های ٢

است. [١] براساس بخش این مطالب
را ،[A∗, A∗] ،A∗ ضربͬ گروه جابه�جاگرهای زیرگروه باشد. k میدان روی بعد متناهͬ مرکزی ساده جبر ͷی A کنید فرض
مسئله�ای K۱(A) محاسبه�ی مͬ�دهیم. نمایش K۱(A) با و مͬ�گوییم A وایتهد١٢ گروه را A∗/[A∗, A∗] گروه بͽیرید. نظر در
گروه این که یافته، کاهش نرم�های گروه نیز و است SK۱(A) یافته١٣، کاهش وایتهد گروه محاسبه�ی شامل زیرا است دشوار بسیار
یافته کاهش نرم همومورفیسم از استفاده با ۱ → SK۱(A) → K۱(A) → Nrd(A∗) → ۱ دقیق دنباله�ی روی از وضوح به

مͬ�آید: بدست ،Nrd
SK۱(A) = SL(۱, A)/[A∗, A∗]

است. Nrd هسته�ی ،SL(۱, A) آن در که
توسط ١٩٧۵ سال در بود، پاسخ بدون طولانͬ مدت برای که SK۱(A) گروه بودن بدیهͬ بر مبنͬ تاناکا-آرتین١۴ مسئله�ی
بدست که نتایجͬ غالب کرد. بررسͬ را یافته کاهش وایتهد گروه رفتار کمͬ صورت به کارهایش در پلاتون شد. نقض پلاتون١۵

بود. هنسل١٧ میدان�های و سراسری١۶ جبرهای روی آورد
سراسری و موضعͬ میدان�های مورد در مطالب اغلب و نمͬ�دانیم زیادی مطلب دلخواه درجه از یافته کاهش نرم�های مورد در
و آن�ها روی مرکزی جبرهای تمام برای که کرد توصیف را میدان�هایͬ تمام او است. ساسلین به مربوط نتایجͬ مجموع در است.
در دارند. ویژه�ای جایͽاه دلخواه، میدان روی مربع درجه از جبرهای پوشاست. یافته کاهش نرم آن�ها، از متناهͬ �های توسیع روی
گروه از کوهمولوژی توصیفͬ ساسلین و مرکوری١٩ دیͽر طرف از .SK۱(A) = ۱ خاص حالت این در داد نشان ١٨͹ون ١٩۵٠

است. شده K۱(A)محاسبه گروه حالت این در که گرفت نتیجه مͬ�توان بنابراین آوردند. بدست Nrd(A∗)

محاسبه�ی برای آن از که است ناجابه�جایͬ گویای توابع از تقسیم حلقه�های در یافته کاهش نرم�های توصیف مقاله این هدف
معادل ،K۱(A) محاسبه�ی مͬ�دهیم نشان ابتدا مͬ�کنیم. استفاده k دلخواه میدان روی دلخواه درجه از A دلخواه جبر K۱(A)برای

است. اول عددی درجه که حالت�هایͬ برای محاسبه با است
است. مربوطه نرم NT/R و است T/R میدانͬ توسیع برای مͬ�آید ادامه در که مطالبͬ

این در .(n, [F : k]) = ۱ که طوری به باشد متناهͬ توسیع F/k و باشد n درجه از تقسیم حلقه�ی ͷی A کنید فرض .١.٢ لم
.α[F :k] ∈ Nrd(A∗) داریم α ∈ K∗ ∩Nrd((A⊗k F )∗) هر برای صورت

Nrd(a) = و a ∈ A⊗kF فرضکنید است. جدایͬ�پذیر F/K توسیع فرضکنیم مͬ�توانیم کلیت از شدن کاسته بدون اثبات.
e > ۱ برابر fF (x) ،F روی a مینیمال چندجمله�ای درجه�ی کنید فرض است. بدیهͬ حͺم باشد، a ∈ F که حالتͬ در .α
،Nrd(a) = NL/F (a) چون .fF (x) از β ثابت ضریب با و است شامل که A ⊗k F از L ماکسیمال زیرمیدان باشد.
چندجمله�ای و بسازید را E/k توسیع fF (x) ضرایب از استفاده با .α = (−۱)etβt داریم [L : F ] = et برای بنابراین
و است جبری�اش بستار در k روی E از مجزا نشاندن�های σ۱ . . . σc آن در که بͽیرید درنظر را f(x) = fσ۱

F (x) · · · fσc

F (x)

١٢Whitehead group
١٣Reduced Whitehead group
١۴Tanaka-Artin
١۵Platonov
١۶global
١٧Henselian
١٨Wang
١٩Merkurev

١٧



چندجمله�ای f(x) بنابراین آمده�است. بدست σi اثر تحت fF (x)ضرایب کردن جایͽزین با fσi

F (x)چندجمله�ای و c = [E : k]

است. k روی a مینیمال
داریم دیͽر طرف در و [L : k] = et[F : k] داریم طرف ͷی در واقع در .NL/k(a)(a) = α[F :k] مͬ�دهیم نشان

مͬ�دهد نتیجه که است برقرار [L : F (a)] = t و [k(a) : k] = ce تحلیل به آن در که k ⊂ k(a) ⊂ F (a) ⊂ L
[F (a) : k(a)] = [F : k]c−۱

داریم: پس ،Nk(a)/k(α) =
∏c
i=۱((−۱)eβσi) بنابراین ،βσ۱

F · · ·β
σc

F با است برابر f(x)ثابت بخش بعلاوه
NL/k(α) = (Nk(a)/k(a)

t)[F :k]c−۱
= (αc)[F :k]c−۱

= α[F :k]

.α[F :k] ∈ Nrd(A∗) است، A برای شͺافنده میدان L چون

مͬ�دهیم. کاهش اول اعداد درجه از تقسیم حلقه�های به را یافته کاهش نرم محاسبه ادامه در

اول اعداد piها و است pαi
i درجه از تقسیمͬ حلقه�ی Ai هر که طوری به باشد A = A۱⊗k · · · ⊗k Ar فرضکنید .٢.٢ گزاره

.Nrd(A∗) = ∩ri=۱Nrd(A
∗
i صورت( این در متمایزند.

k روی میدان کوچͺترین Li کنید فرض باشد. A۱, . . . , Ar با متناظر ماکسیمال زیرمیدان�های F۱, . . . , Fr کنید فرض اثبات.
بنابراین α ∈ Nrd(A⊗k Li) آنͽاه ،α ∈ Nrd(A∗) اگر باشد. F۱, . . . , Fi−۱, Fi+۱, . . . , Fr شامل

α ∈ Nrd(Ai ⊗k Li)

.α ∈ Nrd(A∗
i ) مͬ�دهد نیتجه هم به نسبت piها و هم به نسبت Li]ها : k] بودن اول .α[Li:k] ∈ Nrd(A∗

i ) ،١.٢ لم به بنا .
١ برابر Li]ها : k]مشترک عامل بزرگترین که آنجایͬ از حال .α[Li:k] ∈ Nrd(A∗) آنͽاه α ∈ ∩ri=۱Nrd(A

∗
i ) اگر برعͺس،

.α ∈ Nrd(A∗)پس است

است. فوق لم سودمند نتایج از دیͽر ͬͺی زیر نتیجه�ی

.Nrd(A∗) = k∗ ∩Nrd((A⊗k F )∗) داریم ١.٢ لم نمادگذاری با .٣.٢ نتیجه

از ١.٢ لم بنابر حال است. A درجه n آن در که ،αn ∈ Nrd(A∗) داریم α ∈ k∗ برای که است واضح اثبات.
α ∈ k∗ ∩Nrd((A⊗k F )∗)

است. واضح که هم عͺس برای .α[F :k] ∈ Nrd(A∗) مͬ�شود نتیجه

که ،an ∈ Nrd(a)[A∗, A∗] آنͽاه ،a ∈ A اگر خواهیم�کرد: استفاده معروف خاصیت این از مͺرر صورت به .۴.٢ ملاحظه
است. A درجه n آن در

است. وابسته وایتهد گروه اول مولفه�های محاسبه�ی K۱(A)به محاسبه�ی مͬ�دهیم نشان حال

دقیق دنباله�ی ،٢.٢ گزاره نمادگذاری با .۵.٢ گزاره
۱→ (k∗)(r−۱) → K۱(A۱)× · · · ×K۱(Ar)→ K۱(A)→ ۱

است. k∗ از کپͬ r − ۱ مستقیم ضرب ،(k∗)(r−۱) آن در که دارد وجود

بͽیرید: نظر در را زیر همومورفیسم اثبات.
f : K۱(A۱)× · · · ×K۱(Ar)→ K۱(A)

f(a۱[A
∗
۱ , A

∗
۱ ], . . . , ar[A

∗
r , A

∗
r ]) = a۱ . . . ar[A

∗, A∗]

.Nrd(c) = ۱ و b ∈ A که a = bc داریم ٢.٢ گزاره بنابه بنابراین، a ∈ A∗ کنید فرض .i = ۱, . . . , r ،ai ∈ Ai آن در که
و T بین یͺریختͬ ͷی T = SK۱(A۱) × · · · × SK۱(Ar) زیرگروه به f کردن محدود مͬ�دانیم چون پوشاست f حال

.B = A۲ ⊗k · · · ⊗k Ar که ،A = A۱ ⊗k B بعلاوه مͬ�دهد. بدست SK۱(A)

١٨



B درجه و n را A۱ درجه .ab ∈ [A∗, A∗] که است گونه�ای به b ∈ B بعلاوه .a /∈ [A∗
۱ , A

∗
۱ ] و a ∈ A۱ مͬ�کنیم فرض

.am ∈ NrdB(b)[A∗, A∗] داریم ،bm ∈ NrdB(b)[A∗, A∗] چون .(ab)m ∈ [A∗, A∗] صورت این در بͽیرید. m را
دید مͬ�توان سادگͬ به حال .a ∈ α[A∗, A∗] که دارد وجود α ∈ k∗ مͬ�شود نتیجه an ∈ NrdA۱(a)[A

∗, A∗] چون همچنین
.a۱ . . . ar ∈ k∗ ∩ [A∗, A∗] و ai ∈ k∗ که است (a۱[A∗, A∗], . . . , ar[A

∗, A∗]) شͺل به اعضایͬ شامل f هسته�ی که
µ = µ۱ . . . µr داریم مͬ�کند. عاد را A درجه که است درجه�ای از واحد ریشه�ی µ آنͽاه ،µ ∈ k∗ ∩ [A∗, A∗] اگر
اگر واقع در .µi ∈ k∗ ∩ [A∗

i , A
∗
i ] مͬ�دهیم نشان مͬ�کند. عاد را Ai درجه که است درجه�ای از واحد ریشه µi ∈ k∗ که

و SK۱(A۱) × · · · × SK۱(Ar) ∼= SK۱(A) یͺریختͬ زیرا ،µ /∈ k∗ ∩ [A∗, A∗] صورت این در µi /∈ k∗ ∩ [A∗
i , A

∗
i ]

داریم. را piها بودن اول
در را زیر همومورفیسم مͬ�کنند. صدق a۱ . . . ar = ۱ خاصیت در a۱, . . . , ar کنیم فرض مͬ�توانیم فوق مطالب به توجه با

بͽیرید: نظر
g : k∗(r) → K۱(A۱)× · · · ×K۱(Ar)

g(k۱, . . . , kr) = (k۱[A
∗
۱ , A

∗
۱ ], . . . , kr[A

∗
r , A

∗
r ])

G ⊂ k∗(r) زیرگروه به g تحدید .(k∗ ∩ [A∗
۱ , A

∗
۱ ])× · · · × (k∗ ∩ [A∗

r , A
∗
r ]) گروه با است برابر g هسته�ی که است واضح

.G∩Ker(g) = {۱} و است f هسته�ی g(G) که، خواهدبود خاصیت این دارای مͬ�شود، تعریف k۱k۲ . . . kr = ۱ ویژگͬ با که
.G ∼= k∗(r−۱) که است بدیهͬ است. ی�ͷریخت f هسته�ی با G گروه بنابراین

حالت این در است. r متناهͬ بیرونͬ مرتبه از ϕ خودریختͬ با Z(A) روی مرکزی تقسیم حلقه�ی ͷی A کنید فرض حال
آن مرکز کسرهایA(X,ϕ)استکه تقسیم حلقه�ی ،A[X,ϕ] ناجابه�جایͬ، چندجمله�ای�های حلقه�ی بͽوییم که خوش�تعریفاست
تولید ،A درونͬ خودریختͬ ϕr و ،yϕ = y ∈ A∗ Z(A)ثابتاست، در ϕ اثر تحت استکه میدانͬ k استکه k(y−۱xr) مشابه
.[A(X,ϕ) : k(x)] = n۲ = [A : Z(A)]r صورت این در بͽیرید. درنظر را x = y−۱Xr مجموعه�ی است. y توسط شده
به ͷی تناظری و باشد A[X,ϕ] در تحویل�ناپذیر چندجمله�ای�های به Q و P تجزیه�ی Q = Q۱ . . . Qs و P = P۱ . . . Ps اگر

مͬ�کنیم. استفاده ∼ از معادلا یا P ≈ Q مͬ�نویسیم باشد برقرار {Q۱, . . . , Qs} و {P۱, . . . , Ps} بین پوشا و ͷی
خواهیم�داشت. نیاز زیر لم به ادامه در

آنͽاه Q ∈ A[X,ϕ] که P = ۱ + XQ اگر .Nrd(P ) ∈ k[x] صورت این در باشد P ∈ A[X,ϕ] کنید فرض .۶.٢ لم
.q ∈ k[x] که Nrd(P ) = ۱+ xq

که باشد k(x) A(X,ϕ)روی برای {aiXj} پایه�ی T و باشد k Aروی برای پایه ͷی a۱ = ۱, a۲, . . . , am فرضکنید اثبات.
است ماتریسͬ µ(P ) آنͽاه باشد، k(x) روی A(X,ϕ) تقسیم حلقه�ی منظم نمایش µ اگر .j = ۰, . . . , r− ۱ و i = ۱, . . . ,m
k[x] و detµ(P ) = Nrd(P )n که آنجایͬ از است. چندجمله�ای detµ(P ) بنابراین هستند. چندجمله�ای�ها آن درایه�های که

.Nrd(P ) ∈ k[x] بͽیریم نتیجه مͬ�توانیم است بسته k(x) در درستͬ به
بͽیریم. درنظر را A(X,ϕ)⊗k(x) k(x)x تقسیم حلقه�ی که است کافͬ ،P = ۱+XQحالت برای

.P ≈ λ آنͽاه ،λ ∈ k[x] و P ∈ A[X,ϕ] که a = Pλ−۱ و a ∈ [A(X,ϕ)∗, A(X,ϕ)∗] اگر .٧.٢ لم

.P ≈ Q آنͽاه ،P,Q ∈ A[X,ϕ] و a ∈ [A(X,ϕ)∗, A(X,ϕ)∗] که ،P = Qa اگر .٨.٢ نتیجه

A[X,ϕ] در تحویل�ناپذیر چندجمله�ای�های حاصلضرب به g ∈ k[x] چندجمله�ای تجزیه�ی g = P۱ . . . Pr کنید فرض .٩.٢ لم
.g = QR = RQ که طوری به دارد وجود R چندجمله�ای صورت این در ،Q ∼ Qi اگر باشد.

T ̸= ۰ اگر .g = PiM + T داریم Pi بر g تقسیم از و ،E,B ∈ A[X,ϕ] آن در که g = EPiB دهید قرار اثبات.
داریم بنابراین ،Eg = EPiM + ET و gE = EPiBE مͬ�آید، بدست تساوی�ها در E ضرب از صورت این در باشد
کمتر EPi درجه�ی از ET درجه�ی زیرا نیست درست این اما است، ET عامل EPi بنابراین .EPiBE = EPiM + ET

.g = PiM مͬ�دهد نتیجه این و است
بر را g حال .uPi = Qv که دارد وجود Q از کمتر درجه�ی با v و u چندجمله�ای�های مͬ�شود نتیجه Q ∼ Pi از استفاده با
دیͽر عبارت به .gu = uPiM = QvM داریم صورت این در باشد، T ̸= ۰ اگر .g = QR + T داریم مͬ�کنیم، تقسیم Q
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u و T درجه�ی اما است. Q مشابه عاملͬ شامل تحویل�ناپذیر چندجمله�ای�های به Tu تجزیه�ی بنابراین ،Q(vM −Ru) = Tu

.g = RQپس است، مرکزی A(X,ϕ) در g چون حال .g = QRپس است تناقض که است کمتر Q از

.P | Nrd(P صورت( این در ،P ∈ A[x, ϕ] اگر .١٠.٢ نتیجه

با Pni = Nrd(Pi)ai ،۴.٢ ملاحظه به توجه با تحویل�ناپذیرند. A[X,ϕ] در Piها که ،P = P۱ . . . Ps کنید فرض اثبات.
Nrd(Pi) = بدستمͬ�آید کنیم، استفاده ٩.٢ لم از اگر .Pni ≈ Nrd(Pi) ،٨.٢ نتیجه�ی بنابر .ai ∈ [A(X,ϕ)∗, A(X,ϕ)∗]

.Nrd(Pi) = PQs . . . P۱ بنابراین .Qi ∈ A[X,ϕ] که ،PiQi

A[X,ϕ] در تحویل�ناپذیر چندجمله�ای�های به f ∈ k[x] تحویل�ناپذیر چندجمله�ای تجزیه�ی f = P۱ . . . Ps فرضکنید .١١.٢ لم
.Nrd(Q) = afn/s, a ∈ k∗ داریم Q ∼ Pi هر برای و P۱ ∼ P۲ ∼ · · · ∼ Ps صورت این در باشد.

که Pni = aif
nibi نتیجه در ،Nrd(Pi) = afni بنابراین ،fn = Nrd(P۱) · · ·Nrd(Ps) که است واضح اثبات.

ni = ns−۱ تساوی و niها تطابق این و ،P۱ ∼ · · · ∼ Ps پس Pni ≈ fni ،٨.٢ نتیجه بنابر .bi ∈ [A(X,ϕ)∗, A(X,ϕ)∗]

مͬ�شود. نتیجه حͺم کنیم، استفاده ٩.٢ لم از اگر حال مͬ�دهد. نتیجه را

است. k[x] روی ماکسیمال مرتبه�ی از A[X,ϕ] .١٢.٢ لم

که M = {aiXj} مجموعه�ی صورت این در باشد. k روی A برای پایه ͷی {a۱ = ۱, a۲, . . . , am} کنید فرض اثبات.
چندجمله�ای هر مͬ�دهیم نشان علاوه به است. k(x) روی A(X,ϕ) برای پایه ͷی ،j = ۰, . . . , r − ۱ و i = ۱, . . . ,m
ضرایب Mبا پایه�ی اعضای از خطͬ ترکیب P که دید مͬ�توان سادگͬ به واقع در است. صحیح k[x] حلقه�ی روی P ∈ A[X,ϕ]
چندجمله�ای منظم نمایش دارد، قرار k[x] Mدر پایه�ی به نسبت A(X,ϕ) جبر در ثابت�ها ساختار که آنجایͬ از است. k[x] در
قضیه�ی از استفاده با این و دارد k[x] در ضرایبͬ ماتریس این مشخصه�ی چندجمله�ای است. k[x] در درایه�های با ماتریسͬ P
دارد. k[x] روی A(X,ϕ) در مرتبه�ای A[X,ϕ] حلقه�ی بنابراین است. صحیح k[x] روی P مͬ�دهد نتیجه کیلͬ-همیلتون٢٠

k[x] A(X,ϕ)روی در ماکسیمال مرتبه�ی L فرضکنید مͬ�کنیم. فرضخلف است. ماکسیمال مرتبه این مͬ�دهیم نشان حال
نیست. چندجمله�ای ͷی که (P,Q ∈ A[X,ϕ] ) دارد PQ−۱ مانند عضوی L بنابراین است. A[X,ϕ] شامل اکیدا که دارد
.R ̸= ۰ پس نیست چندجمله�ای PQ−۱ چون است. Q بر P راست از تقسیم باقͬ�مانده R که P = TQ + R کنید فرض
به (نسبت Nrd(R) چندجمله�ای درجه�ی پس است کمتر Q درجه�ی از اکیدا R درجه�ی علاوه به .RQ−۱ ∈ L که است بدیهͬ
روی پس ،PQ−۱ ∈ L که آنجایͬ از .Nrd(RQ−۱) /∈ k[x] بنابراین است. کمتر Nrd(Q) چندجمله�ای درجه�ی از اکیدا (x
باشد. k[x] در باید k(x) روی PQ−۱ مینیمال چندجمله�ای ثابت بخش گاوس٢١، لم نتیجه�ی از استفاده با است. صحیح k[x]

که دادیم نشان اما .Nrd(PQ−۱) ∈ k[x] داریم ثابت، ͷی در -١ از توانͬ با است متناسب Nrd(RQ−۱) که آنجایͬ از حال
است. k[x] روی A(X,ϕ) در ماکسیمال مرتبه�ی از A[X,ϕ]پس نیست درست این

نقطه�ی در k(x) از حاصل کامل میدان برای را k(x)f نماد باشد. k[x] در تحویل�ناپذیر تͺین چندجمله�ای f فرضکنید حال
نقطه. این در حلقه را O<f> و مͬ�گیریم نظر در f با متناظر

جبر در ماکسیمال مرتبه�ی دارای A[X,ϕ] حلقه�ی در O<f>spanL<f> .١٣.٢ لم
A(X,ϕ)⊗k(x) k(x)f

مͬ�باشد. O<f> روی

مͬ�شود. حاصل ١٢.٢ لم ͷکم به اثبات.

یͺریختند. L<f>/fL<f> و A[X,ϕ]/fA[X,ϕ]چپ A[X,ϕ]-مدول دو .١۴.٢ لم

A(X,ϕ) ⊗k(x) داشته�باشیم و باشد Df تقسیم حلقه�ی روی m ≥ ۱ درجه�ی از ماتریس�های Mm(Dfجبر ) کنید فرض
دهید قرار باشند. k(x)f و Df کاهش�یافته�ی تقسیم حلقه�های ترتیب به D̄f , ¯k(x)f کنید فرض .k(x)f ∼= Mm(Df )

است. k(x)f Dfروی انشعابͬ درجه e آن در که ،i(f) =
√
e−۱t و t = [D̄f , ¯k(x)f ]

٢٠Hamilton-Cauley
٢١Gauss’s lemma
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تͺین چندجمله�ای�های Pj(j = ۱, . . . , s) و a ∈ k∗ که aPα۱
۱ . . . Pαs

s ∈ Nrd(A(X,ϕ)) کنید فرض .١۵.٢ لم
است. αj مقسوم�علیه i(Pj)صورت این در باشند. k[x] در مجزا تحویل�ناپذیر

Dfدرجه از L ماکسیمال زیرمیدان هر برای باشند. k(x)f Dfروی انشعابͬ درجه و درجه ترتیب به ef و sf فرضکنید اثبات.
NL/k(x)f (L

∗) ⊂ بنابراین است. ef آن درجه که دارد وجود ماکسیمالͬ زیرمیدان و مͬ�شمارد را ef درجه k(x)f Lروی انشعابͬ
بنابراین است. fsfe

−۱
f توسط شده تولید دوری گروه

⟨
fsfe

−۱
f
⟩
و است O<f> حلقه�ی یͺال�های گروه Uf که

⟨
fsfe

−۱
f
⟩
Uf

شده�است. ثابت چیز همه ،Nrd(A(X,ϕ)) ⊂ Nrd(Df ) به توجه با .N(Df ) ⊂
⟨
fsfe

−۱
f
⟩
Uf

مͬ�گیریم. نظر در آن ترکیبͬ سری طول را λB(M) ،M B-مدول هر برای

.α ∈ k که Nrd(P ) = αf i(f) صورت این در مͬ�کند. عاد را f که باشد تحویل�ناپذیر چندجمله�ای P کنید فرض .١۶.٢ لم

دارد. n.i(f)−۱ برابر طولͬ که دارد وجود تحویل�ناپذیر عامل�های به f تجزیه�ی دهیم نشان است کافͬ ١١.٢ لم به بنا اثبات.
با است مطابق عدد آخرین مͬ�دانیم

µ = λA[X,ϕ](A[X,ϕ]/fA[X,ϕ])

و λL<f>
(L<f>/fL<f> حداقل عدد آخرین و ،ni(f)−۱ و µ = λA[X,ϕ](L<f>/fL<f>) ،١۴.٢ لم به توجه با .

Df حلقه�ی ارزش٢٢ ODf
که L<f> ∼= Mm(ODf

) است، ماکسیمال مرتبه�ی از L<f> چون حال است. ni(f)−۱ حداکثر
بنابراین است.

L<f>/fL<f> ∼=Mm(ODf
)/fMm(ODf

) ∼=Mm(ODf
/fODf

)

.ni(f)−۱ با است برابر مدول آخرین ترکیبͬ سری طول که دیده�مͬ�شود راحتͬ به حال

مͬ�دهیم. نشان deg f با را k[x] در f چندجمله�ای درجه�ی

تحویل�ناپذیر چندجمله�ای هر برای صورت این در باشد. A[X,ϕ] در تحویل�ناپذیر تͺین چندجمله�ای P کنید فرض .١٧.٢ لم
داریم f ∈ k[x]

Nrd(P ) = (−۱)(r+۱)i(f) det fNk(y)/k(y)
i(f) deg f [k(y):k]−۱

f i(f)

چندجمله�ای�های ١۶.٢ لم به بنا باشد. مجزا اول عامل�های به Nrd(P ) تجزیه�ی αfu۱i(f۱)
۱ . . . f

usi(fs)
s کنید فرض اثبات.

βNrd(P ) = که ویژگͬ این با دارد وجود β ∈ k بعلاوه .Nrd(Pj) = αjf
i(fj)
j که طوری به دارد وجود Pj تحویل�ناپذیر

P ∼ P۱ ∼ · · · ∼ Ps مͬ�آید بدست فوق تساوی در ٨.٢ نتیجه�ی و ۴.٢ ملاحظه�ی دادن اثر با .Nrd(Pu۱
۱ . . . Pus

s )

بنابراین .ai ∈ A آن در که P = (۱ + ae−۱X
−۱ + · · · + a۰X

−e)Xe دهید قرار حال .u۱ = ۱ و s = ۱ بنابراین
خواهیم�داشت کنید، استفاده را ۶.٢ لم و بͽیرید X−۱را متغیر .Nrd(P ) = Nrd(۱+ae−۱X

−۱+· · ·+a۰X−e)Nrd(Xe)

ضریب eام Nrd(Pتوان ) پیش�رو ضریب که مͬ�دهد نتیجه این .Nrd(۱+ ae−۱X
−۱ + · · ·+ a۰X

−e) = ۱+ x−۱q(x−۱)

است. Nrd(X) در پیش�رو
بدست کنیم. مقایسه e = i(f) deg f.r.n−۱ تساوی ͷکم به X به نسبت را درجات است کافͬ اثبات شدن کامل برای

مͬ�آید:
Nrd(X) = (−۱)n(r+۱)r−۱

Nk(y)/k(y)
nr−۱[k(y):k]−۱

xnr
−۱

بͽیرید: .١٨.٢ قضیه
T = ∪f (−۱)(r+۱)i(f) deg fNk(y)/k(y)

i(f) deg f [k(y):k]−۱
f i(f)

بͽیرید است. f تحویل�ناپذیر چندجمله�ای�های تمام روی اجتماع که
G = NZ(A)/k(NrdA(A

∗))

Nrd(Lf ) = E ∪ صورت{۰} این در باشد. (k[x]/fk[x])−n مجموعه�ی و G ،T توسط شده تولید منوید E کنید فرض و
(Lf = L<f> ∩A(X,ϕ) است.( G و T توسط شده تولید Nrd(A(X,ϕ)∗)زیرگروه و

٢٢valuation
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به P دلخواه چندجمله�ای تجزیه هر برای حͺم حال دارد. قرار E ∪ {۰} در k[x]n مجموعه�ی که دید مͬ�توان سادگͬ به اثبات.
مͬ�شود. نتیجه ١٧.٢ لم از فوق مطلب است. برقرار A[X,ϕ] در تحویل�ناپذیرند و تͺین چندجمله�ای�هایͬ که A اعضای

که طوری به باشد A شامل n درجه از k روی مرکزی تقسیم حلقه�ی B کنید فرض حال
D = A+At+ · · ·+Atr−۱

پس نباشد چنین این اگر واقع در A[X,ϕ]است. در تحویل�ناپذیر −Xrچندجمله�ای yصورت این در .tr = y و it |A= ϕ که
مͬ�آید بدست کنید حساب X = t در را فوق تساوی طرف دو است. r از کمتر چندجمله�ای�ها درجه� که است Xr − y = f۱f۲
که آنجایͬ از علاوه به است. Xrتحویل�ناپذیر − y بنابراین نمͬ�شوند. Dصفر در هیچͺدام f۲(t) و f۱(t) اما ،f۱(t)f۲(t) = ۰

بنابراین است. دوطرفه (Xr − y)A[X,ϕ] ایده�آل ،Xr − y = y(x− ۱)
A[X,ϕ]/(x− ۱)A[X,ϕ] ∼= D

در ارزیابͬ چندجمله�ای توسط که هم�ریختͬ تحت S اعضای تمام تصویر مجموعه�ی را S̄ ،S ⊂ A[X,ϕ] زیرمجموعه�ی برای
مͬ�گیریم. درنظر مͬ�شود، Dحاصل به A[X,ϕ] Xاز = t

داریم P ∈ A[X,ϕ] هر برای صورت این در باشد. جدایͬ�پذیر توسیعͬ k/M کنید فرض .١٩.٢ لم
Nk/M (Nrd(P̄ )) = Nk(x)/M(x)(Nrd(P ))

مرکز توسیع�های با یافته کاهش نرم و است انشعاب بدون تقسیم حلقه�ی ͷی A(X,ϕ) ⊗k(x) k(x)x−۱ که آنجایͬ از اثبات.
.Nk(x)/M(x)(P ) = Nk/M (P̄ ) مͬ�آید بدست P ∈ k[x] برای مشابها .Nrd(P̄ ) = Nrd(P ) بنابراین نمͬ�کند تغییر

داریم: قبلͬ لم نمادگذاری با .٢٠.٢ نتیجه
Nk/M (Nrd(D)) = Nk(x)/M(x)(Nrd(A[X,ϕ]))

تصویر a اگر .α ∈ Nk/M (Nrd(d)) که طوری به دارد وجود d ∈ D عنصر .α ∈ Nk/M (Nrd(D)) کنید فرض اثبات.
مͬ�شود. برقرار طرف ͷی بنابراین .α ∈ Nk(x)/M(x)(Nrd(a)) که دیده�مͬ�شود صورت این در باشد A[X,ϕ] در d وارون

مͬ�شود. نتیجه ١٩.٢ لم از دوم قسمت شمول

زنجیر و باشد L ماکسیمال زیرمیدان شامل است) اول p و pm ̸= ۲) pm درجه از k مرکز با تقسیم Dحلقه�ی اگر
k = L۰ ⊂ L۱ ⊂ · · · ⊂ Lm = L

Aj از خودریختͬ ϕj و مͬ�دهیم Ajنشان با Dرا در Lj مرکزساز است. p درجه�ی از دوری توسیع�ها از کدام هر که باشیم داشته را
حاصل درونͬ خودریختͬ ϕpj و yj ∈ Aj کنید فرض بود. خواهد Lj/Lj−۱ توسیع گالوای گروه مولد Lj به آن تحدید که است
چندجمله�ای برای ناجابه�جایͬ. گویای توابع تقسیم حلقه�ی با است متناظر Aj(Xj , ϕj)صورت این در .yϕj

j = yj و باشد yj از
طوری به است Lj−۱[x] در تحویل�ناپذیر تͺین چندجمله�ای�های تمام مجموعه�ی Lj(f) ،f ∈ k[x] دلخواه تحویل�ناپذیر و تͺین

آن در که داریم را N(f) = ∪mj=۱Nj(f) مجموعه�ی همچنین .l ∈ Lj(f) برای NLj−۱(x)/k(x)(l) = fµj(l) که
Nj(f) = ∪l∈Lj(f)NLj(yj)/k(yj)

i(l). deg l.[Lj(yj):Lj ]
−۱
.f i(l)µj(l)

است. x = ۱ در N(f) اعضای مقدارهای مجموعه�ی N(f(۱)) و

NL/k(L
∗) D(N)و توسط شده تولید صورتNrd(D∗)منوید این در .D(N) = ∪f ̸=x−۱N(f(۱)) بͽیرید .٢١.٢ قضیه

است.

١٨.٢ قضیه�ی از استفاده با باشد. کردیم بیان ١٨.٢ قضیه�ی در که T مشابه Ai(Xi, ϕi) برای مجموعه�ای Ti فرضکنید اثبات.
داریم: ٢٠.٢ نتیجه�ی و ١٧.٢ لم و

Nrd(D) = T̄۱ ×NL۱(x۲)/k(x۲)(T۲) · · ·NLm−۱(xm)/k(xm)(Tm)NLm/k(L)

مشاهده اما کنیم. حذف مͬ�توانیم Ti تعریف در را (−۱) توان که مͬ�دهد نشان این است. ١ در چندجمله�ای ارزش معنای به بار که
mبرابر > ۱ برای که است (−۱)۲m(۲m+۱)۲−۱ از توانͬ شͺل به توان این p = ۲ که هنͽامͬ و است فرد p که هنͽامͬ که مͬ�شود

است. ١
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حلقه�ی که طوری به دارد وجود p اول عدد درجه�ی با k از F توسیع همواره اول عدد درجه Dاز تقسیم حلقه�ی برای مͬ�دانیم
زیرمیدان و است p درجه�ی از دوری توسیع هر که است F = L۰ ⊂ L۱ ⊂ · · · ⊂ Lm = L زنجیر دارای D ⊗k F تقسیم
دلخواه تقسیم حلقه�ی برای را کاهش�یافته نرم ،٣.٢ نتیجه�ی و ٢.٢ گزاره�ی و ١٨.٢ قضیه�ی از استفاده با حال است. L ماکسیمال

مͬ�کنیم. محاسبه A
است. k روی p درجه�ی از Z زیرمیدان دارای که اول) p ) باشد pm درجه از k روی مرکزی تقسیم حلقه�ی ͷیD فرضکنید

باشد. k روی Z گالوای گروه مولد ،Z روی که باشد A از خودریختͬ ϕ Dو در Z مرکزساز A کنید فرض
و Lx−۱ در یͺال�های گروه L∗ کنید تعریف حال .Lx−۱ = L<x−۱> ∩A(X,ϕ) بͽیرید A(X,ϕ) روی

E = ۱+ (x− ۱)Lx−۱

L′ = [L∗, L∗]

H = {h ∈ L∗ | Nrd(h) ∈ E}

A′ = [A(X,ϕ)∗, A(X,ϕ)∗]

S = SL(۱, A(X,ϕ))

N = (EL′ ∩ S)/L′

مͬ�کند. تبدیل A(X,ϕ) میدان با وابسته گروه�های محاسبه�ی به را SK۱(D) محاسبه�ی زیر گزاره�ی

دارد: وجود زیر دقیق دنباله�ی .٢٢.٢ قضیه
۱→ SK۱(A(X,ϕ))/N → SK۱(D)→ (Nrd(L∗) ∩ E)/Nrd(E)→ ۱

بنابراین .L′ = [D∗, D∗] بعلاوه .A′ = L′ است، مرکزی و تحویل�ناپذیر A[X,ϕ] در x− ۱ که آنجایͬ از اثبات.
SK۱(D) ∼= H̄/Ā′ ∼= (H/E)(EA′/E) ∼= H/EA′

صورت این در بͽیرید. نظر در ′H/EAرا گروه از B = SE/EA′ زیرگروه
B ∼= S/(S ∩ EA′) ∼= SK۱(A(X,ϕ))/N

داریم: ،G = H/ES بͽیرید
G ∼= (HS)/(ES/S) ∼= (Nrd(L∗) ∩ E)/Nrd(E)

شده�است. محاسبه SK۱(A(X,ϕ)) .٢٣.٢ ملاحظه
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الͺساندر شاخدار کره�ی
اصفهانͬ حبیبͬ سامان ترجمه:

مشͺل و مهم بسیار مساله ͷی برای حلͬ راه اینͺه اول . مͬ�دهد مطالعه ارزش آن به که دارد ویژگͬ دو الͺساندر١ شاخدار کره
. زیباست واقعا اینͺه دوم و مͬ�دهد ارائه توپولوژی زمینه در

آن انتهایͬ مͺان با نقطه اولیه مͺان اگر است. متحرک نقطه ͷی اثر٣ صفحه ͷی در خم ͷی ژردان-شوئنفلیس٢: قضیه
منطبق ( آخر و اول نقطه احیانا مͽر ) ای لحظه دو هیچ در متحرک نقطه موقعیت اگر مͬ�گوییم. بسته خم ͷی آن به شود منطبق
به را صفحه صفحه، در واقع C بسته ساده خم مͬ�کند بیان ژردان قضیه مͬ�نامیم. متقاطع ناخود خم یا ساده خم را حاصله خم نشود
شͺسته۴ خطͬ ͷکم به مͬ�توان را هستند ناحیه ͷی درون که نقطه دو هر که نحوی به مͬ�کند تقسیم ”بیرون” و درون” ” ناحیه دو
هم به مختلف ناحیه دو از را نقطه دو که ای شͺسته خط هر حالیͺه در باشد مجزا C خم از خط این که طوری کرد متصل هم به

کرد. خواهد قطع را C خم حتما مͬ�کند وصل
به محدود هایͬ ناحیه تا نیازمندیم که جایͬ انتͽرال نظریه در نمونه برای است برخوردار زیادی اهمیت از آنالیز در قضیه این
آنالیز: تا دارد جای توپولوژی حوزه در بیشتر که مͬ�گذارد جای بر خود از را سوالͬ قضیه این ولͬ بͽیریم. نظر در ساده بسته خم ͷی

دارند؟ شͺلͬ چه مͬ�شوند تولید بسته ساده خم ͷی توسط که صفحه از ناحیه�هایͬ

١Alexander’s Horned Sphere
٢Theorem of C. Jordan and A. Schoenflies
٣trace
۴Polygonal Line
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مͬ�کند. تقسیم مجزا ناحیه دو به را صفحه بسته ساده خم ͷی :١ شͺل

ͷهمیومورفی ناحیه دو مͬ�شود: جای�گذاری ”ͷهمیومورفی” دقیق واژه�ی با ”هم�شͺل” نادقیق واژه�ی معمولا ریاضیات در
ͷی درون نمونه برای پیوسته�اند. وارونش هم و آن خود هم که باشد موجود دیͽری به ͬͺی از ͷبه�ی�ͷی نͽاشت ͷی اگر هستند
میان ناحیه ) حلقه ͷی حالͬ�که در ( نیایند. نظر به هم شبیه ظاهر در شاید اینͺه با ) هستند ͷهمیومورفی مربع ͷی درون و دایره

. نیست ͷهمیومورفی کدام هیچ با ( مرکز هم دایره دو
بیرونͬ ناحیه و خم درونͬ ناحیه کنیم، رسم صفحه در که ای بسته ساده خم هر ازای به که کرد اثبات شوئنفلیس ١٩٠٨ سال در
قطع را همدیͽر که بسته ساده خم دو میان ناحیه که کرد ثابت مͬ�توان مشابه طور به است. ͷهمیومورفی دایره بیرون و درون با آن

است. ͷهمیومورفی حلقه با نمͬ�کنند

بالاتر ابعاد به تعمیم

احتیاج آن به که چیزی همه باشد. برقرار هم فضایͬ هندسه برای ژردان-شوئنفلیس قضیه مشابه قضیه�ای که داشت انتظار مͬ�توان
بͽیرند. را بسته های خم جای باید وضوح به بسته های های رویه است. صحیح بیان یافتن داریم

اما هومیومورفی�ͷاند) ) هستند هم به شبیه نوعͬ به بسته خم�های همه�ی که درحالͬ مͬ�شویم: رو روبه مشͺل اولین با حال
ͷهمیومورفی هم با کدام ...هیچ و دسته با کره�های کره، ها، چنبره نمونه برای باشند. متفاوت اساسͬ طور به مͬ�توانند بسته رویه�های
که رویه�هایͬ به را توجه�مان تمام و مͬ�کنیم چشم�پوشͬ تنوع این از ما شوند. بررسͬ جداگانه مختلف حالت�های باید پس نیستند.
مͬ�توان رویه�هایͬ چنین برای حال مͬ�کنیم. محدود کنند، قطع را خود اینͺه بدون آمده�اند بدست کره از پیوسته نͽاشت ͷی توسط

باشد. برقرار ژردان-شوئنفلیس قضیه مشابه نتیجه�ای که داشت را آن انتظار
ناحیه دو به را فضا هایͬ رویه چنین یعنͬ است درست رویه�ها این برای قضیه فضایͬ حالت بعد، دو در ژردان قضیه مشابه
برای تنها نه مͬ�باشد صحیح کاملا تغییری هیچ بدون اینجا بعدی دو حالت در قضیه ادعای ضمنا مͬ�کند. تقسیم بیرون و درون
به طبیعͬ تعمیمͬ�کاملا آن برای همچنین کرده�ایم. اضافه دسته�هایͬ یا دسته آنها به که کره�هایͬ برای همچنین شده مطرح رویه�های

. است موجود نیز دلخواه بعد هر
شده ایجاد بیرونͬ و درونͬ ناحیه�های که باشد چنین باید بالاتر ابعاد به قضیه صورت تعمیم چطور؟ شوئنفلیس قضیه اما

گوی). بستار (مͺمل بسته گوی مͺمل و باز گوی با ترتیب به یعنͬ باشد ͷهمیومورفی کره درونͬ و بیرونͬ های ناحیه با باید
هم چند هر حدس، این که کرد اثبات ١٩٢۴ سال در بار نخستین برای که بود الͺساندر جان آمریͺایͬ، توپولوژیست این اما
ͷی از صریح ساختار ͷی او بود: کننده متقاعد بسیار الͺساندر کار است. غلط واقع در مͬ�رسد، نظر به پذیرفتنͬ اول نͽاه در که
مͬ�شود. داده شرح تفصیل به ساختار این زیر در نمͬ�کرد. تبدیل استاندارد های ناحیه به را فضا که کرد ارائه یافته شͺل تغییر کره
ͷدیس دو است. شده داده نمایش زیر شͺل در ساختار این اصلͬ جزء است. ساده و زیبا بسیار الͺساندر ساختار
هم به را دو این انتهای و بͺشید بیرون ”انͽشت” دو ͷدیس دو این از ٣-ب) شͺل بͽیرید.( نظر در بزرگتر ͷدیس ͷی درون مجزا

باشند.(شͺل٣-الف) نداشته برخوردی هم با که طوری به کنید ͷنزدی
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همشͺل نا ها رویه از مثال چند :٢ شͺل

انͽشت�ها ساختن :٣ شͺل

ͷدیس دو ͷدیس هر .درون مͬ�دهیم انجام ͷدیس دو این با را کار همین حال داریم. دیسͷمسطح دو انͽشت دو انتهای دو در
) مͬ�آیند. نظر به قفل ͷی به شبیه که مͬ�رسیم انͽشت چهار به و مͬ�کنیم خارج را ”انͽشت”هایͬ آنها از و گرفته نظر در کوچͺتر

(۴ شͺل

انͽشت�ها ساختن :۴ شͺل

را ها انͽشت آنها از و کنید انتخاب ͷدیس دو آن روی بͽیرید. نظر در کره ͷی بدهیم. توضیح را ساختار کل مͬ�توانیم حال
(۵ شͺل ) برخورد.) بدون ولͬ هم به ͷنزدی بسیار کنید( خارج

دیͽرخارج انͽشت دو دیس�ͷها این از کدام هر از است. ͷدیس ͷی مشابه انͽشت هر انتهای دیدیم قبلا که همانطور حال
مͬ�کنیم.

ترتیب همین به . مͬ�دهیم انجام دیس�ͷها از جفت هر روی را بالا مراحل داریم. هم به ͷنزدی مسطح ͷدیس جفت دو ما حال
نظر به ممͺن سختͬ به . دارد نام الͺساندر” شاخدار گوی ” مͬ�رسیم آن به که ساختاری . مͬ�دهیم ادامه گام بͬ�نهایت را روند این
شͺل ( مͬ�شوند. کوچͺتر و کوچͺتر گام هر در انͽشت�ها که چرا ) کرد رسم ساختار این از کننده راضͬ طرحͬ بتوان که مͬ�رسد
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شده�اند. خارج کره از انͽشت دو اول- قدم :۵ شͺل

است. شده ایجاد قفل انͽشتان بین دوم- قدم :۶ شͺل

است. ساختار این از تقریبͬ بالا
بودن کره از منظور ) است. انͽیز بر ͷش ساختار�اندکͬ این بودن کره اول نͽاه در است. کره ͷی صراحتا ساختار این

است.) کره با بودن ͷهمیومورفی
به حد در و مͬ�شوند ͷنزدی هم به دلخواه اندازه هر به آنها ظاهرا کرد؟ نخواهد برخورد هم با هرگز انͽشت�ها انتهای واقعا آیا

مͬ�کنیم. نزدی�ͷتر هم به را اجزا ما نیز گام هر در که چرا مͬ�پیوندند هم
هر برای که دهیم انجام نحوی به را ساخت روند همین مͬ�توانیم ما موهومͬ�است. کاملا مشͺل این و است خیر جواب اما
کمتر اولͬ�شان فاصله ١% ” مثلا ” از عملیات این انجام از بعد فاصله�شان ( عملͬ هر انجام از قبل کره ) کره از متفاوت نقطه دو

. نباشد
مͬ�گیرد. بر در را نخورده دست کره ͷی روی ͷدیس دو انͽشت�ها، ساخت اول قدم . مͬ�آزماییم قدم به قدم را ساخت عملیات
کل بعد به دوم مرحله از مͬ�کند. کار کوچͺتر ͷدیس چهار با تنها دوم قدم مͬ�ماند. باقͬ نخورده دست عملیات تمام در کره بقیه
ͷدیس ١۶ هستند، عملیات درگیر سوم مرحله در ͷدیس ٨ مشابه طور به مͬ�مانند. باقͬ تغییر بدون ͷدیس ۴ این از خارج ساختار
ͷدیس هر و داریم n اندازه از ͷدیس ۲nپس مͬ�خوانیم. n اندازه به ͷدیس نام با را ام n مرحله دیس�ͷهای . ... و چهارم مرحله در
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گوی ساخت عملیات در نیستند n اندازه از ͬͺدیس هیچ در که کره از نقاطͬ است. n + ۱ اندازه از ͷدیس دو شامل n اندازه از
نمیͺنند. تغییری هیچ بعد به ام n مرحله از شاخدار

بͽیرید. نظر در را کره از B و A متمایز نقطه دو کنیم. بررسͬ مراحل انجام طول در را کره از نقطه دو فاصله مͬ�خواهیم حال
ͬͺی اگرفقط نمͬ�کند. تغییر مراحل انجام طͬ در نقطه دو این فاصله باشند نداشته قرار ١ اندازه به ͬͺدیس هیچ در B نه و A نه اگر
مͬ�توانیم که طوری به نمͬ�شود عوض محسوسͬ طور به آنها فاصله آنͽاه باشد، داشته قرار ١ اندازه به� ͬͺدیس در نقطه دو این از
اندازه از متمایز ͷدیس دو به B و A اگر نمͬ�شود. بیشتر اولیه�اش مقدار برابر ٣ از شود زیاد فاصله این اگر حتͬ که کنیم فرض
از بیش شان فاصله کنیم تصور مͬ�توانیم ولͬ مͬ�شوند نزدی�ͷتر هم به ملاحظه�ای قابل طور به گام ͷی از بعد آنͽاه باشند متعلق ١
نزدی�ͷتر همدیͽر به هم باز را آن�ها بعدی گام باشند متعلق ٢ اندازه از ͷدیس دو به نقطه دو اگر بعلاوه نمͬ�یابد. کاهش مرتبه ١٠
باشند، متعلق ... و ٣ و ٢ اندازه از دیس�ͷهای به نقطه دو اگر حتͬ اما نزدیͺتر. مرتبه ١٠ از بیش نه مشابه طور به ولͬ کرد خواهد

شد. نخواهند ͷنزدی هم به کافͬ اندازه به� دو این مͬ�دهیم نشان

تنها ما عملیات ام n مرحله در است: الͺساندر کره ساخت روش در خاصیتͬ ” نشدن ͷنزدی هم به کافͬ به�اندازه ” این علت
مͬ�کنیم. ͷنزدی هم به n− ۱ به�اندازه ͷدیس ͷی از را نقاطͬ

ͷی به دو هر B و A که باشد عددی بزرگترین n کنیم فرض کنیم. فرموله را فاصله�ها برای کلͬ خاصیت این مͬ�توانیم حال
به�اندازه ͬͺدیس به کدام هیچ اگر مͬ�ماند. باقͬ تغییر بدون ام n گام تا ام ١ گام از دو آن فاصله آنͽاه باشند. متعلق n به�اندازه ͷدیس
اگر نمͬ�کند. تغییر آن�ها فاصله مراحل کل در پس ماند خواهد باقͬ تغییر بدون نیز بعد به جا آن از آنها فاصله نباشد متعلق n+ ۱
ͷدیس به دو هر اگر نمͬ�شود. بیشتر اولیه مقدار برابر ٣ از فاصله�شان باشد متعلق n+ ۱ به�اندازه ͷدیس ͷی به دو آن از ͬͺی تنها
اگر شد. نخواهد برابر ١٠ از بیش n + ۱ گام در فاصله�شان ( مختلف�اند ͷدیس دو این حتما ) باشد متعلق n + ۱ از�اندازه های
ͬͺی دقیقا اگر مͬ�ماند. تغییر بدون فاصله�شان ام n + ۱ گام از بعد نباشد متعلق n + ۲ از�اندازه ͬͺدیس به نقطه دو از کدام هیچ
در نمͬ�کند. محسوسͬ تغییر آن از بعد و مͬ�شود برابر ٣ حداکثر فاصله�شان n+ ۲ گام در باشد n+ ۲ به�اندازه ͬͺدیس از آن�ها از
به آن بعد و شده برابر ١٠ حداکثر فاصله�شان ام n+ ۲ گام در باشند متعلق n+ ۲ از�اندازه دیس�ͷهایͬ به دو هر B و A اگر نهایت

شد. نخواهد بیشتر اولیه�اش فاصله برابر ١٠٠ از B و A بین فاصله حالت�ها همه در کرد. نخواهد تغییر محسوسͬ طور
است. کره) ͷی یا ͷهمیومورفی ) کره ͷی واقعا الͺساندر شاخدار کره بنابراین
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الͺساندر شاخدار کره بیرونͬ ناحیه
نیازی آن به ما ولͬ است ͷهمیومورفی مرز بدون عادی گوی ͷی با الͺساندر شاخدار کره درون که نیست سخت گزاره این اثبات
ناحیه با (ͷهمیومورفی ) مشابه الͺساندر شاخدار کره خارجͬ ناحیه که است این است برخوردار زیادی اهمیت از که آنچه نداریم.
است). ͷتوپولوژی اثبات ͷی برای خوبͬ نمونه�ی که آنجایͬ از ) است جالب ولͬ ساده اخیر ادعای اثبات نیست. عادی کره خارجͬ
مͬ�توان را پیوسته خم هر دارد: نام ساده همبندی که است ͷتوپولوژی خاصیت ͷی دارای ( آن درون مثل ) عادی کره خارجͬ ناحیه

دارد. احتیاج ͷنیͺت چند به آن دقیق اثبات ولͬ مͬ�آید نظر به بدیهͬ اینͺه با کرد. تبدیل نقطه ͷی به پیوسته طور به

است. ساده همبند شاخدار کره درون :٧ شͺل

چنین نیز دیͽری باشد ساده همبند ͬͺی و باشند ͷهمیومورفی ناحیه دو اگر پس است ͷتوپولوژی خاصیت ͷی ساده همبندی
طور به را آن نمͬ�توانیم باشیم داشته دسته ͷی دور بسته خم ͷی اگر نیست: ساده همبند شاخدار کره خارجͬ ناحیه . بود خواهد
از موازی دیس�ͷهای جفت میان از را آن باید بسته خم این کشیدن بیرون برای ) .(٨ بͺشیم(شͺل دسته خارج ای نقطه به پیوسته
آن معنͬ که مͬ�شود ͷنزدی شاخدار کره به دلخواه هر�اندازه به خم نقطه، به بسته خم شͺل تغییر فرآیند در بنابراین کنیم رد هر�اندازه
ناحیه در باید فرم تغییر فرآیند که چرا مͬ�شد چنین نباید که کرد خواهد برخورد شاخدار کره به لحظه�ای در بالاخره که است این

( بیافتد اتفاق شاخدار کره خارج
فضایͬ نسخه که مͬ�دهد نشان این و نیست ͷهمیومورفی عادی کره خارج با بنابراین نیست ساده همبند شاخدار کره پسخارج

نمͬ�باشد. صحیح شوئنفلیس قضیه

کره! بیرون از کمͬ�بیشتر
داشت خواهیم کره�ای آنͽاه کشید. آن درون به کره از کشیدن بیرون جای به را شاخ�ها مͬ�توان بود! باهوش مͬ�توان راحتͬ به حال
جای به ابتدا از مͬ�توانستیم یا نیست ͷهمیومورفی عادی کره درون با نتیجه در و نیست ساده همبند درونش آن، بیرون جای به که
هم صورت این در آن. درون به جفت ͷی و بͺشیم کره بیرون به جفت ͷی کنیم. خارج کره از شاخ جفت دو شاخ، جفت ͷی
(غیر متفاوت عادی کره درونͬ و بیرونͬ ناحیه با و نیستند ساده همبند شاخدار کره درونͬ ناحیه هم و شاخدار کره بیرونͬ ناحیه

بود. خواهند (ͷهمیومورفی

نتیجه
برای شوئنفلیس قضیه از نسخه�ای که امیدوارند توپولوژی�دان�ها هنوز مͬ�گذرد. الͺساندر اکتشاف از سال ده�ها بیشتر: های پیشرفت
اشͺال فقط ”اگر یا کرد” مستثنͬ قضیه از را پبچیده بسیار شͺل�های که باشد کافͬ فقط ”شاید باشد: برقرار نیز بعدی سه حالت
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نیست. ساده همبند الͺساندر شاخدار کره خارج :٨ شͺل

سال در مͬ�باشد. سخت بسیار هم باز مساله حالت�ها این در ولͬ ... و بود” خواهد صادق قضیه آیا گرفت نظر در را چندوجه۵ͬ
شامل را رویه�ها از بیشتری دسته براون نتایج حقیقت در کرد.( اثبات چندوجهͬ�ها برای را شوئنفلیس قضیه براون۶ مورتن ١٩۶٠
شͽفت را ما گاهͬ هم چندوجهͬ�ها بالاتر ابعاد در وجود این با مͬ�باشد. برقرار نیز بالاتر ابعاد در براون قضیه هم�چنین مͬ�شود.)
دیͽری درون ͬͺی که بعدی ۴ فضای در چندوجهͬ دو که دادند نشان سیبنمان٨ و کرب٧ͬ ١٩٧٠ سال در نمونه برای مͬ�کنند. زده
جایͬ تا این�ها همه�ی البته که است متفاوت مرکز هم عادی کره دو توسط شده تولید ناحیه با که کنند تولید ناحیه�ای مͬ�توانند است

مͬ�روند. پیش نوشته این محدوده از فراتر

مراجع

[1] Dimitry Fuchs and Serge Tabachnikov, Mathematical Omnibus: Thirty Lecture on Classic
Mathematics

۵polyhedral
۶Morton Brown
٧Kirby
٨L. Siebenmann
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گرانشͬ نوین های نظریه در آن کاربردهای و پیچش
کوره�چیان مهدی

بسیاری ریاضͬ زبان با توانستند دانشمندان و کرد چشمͽیری های پیشرفت ͷفیزی نوین علم سال ٢٠٠ طول در گالیله از بعد
فرمول ریاضیات زبان به زیبایͬ به گرانش پدیده آنͺه با داشت. وجود استثنا ͷی اما کنند بینͬ پیش یا و تبیین را جهان های پدیده از
ͷی در گوناگون های جرم با مختلف ذرات که خاصیت این و گرانش داشتن وجود چرایͬ تفسیر از دانشمندان ، بود شده بندی
نظریه بوسیله توانست انشتین آلبرت ١٩١٧ سال در آنͺه تا بودند. عاجز کنند مͬ اکتساب را ثابتͬ شتاب ͬͽهم گرانشͬ میدان
مͬ فضا هندسͬ خصوصیت ͷی که انحنا به را گرانشͬ میدان نظریه این در او دهد. توضیح را گرانش علت و چرایͬ عام نسبیت
کند مͬ ایجاد انحنا فضا این در ماده وجود و باشد مͬ مینͺوفسͺیایͬ تخت تنهایͬ به خلا فضای نظریه این اساس بر داد. ربط باشد
میدان ͷی در که نوری حتͬ و اجرام شود مͬ باعث و کند مͬ ایجاد تغییر فضا های ͷژئودزی ساختار در امر این خود نوبه به که
هست، مینͺوفسͺیایͬ فضای در لخت های چارچوب خاصیت که ، مستقیم مسیر روی بر حرکت جای به گیرند مͬ قرار گرانشͬ

کنند. حرکت انحنا) دارای فضای های ͷژئودزی ) وار منحنͬ مسیرهای روی بر
دقت با را شناختͬ کیهان های پدیده از بسیاری و کرده ارائه گرانش پدیده از مناسبͬ توجیه بود توانسته عام نسبیت نظریه آنͺه با
احساس هستند پیچش مانند جدیدی مفاهیم دارای که گرانشͬ نوین های نظریه به زیر دلیل دو به حال این با کند بینͬ پیش بالایͬ

شد. مͬ نیاز

مقاسه در ها پدیده از بسیاری بود توانسته شͽرفش و نوین های ایده با مͺانیͷکوانتومͬ نظریه ، عام نسبیت نظریه موازات به (١
دو کوانتومͬ ͷانیͺم و عام نسبیت نظریه دو هر دهد. توضیح بود عاجز آن تبیین از ͷکلاسیͷانیͺم که را اتمͬ ریز و اتمͬ
های ناسازگاری ساختاری لحاظ از چه و فلسفͬ لحاظ از چه اما دهند مͬ ارائه ما پیرامون جهان از متفاوتͬ کاملا برداشت
موفقͬ تلفیق واقع در که ، مغناطیسͬ الͺترو نظریه همانند توان نمͬ ها آن بخاطر که دارد وجود نظریه دو این بین بزرگͬ
که هایͬ بینͬ پیش تمام مثلا کرد. ارائه ها آن برای واحدی نظریه براحتͬ ، است مغناطیس و ͷترواستاتیͺال نظریه دو از
حتͬ است شده استوار است اقلیدسͬ تخت فضای ما اطراف فضای که اصل این بر دهد مͬ انجام کوانتومͬ ͷانیͺم نظریه
مینͺوفسͺیایͬ تخت فضای در رویدادها شود لحاظ آن در نسبیتͬ اثرهای شده سعͬ آن توسط که فیلد کوانتوم نظریه برای
مͬ ایجاد تغییر فضا ساختار در انحنا ایجاد با ماده که باشد مͬ عام نسبیت اصل این برخلاف مسئله این که دهند مͬ رخ
که کارتان مانند کنند برطرف را تناقض این که کردند تلاش بسیاری فیزیͺدانان و ریاضیدانان میلادی ٢٠ دهه در کند.
انحنا مفهوم جایͽزین را آن کرد تلاش و کرد دیفرانسیل هندسه مبحث وارد بار اولین برای را پیچش مفهوم کار این برای
که کند مͬ ایجاد پیچش فضا در انحنا جای به عالم در موجود ماده که کرد فرض گونه این او کند. عام نسبیت نظریه در
مولفه ریمانͬ فضای برعͺس کرد درست کارتان که فضایͬ در ریاضͬ زبان به ماند. مͬ تخت فضا ساختار صورت این در
نوین نظریه که شد معلوم ریاضͬ محاسبات انجام با باشد. مͬ صفر مخالف پیچش تانسور و صفر برابر انحنا تانسور های
مند علاقه خواننده باشند. مͬ یͺدیͽر معادل دو این واقع در و دهد مͬ ارائه عام نسبیت نظریه مشابه کاملا نتایج کارتان

کند. مراجعه ͷی شماره منبع به تواند مͬ نظریه این با بیشتر آشنایͬ جهت

نتوانستند دانشمندان امروز به تا شده مشاهده کیهانͬ ابعاد در عام نسبیت نظریه محاسبات و ها بینͬ پیش از بسیاری که آن با (٢
اثرات شامل هم بتواند که ای نظریه همه این با کنند. رد یا تصدیق را آن نیروها سایر به نسبت گرانش بودن ضعیف علت به
لازم امری چنین حصول برای گسترشدهد. ما دید تواند مͬ و بوده تر کامل باشد اسپین مانند کوانتومͬ اثرات هم و گرانشͬ
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نسبیت های ویژگͬ همراه به کوانتومͬ تاثیرات آن توسط بتوان تا باشد برخوردار کافͬ آزادی درجه از فوق نظریه که است
مͬ بالا ویژگͬ دارای است معروف انشتین – کارتان نظریه به که گرانشͬ نوین نظریه کرد. لحاظ واحد نظریه ͷی در را عام
آن به نسبت بنتبراین باشد. مͬ پیچش هم و انحنا دارای هم فضا کارتان نظریه و عام نسبیت خلاف بر نظریه این در باشد.
نتایج و ها بینͬ پیش بتوان آن توسط که نشده طراحͬ آزمایشͬ کنون تا متاسفانه اما دارد. بیشتری آزادی درجات تعداد دو
کرد. مراجعه دو شماره منبع به توان مͬ مطلب این با بیشتر آشنایͬ جهت داد. قرار آزمایش بوته در را نظریه این از حاصله

شهودی مفهوم و تاریخچه به بعدی قسمت در شد پیچشصحبت با آن رابطه و گرانشͬ های نظریه به راجع مختصری که حال
پردازیم. مͬ پیچش هندسͬ

پیچشچیست؟

مبنای بر که را ریمانͬ هندسه مفهوم او کرد. گزاری پایه دیفرانسیل هندسͬ مبحث در را پیچش مفهوم کارتان الͬ ، ١٩٢٢ سال در
بر علاوه که بطوری داد تعمیم تر کلͬ مفهوم ͷی به را شده بنا Rlijk ریمانͬ انحنای تانسور و gij = gji متقارن ͷمتری تانسور

باشد. مͬ نیز ، شد نامیده پیچش تانسور کارتان توسط که ،T kij = −T kji ٣ مرتبه تانسور شامل فوق تانسورهای
اقلیدسͬ بعدی ٣ تخت فضای در که دوبعدی رویه ͷی عنوان به را دوبعدی ریمانͬ فضای ͷی توان مͬ راحتͬ به که آن با
مقاله اولین در حال این با ندارد. وجود دار پیچش فضای ͷی از ای ساده ذهنͬ شهود هیچ اما کرد تجسم ذهن در شده نشانده
یͷشهود آوردن بدست برای آنͺه با مثال این کرد. استفاده مثال ͷی عنوان به پیچشهمͽن ͷی با بعدی ٣ فضای ͷی از او کارتان

است: زیر بصورت کارتان کلͬ ایده است. شده فراموش زمان مرور به اما است مفید بسیار پیچش از ذهنͬ
نمایش زیر شͺل در که گونه همان دکارتͬ مختصاتͬ دستͽاه در اقلیدسͬ بعدی سه فضای ͷی از را A مانند دلخواه نقطه ͷی

مͬ�کنیم. انتخاب A ͬͽهمسای حول را A′ نقطه گیریم. مͬ نظر در است شده داده

W⃗ = αAA′ برداری راستای در A′ در مختصاتͬ سه�تایͬ دستͽاه حال مͬ�نامیم. AA′ مͬ�کند وصل A′ به را A که برداری
ͷی عنوان به مͬ�توان را جدید سه�تایͬ مختصاتͬ دستͽاه است. عددی ثابت ͷی α اینجا در که مͬ�چرخانیم راست�گرد جهت در
در پیچشͬ فضای ͷی با کرده اثر نقاط روی بر دوران گروه که اقلیدسͬ فضای ͷی فرق گرفت. نظر در F پیچشͬ فضای از پایه
همسان�گرد فضا و مͬ�کند عمل یͺسان صورت به نقاط تمام روی بر دوران گروه عمل یافته دوران اقلیدسͬ فضای در که است این
نقطه�ی در F پیچشͬ فضای در بردار ͷی نمͬ�باشد. این�گونه پیداست بالا شͺل از که همان�گونه پیچشͬ فضای در اما مͬ�ماند باقͬ
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مولفه�های با برابر موضعͬ ٣تایͬ مختصاتͬ دستͽاه به نسبت A در آن مولفه�های هرگاه گوییم A نقطه�ی در بردار ͷی موازی را A′

تجزیه x, y, z مختصاتͬ محورهای راستای در آن مولفه�های به را W⃗ بردار اگر حال باشد. A′ نقطه در یافته پیچش دستͽاه در آن
بر سه�تایͬ مختصاتͬ دستͽاه شویم دور آن از سپس و کرده حرکت A سمت به A′ از سپس و بنامیم w۱, w۲, w۳ را آن�ها و کرده
A′ نقطه در F پیچش فضای در را بردار دو توازی مفهوم به حال مͬ�کند. حرکت مارپیچ مسیر ͷی روی بر محورها از ͷهری روی
در آن مولفه�های با برابر موضعͬ دکارتͬ مختصاتͬ دستͽاه به نسبت A در آن مولفه�های هرگاه گوییم A نقطه در بردار ͷی موازی
اقلیدسͬ فضای مشابه کاملا F پیچ�دار فضای در بردار دو توازی تعریف که آن با باشد. یافته پیچش مختصاتͬ دستͽاه ′Aدر نقطه
آن�ها بودن راستا هم معادل بردار دو بودن موازی اقلیدسͬ فضای در دارد. وجود فضا دو این بین شهودی تفاوت ͷی اما مͬ�باشد
آن�ها جهت اما باشند برابر مولفه�های دارای بردار دو است ممͺن شهودی لحاظ از F پیچ�دار فضای ساختار علت به اما مͬ�باشد.
بردار دو V و U کنیم فرض مͬ�باشد. نیز دیͽر نامتعارف خاصیت ͷی دارای پیچشͬ فضای دیͽر طرفͬ از نباشد. راستا ͷی در
VR

|| و UR|| را حاصله بردارهای و مͬ�دهیم انتقال موازی به�صورت یͺدیͽر طول در را دو این P دلخواه نقطه�ی در باشند. دلخواه
مͬ�دهد. نشان روشنͬ به را مسئله این زیر شͺل نمͬ�شود. بسته حاصله نمودار باشد مخالفصفر فضا پیچش تانسور اگر مͬ�نامیم.

هندسͬ های ویژگͬ از ای مقدمه پایانͬ قسمت در شود. ارائه پیچش مفهوم از درکشهودی ͷی تا شد سعͬ مقاله قسمت این تا
پردازیم. مͬ ریاضͬ دقیق زبان با دار پیچش فضای ͷی

– فضا این از نقطه هر در باشد. مͬ زمان فضا رزی بر طبیعͬ ساختار ͷی که مماس١ͬ کلاف گرانشͬ نظریه هر هندسͬ ویژگͬ
مماسͬ فضای لورنتز گروه مورد در کند. مͬ عمل زمان – فضا انتقال گروه آن روی بر که دارد وجود مماسͬ یͷفضای همیشه زمان
(µ, ρ, ν = ۱, ۲, ۳ یونانͬ( حروف از ما مقاله ادامه در باشد. مͬ برداری نمایش همان که کند مͬ فراهم گروه برای را نمایش ͷی
مͬ�کنیم مماساستفاده فضای اندیس�های برای (a, b, c, . . . )ͷکوچ حروفلاتین و فضا-زمان به مربوط اندیس�های نمایش برای

ͷمتری با تخت ͬͺوفسͺمین فضای همان که
ηab = diag(+1,−1,−1,−1)

با که مͬ�شود برده بͺار فضا-زمان مختصات از فضایͬ مختصات برای قسمت نمایش برای (i, j, k = ۱, ۲, ۳ لاتین( اندیس�های
مختصاتͬ های سیستم این داد. خواهیم نشان {xa} نماد با را مماس فضای مختصات که حالͬ در مͬ�شود داده نمایش {xµ} نماد

های مجموعه توسط که برداری فضای برای پایه ͷی تعریفشان دامنه روی بر

{∂µ} =
{ ∂

∂xµ
}

و {∂a} =
{ ∂

∂xa
}

هستند همدیͽر دوگان پایه�ها این تعریفمͬ�کند. بردارها هم فضای برای پایه عنوان به که {dxa} و {dxµ}پایه�های همانند درست
که طوری به

dxν(∂µ) = δµν و dxµ(∂ν) = δµν

مانند هولونوم پایه ͷی مͬ�آید. وجود به پایه�ها این از ترکیبͬ توسط هم�برداری میدان یا برداری میدان هر متناظر تعریف دامنه روی بر
پایه�ی ͷی {ea} چهارتایͬ خطͬ مستقل میدان هر مͬ�باشد. خطͬ پایه�های از خاص مثال ͷی دارد رابطه مختصات با که {∂a}

١tangent bundle
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ها چارچوب این مͬ�کنند. صدق ea(eb) = δav خاصیت در و مͬ�باشند {ea} صورت به آن�ها دوگان که مͬ�دهند تشͺیل دیͽر
را پایه ͷی اعضای مشترک دامنه روی بر البته باشند. مͬ زمان – فضا پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی روی خطͬ های پایه کلͬ حالت

کنند. مͬ تبعیت زیر قانون از که نوشت دیͽر ای پایه اساس بر توان مͬ
ea = eµa∂µ و ea = eaµdx

µ

زمان فضا که هنͽامͬ خودکار بصورت ها آن باشند. مͬ زمان – فضا دهنده تشͺیل اجزای هایشان کلاف همراه به ها چارچوب این
نوعͬ چهارتایͬ میدان ͷی برای {ha, ha} های علامت از بعد به این از شوند. مͬ ظاهر پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی بصورت را
ͷمتری g کنیم فرض است. شده داده ربط گرانشͬ میدان ͷی حضور به که خطͬ های چارچوب از میدان ͷی کنیم. مͬ استفاده

به�صورت {dxµ} دوگان هولونوم پایه ͷی در که باشد gµν اجزای با فضا-زمان
g = gµνdx

µ ⊗ dxν = gµνdx
µdxν

رابطه�ی طریق از را η = ηabdx
adxb مماسͬ ͷمتری فضای به را gͷمتری ha = hµa∂µ چهارتایͬ میدان ͷی مͬ�شود. داده نشان

مͬ�کند. تبدیل ηab = g(ha, hb) = gµνh
µ
ah

ν
b

هستند. عمود شبه g ͷمتری در haها آن اعضای که است خطͬ چهارچوب ͷی چهارتایͬ میدان ͷی که معناست بدان این
روابط و ha = hµadx

µ شرط در دوگان پایه مولفه�های اجزای
hµah

a
ν = δµν و haµh

ν
a = hνµ

داریم: بالا روابط به توجه با نتیجه در مͬ�کنند. صدق نیز
gµν = ηabh

a
µν

در نیست گرادیان که برداری میدان ͷی یا نیست چیزی هیچ دیفرانسیل که است دیفرانسیل فرم ͷی خاصیت که ناهولونومͬ
عام نسبیت ارزی هم اصل با بودن ناهولونوم گرانش مورد در دارد. فراوانͬ کلربرد کار یا گرما مانند ͷفیزی های بخش از بسیاری
ویژگͬ با متناظر گرانشͬ میدان ͷی نبودن یا بودن باشد شده داده ریمانͬ ͷمتری ͷی اگر دارد. ͬͺنزدی ارتباط گرانشͬ میدان و
رابطه�های وسیله�ی به که {xa → xµ}مختصات تغییر مͬ�توانیم ما مͬ�باشد. ha = hµadx

µ های فرم بودن ناهولونوم یا و هولونوم
xa مختصات مشتق همان واقع در که است هولونوم dxa فرم ͷی مͬ�آید. بدست dxµ = (∂ax

a)dxa و dxa = (∂µx
a)dxµ

فقط مختصات تغییر نتیجه در مͬ�شود. نوشته dxµ پایه در که dxa ͷهولونومی فرم مولفه�های ∂µxa مانند موجوداتͬ و مͬ�باشد
رابطه�های دوگان پایه برای مͬ�باشد. فرم�ها ͷی از ͷهولونومی پایه در تغییر ͷی

∂µ = (∂µx
a)∂a و ∂a = (∂µx

µ)∂µ

حال نباشد. فرمͬ هیچ دیفرانسیل دیͽر بیان به باشد. dha ̸= 0 که طوری به مͬ�گیریم نظر در طوری را ha مانند دوگان پایه ͷی حال
مͬ�باشند. dxµ طول در ha = haµdx

µ مولفه�های haµ = ha(∂µ) یعنͬ آن نتیجه دهیم اثر ∂∂µ روی را ha ناهولونوم فرم ͷی اگر
که ha = hµa∂µ برداری میدان�های و داد انجام معͺوس به�صورت هستند خطͬ مستقل ha که هنͽامͬ مͬ�توان را دستورالعمل این
ناهولونوم یا بودن هولونوم معیار هستند دقیق موضعͬ صورت به بسته فرم�های چون کرد. تعریف را نیستند برداری هیچ گرادیان

کرد: تعریف این�گونه مͬ�توان را بودن
بصورت همیشه هولونوم چهارتایͬ ͷی شود. صفر برابر آن خارجͬ مشتق اگر تنها و اگر است هولونوم دیفرانسیل فرم ͷی
را η لورنتز ͷمتری اجزای همه سادگͬ به gµν تانسور چهارتایͬ این برای مͬ�باشند. {xa} مختصاتͬ مجموعه ͷی از ha = dxa

شرط در {ha} ناهولونوم پایه ͷی مͬ�کند. ارائه {dxµ} مختصاتͬ دستͽاه در
[ha, hb] = f cabhc

در هولونوم کاملا را شده ذکر بالا در که {∂µ}چارچوب مͬ�نامند. ناهولونومͬ ضرائب یا ساختار ضرائب را f cab که مͬ�کند صدق
کارتان معادله ساختار همان بالا جابه�جاگر جدول دوگان عبارت مͬ�شوند. جابه�جا هم با آن اعضای که چرا مͬ�گیریم نظر

dhc = −1

2
fcabha ∧ hb =

1

2
(∂µh

c
ν − ∂νhcµ)dxµ ∧ dxν

هستند. پایه اجزای هسته نمایانͽر ساختاری ضرائب مͬ�باشند.
f cab = hc([ha, hb]) = hµah

ν
b (∂µh

c
ν − ∂νhcµ) = hµc (ha(h

µ
b )− hb(h

µ
a))

تضمین ha = dxa که به�طوری را xa موضعͬ مختصاتͬ توابع وجود امر این که مͬ�شود dha = 0 آنͽاه باشند، f cab = ۰ اگر
مͬ�کند. تداعͬ را باشد) صفر برابر آن هسته که است گرادیان هنͽامͬ (چهارتایͬ مسئله همان این که مͬ�کند
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محاسبه ،R۳ فضای برای ریاضͬ دقیق بیان به را آن مسئله بهتر درک برای شدیم، آشنا پیچش پدیده�ی هندسͬ شهود با که حال
راستͽرد دستͽاه مͬ�خواهیم و است شده داده A دلخواه نقطه�ی کنیم فرض مͬ�آوریم. دست به را متناظرش هموستار٢ و مͬ�کنیم
به�صورت A⃗B

|A⃗B|
راستای در x محور فرضمͬ�کنیم محاسبات انجام در سهولت برای دهیم. موازی Bانتقال نقطه�ی به را مختصاتͬ

دوران α اندازه�ی به x محور راستای در موازی انتقال این در (y− z) متعامد محور تا مͬ�شود باعث پیچش مͬ�شود. منتقل موازی
کرد. مشاهده مͬ�توان زیر شͺل در که کند.

صورت به موازی انتقال این با متناظر ماتریس نمایش بͽیریم، نظر در ∇را = ∇∥ +∇⊥ رابطه�ی اگر ۱حال ۰ ۰
۰ cos θ − sin θ
۰ sin θ cos θ


خم راستای در γ بردار موازی انتقال p اینجا در که ∇YX = limt→۰

۱
t (p

−۱(γ(a(t)) − γ(۰)) رابطه به توجه با طرفͬ از
رابطه همچنین و a′(۰) = X ،a(۰) = A اولیه شرایط با a(t)

∇
∂

∂xi
∂

∂xj

=

n∑
k=۱

Γkij
∂

∂xk

داریم:

∇
∂

∂x۲
∂

∂x۱

= lim
θ→۰

۱ ۰ ۰
۰ − sin θ cos θ
۰ cos θ − sin θ

۰
۱
۰

 =
۳∑
k=۱

Γk۱۲
∂

∂xk

٢Connection
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∇
∂

∂x۲
∂

∂x۱

=

۰
۰
۱

 =
∂

∂x۳
=

۳∑
k=۱

Γk۱۲
∂

∂xk

Γ۱
۱۲ = Γ۲

۱۲ = ۰ , Γ۳
۱۲ = ۱

چرا نمͬ�باشد، تانسوری خاصیت دارای Γkij آورد. به�دست را Γkijها کریستوفر ضرایب تمام مͬ�توان روش این از استفاده با
مربوط Γkij

′ و { ∂
∂u۱
, · · · , ∂

∂un
} پایه بردارهای با U باز روی ∇بر هموستار با متناظر کریستوفر ضرایب Γkij کنیم فرض اگر که

مختصات تغییر تحت آن�گاه U ∩ V ̸= ∅ که طوری به باشند { ∂
∂v۱
, · · · , ∂

∂vn
} پایه بردارهای با V باز روی بر ∇′ هموستار به

رابطه�ی ′∇از هموستار اجزای

Γjik
′
= Γqpr

∂vj

∂uq
∂up

∂vi
∂ur

∂vk
+

∂۲up

∂vi∂vk
∂vj

∂up

زائد عبارت این بͽیریم، نظر در Γkji و Γkij مولفه دو تفاضل اگر اما است. اضافͬ عبارت ∂۲up

∂vi∂vk
∂vj

∂up عبارت و مͬ�آید دست به
نمایش T kij با را تانسور این مͬ�کند. تبعیت ٢-همورد،١-ناهمورد تانسور ͷی مختصات تغییر قانون از عبارتحاصل و حذفشده

مͬ�دهیم:
T kij = Γkij − Γkji

به�دست R۳ فضای برای را تانسور این مولفه�های مͬ�تواند علاقه�مند خواننده�ی است. پادمتقارن تانسور ͷی T kij که است واضح
آورد.

پیچش با همراه هموستار

را Γλνµ هموستار که است حیاتͬ بسیار ، کنیم تعریف تعریف خوش تانسوری رابطه ͷی با را مشتق عمل بخواهیم که هنͽامͬ
اول مولفه دو همان ندارند تانسوری رفتار که ها آن از قسمتͬ ولͬ هستند برداری خاصیت دارای آخر اندیس در که بͺنیم معرفͬ
چارچوب کلاف روی بر که چرا هستند زمان – فضا از زیادی خصوصیات دارای خطͬ هموستارهای باشند. مͬ هموستار این
بخصوصهموستارهای خطͬ هموستارهای باشند. مͬ منیفلد ساختار از دهنده تشͺیل قسمت ͷی که اند شده تعریف خطͬ های
بسیار هستند فضا هموستار پیچشخصوصیات و انحنا که مسئله این یادآوری . هستند مخالفصفر پیچش دارای همیشه لورنتزی
محضهموستار مفهوم های ویژگͬ دو این بلͺه ندارد وجود زمان - فضا در پیچش و انحنا بنام چیزی دیͽر بیان به باشد. مͬ مهم
که شویم مͬ محدود عام نسبیت مورد به وقتͬ البته کرد. تعریف گوناگونͬ هموستارهای فضا ͷی روی بر توانیم مͬ و باشند مͬ
فضا خصوصیات از ͬͺی عنوان به که دهد مͬ را اجازه این گرانش بودن فراگیر ، چیوتاست – لوی هموستار موجود هموستار تنها
که رسد مͬ نظر به منطقͬ بسیار گوناگون های پیچش و انحنا همراه به مختلف هموستارهای حضور در اما بشود. تفسیر زمان –
بͽیریم. نظر در شود مͬ تعریف منیفلد آن روی که اضافͬ ساختار ͷی عنوان به را هموستارها و منیفلد ͷی عنوان به را زمان – فضا

به�صورت هموستار ͷی A اسپین�دار هموستار
Aµ =

۱
۲
AµabSab (١)

داخلͬ تانسورهای چهارتایͬ میدان ͷی دیͽر طرف از مͬ�باشند. شده داده نمایش ͷی در لورنتز مولدهای Sab = −Sba خاصیت با
آن�گاه باشد لورنتزی بردار ͷی V α اگر مثال به�طور مͬ�کند. مربوط را خارجͬ با

V ρ = hρaV
a (٢)

مͬ که وقتͬ اندیس که وقتͬ اضافͬ خلا یͷشرط هموستارها خاصاز مورد ͷی در حال این با بود. خواهد زمان – فضا بردار ͷی
هموستار ͷی واقع در باشد. مͬ صادق نیز امر این برعͺس که شود مͬ ظاهر دهیم تغییر خارجͬ اندیس به داخلͬ اندیس از خواهیم

رابطه طریق از Aµab اسپینͬ هموستار به Γρµν مانند عمومͬ خطͬ
Γρµν = hρa∂µh

µ
a + hρaA

a
bµh

µ
b (٣)

معادله از ٣ رابطه معͺوس و ٢ و ١ معادلات به توجه با همچنین و
Aabµ = haν∂µh

b
ν + haνΓ

ν
ρµh

ρ
b (۴)
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که وقتͬ اندیس دو هر برای هموردا مشتق که خاصیت این بیان از گوناگون های راه واقع در ۴ و ٣ معادلات شوند. مͬ مربوط
شود. مͬ صفر برابر جا همه کند مͬ اثر زمان فضا بردار چهار روی

∂µh
a
ν − Γρµνh

a
ρ +Aabµh

b
ν = ۰ (۵)

هرگاه گوییم ͷمتری با سازگار را Γρλµ هموستار ͷی
∂λgµν − Γρµλgρν − Γρνλgµρ = ۰ (۶)

بصورت توان مͬ را فوق رابطه ،۴ و ٣ معادلات به توجه با و کنیم نͽاه مسئله به چهاربردار ͷی نظر نقطه از اگر
hµ(ηab)−Adaµηdb −Adbµ(ηad) = ۰ (٧)

داریم hµ(ηab) = ۰ چون است. hµ = haµ∂a که طوری به نوشت،
Abaµ = −Aabµ (٨)

معادلات توسط مشابه صورت به Aabµ هموستار پیچش و انحنا
Rabµν = ∂νA

a
bµ − ∂µAabν +AaeνA

e
bµ −AaeµAebν (٩)

و
T aµν = ∂νh

a
µ − ∂µhaν +AaeµA

e
bν −AaeνAebν (١٠)

که بنویسیم زمان – فضا فرم حسب بر کاملا توانیم مͬ را بالا روابط کنیم استفاده بالا روابط در ۴ رابطه از اگر آید. مͬ بدست
معادله به

Rρλνµ = hρah
λ
bR

a
bνµ = ∂νΓ

ρ
λµ − ∂µΓ

ρ
λν + ΓρνηΓ

η
λµ − ΓρηµΓ

η
λν (١١)

Tαµν = hρaT
α
µν = Γρνµ − Γρµν (١٢)

کرد تجزیه قسمت دو به توان مͬ را هموستار ضرائب رسیم. مͬ
Γρµν = Γρ̇µν +Kρ

µν (١٣)

که به�طوری
Γρ̇µν =

۱
۲
gσρ(∂µgρν + ∂νgρν − ∂ρgµν) (١۴)

و عام نسبیت در چیوتا لوی ریمانͬ هموستار پیچش بدون قسمت همان

Kρ
µν =

۱
۲
(T ρν;µ + T ρµ;ν − T ρµν) (١۵)

به�صورت ١٣ معادله تجریه اسپینͬ هموستار مورد در باشد. مͬ پیچش٣ هم تانسور
Acaµ = Aċaµ +Kc

aµ (١۶)

آخرش اندیس در اسپینͬ هموستار چون شود. فرضمͬ عام نسبیت در اسپینͬ هموستار همان دوران از ریچͬ Aċaµضریب که
معادله فرم به را آن نوانیم مͬ دارد تانسوری خاصیت

Aabc = Aabµh
µ
c (١٧)

روابط طریق از بترتیب پیچش و انحنا های مولفه ha ناهولونوم پایه در کرد مشاهده توان مͬ راحتͬ به بنویسیم.
Rabcd = hc(A

a
bd)− hd(Aabc) +AaecA

a
bd −AaedAebc + fecdA

a
be (١٨)

و
T abc = −fabc +Aacb −Aabc (١٩)

٣cotorsion
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ببریم بͺار ها اندیس از مختلف ترکیب سه برای را بالا معادله اگر است. ناهولونومͬ شامل پیچش نتیجه در آیند. مͬ بدست
داریم

Aabc = −
۱
۲
(fabc + T abc + fabc + T abc + facb + T acb) (٢٠)

ناهولونوم پایه در دوران از ریچͬ ضرائب همتن به ما شود مͬ محو عام نسبیت نظریه همانند پیچش وقتͬ

Aȧbc = −
۱
۲
(fabc + fabc + facb) (٢١)

مͬ�رسیم.
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اُریͽامͬ�محاسباتͬ در مسایلͬ
حسینͬ کاوه

شͺل به اخیر های سالهای تا ولͬ بوده توجه مورد میلادی پانزدهم سده�ی اوایل از از کاغذ کردن باز و کردن تا به مربوط مسائل
مورد محاسباتͬ و گسسته هندسه�ی حوزه�ی در اخیر سال چند در مسایل این بود. نͽرفته قرار مطالعه مورد ریاضیات لحاظ از جدی
مقاله این مطالب بیشتر دهیم. ارایه�ی را حوزه این در شده انجام اصلͬ کارها�ی از مختصری شرح ادامه در است. گرفته قرار توجه

است. آمده [D٠١] دیمین ͷاری دکتری رساله�ی در
مانند است. Ͱش به وابسته خاص محدودیتهای به توجه با هندسͬ اشیایͬ دادن شͺل تغییر نحوه�ی بررسͬ کلͬ هدف واقع در

ضلعͬ. چند و کاغذ ،قطعه�ی پیوند١
مͬ�کنیم. بررسͬ جداگانه طور به را هندسͬ Ͱشی نوع سه این ادامه در

گراف ͷی و اند شده وصل هم به انتهایͬ(رئوس) نقاط از که مͬ�شود گفته ها خط پاره از ای مجموعه به چارچوب٢ یا پیوند
پاره طول که داد حرکت طوری را رئوس مͬ�توان که مفهوم این به تاکرد٣ Rd فضای در مͬ�توان را پیوند ͷی اند. آورده وجود به را

مͬ�بینید. ١ شͺل در را پیوند کردن تا از مثال ͷی نͺند. تغییر ها خط
صفحه در حتͬ ها پیوند این البته است. شده مطالعه بسیار مسئله این کنند قطع را دیͽر هم بتوانند ها خط پاره که حالتͬ در
روی آن راس ͷی که دارد وجود پیوند مسطح پیوند ͷی که داد نشان [Kem٧۶] کمپ۴ ١٨٧۶ در شوند. پیچیده بسیار مͬ�توانند
مسئله�ی دادند نشان [HJW٨۴] وایتسایدز٧ و جوزف۶ هوپͺرافت۵، مͬ�کند. حرکت قرار دلخواه ای جمله چند تابع ͷی نمودار
PSPACE-Complete مسئله�ی ͷی کرد تبدیل شده داده دلخواه پیͺربندی ͷی به مͬ�توان را دلخواه پیوند ͷی آیا اینͺه تعیین
پیوند، ͷی پیͺربندی�های همه�ی مجموعه�ی به و مͬ�نامیم حالت ͷی یا پیͺربندی ͷی Rd فضای در پیوند ͷی نشاندن ͷی است.
توپولوژی با Z دلخواه حقیق١١ͬ جبری چندگونای هر برای کردند ثابت [JS٩٩] اشتاینر١٠ و جوردن٩ مͬ�گوییم. پیͺربندی٨ فضای
نظریه�ی با مسطح های پیوند بنابراین است. ریخت هم Z با آن بندی پیͺر فضای که دارد وجود مسطح١٢ پیوند ͷی ، اقلیدسͬ
هر ، است دور ͷی آن گراف که پیوندی هر برای طرفͬ از است. یͺسان حقیقͬ اعداد روی ها ای چندجمله نامساوی دستͽاه حل
بندی پیͺر ͷی روی Rd, d > ۲ فضای در ( انتقال و کردن تا ) ها حرکت از ای دنباله با مͬ�توان را آن بندی پیͺر فضای از عضوی

[ Sal٧٣ ، LW٩۵ ] آورد بدست اولیه دلخواه
است١٣. شده انجام نͺنند.) قطع را همدیͽر خطͬ پاره دو (هیچ باشد ساده باید پیوند که حالتͬ روی زیادی کارهای اخیرا

١Linkage
٢Framework
٣Fold
۴Kempe
۵Hopcroft
۶Joseph
٧Whitesides
٨Configuration Space
٩Jordan
١٠Steiner
١١Real Algebraic variaty
١٢Planar Linkage

باشند. مماس مͬ�توانند ها خط پاره ١٣البته
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پیوند کردن تا از مثال ͷی :١ شͺل

این همچنین دارد. ها ربات بازوی حرکت١۵ برنامه�ریزی و [O’R٩٨] آب١۴ های لوله کردن درخم کاربردهایͬ مسئله از نسخه این
است. کرده مهمͬ�پیدا کاربردهای هم مولͺولͬ شناسͬ زیست در ها پروتئین١۶ کردن تا در مسئله

هر از انتقال و کردن تا با مͬ�توان آیا که است این کرد مطرح بتوان ها پیوند کردن تا به راجع که ای مسئله ترین بنیادی شاید
کرد. بیان دیͽری شͺل به مͬ�توان را سوال پذیراند برگشت ها حرکت این اینͺه به توجه با حال رسید؟ دیͽر بندی پیͺر به پیͺربندی

دارد. ͬͽبست پیوند نوع به کانونͬ بندی پیͺر تعریف البته کرد؟ تبدیل کانون١٧ͬ پیͺربندی ͷی به را پیͺربندی هر مͬ�توان آیا
معمول طور به مربوطه) گراف ساختار به توجه (با پیوند نوع سه کنند قطع را همدیͽر نمͬ�توانند ها خط پاره که حالتͬ در
های بندی پیͺر زیر در ساده. ضلعͬ چند همان یا ضلعͬ چند دور و چندضلعͬ درخت ، باز چندضلعͬ مسیر ͷی مͬ�شوند: مطالعه

مͬ�بینید. را شده ذکر کانونͬ
مسطح را درخت هر و محدب را ضلعͬ چند هر ، راست مͬ�توان را زنجیری هر آیا مͬ�شود: تبدیل این به اولیه مسئله�ی حال
دسته این اخیر سالها�ی در دارد. ͬͽبست مͬ�کنیم تا آن در را پیوند که فضایͬ بعد و پیوند اولیه�ی فضای بعد به مسئله این جواب کرد؟

١۴hydraulic tube bending
١۵motion planning
١۶protein folding
١٧Canonical configuration
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میبینید. را نتایج باشند بعد هم کردن تا فضای و اولیه فضای که حالتͬ برای زیر جدول در شده�اند. حل کامل طور به مسایل از
کرد؟ مسطح مͬ�توان را درخت هر آیا کرد؟ محدب مͬ�توان را چندضلعͬ هر آیا کرد؟ راست مͬ�توان را زنجیری هر آیا بعد

[BDD+٠١b]خیر ادامه) بله(در ادامه) بله(در ٢
خیر [CJ٩٨،BBD+٠١a]خیر [CJ٩٨،BBD+٠١a]خیر ٣

[CO٠١]بله [CO٩٩،CO٠١]بله [CO٩٩،CO٠١]بله بالاتر

صفحه در چندضلعͬ زنجیرهای خط�کش�نجار: مسئله�ی
ضلعͬ چند زنجیر ͷی مانند ها نجار کش خط زیرا است. شده شناخته نجار کش خط مسئله�ی نام با زنجیر کردن راست مسئله�ی

مͬ�کنیم. بررسͬ بعدا را مسئله این میشود. تا
مͬ�بینید. زیر در را آنها نقض مثال کرد. مسطح نمͬ�توان را ها درخت همه�ی دادند نشان [ BDD+٠١b بقیه[ و بیدل

باشد. موجود آن دوران برای کافͬ فضای اینͺه مͽر داد حرکت نمͬ�توان را خطͬ پاره هیچ گفت مͬ�توان شهودی طور به واقع در
٣ فضای در اولیه پیوند کنید فرض شد. مطرح بار اولین برای ١٩٣۵ در [Erd٣۵] اردوش توسط ٣ بعد در مربوطه مسایل
کانونͬ بندی پیͺر به نمͬ�توان را بعدی ٣ فضای در گره بدون ضلعͬ چند ͷی یا چندضلعͬ زنجیر ͷی کلͬ طور به باشد. بعدی

مͬ�دهد. نشان بعد ٣ در را گره ͷی زیر شͺل . [ CJ٩٨،Tou٠١،BDD+٠١a ] کرد تبدیل
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باز هنوز شود محدب یا راست ترتیب یه مͬ�توان را گره بدون چندضلعͬ دور ͷی یا چندضلعͬ مسیر ͷی اینͺه تعیین مسئله�ی
.[ Can٨٧،Can٨٨ است[ PSpace الͽوریتمͬ موجود بالای کران تنها و است

را ضلعͬ چند دور هر و راست مͬ�توان را چندضلعͬ مسیر هر عبارتͬ به ، کرد باز مͬ�توان را ها گره همه�ی بالاتر و ۴ ابعاد در
[ CO٩٩،CO٠١ کرد.[ محدب مͬ�توان

پروتئین کردن تا در کاربرد

تعیین را آن رفتار کلͬ طور به پروتئین شدن تا نحوه�ی که طوری به است مولͺولͬ شناسͬ زیست مهمͬ�در مسئله�ی پروتئین کردن تا
مͬ�کند.

پیوند دهنده�ی نشان ها خط پاره و ها اسید آمینو دهنده�ی نشان رئوس که طوری به کرد مدل پیوند ͷی با مͬ�توان را پروتئین
پروتئین میتوان هستند. ͷنزدی هم به دو ضریب ͷی حد در شیمیایͬ های پیوند طول معمولا هاست. اسید آمینو بین شیمیایͬ های

کمتر). جزئیات زنجیر(با ͷی یا بیشتر) جزئیات (با درخت یه شͺل به را
مͬ�شوند. تا کمینه انرژی با پیͺربندی به سریعا که است این پروتئین٢ها جالب های ویژگͬ از ͬͺی

آن در که مͬ�شود استفاده پیچیده١٨ پیوند از آن جای به و نمͬ�شود انجام معمولͬ ها�ی پیوند با ها پروتئین از ریاضͬ دقیق مدل
به اصلͬ عمل مͬ�کند. نصف را پیوند آزادی ها�ی درجه تعداد کلͬ طور به ای زاویه محدودیت این است. ثابت راس هر زاویه�ی
ͷی اینͺه تعیین مسئله�ی که شده داده نشان .[ ST٠٠،Sos٠١ مͬ�شود[ تبدیل آن های میله از ͬͺی حول پیوند از بخشͬ دادن دوران

.[ST٠٠]است NP-Complete مسئله�ای نه یا مͬ�شود مسطح پیچیده چندضلعͬ زنجیر

کاغذ
ساده چندضلعͬ ͷی ، کاغذ قطعه ͷی است. رسیده جالبͬ محاسباتͬ و ریاضیاتͬ مسائل به اخیر سال ٢۵ حدود در اریͽامͬ�کاغذ
دیͽر عبارت به کرد. تا نبرد را کاغذ و کرده حفظ را کاغذ در ها فاصله که عملͬ هر با مͬ�توان را آن و است مستطیل یا مربع مانند
کاغذ قطعه�ی اندازه�ی هم های جاسازی١٩ از ای دنباله کردن تا عمل ͷرسمͬ�ی طور به چسباند. یا کشید کرد، پاره نباید را کاغذ
ͷی همچنین کرد. مماس هم بر مͬ�توان را کاغذ از بخش دو زیرا است ضعیف ”جاسازی” اصطلاح از استفاده البته است. R۳ در
کردن تا نهایͬ حالت و نمͬ�کنیم توجهͬ کردن تا پیوسته�ی حرکت به معمولا مͬ�آورد. در مسطح شͺل به را کاغذ مسطح کردن تا

است. توجه مورد

اریͽامͬ طراحͬ
مͬ�شود. خاص)اطلاق شͺل ͷی (مثلا خاصͬ ویژگͬ با شیئͬ به کاغذ کردن تا عمل اریͽامͬ�به طراحͬ

مͬ�کنیم. بررسͬ زیر در اریͽامͬ�را طراحͬ موضوعات از ͬͺی
١٨Revolute linkages
١٩Embedding
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مستقیم برش ͷی

کردن تا مسئله�ی این کنید. جدا را ها قطعه و ببرید. را کاغذ مستقیم خط ͷی روی کنید، مسطح را آن ، کنید تا را کاغذ قطعه ͷی
مͬ�گردد. بر ژاپنͬ معمای کتاب ͷی به و است قدیمͬ�تر بسیار مسئله البته شد. مطرح ١٩۶٠ در گاردنر مارتین توسط ابتدا برش و
مسطح طوری را کاغذ مͬ�توان آیا است. شده داده شما به کاغذ روی شده رسم مسطح گراف ͷی فرضکنید ، دیͽر عبارت به
صفحه در ها خط پاره از ای مجموعه هر برای که است این پاسخ بͽیرند؟ قرار خط ͷی روی گراف های خط پاره همه�ی که کرد تا
بر [ DDL٩٨،DDL٩٩b جزئͬ)[ حل اول( روش دارد. وجود مسئله این حل برای کلͬ روش دو داد. انجام را کار این مͬ�توان

است. شده داده نشان پایین شͺل در آن از مثال دو که راست٢٠ اسͺلت نام به ساختاری اساس

راست اسͺلت :٢ شͺل

کردن تا تعداد روی پایینͬ ها�ی کران و مͬ�شود انجام ٢١ͷدیس بندی بسته اساس بر [BDEH٠١] کامل) (حل دوم روش
مͬ�یابد. لازم ها�ی

چندوجهͬ
مͬ�سازیم چندوجهͬ) گسترده�ی همان (یا مسطح شبͺه ͷی ابتدا که است این وجهͬ چند ساخت برای استاندارد های روش از ͬͺی
گسترده�ی کردن پیدا طبیعͬ سوال ͷی شده داده چندوجهͬ ͷی برای مͬ�کنیم. وصل چسب با را ها لبه و کرده تا را آن سپس ،
چند مͬ�توانیم آیا که بیاید پیش است ممͺن سوال این است. شده داده ضلعͬ چند ͷی کنید فرض دیͽر طرف از است. چندوجهͬ

مͬ�دهیم. پاسخ بعد بخش در اول سوال به بسازیم؟ آن از محدب وجهͬ چند ͷی و کرده تا را ضلعͬ
و برید طوری هایش ضلع روی از را محدب وجهͬ چند ͷی مͬ�توان آیا است: این زمینه این در باز ͷکلاسی مسایل از ͬͺی
مسئله این [ She٧۵،O’R٩٨ باشد؟[ نداشته همپوشانͬ و بوده مسطح آن گسترده�ی که طوری به کرد باز را وجهͬ چند سپس
برای تلاشها همه�ی ولͬ است مثبت پاسخ مسئله این مورد در کلͬ حدس دارد. فلزی صفحات تاکردن مهمͬ�در کاربردهای دارای
تصادفͬ وجهͬ چند از تصادفͬ بازکردن ͷی که است داده نشان شون٢٢ آزمایشهای است. شده منجر شͺست به حال به تا آن حل

بود. خواهد همپوشانͬ دارای ١ احتمال با
٢٣ͬͺتوپولوژی محدب را چندوجهͬ ͷی کرد. بررسͬ را آن از هایͬ تعمیم مͬ�توان سخت مسئله�ی این به دادن پاسخ جای به
ͬͺتوپولیژی محدب چندوجهͬ هر آیا باشد. محدب وجهͬ چند ͷی یͷ-اسͺلت گراف آن یͷ-اسͺلت٢۴ گراف اگر مͬ�گوییم
باشد، ریخت هم کره با و باشد شده ساخته محدب های وجه از که چندوجهͬ خاصهر طور به است؟ ضلعͬ گسترده�ی ͷی دارای

[Sch٨٧] هستند؟ ضلعͬ گستره�ی دارای اینها آیا است. ͬͺتوپولوژی محدب
٢٠straight skeleton
٢١Disk packing
٢٢Schevon
٢٣topologically convex
٢۴Edge unfolding
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ͷدیس بسته�بندی :٣ شͺل

بسازیم؟ آن از محدب وجهͬ چند ͷی و کرده تا را ضلعͬ چند مͬ�توانیم آیا :۴ شͺل

مثال عنوان به را پایین شͺل چندوحهͬ است. منفͬ سوالات این دوی هر پاسخ که اند داده [BDE+٠١]نشان بقیه و برن
اند. کرده عبور هم ها وجه از ها برش شده داده نشان گستره�ی در که بͽیرید. نظر در نقض

است. باز ای مسئله هنوز است ضلعͬ گستره�ی دارای شده داده ͬͺتوپولوژی محدب چندوجهͬ ͷی آیا اینͺه تعیین پیچیدگͬ
یا است همبند گستره�ی ͷی دارای کره با همریخت چندوجهͬ هر آیا که است این زمینه این در دیͽر باز مسایل از ͬͺی
تاکردن در خاص طور به دارد. را خاصیت این محدب چندوجهͬ هر که مͬ�دانیم باشد.) ضلعها روی ها برش نه؟(لزومͬ�ندارد
این در مͬ�رسند. هم به چندوجهͬ راس ͷی در همه که داریم برش های مسیر از ای مجموعه [ AAOS٩٧،AO٩٢ ای٢۵[ ستاره

داشت. نخواهد همپوشانͬ حاصل گستره�ی روش
٢۵star unfolding
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[BDD+٩٨] بقیه و بیدل ببینید. را پایین شͺل هستند. هایͬ گسترده چنین دارای محدبهم غیر های چندوجهͬ از بسیاری اما
ها چندوجهͬ این از دسته این تعیین مسئله�ی گرچه اند. کرده ارایه را متعامد های وجهͬ چند از بسیاری کردن باز برای هایͬ روش

است. باز هنوز نیز

است راسͬ کردن٢۶ باز غیرمحدب های چندوجهͬ از کلͬ های گسترده و ضلعͬ های گسترده مورد در اخیر ها�ی روش از ͬͺی
با ها وجهͬ چند از تعدادی راسͬ گستره�ی که ببینید را پایین شͺل مͬ�نامیم). راسͬ گستره�ی را حاصل (گستره�ی [DEE+٠١]
هایͬ وجه روش این در ولͬ داد برش ضلعها روی فقط میتوان راسͬ کردن باز در البته مͬ�دهد. نشان را مثلثͬ وجه مختلف تعداد
است ممͺن ولͬ است همبند حاصل گستره�ی بنابراین مͬ�شوند. محسوب همبندی مولفه�ی در دارند اشتراک راس ͷی در تنها که

باشد. ناهمبند آن درون
٢۶vertex-unfolding
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محدب های چندضلعͬ پیͺربندی تغییر

دنباله�ی که شرطͬ به کرد تبدیل مͬ�توان دیͽر دلخواه محدب چندضلعͬ به را محدب چندضلعͬ (دور) هر مͬ�دهیم نشان اینجا در
تبدیل طول در ضلعͬ چند و کرده حفظ را ضلعها طول هم شده انجام تبدیل باشد. یͺسان ها چندضلعͬ ضلعهای پادساعتͽرد

است. [ADE+٠٠] بقیه و دیمین به مربوط کار این مͬ�ماند. باقͬ محدب
شده�اند. مرتب پادساعت�گرد صورت به رئوس آن در که مͬ�دهیم نشان v۱, . . . , vn دنباله�ی با را P چندوجهͬ های راس
n ͹هن به اندیس�ها که مͬ�دهیم نشان li =| ei |=| vi − vi+۱ | با را ضلع�ها طول و ei = (vi, vi+۱) صورت به را ضلع�ها
l۱, . . . , ln پادساعت�گرد، ترتیب به آن اضلاع طول که است محدب چندضلعͬ ͷی l۱, . . . , ln از محدب پیͺربندی ͷی هستند.

باشد.
باشند. داشته همپوشانͬ مͬ�توانند اضلاع و باشد داشته π زاویه�ی با رئوس مͬ�تواند محدب چندضلعͬ

اگر تنها و اگر باشند مͬ�توانند محدب ضلعͬ چند ͷی اضلاع طول l۱, . . . , ln طول�های ([LW٩۵]) .١ لم
li ≤

∑
j ̸=i

lj
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هر که طوری به است پیͺربندی ͷی به زمان) عنوان (به [۰, ۱] بازه�ی از پیوسته تابع ͷی پیͺربندی٢٨ تغییر یا حرکت٢٧ ͷی
راس هر زاویه�ی که است حرکتͬ زاویه-یͺنوا حرکت ͷی است. یͺسان اضلاع پادساعتͽرد دنباله�ی با چندضلعͬ ͷی پیͺربندی

است. زمان به نسبت صعودی تابعͬ

را v۴ و v۲ زاویه�ی و داده کاهش را v۳ و v۱ زاویه�ی که دارد وجود حرکتͬ است. شده داده v۱, v۲, v۳, v۴ چهار�ضلعͬ ͷی .٢ لم
داد. ادامه شود، π یا ٠ زاویه�ها از ͬͺی که زمانͬ تا مͬ�توان را حرکت مͬ�دهد. افزایش

با C ′ به C از یͺنوا زاویه حرکت ͷی است. شده داده l۱, . . . , ln یͺسان اضلاع طول دنباله�ی با C ′ و C پیͺربندی دو .٣ قضیه
دارد. وجود مͬ�دهند تغییر را راس چهار زاویه�ی کدام هر که حرکت، O(n)

[D٠١]. به کنید مراجعه اثبات.

چندضلعͬ دورهای سازی محدب و چندضلعͬ مسیرهای کردن راست
دور یا مسیر ، دوری هیچ که ویژگͬ این با است مجزا چندضلعͬ مسیر و دور تعدادی شامل که بͽیرید نظر در را مسطح پیوند ͷی
طول در که طوری به کرد محدب را ها دور و راست مͬ�توان را مسیرها همواره مͬ�دهیم نشان بخش این در نمͬ�کند. احاطه را دیͽر

.[CDR٠٠]بمانند باقͬ ،محدب دورها و نͺنند قطع را همدیͽر اضلاع سازی محدب عمل
مͬ�دهد.همچنین افزایش را رئوس فاصله�ی که مͬ�کنیم استفاده توسیع٢٩ حرکت ͷی از روش این در ضلعͬ چند دور برای
مجموعه�ی آن به که مͬ�گیریم نظر در را تری کلͬ وضعیت مͬ�یابد. افزایش حرکت طول در ضلعͬ چند مساحت که مͬ�دهیم نشان
. نمͬ�کنند قطع را همدیͽر هیچͺدام که طوری به است ضلعͬ چند مسیر و دور از متناهͬ تعداد شامل که مͬ�گوییم A مسیر-دور
دور اگر محدب( یا ندارد قرار A از دوری هیچ در که A مولفه�ی هر اگر است محدب-بیرون٣٠ͬ پیͺربندی ͷی در A مͬ�گوییم
آورد در محدب-بیرونͬ وضعیت به را A که است این داشت مͬ�توان که انتظاری بهترین باشد. باشد) مسیر راست(اگر یا و باشد)

ببینید. را زیر شͺل کرد. محدب یا راست نتوان است ممͺن را دارند قرار دور در که ها مولفه بقیه�ی زیرا

دو که زمان هر تعریف این با نیابد. Aکاهش از راسͬ دو هیچ فاصله�ی حرکت طول در اگر مͬ�گوییم توسیع٣١ͬ را حرکت ͷی
مͬ�گوییم اکید توسیعͬ حرکت ͷی به مͬ�مانند. باقͬ خطͬ هم نیز دیͽر توسیعͬ حرکت هر ادامه�ی طول در مͬ�شوند خطͬ هم ضلع
رئوس فاصله�ی همچنین . بماند باقͬ ثابت دارد وجود اضلاع از مستقیم مسیر ͷی یا ضلع ͷی آنها بین که راس دو فاصله�ی اگر

بماند. باقͬ ثابت دور ͷی داخل یا مرز روی
حداقل و نداشته تقاطع A با L که طوری به باشد داشته وجود صفحه در L خط اگر است جداشده٣٢ A مجموعه�ی مͬ�گوییم

دارد. قرار L از دیͽر طرف در A از مولفه ͷی
است: زیر قضیه�ی اصلͬ نتیجه�ی

٢٧motion
٢٨reconfiguration
٢٩Expansion motion
٣٠Outer-convex
٣١expansive
٣٢seperated
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مͬ�برد. محدب-بیرونͬ حالت ͷی به را آن که است پیوسته قطعه قطعه معتبر حرکت ͷی دارای دور-مسیر مجموعه�ی هر .۴ قضیه
مͬ�شود. جدا A که زمانͬ تا است اکید توسیعͬ حرکت همچنین

چارچوب عنوان به مͬ�توان را دور و مسیر مͬ�آید.٣٣ صلب های چارچوب و ها مͺانیزم نظریه�ی از قضیه اثبات برای لازم ابزار
گرفت. نظر در

افزایش را ها فاصله که دارد وجود جزئͬ حرکت ͷی هرپیͺربندی برای دهیم نشان که است این مسئله حل روش ͷی
کرد. تبدیل کامل حرکت ͷی به مͬ�توان را موضعͬ های حرکت این داد نشان مͬ�توان مͬ�دهد.سپس

پیͺربندی همراه به طوقه و چندگانه ضلع بدون G = (V,E) متناهͬ گراف ͷی G(p) ای٣۵ میله چارچوب یا پیوند٣۴ ͷی
V = مͬ�کنیم است.(فرض i ∈ V راس با متناظر pi که صفحه در که نقطه n برای p = (p۱, . . . , pn) است. آن به مربوط
که هستند ها چارچوب از خاص نوع ͷی دور-مسیر های مجموعه هستند. چارچوب اضلاع با متناظر E اعضای ({۱, . . . , n}
پیوسته�ی توابع از مجموعه�ای ،G(p) از حرکت٣٧ یا کردن٣۶ خم ͷی هاست. دور و ها مسیر از اجتماعͬ آنها به مربوط گراف
ثابت {i, j} ∈ E هر برای ||pi(t) − pj(t)|| و p(۰) = p که طوری به است ۰ ≤ t ≤ ۱ روی p(t) = (p۱(t), . . . , pn(t))

باشد. اکید توسیعͬ که بیابیم دور-مسیر مجموعه�ی روی حرکتͬ مͬ�خواهیم بماند.
مͬ�دهیم. نشان را توسیعͬ های حرکت اولیه�ی های ویژگͬ از برخͬ

||q۳ − p۱|| ≥ که است شده انتخاب طوری q۳ دیͽر نقطه�ی کنید فرض و باشد p۱p۲p۳ مثلث داخل c نقطه�ی کنید فرض .۵ لم
که است برقرار زمانͬ دقیقا تساوی که ||q۳ − c|| ≥ ||p۳ − c|| داریم این�صورت در ،||q۳ − p۲|| ≥ ||p۳ − p۲|| و ||p۳ − p۱||

بینید. را ۵ شͺل باشد. برقرار بالا های نامساوی طرف دو هر در تساوی

۵ لم :۵ شͺل

٣٣theory of mechanisms and rigid frameworks
٣۴linkage
٣۵Bar framework
٣۶flex
٣٧motion
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[D٠١]. به کنید مراجعه اثبات.

.این میدهیم کمͬ�تغییر را A ابتدا کنیم. تبدیل محدب-بیرونͬ پیͺربندی به را A شده�ی داده دور-مسیر مجموعه�ی مͬ�خواهیم
مͬ�گیرد. صورت مرحله چهار در کار

اگر علاوه به ندارد. صفحه) نیم زاویه�ی (با راستͬ راس هیچ A فرضکرد مͬ�توان مͬ�دهیم نشان راست. رئوس حذف .١ مرحله�ی
شده تشͺیل خط پاره دو از واقع در خط پاره ͷی اگر دهیم. ادامه استقرا با مͬ�توانیم شود راست راس ͷی حرکت طول در

کنیم. ادغام را آنها مͬ�توانیم باشد

آن دادن توسعه به نیازی دیͽر مͬ�شود محدب چندضلعͬ ͷی که زمانͬ از محدب. های چندضلعͬ کردن٣٨ صلب .٢ مرحله�ی
داد. تغیر را آن های زاویه نمͬ�توان دیͽر مͬ�گیریم.و صلب را آن نظر این از پس نیست. هم ممͺن کار این واقع در ، نداریم

صلب نیز را آن درون های مولفه مͬ�توانیم علاوه به مͬ�شود محدب دور ͷی که زمانͬ دورها. درون های مولفه حذف .٣ مرحله�ی
کرد. حذف مͬ�توان را ها مولفه این واقع در کنیم.

یابد افزایش مͬ�تواند طولش حرکت طول در که مͬ�کنیم استفاده هم بست از بهتر کردن مدل برای بست٣٩. کردن اضافه .۴ مرحله�ی
نباشند ضلعͬ چند دور ͷی روی یا باشد نداشته وجود ضلع آنها بین که A از راس دو هر بین مرحله این در بماند. ثابت یا

مͬ�کنیم. اضافه بست ،

محدب-بیرونͬ پیͺربندی به تبدیل :۶ شͺل

مͬ�کنیم. تعریف بعدا را G′
A(p

′) ببینید. را ٧ شͺل
به یابد. افزایش بست�ها طول و بماند ثابت اضلاع همه�ی طول آن در که کنیم پیدا حرکتͬ مͬ�خواهیم ،۴ قضیه اثبات برای

و p(۰) = p که بیابیم مͬ�خواهیم را ۰ ≤ t ≤ ۱ که p(t)حرکت دیͽر عبارت
d

dt
||pj(t)− pi(t)|| = ۰ for{i, j} ∈ B

٣٨rigidify
٣٩struts
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:٧ شͺل

d

dt
||pj(t)− pi(t)|| > ۰ for{i, j} ∈ S

:vi(t) := d
dtpi(t)

(vj(t)− vi(t)).(pj(t)− pi(t)) = ۰ for{i, j} ∈ B

(vj(t)− vi(t)).(pj(t)− pi(t)) > ۰ for{i, j} ∈ S

(٨ مͬ�کند.(شͺل تعیین ٠ زمان در را اکید توسیعͬ حرکت مشتق v = (v۱, . . . , vn) اکید ͷکوچ حرکت ͷی

:٨ شͺل

باشیم: داشته باید
(vj − vi).(pj − pi) = ۰ for{i, j} ∈ B (١)

(vj − vi).(pj − pi) > ۰ for{i, j} ∈ S (٢)

است. iراس اولیه�ی مͺان pi که

برقرار آن در ٢ و ١ معادلات که دارد وجود GA(p) برای v ͷکوچ حرکت A ی یافته کاهش مجموعه هر برای .۶ قضیه
[D٠١].است

∑
j:{i,j}∈B∪S

ωij(pj − pi) = ۰ (٣)
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به ωij = ωji مقداردهͬ ͷی G(p) چارچوب در تنش۴٠ مͬ�کنیم. بیان را آن تنش اساس بر و مͬ�گیریم نظر در را ٣ دوگان
یͺسان اندازه�ی به آن راس دو به یال که است معنͬ این به مثبت مقدار مثال برای وبست�ها). (ضلع�ها است {i, j} زوج�های همه�ی
به بست و ضلع بجای را باشد.(یال تعادل در G از iراس هر اگر مͬ�گوییم تعادلͬ تنش ͷی را ωتنش مͬ�کند. وارد بیرونͬ نیروی

میبریم.) کار
.ωij ≥ ۰ ،{i, j} ها�ی بست همه�ی برای اگر مͬ�گوییم معتبر را ωتنش

است. شده داده نسبت صفر مقدار بست و ضلع هر به که مͬ�گیریم تنشͬ است تعادلͬ تنش ͷی که را صفر۴١ تنش

ͷکوچ حرکت دارای چارچوب صورت این در ، باشد صفر تنش ، ضلع-بست چارچوب ͷی معتبر تعادلͬ تنش تنها اگر .٧ لم
است.

ببینید. را D٠١.

است. صفر معتبر تنش دارای تنها A یافته�ی کاهش مجموعه�ی به مربوط GA(p)چارچوب .٨ قضیه

ببینید. را D٠١.

یͷچارچوب به GA(p)را ابتدا قضیه این از استفاده برای مͬ�کنیم. استفاده ماکسول-کرمونا۴٢ قضیه�ی از ٨ قضیه اثبات برای
را متناظر ها�ی بست و اضلاع و مͬ�کنیم تعریف راس ͷی GA(p) در تقاطع نقاط همه�ی برای مͬ�کنیم. تبدیل G′

A(p
′) مسطح

مͬ�کنیم. تقسیم
داخل اضلاع یا محدب ضلعͬ چند های دور اضلاع دارند صفر نا تنش که اضلاعͬ اگر مͬ�گوییم صفر-بیرونͬ را تنش ͷی

مͬ�نامیم. ناصفر-بیرونͬ را تنش صورت این غیر در باشند. آنها

است. ω′ معتبر ناصفر-بیرونͬ تنش دارای ،G′
A(p

′) باشد ω صفر نا معتبر تنش دارای GA(p) اگر .٩ لم

کنید. مراجعه [D٠١] به اثبات برای اثبات.

ماکسول-کرمونا قضیه�ی
نقاط که طوری به مͬ�آید دست به مسطح چارچوب ͷی رئوس به z سوم مولفه�ی ͷی دادن اختصاص از Γ وجهͬ چند گراف ͷی

مͬ�شود. تبدیل فضا در چندضلعͬ ͷی به چندضلعͬ از ناحیه هر ترتیب بدین بمانند. باقͬ صفحه هم چندضلعͬ از ناحیه هر
در یال این که که حالاتͬ بین مͬ�کند. جدا هم از را F ′ و F وجه دو که بͽیرید نظر در را مسطح چارچوب ͷازی {i, j} یال

ببینید. را ٩ شͺل مͬ�شویم. قائل تمایز مͬ�شود تبدیل ”سطح” یا ”کوه” ”دره”، به Γ

سطح کوه، دره، :٩ شͺل

کنید: فرض حال
z(p) = a.p+ b, z′(p) = a′.p+ b′

۴٠stress
۴١zero stress
۴٢Maxwell-Cremona theorem
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باشیم: داشته باید هستند. حقیقͬ اعداد b′ و b و R۲ در a′ و a مͬ�کنند. تعیین F و F ′ روی ترتیب به را Γ که باشند خطͬ تابع دو

a′ − a = ωije
⊥
ij (۴)

،ωij > ۰ اگر مͬ�نامیم دره را {i, j} است. F ′ به F از آن جهت و pj − pi طول با برابر طول با و pj − pi بر عمود بردار e⊥ij که
.ωij = ۰ اگر سطح و ωij < ۰ اگر کوه

ماکسول-کرمونا) (قضیه�ی .١٠ قضیه

تعادلͬ تنش ͷی ۴ با شده تعریف ω تنش مͬ�شود تصویر G(p) مسطح چارچوب ͷی به که Γ چندوجهͬ گراف هر برای (١
مͬ�شود. تعریف G(p) روی

یال�ها همه�ی برای ۴ که کرد تبدیل Γ چندوجهͬ گراف ͷی به مͬ�توان را G(p) ،G(p) روی ω معتبر تعادل تنش هر برای (٢
یͺتاست. خطͬ-آفینͬ تابع ͷی کردن اضافه حد در Γ علاوه به باشد. برقرار

ببینید. را [CW٩۴] مرجع اثبات.

مͬ�شود. تصویر ضلع ͷی به G′
A(p

′) مسطح چارچوب در Γ چندوجهͬ گراف در کوه هر .(HJW٨۴) ١١ لم

شود. تبدیل سطح یا دره به مͬ�توان تنها بست ١٠ قضیه�ی بر بنا پس . باشد داشته منفͬ تنش مͬ�توان تنها بست اثبات.

است. زیر �ی قضیه ۴ قضیه�ی اثبات برای اصلͬ قضیه

M صورت این در است. ماکسیمم Γ چندوجهͬ گراف روی z مقدار که باشد xy صفحه�ی از Mبخشͬ کنید فرض .١٢ قضیه
دارند. قرار محدب دور�های همه�ی از بیرون که است G′

A(p
′) از صفحاتͬ همه�ی شامل

لم بنابر پس شوند. تبدیل کوه به باید ∂M نقاط مͬ�رسند، بیشینه ارتفاع Mبه نقاط اینͺه به توجه با Mبͽیرید. مرز را ∂M
ببینید. را ١٠ شͺل باشند. چارچوب اضلاع باید ∂M یال�های همه�ی ١١

بͽیرید نظر در را z بالاترین زیر و xy با موازی Π صفحه�ی است. چندوجهͬ گراف برش l جز به بالا حالتهای همه�ی در
برای X حاصل تصویر کنید. تصویر xy روی را اشتراک و بͽیرید را Γ سطح با Π اشتراک باشد. دیͽر نقاط همه�ی از بالاتر که

است. شده داده نشان ١١ شͺل در مختلف حالت�های
از مجزا اجتماعͬ Mاست از ͬͺکوچ ͬͽهمسای مرز X اینͺه به توجه با دارد. را چندوجهͬ گراف ویژگͬ�های از بسیاری X

است. مربوط Γ از یال ͷی Xبه از راس هر و Γ از ناحیه ͷی Xبه یال هر است. وجهͬ چند علاوه به است. ها دور
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:١٠ شͺل

حاصل تصویر :١١ شͺل

اینͺه اثبات برای کنیم استفاده ١١ لم از سپس و است محدب زاویه�ی زیادی تعداد Xدارای دهیم نشان است این اصلͬ ایده�ی
ضلعͬ درجه�ی دارای اولیه مسیر دور مجموعه�ی که است این قضیه اثبات در اصلͬ کلید است. زیادی های ضلع دارای چارچوب

باشند. داشته دو از بیش ضلعͬ درجه�ی مͬ�توانند محدب دورهای از vرئوس تنها G′
A(p

′) در است. دو حداکثر
باشند. داشته وجود نمͬ�توانند k تا a های حالت مͬ�دهیم نشان زیر لم در

D ͷکوچ گوی ͷی باشند. ساعتͽرد جهت در v به متصل اضلاع b۱, . . . , bk و Mباشد مرز روی راسͬ v کنید فرض .١٣ لم
بͽیرید. نظر در v حول

١٢ شͺل در سایه�دار بخش این�صورت در باشد، π حداقل زاویه bi+۱ و bi مثل b۱, . . . , bk بین از متوالͬ ضلع دو بین اگر (١
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دارد. Mتعلق به

Mاست. Dدر همه�ی باشد، داشته داشته وجود v مجاور ضلع ͷی حداکثر اگر (٢

١٣ لم :١٢ شͺل

با P کنید فرض باشد. مجزا آن از یا Mباشد داخل کاملا باید P ندارد، وجود P در ضلعͬ هیچ اینͺه به توجه با (١ اثبات.
و شده شروع bi از که است v حول شͺل ستاره�ای چندضلعͬ مسیر ͷی P با X اشتراک صورت این در باشد. Mمجزا
زاویه�ی اینͺه به باتوجه است. بوده v آنها سر ͷی که است هایͬ کوه به مربوط مسیر این محدب نقاط مͬ�شود. ختم bi+۱ به
تناقض که باشد P در باید ضلع ͷی ١١ لم بنابر باشد. P در محدب راس ͷی شامل حداقل باید مسیر است، π حداقل P

است.

چندضلعͬ ای ستاره دور به چندضلعͬ ای ستاره مسیر مͬ�کند. کار اثبات همان و هستند ͬͺی bi+۱ و bi که k = ۱ اگر (٢
v حول چندضلعͬ دور ͷی X ،k = ۰ اگر باشد. داشته bi − bi+۱ از غیر محدب راس دو حداقل باید که مͬ�شود تبدیل

ندارد. مجاوری ضلع هیچ v ولͬ باشد داشته محدب راس ٣ حداقل باید که دارد

مͬ�کند. کار G′
A(p

′) از راس هر روی لم این که کنید توجه
متناقضهستند. آن با a− k حالت�های که داد نشان مͬ�توان راحتͬ به لم این از استفاده با

١٢ قضیه�ی اثبات
اینͺه با که دارد Mتعلق به v حول بعدی دو ناحیه�ای مͬ�دانیم ١٣ لم بنابر بͽیرید. نظر در ∂M در را ١ یا ٠ درجه vراس ͷی ابتدا

است. متناقض دارد ١ یا ٠ درجه�ی ∂M در v
باشد: صورت دو به مͬ�تواند ∂M از مولفه ͷی دورهاست. از اجتماعͬ ∂M بنابراین

Mشامل مͬ�گیریم نتیجه مͬ�شود، اعمال آن راس هر به ١٣ لم باشد آمده به�دست آن مثلث�بندی و محدب دور ͷی از اگر .١
مͬ�شوند. حذف g − i حالتهای ترتیب است.بدین دور بیرون که است چارچوب از ای ناحیه

نتیجه و کرده اعمال بازتاب۴٣ راس ͷی به و محدب راس ͷی به مͬ�توانیم را ١٣ لم ، است محدب غیر دور ͷی شامل اگر .٢
مͬ�شوند. حذف d− f حالتهای ترتیب .بدین است دور خارج و داخل مجاور چارچوب ناحیه�ی دو Mشامل مͬ�گیریم
۴٣Reflex vertex
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سرتاسری حرکت
قضیه�ی مͬ�شود. منجر ۴ قضیه�ی اثبات به که مͬ�رسیم سرتاسری حرکت ͷی به و کرده ترکیب را ͷکوچ های حرکت بخش این در
بهینه�سازی مسئله�ی جواب عنوان به p پیͺربندی هر برای را v− f(p) یͺتای بردار مͬ�کند. تضمین را v حرکت یͷجهت وجود ۶

بͽیرید. نظر در را زیر دیفرانسیل معادله سپس مͬ�کنیم. انتخاب محدب
d

dt
p(t) = f(p(t))

را ضلع دو حالت این شود.در راست ضلع دو بین زاویه�ی که مͬ�رساند حالتͬ به را فعلͬ پیͺربندی دیفرانسیل معادله این جواب
مͬ�شود. کم راس ͷی بار هر ترتیب بدین ، مͬ�دهیم ادامه را کار و کرده ادغام

از p بندی پیͺر هر برای v یͺتای جهت تعریف برای زیر غیرخطͬ سازی بهینه مسئله�ی از مͬ�شویم. اثبات جزئیات وارد حال
مͬ�کنیم. استفاده یافته کاهش دور-مسیر مجموعه�ی ͷی

minimize
∑
i∈V
||vi||۲ +

∑
{i,j}∈S

۱
(vi − vj).(pi − pj)− ||pj − pi||

(۵)

to subject (vj − vi).(pj − pi) > ||pj − pi||, for{i, j} ∈ S (۶)

(vj − vi).(pj − pi) = ۰, for{i, j} ∈ B (٧)

v۱ = v۲ = ۰ (٨)

١ از بیش باید بست هر طول مشتق مͬ�کند. اعمال S ها�ی بست افزایش روی یͺنواخت محدودیت ͷی ۶ محدودیت�های
دارد. جواب ،۶ راست طرف انتخاب هر برای ٧ و ۶ دستͽاه است، همͽن ٢ و ١ معادلات دستͽاه اینͺه به توجه باشد.با

خطا این مͬ�دارد. نͽه دور ۶ جواب مجموعه مرز از را جواب که خطا عامل ͷی اضافه�ی به دو توان به v نرم هدف تابع در
اکید محدب تابع تعدادی مجموع زیرا است اکید محدب هدف تابع است. ضروری داده به نسبت جواب هموار بودن وابسته برای
p هر برای یͺتا جواب ͷی دقیقا مͬ�شود، ͷنزدی نهایت بͬ به مرز به v شدن ͷنزدی با هدف تابع اینͺه به توجه با است.همچنین

مͬ�دهیم. نشان f(p) با را آن که دارد وجود
مͬ�شود. تعریف ۶ قضیه�ی شرایط با که مͬ�شود تعریف U ⊂ R۲n باز زیرمجموعه�ی ͷی روی f(p) تابع

ناشͬ تساوی شͺل به های محدودیت با محدب سازی بهینه پایداری نظریه�ی از این است. پذیر مشتق U روی f مͬ�دهیم نشان
مͬ�کنیم. اعمال زیر شͺل به سازی بهینه مسئله�ی روی که مͬ�شود

min{g(p, x) : x ∈ Ω(p) ⊂ Rn, A(p)x = b(p)} (٩)

(A, b) خطͬ محدودیت�های و Ω(p) دامنه�ی ،g هدف تابع است. m-تایͬ بردار ͷی b(p) ماتریسm×nو ͷی A(p) که
مͬ�کند. تغییر U ⊂ Rk باز ناحیه�ی روی که دارند ͬͽبست p پارامتر به

مͬ�کند. بیان را b(p) و A(p)حسب بر جواب بردار هموار ͬͽوابست زیر لم سازی بهینه مسئله�ی این برای

باشد: شده ارضا ٩ سازی بهینه مسئله�ی در زیر شرایط کنید فرض .١۴ لم

Hgبرای هسیان ماتریس که باشد x ∈ Ω(p) از تابعͬ عنوان به اکید محدب و پیوسته مشتق�پذیر دوبار g(p, x)هدف تابع الف)
است. معین و مثبت p ∈ U هر

است. باز مجموعه�ای p ∈ U هر برای Ω(p) دامنه�ی ب)

است. خطͬ مستقل p ∈ U هر برای A(p)ماتریس راس�های ج)

.p ∈ U هر برای هستند، p به نسبت پیوسته مشتق با مشتق�پذیر x به g∇نسبت گرادیان و A(p) و b(p) د)

است. موجود x∗(p) هر برای ٩ مسئله�ی از x∗(p) بهینه�ی نقطه�ی ه)

است. پیوسته مشتق با مشتق�پذیر U روی x∗(p)صورت این در
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[BS٧۴]. است ضمنͬ تابع قضیه�ی اساس بر اثبات اثبات.
ضروری اول درجه شرط�های که گرفت نظر در h(p, x, λ) معادلات دستͽاه (x∗, λ) یͺتای جواب عنوان به مͬ�توان را x∗

که: است h : U × Rn+k → Rn+k لاگرانژ ضرایب k-تایͬ بردار λ دقیق�تر طور به مͬ�کند. ارضا را ͬͽبهین

h =

(
∇g − λTAT
Ax− b

)
تضمین x ͬͽهمسای ͷی در h(p, x(p), λ(p)) = ۰ جواب عنوان به را x(p) موضعͬ جواب وجود ضمنͬ تابع قضیه�ی
h اگر است مشتق�پذیر x(p) همچنین باشد. معͺوس�پذیر p ∈ U هر برای J = ∂h/∂(x, λ) ژاکوبیان ماتریس اگر مͬ�کند،

است: زیر شͺل به ژاکوبͬ ماتریس باشد. پیوسته مشتق با مشتق�پذیر

J =
∂h(p, x, λ)

∂(x, λ)
=

(
Hg AT

A ۰

)
داریم: الف بنابر کنیم. ͷچ را J معͺوس�پذیری باید مͬ�شود. حاصل (د) فرض از h مشتق�پذیری

det J = detHg.det(−AH−۱
g AT )

.det J ̸= پس۰ همین�طور. AH−۱ATهم پسبرای است، Hgمثبتمعین اینͺه به توجه با استو AATمثبتمعین ج بنابر

است. مشتق�پذیر U روی f .١۵ لم

ببینید. [D٠١] در را اثبات اثبات.

۴ قضیه�ی اثبات و دیفرانسیل معادله�ی حل
اولیه�ی مقدار معادله�ی که درمͬ�یابیم ١۵ لم به توجه با

d

dt
p(t) = f(p(t)), p(۰) = p۰ (١٠)

دهد: رخ است ممͺن زیر حالت�های از ͬͺی است. ۰ ≤ t < T ،p(t) ماکسیمال یͺتای جواب دارای

(T =∞ دارد.( وجود t هر برای T الف)

مͬ�یابد. افزایش بͬ�کران t→ T با p(t) و است متناهͬ T ب)

مͬ�شود. ͷنزدی U مرز به t→ T با p(t) و است متناهͬ T ج)

[D٠١].گذاشت کنار مͬ�توان را ب و الف حالت
[D٠١].مͬ�شود همͽرا t→ T با p(t) داد نشان مͬ�توان

مͬ�شود. ثابت ۴ قضیه�ی بنابراین
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گسسته لͽاریتم
عبدلͬ احمدرضا

را گسسته لͽاریتم سپس بوده نیاز گسسته لͽاریتم مفهوم معرفͬ در که پرداخته مجرد جبر از مفاهیمͬ معرفͬ به ابتدا مقاله این در
گسسته لͽاریتم اینͺه به نظر میپردازیم. آنها توضیح به و کرده بیان گسسته لͽاریتم مساله حل برای روش دو ادامه در میͺنیم. تعریف
هر روش�های برای خاصͬ اهمیت همواره و آمده حساب به روز داغ مسایل جز دارد RSA رمزنͽاری روش حل در سزایͬ به نقش

است. گرفته قرار مدنظر آن حل برای بهتر چه

جبری مفاهیم و گسسته لͽاریتم

مͬ�پردازیم. آن محاسبه�ی برای هایͬ روش و گسسته لͽاریتم تعریف به ابتدا بخش این در

>مͬ�نامیم a > Gرا گروه از a عنصر توسط شده تولید دوری گروه باشد. متناهͬ و ضربͬ گروهͬ (G, .) فرضکنید تعریف١.
مͬ�کنیم: تعریف زیر شͺل به آنرا و

< a >= {ai | a ∈ G, i ∈ N}

این�صورت: در ،n =|< a >| اگر حال مͬ�دهد. نتیجه را < a > بودن متناهͬ ،G گروه بودن متناهͬ که است واضح
< a >= {e, a, a۲, . . . , an−۱}

مͬ�آید. بدست تعریف از سادگͬ به < a > بودن زیرگروه

.g = aj که به�طوری دارد وجود j ∈ {۰, . . . , n− این�صورت{۱ در g ∈< a > اگر مͬ�شود نتیجه تعریف از

،۰ ≤ i ≤ n− ۱ عدد از است عبارت b مبنای در n مرتبه�ی از ،(G, .) ضربͬ گروه از ،g عنصر گسسته ازلͽاریتم منظور تعریف٢.
ولͬ سخت آن محاسبه که است آن در گسسته لͽاریتم مشخصه مͬ�باشد. loggb = i معادل صورت به یا ،bi = g که طوری به

است. آسان غایت به جواب کردن ͷچ

گسسته لͽاریتم محاسبه الͽوریتم�های

>زیرگروهͬ α > و ضربͬ گروه (G, .) فرضکنید پرداخت. خواهیم گسسته لͽاریتم محاسبه�ی برای الͽوریتم�هایͬ بررسͬ به حال
باشد.اولین یͺتا i و β = αi که کنیم پیدا طوری را i که است آن بر هدف باشد. β ∈< α > طوری�که به باشد آن از دوری
O(۱)مͬ�باشد. از ،G گروه در ضرب هر برای نیاز مورد زمان بود. خواهد ی�ͷبه�یͷعنصرها چͷکردن روش، ساده�ترین و الͽوریتم

بود. خواهد O(n) از گسسته لͽاریتم محاسبه�ی آنͽاه n =|< α >| اگر
در و مͬ�کنیم ͷچ β مقدار با و کرده ذخیره را آن شد، محاسبه αi که دفعه هر O(۱) از فضایͬ داشتن با که صورت این به

مͬ�کنیم. مقایسه دوباره و کرده ضرب α در را αi مقدار نبودن، ͬͺی صورت
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تمام که است این دیͽر راه داریم. نیاز O(۱)فضا به و بود O(n)خواهد از محاسبه زمان است، نیاز ضرب بار n حداکثر چون
بپردازیم. کردن مقایسه به دودویͬ جستجوی مانند جستجویͬ با سپس و کنیم منظم مرتب صورتجفت به و محاسبه قبلا́ را مقادیر
O(n log n) به quick sort مانند بهینه کردن منظم روش از استفاده صورت در و دارد نیاز زمان محاسبه برای O(n) راه این
در و مقادیر، این در جستجو برای O(n) از زمانͬ و مقادیر ذخیره�ی برای O(n) از فضایͬ دارد. نیاز کردن مرتب برای نیز زمان

بود. خواهد امͺان�پذیر O(n log n) از زمانͬ و O(n) از فضایͬ با پایان
مͬ�پردازیم. آن باب در کوتاهͬ بررسͬ به که هستند رو٢ پولارد الͽوریتم و ١ͷشن الͽوریتم اینͺار برای دیͽر الͽوریتم�های

ͷشن الͽوریتم

بزرگتر و
√
n از کوچͺتر jهای برای کنیم. حساب α مبنای در را آن گسسته�ی لͽاریتم مͬ�خواهیم که است عنصری β کنید فرض

مولفه�ی حسب بر (j, αmj) مرتب�های زوج در را آن�ها سپس mو = [
√
n] + ۱ آن در که کرده حساب را αmj صفر، مساوی یا

مͬ�گذاریم L۲ در و مͬ�کنیم مرتب شͺل همان به کرده، حساب نیز را βα−j سپس مͬ�آید. وجود به L۱ ولیست مͬ�کنیم مرتب دوم
باشد. ͬͺی دوم�شان مولفه�ی که مͬ�کنیم پیدا را زوجͬ لیست دو این بین و

آنͽاه باشند (j, y) ∈ L۱ و (i, y) ∈ L۲ اگر که این�صورت به
αmj = βα−i ⇒ αmj+i = β

.logα β = mj + i و مͬ�کنیم محاسبه را logβα
m
حال .۰ ≤ logα β ≤ n− ۱ نتیجه در β ∈< α > اگر و

.β /∈< α > نشود اگر چون مͬ�شود تمام آخر قسمت در جستجو وضوح به

SHANKS(G,n, α, β)
m← ⌈

√
n⌉

for j ← 0 to m− 1

do compute αmj

Sort them ordered pairs (j, αmj) with respect to their second coordinates, obtaining a list L1

for i← 0 to m− 1

do compute βα−i

Sort the m oredered pairs (i, βα−1) with respect to their second coordinates, obtaininig in a
list L2

Find a pair (j, y) ∈ L1 and a pair (i, y) ∈ L2 (i.e., find two pairs having identical second
coordinates)

logα β ← (mj + i) mod n

الͽوریتم مانند و بوده O(m) از
√
n تا ١ از α توان�های کردن ضرب مͬ�پردازیم. نیاز مورد فضای و زمان مقدار آنالیز به حال

O(m logm) از کردن منظم و است، نیاز زمان و O(m)فضا نیز L۲ کردن حساب در وضوح به دارد. نیاز O(m)حافظه ابتدایͬ
بسیار زمان، و فضا لحاظ از ͷشن الͽوریتم بنابراین دارد. نیاز زمان O(m) هم لیست�ها کردن مقایسه همچنین دارد. نیاز زمان

مͬ�باشد. قبلͬ الͽوریتم از موثرتر

١Shank
٢Pollord Rho
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رو پولارد الͽوریتم

افراز مساوی تقریبا کاردینال�های با قسمت سه به ،G اعضای اینجا در که تفاوت این با است قبلͬ الͽوریتم مشابه الͽوریتم این
مͬ�شود.

G = S۱ ∪ S۲ ∪ S۳, | S۱ |∼=| S۲ |∼=| S۳ |

پیدا از پس که مͬ�کنیم دنباله�ای ساختن در سعͬ و کرده تعریف خودش به < α > و Zn و Zn دکارتͬ ضرب از تابعͬ حال
آمد. خواهد بدست logα β تͺراری عناصر کردن

f :< α > ×Zn × Zn →< α > ×Zn × Zn

بͽیرید: نظر در را زیر تابع حال

f(x, a, b) =


(βx, a, b+ ۱) x ∈ S۱

(x۲, ۲a, ۲b) x ∈ S۲

(αx, a+ ۱, b) x ∈ S۳

بͽیرید: نظر در (x, a, b) ورودی بر را زیر شرط
x = αaβb (١)

اولیه�ی مقدار از شروع با دارد. را خاصیت این هم f خروجͬ باشد داشته را (١) خاصیت ورودی اگر ،(۱, ۰, ۰) اولیه�ی مقدار با
تعریف (xi+۱, ai+۱, bi+۱) = f(xi, ai, bi) با بازگشتͬ روش به که مͬ�رسیم < α > ×Z× Z عناصر از دنباله�ای به (۱, ۰, ۰)

مͬ�شوند.
شود. برابر اول�شان مولفه�ی که زمانͬ تا مͬ�شوند بررسͬ (x۲i, a۲i, b۲i) و (xi, ai, bi) عناصر

تساوی به (c = logβα)αc = β جای�گذاری با αaiβbi = xi = x۲i = αa۲iβb۲i یعنͬ شود برقرار تساوی اگر
.n پیمانه به cb۲i + a۲i ≡ cbi + ai نتیجه در و مͬ�رسیم αai+cbi = αa۲i+cb۲i

⇒ (a۲i − ai) ≡ −c(b۲i − bi) mod n

اگر و
(b۲i − bi, n) = ۱

آنͽاه
c = (ai − a۲i)(b۲i − bi)−۱

را اینها ی همه نمͬ�توان بودن بزرگ صورت در که مͬ�رسیم معادله برای جواب d به d > ۱ و (b۲i − bi, n) = d که حالتͬ در و
داد نشان مͬ�توان محاسبات با ،n = | < α > | که مادامͬ مͬ�شود. محاسبه گسسته لͽاریتم این�صورت غیر در و نمود محاسبه

داد. انجام را الͽوریتم این O(
√
n) در مͬ�توان ... و f تابع بودن رندوم شامل آل ایده شرایط در که

POLLARD RHO DISCRETE LOG ALGORITHM (G,N, α, β)

procedure f(x, a, b)
if x ∈ S1

then f ← (β.x, a, (b+ 1) mod n)

else if x ∈ S2

then f ← (x2, 2a mod n, 2b mod n)

else f ← (α.x, (a+ 1) mod n, b)

return (f)
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main
define the partition G = S1 ∪ S2 ∪ S3

(x, a, b)← f(1, 0, 0)

(x′, a′, b′)← f(x, a, b)

while x ̸= x′ do
(x, a, b)← f(x, a, b)

(x′, a′, b′)← f(x′, a′, b′)

(x′, a′, b′)← f(x′, a′, b′)

if gcd(b′ − b, n) ̸= 1

then return (”failure”)
else return ((a− a′)(b− b′)−1 mod n)

برای جستجو همواره و داشته رمزنͽاری علم در گسترده�ای کاربرد گسسته لͽاریتم مساله که است ذکر شایان پایان در
است. بوده جریان در بهتر زمان با الͽوریتم�هایͬ
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P vs NP
رمضانیان رسول دکتر

تنیده�اند: هم در نحوی به مفهوم دو این که دارد وجود اساسͬ مفهوم دو است شده انجام که کاری در

،(͹تورین ماشین کد ͷی) واژه ͷی معنای نبودن شده تعیین پیش از -١

معنا. ͷی پایای تغییر -٢

چیست؟ اثبات
اثبات ͷی اما دهیم. ارائه آن موافقت در اثباتͬ یا آن رد در اثباتͬ یا یعنͬ کنیم. حل را P vs �NP دشوار مساله مͬ�خواهیم ما
اصل چون مͬ�شوند؛ پذیرفته اثبات بدون (که واضح بدیهͬ اصول سری ͷی از کردن آغاز از است عبارت گزاره ͷی اثبات چیست؟
اصل به مͬ�توان بدیهͬ اصول از نظر. مورد گزاره به رسیدن و منطقͬ استنتاج قواعد از استفاده و (... و کبوتری لانه اصل استقرا،
واضح اصول این کنونͬ انسان برای که است این دلیل و مͬ-شوند پذیرفته اثبات بدون (که کرد اشاره استقرا اصل و کبوتری لانه
بنشیند). باید کبوتر دو لانه دو از ͬͺی در حتما بنشانیم لانه دو در بخواهیم را کبوتر سه اگر که است! واضح ما برای یعنͬ هستند،
است؟ بوده واضح کبوتری لانه اصل نیز او برای آیا نداشت. تͺلم توان هنوز که کنید لحاظ را نشین غار پیش سال هزار ١٠ انسان
یا ثابت را گزاره ͷی مͬ�خواهیم ما کنید فرض حال مͬ�دهد!!! رخ انسان تͺامل نتیجه در اصل ͷی شدن بدیهͬ و واضح واقع در
که است لازم بلͺه نیست. استخراج قابل مͬ�رسند نظر به بدیهͬ و واضح ما برای که اصولͬ از ͷهیچی از گزاره این اما کنیم. رد
به P vs NP مساله مورد در نوشتار این در اندیشیدن نحوه کرد. رد یا ثابت را مساله بتوان اصل آن از تا شود پیدا بدیهͬ اصلͬ

است. نحوه همین
و مͬ�نویسم aͬطبیع عدد ͷی ورودی نوار روی است. خورجͬ و ورودی نوار دو دارای که داریم سیاه جعبه ͷی که کنید فرض

نویسد. مͬ را b طبیعͬ عدد خروجͬ نوار روی سیاه جعبه
در را d عدد جعبه و کردیم، وارد جعبه به را c طبیعͬ عدد زمان از مرحله�ای در اگر هرگاه است خوش�تعریف سیاه جعبه گوییم
کند. چاپ خروجͬ در را d عدد همان دوباره جعبه کنیم، وارد جعبه به را c عدد همان دوباره آینده در هرگاه آنͽاه نوشت، خروجͬ

نباشد. وابسته ورودی�ها ترتیب به خروجͬ�ها هرگاه است ایستا سیاه جعبه گوییم
است؟ ایستا حتما آنͽاه کند، عمل خوش�تعریف جعبه ͷی اگر آیا پرسش:

دهید. قرار سیاه جعبه داخل در را زیر کد . خیر پاسخ:

1. Input x;

2. Check to see whether there exists a pair (x,y) in MEMORY, for some y, if there exists output
y, goto line 1;

3. If [(x=5 or there exists a pair (5,2) in Memory) and there exists no pair (13,3) in MEMORY]
output 2, save (x,2) in Memory, goto line 1;

۶٣



4. If [(x=13 or there exists a pair (13,3) in Memory) and there exists no pair (5,2) in MEMORY]
output 3, save (x,3) in Memory, goto line 1;

5. If (x≠5 and x≠13) output 1, save (x,1) in MEMORY, goto line 1;

وارد جعبه به ١٣ عدد از قبل را ۵ عدد یا ،۵ عدد از قبل را ١٣ عدد شما اینͺه به وابسته اما مͬ�کند، عمل خوش�تعریف جعبه
بالا کد بͽیریم، نظر در کد معنای١ را بالا کد توسط شده محاسبه تابع اگر مͬ�کند. محاسبه را متفاوتͬ توابع دارد سیاه جعبه کنید،
اراده به کد معنای مͬ�گیرد!! شͺل زمان گذر طͬ در کاربر با کنشͽری اثر در کد معنای و ندارد، ٢ پیش�تعیین�شده از معنای ͷی

است) اصلͬ مساله اثبات کلیدی نقطه همان (این است وابسته کاربر
کامپایلر ͷی من و است نویسͬ برنامه زبان ͷی E کنید فرض بͽیرید. نظر در را دیͽر مثالͬ موضوع شدن روشن بهتر برای
بطور آن ترجمه نحوه که، ترتیب این به مͬ�کند. تبدیل ماشین زبان به را زبان این که کردم طراحͬ E نویسͬ برنامه زبان برای C
آن نتیجه از و باشید کرده اجرا کامپایلر توسط را E زبان در دستوری پیش�تر شما اگر یعنͬ مͬ�کند. تغییر (خوش�تعریفͬ) پایستاری
ترتیبͬ اما بودید. شده گاه آ آن از پیش�تر که بود خواهد چیزی همان نتیجه کنید، اجرا را دستور همان دوباره هرگاه باشید، شده گاه آ
E زبان در شما که برنامه�هایͬ ترتیب، این به کند. تغییر پایایͬ بطور کامپایلر که مͬ�شود سبب مͬ�کنید، اجرا را دستورات شما که
این از هیچͽاه نͺنید، توجه کامپایلر کارکرد نحوه به شما اگر چند هر ندارند! شده پیش�تعیین از معنایͬ C کامپایلر روی مͬ�نویسید
آن برای C کامپایلر ͷی و E نویسͬ برنامه زبان ͷی مͬ�توان که است شده داده نشان ، [١] مقاله (در شد. نخواهید گاه آ موضوع
متعلق آن زبان که نوشت برنامه�ای علاوه به و کرد، پیاده�سازی را ͹تورین ماشین�های همه محیط این در بتوان بطوریͺه کرد، معرفͬ

نیست) P به متعلق ولͬ هست NP به
کند، تغییر خوش-تعریفͬ) حفظ (با پایستاری بطور انسان برای زبان) ͷی (در واژه ͷی معنای اگر تمییز: عدم اصل
شͺل زمان طͬ در کنشͽری اثر در و است ͷدینامی معنا یا است، پیش-تعیین�شده از معنا آیا اینͺه بین تفاوتͬ نمͬ�تواند انسان

ببینید) را [٢] (مقاله شود. قائل مͬ-یابد،
کدهای تورین͹همانند ماشین کدهای مͬ-بخشد. تورین͹معنا ماشین�های کدهای به که است ما مغز عصبͬ شبͺه این واقع در
انسان) مغز ماشین (زبان عصبͬ شبͺه زبان به باید کند، درک را آنها ما مغز آنͺه برای اما هستند، بالا مثال در E برنامه�نویسͬ زبان
عصبͬ شبͺه اگر واقع در نمͬ�کند؟ تغییر پایستاری طور به کردن کامپایل فرآیند این که بود مطمئن مͬ�توان چͽونه حال شوند، تبدیل
برگردیم گذشته به نمͬ�توانیم ما زیرا داشت، نخواهیم پایا تغییر و ایستایͬ بین شدن قائل تمییز برای راهͬ هیچ بͽیریم، نادید را مغز
مغز عصبͬ شبͺه اجرا نحوه به وابسته معنایش ،͹تورین ماشین ͷی آیا ببینیم که کنیم آزمون را گوناگون ترتیب�های نمͬ-توانیم و
ترجمه دومͬ به را اول زبان کامپایلر ͷی ماشین. زبان و نویسͬ، برنامه زبان هستیم، روبرو زبان دو با ما واقع در نه! یا است ما
برای ما مغز ماشین زبان هستند. ما مغز عصبͬ شبͺه نویسͬ برنامه زبان ͹تورین ماشین کدهای مͬ�گوید، ͹تورین چرچ تز مͬ�کند.
بطور مͬ�کند، ترجمه ماشین زبان به را ͬͽتورین کد�های که کامپایلری که کنیم فرض که نداریم هم دلیلͬ هیچ است. ناشناخته ما

نمͬ-کند. تغییر پایستاری
بنابراین

زبان این است. انسان مغز عصبͬ شبͺه آن CPU که است برنامه�نویسͬ زبان ͷی واقع در مͬ�دهد، ارائه ͹تورین که ͬͽکدین .١
پایستاری بطور انسان، مغز کامپایلر که است ممͺن حال شود، ترجمه کامپایلر ͷی توسط ماشین زبان به باید برنامه�نویسͬ
نیست! شده تعیین پیش از مͬ�کند، نمایندگͬ و توصیف را آن ͹تورین ماشین ͷی که) (معنایͬ که تابعͬ و زبان کند، تغییر

مͬ�شود سبب کند، اجرا را برنامه کدام که این در انسان آزاد اراده نیست، شده تعیین پیش از ͹تورین ماشین ͷی زبان اگر .٢
بخشد. تحقق برگردد) گذشته به تواند نمͬ چون را، آنها از ͬͺی تنها (البته را بسیاری ممͺن معناهای بتواند او که

داریم رو پیش ممͺن جهان دو پس

است شده تعیین پیش از (͹تورین (ماشین واژه ͷی معنای .١

نیست. شده تعیین پیش از (͹تورین (ماشین واژه ͷی معنای .٢
١semantics
٢Predetermined
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١ حالت دو بین نمͬ�توان چون ، تمییز عدم اصل بنابر ببینید). را [١] (مقاله نیست NP مساوی P که مͬ�شود ثابت دوم حالت در
P=NP. کنیم ثابت هیچͽاه نمͬ�توانیم پس گذاشت، تمییز ٢ و
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١٣٩٠ اسفند شریف، صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ دانشجویͬ مسابقه سوالات

اول روز

P (x, y) مانند حقیقͬ ضرایب و ۶٢ حداکثر درجه با غیرصفر چندجمله�ای ͷی کنید ثابت داریم. R۲ در نقطه ٢٠١٢ .١ سوال
باشند. واقع P (x, y) = ۰ منحنͬ روی نقاط این همه�ی که دارد وجود

درایه�های Dبا قطری ماتریس کنید ثابت باشد. F دلخواه میدان ͷی در درایه�های با n× nماتریس ͷی A کنید فرض .٢ سوال
باشد. وارون�پذیر A+D که طوری به است موجود F در

با {bn}∞n=۱ نزولͬ دنباله�ی دهید نشان است. شده داده limn→∞ an = ∞ که مثبت جملات با {an}∞n=۱ دنباله�ی .٣ سوال
.
∑∞
n=۱ anbn =∞ و

∑∞
n=۱ bn <∞ که طوری به دارد وجود مثبت جملات

mعضوی زیرمجموعه هر به که است تابعͬ f و شده�اند داده ۲m ≤ n که طوری mبه و n طبیعͬ اعداد .۴ سوال
N = {۱, . . . , n}

باشیم داشته N Kاز −mعضوی ۱ زیرمجموعه هر برای اگر مͬ�کند. منسوب حقیقͬ عدد ͷی∑
j∈N−K

f(K ∪ {j}) = ۰

داریم N از A mعضوی زیرمجموعه هر برای دهید ∑نشان
f(B) = (−۱)mf(A)

مͬ�شود. زده ندارند، اشتراک A با که N از B mعضوی زیرمجموعه�های تمام روی جمع این که

به که f : D→ D تحلیلͬ تابع هر کنید ثابت .∂D = {z ∈ C :| z |= ۱} و D = {z ∈ C :| z |< ۱} کنید فرض .۵ سوال
شͺل به تابعͬ موبیوس (تابع است موبیوس توابع حاصلضرب صورت به f(∂D) ⊂ ∂D و مͬ�یابد گسترش ∂D به پیوسته طور

.(α ∈ D و θ ∈ R که است z 7→ eiθ z−α۱−ᾱz
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دوم روز

،۰ ≤ x, y ≤ ۱ هر برای که باشد پیوسته تابعͬ f : [۰, ۱]→ R اگر .۶ سوال
xf(y) + yf(x) ≤ ۱

است. دقیق کرانͬ π
۴ دهید نشان مثال ذکر با و

∫ ۱
۰ f(x)dx ≤

π
۴ کنید ثابت

.Cn+۱ ⊂ Cn × R که طوری به باشد ناتهͬ و فشرده زیرمجموعه�ی ͷی Cn ⊂ Rn کنید فرض n = ۱, ۲, . . . برای .٧ سوال
.(x۱, x۲, . . . , xn) ∈ Cn ،n هر برای که طوری به دارد وجود x۱, x۲, x۳, . . . حقیقͬ دنباله�ی کنید ثابت

داریم x, y ∈ G هر برای کنید ثابت باشد. ایزومورفیسم ͷی x→ xn نͽاشت G گروه برای کنید فرض .٨ سوال
xn−۱y = yxn−۱

است.) شده داده طبیعͬ عدد ͷی n )

صحیح اعداد دهید نشان است. شده داده a۲+ bc = −۱ و است مربع از خالͬ و فرد c به�طوری�که a, b, c صحیح اعداد .٩ سوال
شوند. برقرار همزمان طور به C۲ +D۲ = c و AC +BD = a و AD −BC = ۱ که طوری به دارد وجود A,B,C,D

هر برای که است (det = ±۱ و صحیح درایه�های با n × n (ماتریس�های GLn(Z) از زیرگروه ͷی G کنید فرض .١٠ سوال
کنید: ثابت .gm = ۱ که طوری به دارد mوجود ≥ ۱ عدد g ∈ G

gN = ۱ داریم g ∈ G هر برای که طوری به دارد وجود N طبیعͬ عدد الف)

بیابید. n از تابعͬ برحسب آن مرتبه�ی برای کران ͷی و است متناهͬ گروه ͷی G ب)
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١٣٩٠ اسفند شریف، صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ دانشجویͬ مسابقه سوالات پاسخ
فیلُم خشایار گردآوری:

اول روز

P (x, y) مانند حقیقͬ ضرایب و ۶٢ حداکثر درجه با غیرصفر چندجمله�ای ͷی کنید ثابت داریم. R۲ در نقطه ٢٠١٢ .١ سوال
صلواتͬ) عرفان (طراح: باشند. واقع P (x, y) = ۰ منحنͬ روی نقاط این همه�ی که دارد وجود

مͬ�دهیم. نمایش Π با را ۶٢ حداکثر درجه�ی و حقیقͬ ضرایب با دومتغیره چندجمله�ای�های همه�ی مجموعه�ی .١ سوال پاسخ
وضوح به مͬ�دهد. نسبت مساله در مذکور نقاط در را آن مقادیر Π عضو هر به که مͬ�گیریم نͽاشتͬ را T : Π → R۲۰۱۲ نͽاشت

مͬ�دهد: تشͺیل Π برای پایه ͷی زیر مجموعه�ی طرفͬ از است. خطͬ نͽاشتͬ T و برداری فضای ͷی Π
{xiyj | i, j ≥ ۰, i+ j ≤ ۶۲}

بنابراین است.)
(۶۴

۲

)
برابر لذا و است i+ j ≤ ۶۲ نامعادله�ی نامنفͬ جواب�های تعداد آن اعضای است(تعداد عضوی ٢٠١۶ که
است. مطلوب چندجمله�ای همان که دارد P (x, y) مانند ناصفر عضوی ker(T پس( .dim(Π) = ۲۰۱۶

درایه�های Dبا قطری ماتریس کنید ثابت باشد. F دلخواه میدان ͷی در درایه�های با n× nماتریس ͷی A کنید فرض .٢ سوال
فرهودی) روزبه جعفری، دکتر (طراح: باشد. وارون�پذیر A+D که طوری به است موجود F در

قرارداد: است کافͬ است؛ بدیهͬ n = حالت۱ استقرا، پایه�ی در مͬ�کنیم. ثابت n ∈ N بر استقرا با را حͺم .٢ سوال پاسخ

D =

{
[۱] A = ۰
[۰] A ̸= ۰

A = [aij ]۱≤i,j≤n+۱ ،(n+۱)×(n+۱)ماتریسͷی برایn+۱ثابتمͬ�کنیم: را آن درستͬ برایnدرستباشد. حͺم فرضکنید
.(١ (شͺل مͬ�گیریم A′ ∈Mn(F ) را Aراست و پایین n× nبلوک بͽیرید. نظر در F در درایه�های با
.det(A′ +D′) ̸= ۰ F؛ در درایه�های ′Dبا ،n× n قطری ماتریس ͷی ازای به استقرا، فرض بنابر

مͬ�کنیم. تعریف ٢ شͺل صورت به +n)ای ۱)× (n+ ۱) قطری ماتریس�های
از هم این که است ناصفر det(A+D۰) و det(A+D۱) از ͬͺی حداقل که داد نشان است کافͬ استقرا حͺم اثبات برای

اول: سطر به نسبت دترمینان بسط با که مͬ�شود نتیجه آن�جا
det(A+D۱)− det(A+D۰) = det(A′ +D′) ̸= ۰

با {bn}∞n=۱ نزولͬ دنباله�ی دهید نشان است. شده داده limn→∞ an = ∞ که مثبت جملات با {an}∞n=۱ دنباله�ی .٣ سوال
خزلͬ) علͬ (طراح: .

∑∞
n=۱ anbn =∞ و

∑∞
n=۱ bn <∞ که طوری به دارد وجود مثبت جملات

۶٨



Aماتریس :١ شͺل

شده تعریف قطری ماتریس�های :٢ شͺل

جملات بودن مثبت دلیل به و +k۱ام ۱ مͺان از شروع با مثلا بیشتراند، ١ از anها بعد به جایͬ از ،limn→∞ چون .٣ سوال پاسخ
اندازه�ی به k۱ام + ۱ مͺان از اگر ،limn→∞ an =∞ از مجدد استفاده�ی با .۱ ≤ n ≤ k۱ برای an > ۰ نوشت: مͬ�توان دنباله
انتخاب روش دلیل (به an > ۱ داریم k۱ + ۱ ≤ n ≤ k۱ + k۲ برای لذا مͬ�شود. بیشتر ٢ از an برویم، جلو واحد k۲ مثلا کافͬ،
که nهایͬ میان در اگر ،limn→∞ an = ∞ دلیل به دوباره مͬ�شود. بیشتر ٢ از an ،n ≥ k۱ + k۲ + ۱ اگر که حالͬ در (k۱
برای که است موجود k۳ای طبیعͬ عدد پس بود. خواهد بیشتر هم ٣ از an شود، بزرگ کافͬ اندازه�ی به n بیشترند، k۱ + k۲ از

.an > ۲ ،k۱ + k۲ + ۱ ≤ n ≤ k۱ + k۲ + k۳ اگر که حالͬ در an > ۳ داریم n ≥ k۱ + k۲ + k۳ + ۱∑m−۱
j=۱ kj + ۱ ≤ n ≤

∑m
j=۱ kj برای که ویژگͬ این با مͬ�رسیم، طبیعͬ اعداد از {km}∞m=۱ دنباله�ی به روند، این تͺرر با

دارد: زیر صورت به حالتͬ دنباله واقع در بنابراین .an > (m− ۱) داریم
٠ از بزرگتر ︷جملات ︸︸ ︷
a۱, . . . , ak۱ ,

١ از بزرگتر ︷جملات ︸︸ ︷
ak۱+۲ , . . . , ak۱+k۲ ,

٢ از بزرگتر ︷جملات ︸︸ ︷
ak۱+k۲+۱, . . . , ak۱+k۲+k۳ , . . .

anها بعد به جایͬ از چون باشند، شده انتخاب k۱, . . . , km اگر که است واضح استقرایͬ، طور به kjها ساختن روند این از
گرفت بزرگ آنقدر کند) برآورده را an > m+ ۱⇐ n >

∑m+۱
j=۱ kj ویژگͬ باید تنها (که را km+۱ مͬ�توان +mبیشترند، ۱ از

که
m۲km < (m+ ۱)۲km+۱

داشت خواهیم n >
∑m
j=۱ kj برای و است صعودی {m۲km}∞m=۱ که قسمͬ به داریم، را طبیعͬ اعداد از {km}∞m=۱ دنباله�ی لذا

.an > m

مͬ�دهیم: قرار حال

bn :=
۱

m۲km

m−۱∑
j=۱

kj + ۱ ≤ n ≤
m∑
j=۱

kj برای

که: بود خواهد مثبت جملات با و نزولͬ دنباله�ای {bn}∞n=۱ نتیجه در
∞∑
n=۱

bn =

∞∑
m=۱

km(
۱

m۲km
) =

∞∑
m=۱

۱
m۲ <∞

:m ∈ N هر برای که کنید توجه است.
∑∞
n=۱ anbn سری بودن واگرا بررسͬ باقͬ�مانده ویژگͬ ∑تنها

∑m−۱
j=۱ kj+۱≤n≤

∑m
j=۱ kj

anbn =
۱

m۲km

∑
∑m−۱

j=۱ kj+۱≤n≤
∑m

j=۱ kj

an >
m− ۱
m۲

۶٩



−mبیشترند. ۱ از ͬͽهم که داریم جمله kmتا مجموع در که است دلیل این به آخر نامساوی و
بنابراین

∞∑
m=۱

∑
∑m−۱

j=۱ kj+۱≤n≤
∑m

j=۱ kj

anbn >
∞∑
m=۱

m− ۱
m۲ =∞

مͬ�دهد. دست به را
∑∞
n=۱ anbn سری واگرایͬ این مثبت�اند، anbnها تمامͬ چون

mعضوی زیرمجموعه هر به که است تابعͬ f و شده�اند داده ۲m ≤ n که طوری mبه و n طبیعͬ اعداد .۴ سوال
N = {۱, . . . , n}

باشیم داشته N Kاز −mعضوی ۱ زیرمجموعه هر برای اگر مͬ�کند. منسوب حقیقͬ عدد ͷی∑
j∈N−K

f(K ∪ {j}) = ۰

داریم N از A mعضوی زیرمجموعه هر برای دهید ∑نشان
f(B) = (−۱)mf(A)

فیلُم) خشایار (طراح: مͬ�شود. زده ندارند، اشتراک A با که N از B mعضوی زیرمجموعه�های تمام روی جمع این که

حتما ،۲m ≤ n چون که کنید (توجه Sr =
∑

|B|=m,|B∩A|=r f(B) مͬ�دهیم قرار ۰ ≤ r ≤ m هر برای .۴ سوال پاسخ
زیرمجموعه�ی اگر علاوه به است، Sn = (−۱)mf(A) اثبات مساله خواسته�ی است). موجود N از Bای زیرمجموعه�ی چنین
حل منظور به پس .Sm = f(A) لذا و B = A آن�گاه ،| B ∩ A |= m که باشد چنان N = {۱, . . . , n} از B عضوی m

مͬ�شماریم: روش دو به را زیر کمیت کنید. تثبیت را ۰ ≤ r < m منظور بدین مͬ�یابیم. را Sr+۱/Sr نسبت مساله،
(∗)T =

∑
|B|=m,|B∩A|=r

∑
x∈N−B,y∈B−A

f(B ∪ {x} − {y})

دوم حالت و باشد A − B در x آن�که اول حالت داریم. حالت دو x ∈ N − B روی :(*) در T مجموع محاسبه�ی اول روش
B∪{x}−{y} mعضوی زیرمجموعه�ی اشتراک ،y ∈ B−A و x ∈ A−B که اول حالت در Nباشد. −A∪B در آن�که
m زیرمجموعه�ی اشتراک ،y ∈ B−A و x ∈ N −A∪B که دوم حالت در و است | A∩B | +۱ = r+ ۱ Aبرابر Nبا از
C همچون mعضوی�ای زیرمجموعه�ی که مͬ�کنیم تعیین حال است. | A∩B |= r برابر A Nبا از B ∪ {x}− {y} عضوی
ظاهر B ∪ {x} − {y}صورت به (*) مجموع در چندبار باشد، عضوی r + ۱ یا r ،A با اشتراک�اش که N = {۱, . . . , n} از
y ∈ B−A و x ∈ N −B عناصر و | A∩B |= r Nبا Bاز mعضوی زیرمجموعه�ی ازای به که فرضکنید پس مͬ�گردد.
برابر A با C = B ∪ {x} − {y}اشتراک پس .x ∈ A − B که است آن اول حالت .C = B ∪ {x} − {y} باشیم داشته
(C تثبیت (با که حالاتͬ تعداد تنها مͬ�گردد، معین B ،y و x تعیین با چون است. عضوی r+ ۱ لذا و (A∩B)∪ {x} با است
برای لذا و دارد تعلق A ∩ C عضوی r + ۱ مجموعه�ی به x گفتیم، که همان�گونه مͬ�شماریم. را مͬ�دهد رخ yای و x چنین برای

تعداد به y برای ،y /∈ C و y ∈ B −A چون داریم. حالت r + ۱ آن
| N − (A ∪ C) |=| N | − | A | − | C | + | A ∩ C |= n− ۲m+ r + ۱

مͬ�گردد. ظاهر بار (r + ۱)(n− ۲m+ r + ۱) ،| A ∩ C |= r + ۱ و | C |= m با C هر ،(*) مجموع̧ در لذا داریم. حالت
چنین تعیین با چون دوباره .y ∈ B−A و x ∈ N − (A∪B) باشیم Cداشته = B∪{x}−{y} در که است آن دیͽر حالت
A∩C = A∩B اینجا مͬ�شماریم. را y و x حالت�های تعداد مͬ�گردد، تعیین یͺتا طور Bبه mعضوی زیرمجموعه�ی yای و x

x برای ولذا x ∈ C −A باید است. عضوی r لذا و
| A− C |=| A | − | A ∩ C |= m− r

تعداد به ،| A ∩ C |= r دلیل به اینجا که y ∈ N − (A ∪ C) بالا مشابه که کنید توجه هم y مورد در داریم. حالت
| N − (A ∪ C) |=| N | − | A | − | C | + | A ∩ C |= n− ۲m+ r
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این از مͬ�گردد. ظاهر (m− r)(n− ۲m+ r) ،| A ∩ C |= r و | C |= m با C هر ،(*) مجموع در نتیجه در دارد. حالت
موارد:

T = (r + ۱)(n− ۲m+ r + ۱)Sr+۱ + (m− r)(n− ۲m+ r)

:(*) در T مجموع محاسبه�ی دوم روش
T =

∑
|B|=m,|B∩A|=r

∑
y∈B−A

∑
x∈N−B

f((B − {y}) ∪ {x})

داریم: N = {۱, . . . , n} از B − {y} عضوی n− ۱ زیرمجموعه�ی به مساله فرض اعمال با
۰ =

∑
x∈N−(B−{y})

f((B − {y}) ∪ {x}) = f(B) +
∑

x∈N−B

f((B − {y}) ∪ {x})

بالا: در دادن قرار با حال
T = −

∑
|B|=m,|B∩A|=r

∑
y∈B−A

f(B) = −
∑

|B|=m,|B∩A|=r

| B −A | .f(B) = −(m− r)Sr

شد: حاصل T برای که مقداری دو مقایسه�ی با
(r + ۱)(n− ۲m+ r + ۱)Sr+۱ + (m− r)(n− ۲m+ r)Sr = −(m− r)Sr

⇒ (r + ۱)(n− ۲m+ r + ۱)Sr+۱ = −(m− r)(n− ۲m+ r + ۱)Sr

است.) ناصفر n− ۲m+ r + ۱ ۰؛ ≤ r < m (چون
⇒ (r + ۱)Sr+۱ = −(m− r)Sr

همان که Sm = (−۱)mS۰ داشت خواهیم ۰ ≤ r < m برای (r+ ۱)Sr+۱ = −(m− r)Sr تساوی�های تمامͬ ضرب با حال
است. مطلوب حͺم

به که f : D→ D تحلیلͬ تابع هر کنید ثابت .∂D = {z ∈ C :| z |= ۱} و D = {z ∈ C :| z |< ۱} کنید فرض .۵ سوال
شͺل به تابعͬ موبیوس (تابع است موبیوس توابع حاصلضرب صورت به f(∂D) ⊂ ∂D و مͬ�یابد گسترش ∂D به پیوسته طور

صلواتͬ) عرفان خاندانͬ، دکتر (طراح: .(α ∈ D و θ ∈ R که است z 7→ eiθ z−α۱−ᾱz

دنباله�ی ͷی در f و نباشد این�گونه اگر که چرا است، متناهͬ D درون f صفرهای تعداد که کنید توجه ابتدا .۵ سوال پاسخ
با {an}∞n=۱ کردن جایͽزین با ،D̄ = D ∪ ∂D فشردگͬ دلیل به شود، صفر D متمایز دو به دو نقاط از {an}∞n=۱ نامتناهͬ
که مͬ�شود همͽرا a ∈ D̄ = D ∪ ∂D ͷی به f متمایز دو به دو ریشه�های از مذکور دنباله�ی لزوم، صورت در آن از زیردنباله�ای
f(∂D) ⊂ ∂D دلیل به ولͬ باشد. f ریشه�ی باید ،f : D → D توسیع از حاصل D̄ → D̄ نͽاشت ͬͽپیوست دلیل به هم آن
هولومورف تابع صفرهای لذا و limn→∞ an = a ∈ D پس شود. صفر ∂D بر نمͬ�تواند f آمده، مساله مفروضات در که
به محذوف ͬͽهمسای هر بودند، f از متمایزی دو به دو ریشه�های anها که آن�جا از دارند. ͬͽانباشت نقطه�ی a در ،f : D → D

صورت این در ولͬ مͬ�شود، صفر با متحد f : D → D ͬͽانͽی اصل بنابر پس دربردارد. را f از ریشه�ای a حول ͷکوچ دلخواه
بنابراین است. تناقض در f(∂D) ⊂ ∂D با دوباره که باشد صفر با متحد باید هم آن از f : D̄ → D̄ پیوسته�ی یافته�ی گسترش
عددی و متناهͬ f از ریشه�ای عنوان به αi هر تͺرر مͬ�نامیم. α۱, . . . , αk را آن�ها که دارد ریشه متناهͬ�تا حداکثر f : D → D

حول تیلور سری گرفتن نظر در با شوند، صفر آن از αi ریشه�ی در f مشتقات تمامͬ اگر دوباره که چرا است، mi ≥ ۰ همچون
،α ∈ D هر برای که مͬ�دانیم دیͽر طرف از نیست. امͺان�پذیر دیدیم که مͬ�رسیم f ≡ ۰ به ،αi{

D → D

z 7→ z−α
۱−ᾱz

مͬ�کند، تصویر ∂D درون به را ∂D که D̄ای → D̄ پیوسته�ی نͽاشت صورت به که است هولومورفͬ نͽاشت و موبیوس تابع
پس است. α ∈ D آن ریشه�ی تنها علاوه به مͬ�یابد. گسترش

g(z) :=
f(z)∏k

i=۱(
z−αi

۱−ᾱiz
)mi
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تͺرر با هم آن و بودند α۱, . . . , αk ∈ D ،f ریشه�های تنها که (چرا مͬ�دهد ارائه g : D → D − {۰} هولومورف نͽاشت ͷی
gای چنین که دهیم نشان اگر پس است. موجود g(∂D) ⊂ ∂D با آن از g : D̄ → C پیوسته�ی توسیع که (.m۱, . . . ,mk ≥ ۰

که: مͬ�شود نتیجه باشد، (θ ∈ R) eiθ مقدار با ثابت تابع باید

∀z ∈ D : f(z) = eiθ
k∏
i=۱

(
z − αi
۱− ᾱiz

)mi

با ω مقدار ͷی حداکثر g ،g(∂D) ⊂ ∂D دلیل به که آن�جا از مͬ�شود. موبیوس توابع ضرب مͬ�خواستیم، که همان�گونه f لذا و
مͬ�یابد: تقلیل زیر حͺم به مساله بنابراین و داد نشان را g بودن ثابت است کافͬ تنها مͬ�پذیرد. را |ω| = ۱

قسمͬ به کرد تعریف هم ∂D نقاط بر پیوسته طور به را آن مͬ�توان که بͽیرید هولومورفͬ تابع را g : D → D − {۰} (*)
باشد. ثابت باید تابعͬ چنین .g(∂D) ⊂ ∂D که
کرد: ارائه (*) برای اثبات سه حداقل مͬ�توان

اگر ،|g(z)| = ۱ داریم z ∈ ∂D هر برای چون مͬ�کنیم. استفاده شوارتز١” انعͺاس ”اصل استاندارد ایده�ی از اول) اثبات
بود، هولومورف تابعͬ g : D → D − {۰} چون پس .g(z) = ۱/g( ۱

z̄ ) آن�گاه |z| = ۱
h : C→ C− {۰}

h(z) =

{
g(z) |z| ≤ ۱
۱/g( ۱

z̄ ) |z| ≥ ۱

که: کنید توجه ولͬ است. این�گونه هم

lim
|z|→∞

h(z) = lim
|z|→∞

۱/g(
۱
z̄
) = ۱/g(۰) ∈ C

،h|D = g که آن�جا از باشد. ثابت باید لیوویل قضیه�ی بنابر بنابراین، و است کراندار h : C → C − {۰} هولومورف تابع پس
مͬ�دهد. نتیجه هم را g بودن ثابت این

بود: خواهد باز نͽاشت ͷی قضیه�ای بنابر پس نباشد. ثابت g : D → D − {۰} هولومورف تابع کنید فرض دوم) اثبات
نقاط تنها g(D) جز به ،g(D) یعنͬ ،C در g(D) بستار که کنید توجه ولͬ Dاست. − {۰} از بازی g(D)

∂D = {z ∈ C : |z| = ۱}

D اعضای از دنباله�ای {bn}∞n=۱ آن در که باشد g(D) اعضای از دنباله�ای {g(bn)}∞n=۱ اگر که چرا باشد. داشته دربر مͬ�تواند را
مذکور دنباله�ی ،D̄ = {z ∈ C | |z| ≤ ۱} فشردگͬ دلیل به که چرا .c ∈ g(D) ∪ ∂D آنͽاه limn→∞ g(bn) = c و است
پس .limn→∞ b′n = b′ ∈ D̄ همͽراست: b′ همچون D̄ از عضوی به که دارد {b′n}∞n=۱ شͺل به زیردنباله�ای ،D نقاط از
g : D → D − {۰} که (چرا c ∈ D آن�گاه b′ ∈ D اگر حال و c = g(b′) مͬ�یابد گسترش D̄ کل به پیوسته طور به g چون
که است D − {۰} از بازی g(D) لذا .c ∈ ∂D مͬ�شود نتیجه g(∂D) ⊂ ∂D یعنͬ ،(*) فرض از ،b′ ∈ ∂D اگر و بود)
از کشاند: تناقض به را بازی چنین وجود باید باشد. داشته دربر را ∂D اعضای مͬ�تواند حداکثر g(D) جز به ،g(D) آن بستار
همان�گونه است. ممͺن حداقل ۰ ∈ C از فاصله�اش که است موجود x ∈ g(D) مانند آن از نقطه�ای است، فشرده g(D) که آن�جا
که حالͬ در است ͷی از کمتر مبدا از اعضایش فاصله�ی لذا و D − {۰} از بازی g(D) ،g(D) ⊂ g(D) ∪ ∂D گفتیم که
باشد ͷکوچ کافͬ اندازه�ی به ϵ > ۰ اگر ،g(D) بودن باز از استفاده با .x ∈ g(D) پس .∂D = {z ∈ C | |z| =}

که است حالͬ در این .(۱− ϵ)x ∈ g(D)

|(۱− ϵ)x| = (۱− ϵ).|x| < |x|

دارد. تناقض xانتخاب روش با که
زیر نمودار در باشد.) کارشناسͬ دوره�ی دروس استاندارد سطح از فراتر اندکͬ است ممͺن اثبات (این سوم) اثبات

١Schwarz reflection principal
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..̄D. C− {۰}.

C

. g.

z 7→ e۲πiz

.

g̃

عمودی }نͽاشت
C→ C− {۰}
z 7→ e۲πiz

است. (*) در g : D → D − {۰} توسیع از حاصل پیوسته�ی نͽاشت همان g : D̄ → C − {۰} و است پوششͬ نͽاشت ͷی
داده نمایش خط�چین با نمودار در که g̃ : D̄ → C پیوسته�ی ترفیع ͷی است، انقباض�پذیر) واقع در (و ساده همبند D̄ چون لذا
واحد ͷدیس یعنͬ D̄ درون به g̃ تحدید مͬ�کند. جابه�جایͬ را نمودار که g̃ : D̄ → C پیوسته�ی نͽاشت است: موجود شده،

که چرا است، Dهولومورف = {z ∈ C | |z| < ۱}

..̄D. C− {۰}.

C

. g|D.

z 7→ e۲πiz

.

g̃|D

حقیقͬ جزء جمع به g̃ تجزیه�ی است. همیومورفیسم موضعا نمودار، در شده ظاهر عمودی نͽاشت و هولومورف g|D جابه�جایͬ،
:z ∈ ∂D برای فوق، جابه�جایͬ نمودار به توجه با بͽیرید. g̃ = u+ iv صورت به را موهومͬ�اش و

|g(z)| = |e۲πig̃(z)| = |e۲πi(u(z)+iv(z))| = |e−v(z)| = ۱⇒ v(z) = ۰

هولومورف تابع موهومͬ جزء که (چرا است صفر آن لاپلاسین یعنͬ است ͷهارمونی v|D که است پیوسته تابعͬ v : D̄ → R حال
ͷی مͬ�کنند. صدق ماکسیمم اصل در ͷهارمونی توابع که چرا v ≡ ۰ باید صورت این در .v = ۰ D∂؛ بر و است) g̃ : D → C
موهومͬ جزء پس .v ≡ ۰ نتیجه در و است صفر ∂D بر که Dاست بر لاپلاس معادله�ی جواب v که است این آن بیان دیͽر روش

هستند. ثابت g = e۲πig̃ لذا و g̃ بنابراین و است صفر g̃ : D → Cهولومورف تابع
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دوم روز

،۰ ≤ x, y ≤ ۱ هر برای که باشد پیوسته تابعͬ f : [۰, ۱]→ R اگر .١ سوال
xf(y) + yf(x) ≤ ۱

(١٩٩٨ در IMC مسابقه�ی سوال (طراح: است. دقیق کرانͬ π
۴ دهید نشان مثال ذکر با و

∫ ۱
۰ f(x)dx ≤

π
۴ کنید ثابت

بدست زیر معادلات و مͬ�کنیم بازنویسͬ x = sin θ و x = cos θ متغیرهای تغییر با را
∫ ۱
۰ f(x)dx انتͽرال .١ سوال پاسخ

∫مͬ�آید: ۱

۰
f(x)dx =

∫ π
۲

۰
f(sin θ) cos θdθ∫ ۱

۰
f(x)dx =

∫ ۰

π
۲

f(cos θ)(− sin θ)dθ =

∫ π
۲

۰
f(cos θ) sin θdθ

داریم: فوق تساوی دو جمع از

۲
∫ ۱

۰
f(x)dx =

∫ π
۲

۰
[f(sin θ) cos θ + f(cos θ) sin θ]dθ ≤ π

۲
⇒

∫ ۱

۰
f(x)dx ≤ π

۴

داریم: مسئله صورت نامساوی از استفاده با که زیرا
f(sin θ) cos θ + f(cos θ) sin θ ≤ ۱

است کافͬ بالا به توجه با که کنید توجه تساوی برقراری برای
∀θ ∈ [۰,

π

۲
] : f(sin θ) cos θ + f(cos θ) sin θ = ۱

f(cos θ) = sin θ و f(sin θ) = cos θ که قسمͬ به f : [۰, ۱]→ Rتعریف یͷایده ،cos۲ θ+sin۲ θ = ۱ اتحاد به توجه با لذا
کرد: خواهیم تحقیق ادامه در را این کند. برقرار را تساوی باید f(x) =

√
۱− x۲ پس .θ ∈ [۰, π۲ ] هر برای

∀۰ ≤ x, y ≤ ۱ : xf(y) + yf(x) = x
√

۱− y۲ + y
√

۱− x۲

= sin(arcsin(x)) cos(arcsin(y)) + sin(arcsin(y)) cos(arcsin(x))

= sin(arcsin(x) + arcsin(y)) ≤ ۱∫ ۱

۰
f(x)dx =

∫ ۱

۰

√
۱− x۲dx = ١ شعاع به دایره ربع مساحت = π

۴

.Cn+۱ ⊂ Cn × R که طوری به باشد ناتهͬ و فشرده زیرمجموعه�ی ͷی Cn ⊂ Rn کنید فرض n = ۱, ۲, . . . برای .٢ سوال
علͬ (طراح: .(x۱, x۲, . . . , xn) ∈ Cn ،n هر برای که طوری به دارد وجود x۱, x۲, x۳, . . . حقیقͬ دنباله�ی کنید ثابت

خزلͬ)

مͬ�گیریم: اول مولفه�ی i بر تصویر نͽاشت را πi : Rk → Ri ،i ≤ k هر برای .٢ سوال پاسخ
πi(y, . . . , yk) = (y۱, . . . , yi)

از فشرده زیرمجموعه�ای πi(Ck) ،k ≥ i هر برای که کنید توجه مͬ�سازیم. استقرایͬ طور به را مساله صورت در مطلوب دنباله�ی
دنباله�ی پس .π۱(Cn+۱) ⊂ π۱(Cn) π۱؛ پیوسته�ی نͽاشت اعمال با نتیجه در و Cn+۱ ⊂ Cn × R ،n ≥ ۱ هر برای است. Ri

داریم: R ناتهͬ فشرده�ی زیرمجموعه�های از تودرتو
· · · ⊂ π۱(C۳) ⊂ π۱(C۲) ⊂ π۱(C۱)
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هر برای .(x۱, x۲) ∈ ∩∞j=۲π۲(Cj) که مͬ�گیریم چنان را x۲ حال بͽیرید. آن از عضوی را x۱ است؛ ناتهͬ ∩∞j=۱π۱(Cj) لذا و
از تودرتو دنباله�ای به بنابراین و π۲(Cn+۱) ⊂ π۲(Cn) π۲؛ پیوسته�ی نͽاشت اعمال با نتیجه در و Cn+۱ ⊂ Cn × R ،n ≥ ۲

داریم: R۲ ناتهͬ فشرده�ی زیرمجموعه�های
· · · ⊂ π۲(C۴) ⊂ π۲(C۳) ⊂ π۲(C۲)

Cn ،n ≥ ۱ هر برای ،x۱ انتخاب روش از که چرا است، ناتهͬ R۲ از {x۱}×R بسته�ی زیرمجموعه�ی با این�ها از ͷی هر اشتراک
داریم: R۲ ناتهͬ فشرده�ی زیرمجموعه�های از دیͽری تودرتوی دنباله�ی پس دارد. x۱ اول مولفه با عضوی

· · · ⊂ π۲(C۴) ∩ {x۱} × R ⊂ π۲(C۳) ∩ {x۱} × R ⊂ π۲(C۲) ∩ {x۱} × R

روند همین با xiها ساختن فرآیند ادامه�ی .(x۱, x۲) ∈ ∩∞j=۲π۲(Cj) x۲ای؛ ازای به معادلا یا است ناتهͬ اشتراک این دوباره لذا و
که: باشند شده ساخته چنان x۱, . . . , xi کنید فرض مͬ�رود؛ پیش استقرایͬ

∀۱ ≤ k ≤ i : (x۱, . . . , xk) ∈ ∩∞j=kπk(Cj)

شود: برقرار هم k = i+ ۱ برای این که مͬ�یابیم چنان را xi+۱

(x۱, . . . , xi+۱) ∈ ∩∞j=i+۱πi+۱(Cj)

Cn+۱ ⊂ دلیل به بودن داریم(تودرتو را Ri+۱ تودرتو و فشرده زیرمجموعه�های از زیر دنباله�ی مͬ�کنیم: استفاده بالا ایده�ی همان از
:(Cn × R

· · · ⊂ πi+۱(Ci+۳)∩{(x۱, . . . , xi)}×R ⊂ πi+۱(Ci+۲)∩{(x۱, . . . , xi)}×R ⊂ πi+۱(Ci+۱)∩{(x۱ . . . , xi)}×R

i که دارند عضوی ،n ≥ i که Cnها از ͷی هر اینͺه معادلا یا (x۱, . . . , xi) ∈ ∩∞j=iπi(Cj) آن�که دلیل به آن�ها تمامͬ که
xi+۱ ازای به لذا و است ناتهͬ فوق، فشرده�ی زیرمجموعه�های اشتراک پس هستند. ناتهͬ است (x۱, . . . , xi) اولشهمان مولفه�ی

مناسبͬ:
(x۱, . . . , xi, xi+۱) ∈ ∩∞j=i+۱πi+۱(Cj)

علͬ�الخصوص .(x۱, . . . , xi) ∈ ∩∞j=iπi(Cj) ،i ≥ ۱ هر برای که قسمͬ به ساختیم را x۱, x۲, . . . دنباله�ی پس
که است مطلوب دنباله�ی همان این بنابراین و i ≥ ۱ هر برای بود) Ci ⊂ Ri که کنید (توجه (x۱, . . . , xi) ∈ πi(Ci) = Ci

مͬ�کند. تͺمیل را حل

است. شده گرفته احتمال نظریه�ی در کولموگروف٢” توسیع ”قضیه�ی از سوال این ایده�ی .١ تذکر

قضیه�ی از سادگͬ به را حͺم مͬ�توان گیرد، قرار مساله صورت در In فشرده�ی مͺعب ،Rn اقلیدسͬ فضای جای به اگر .٢ تذکر
و واحد) بازه�ی I = [۰, ۱] ) باشد فشرده Cn ⊂ In ،n طبیعͬ عدد هر برای کنید فرض گرفت: نتیجه تیخونوف٣

(x۱, . . . , xn) ∈ n؛ ∈ N هر برای که ویژگͬ این با است، I عناصر از x۱, x۲, . . . دنباله�ی اثباتوجود هدف .Cn+۱ ⊂ Cn×I
فضای عمومͬ، توپولوژی در تیخونوف قضیه�ی بنابر .Cn

I∞ = {(yj)∞j=۱ ∈ I∞ | ∀j ∈ N : yj ∈ I}

گرفت: نظر در را آن از زیر بسته�ی مجموعه�ی زیر است کافͬ حال است. فشرده حاصلضربͬ توپولوژی در
C̃n = {(yj)∞j=۱ ∈ I∞ | (y۱, . . . , yn) ∈ Cn}

فضای بسته�ی زیرمجموعه�های این�ها است). باز I∞ بر حاصلضربͬ توپولوژی در لذا و (In −Cn)× I × I · · · ،C̃n (مͺمل
ناتهͬ دلیل به و تودرتو ،Cn+۱ ⊂ Cn × I شرط دلیل به علاوه به و فشرده�اند لذا و هستند I∞ هاسدورف و فشرده ͷتوپولوژی

بنابراین هستند. هم ناتهͬ Cnها، بودن
· · · ⊂ C̃۳ ⊂ C̃۲ ⊂ C̃۱

اشتراک در I∞ از (xj)∞j=۱ عنصر ͷی بنابراین و مͬ�شود I∞ فشرده�ی فضای ناتهͬ فشرده�ی زیرمجموعه�های از تودرتو دنباله�ای
داریم: C̃n تعریف از که چرا است، مطلوب دنباله�ی همان این است. واقع ∩∞n=۱C̃n

(xj)
∞
j=۱ ∈ C̃n ⇐⇒ (x۱, . . . , xn) ∈ Cn

٢Kolmogorov extension theorem
٣Tychonoff’s theorem
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مͬ�توان شد، بیان اند In فشرده�ی زیرمجموعه�های Cnها آن در که خاصͬ حالت برای بالا در که راه�حلͬ ویرایش اندکͬ با .٣ تذکر
مͬ�توان پس است. فشرده Cn ⊂ Rn هر کرد: ارائه تیخونوف قضیه�ی بر مبتنͬ جدید حلͬ اولیه�اش، صورت همان در مساله برای
،Cn+۱ ⊂ Cn × R باشد. واقع [an, bn] در Cn عناصر تمامͬ nام مولفه�ی که قسمͬ به یافت را [an, bn] بسته�ی بازه�ی
بازه�های پس است. برقرار k ≥ n با Ck هر عناصر nام مولفه�ی برای مشابهͬ حͺم که مͬ�دهند نشان ... و Cn+۲ ⊂ Cn+۱ ×R

که: قسمͬ به داشت خواهیم را [a۱, b۱], [a۲, b۲], . . . بسته�ی
∀n ∈ N : Cn ⊂ [a۱, b۱]× · · · × [an, bn]

بنابر (که حاصلضربͬ توپولوژی در
∏∞
n=۱[an, bn]ͷتوپولوژی فضای به را، ٢ تذکر در شده بیان استدلال همان است کافͬ حال

کرد. اعمال است) فشرده تیخونوف، قضیه�ی

داریم x, y ∈ G هر برای کنید ثابت باشد. ایزومورفیسم ͷی x→ xn نͽاشت G گروه برای کنید فرض .٣ سوال
xn−۱y = yxn−۱

است!) معروفͬ سوال (طراح: است.) شده داده طبیعͬ عدد ͷی n )

بودن همریختͬ دلیل به .٣ سوال }پاسخ
G→ G

x 7→ xn

که: مͬ�دهد نتیجه این ،x ∈ G دلخواه عنصر ͷی تثبیت با .(bc)n = bncn داریم: b, c ∈ G هر برای
∀a ∈ G : (xax−۱)n = xnan(x−۱)n ⇒ xanx−۱ = xnanx−n ⇒ anxn−۱ = xn−۱an

دلخواه y ∈ G اگر مذکور، همریختͬ پوشایͬ دلیل به ولͬ مͬ�شود. جابه�جایͬ باشد، an شͺل به که G عنصر هر با xn−۱ پس
داریم: anxn−۱ = xn−۱an تساوی در دادن قرار با حال و y = an aای ∈ G ازای به باشد،

xn−۱y = yxn−۱

صحیح اعداد دهید نشان است. شده داده a۲+ bc = −۱ و است مربع از خالͬ و فرد c به�طوری�که a, b, c صحیح اعداد .۴ سوال
شوند. برقرار همزمان طور به C۲ +D۲ = c و AC + BD = a و AD − BC = ۱ که طوری به دارد وجود A,B,C,D

کنید!) مراجعه راه�حل از پس توضیحات به (طراح:

مقدماتͬ خواص است. Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z} یا گاوسͬ صحیح اعداد حلقه�ی از استفاده حل ایده�ی .۴ سوال پاسخ
مͬ�کنیم: یادآوری را حلقه این

اگر و کرد تعریف N(a+ bi) = a۲ + b۲ صورت به را نرم مͬ�توان آن به متعلق a+ bi هر برای و است P.I.D. ͷی Z[i]

باشد، p ۴≡ ۱ فرم به اول عدد ͷی p اگر علاوه به است. اول معادلا یا تحویل�ناپذیر عنصری Z[i] در a + bi باشد، اول عددی
لذا .(x+ iy)(x− iy) = p ،Z[i] در پس .x۲ + y۲ = p که قسمͬ به موجودند x, y ∈ Z که مͬ�کند حͺم استاندارد قضیه�ای
با p اول عدد تجزیه�ی پس Z[i]اند. از اول عناصری دو هر x± iy بنابراین و N(x+ iy) = N(x− iy) =

√
N(p) = p

است. Z[i] از اول عنصری α که بود خواهد p = αᾱصورت به Z[i] در p ۴≡ ۱
چرا ندارد. q ۴≡ ۳ با q مانند اولͬ عامل c و b از ͷهیچ�ی پس .b, c | a۲+ ۱ لذا و a۲+ bc = −۱ مͬ�کنیم: حل را مساله حال
باشند فرد c و b دوی هر اگر +۴kاند. ۱ فرم به c و b فرد عوامل تمامͬ پس است. تناقض که q | ۱ بنابراین و q | a۲ + ۱ آنͽاه که

۴ | b اگر باشد. زوج b باید است فرد مساله فرض بنابر c چون پس نیست. امͺان�پذیر که a۲ ۴≡ −۱ − bc ۴≡ ۲ لذا و b, c ۴≡ ۱

p۱, . . . , pr اول اعداد موارد، این جمع�بندی در است. ۴k + ۲ شͺل به bپس نیست. امͺان�پذیر که a۲ ۴≡ a۲ + bc
۴≡ −۱ آنͽاه

تجزیه�ی درباره�ی که آن�چه از .c = ±p۱ . . . pr و b = ±۲q۱ . . . qs که موجودند p۱, . . . , pr, q۱, . . . , qs
۴≡ ۱ با q۱, . . . , qs و

از اول عناصری که موجودند β۱, . . . , βs ∈ Z[i] و α۱, . . . , αr ∈ Z[i] اعداد گردید، بیان Z[i] در ۴k + ۱ فرم به اول اعداد
و: Z[i]اند

∀۱ ≤ t ≤ r : αtᾱt = pt, ∀۱ ≤ j ≤ s : βj β̄j = qj ⇒ N(αt) = pt, N(βj) = qj
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نوشت: مͬ�توان Z[i] در حال
a۲ + ۱ = −bc⇒ (a+ i)(a− i) = −bc = ±۲(α۱ᾱ۱) · · · (αrᾱr)(β۱β̄۱) · · · (βsβ̄s)

= ±((۱+ i)α۱ · · ·αrβ۱ · · ·βs)((۱+ i)α۱ · · ·αrβ۱ · · ·βs)

βj |(a + i)(a − i) و αt|(a + i)(a − i) هستند، Z[i] از اولͬ عناصر βj و αt ،۱ ≤ j ≤ s و ۱ ≤ t ≤ r هر برای چون
یا αt|a + i :a+ i = a − i به توجه با معادلا یا αt|a − i یا αt|a + i که مͬ�دهند نشان مͬ�شوند حاصل فوق تساوی از که

.β̄j |a+ i یا βj |a+ i مشابه طور به و ᾱt|a+ i

αt|a+ i ۱؛ ≤ j ≤ s و ۱ ≤ t ≤ r هر برای که مͬ�کنیم فرض لزوم، صورت در β̄j و βj یا ᾱt و αt کردن جابه�جا با پس
تقارن بنابر دوباره که ۱− i|a+ i یا ۱+ i|a+ iپس اول�اند. N(۱± i) = ۲ دلیل به Z[i] در هم ۱± i علاوه به .βj |a+ i و
β۱, . . . , βs همچنین و ۱ + i, α۱, . . . , αr پس .۱ + i|a + i که مͬ�کنیم فرض لزوم، صورت در −a و a جای کردن عوض و

هستند. Z[i] در a+ i از اولͬ عوامل
بالا: از بͽیریم، a+ i = γ۱ · · · γu صورت به را Z[i] در a+ i تجزیه�ی اگر حال

(γ۱ · · · γu)(γ۱ · · · γu)

= ±((۱+ i)α۱ · · ·αrβ۱ · · ·βs)((۱+ i)α۱ · · ·αrβ۱ · · ·βs)

که مͬ�گردد نتیجه سادگͬ به تجزیه یͺتایͬ از حال
γ۱ · · · γu = ±(۱+ i)α۱ · · ·αrβ۱ · · ·βs

بودند، هم a + i اول عوامل هم βj یا αt چون باشد، β̄j یا ᾱt از ͬͺی اگر و شود ظاهر هم راست سمت در باید γi هر که چرا
و a یا c و a بودند، Z[i] در b عامل βj و Z[i] در c عامل αt چون حال هر در بشمارند. را a لذا و a± i هردوی ،βj یا αt باید
Z در c و a همچنین و b و a که مͬ�دهد نشان a۲ + bc = −۱ که چرا است تناقض این ولͬ نیستند. اول هم به نسبت Z[i] در b

پس متباین�اند. هم به نسبت
a+ i = γ۱ · · · γu = ±(۱+ i)α۱ · · ·αrβ۱ · · ·βs

مͬ�دهیم قرار حال
α۱ · · ·αr = C +Di

±(۱+ i)β۱ · · ·βs = A−Bi

موهومͬ و حقیقͬ اجزا گرفتن نظر در با لذا .a + i = (A − Bi)(C + Di) پس صحیح�اند. D و C ،B ،A آن در که
علاوه به .AD −BC = ۱ و AC +BD = a

C۲ +D۲ = N(Ci+D) = N(α۱ · · ·αr) = p۱ · · · pr = c

مͬ�کنند. برآورده را مطلوب خواص A,B,C,D ∈ Zپس
شد. Hگرفته = {z ∈ C | Imz > ۰} یعنͬ بالا نیم�صفحه�ی بر SL(۲,Z) گروه عمل از ابتدا در سوال این ایده�ی تذکر.

)عضو
a b
c d

)
∈ SL(۲,Z)

بیضوی۴ (±I جز (به SL(۲,Z) از اعضایͬ عمل این در مͬ�کند. عمل z 7→ az+b
cz+d صورت به خطͬ-کسری تبدیلات با H بر

آن شرط این شدن برآورده برای کافͬ و لازم شرط که داد نشان مͬ�توان و باشند Hداشته بر عمل در ثابتͬ نقطه�ی که مͬ�شوند نامیده
عنصری ثابت نقطه�ی یعنͬ بیضوی Hکه از نقاطͬ که داد نشان مͬ�توان باشد. داشته تعلق {۰,±۱} به ماتریس این تریس که است

.exp( ۲πi۶ ) عمل مدار در یا iاند عمل مدار در یا باشند، SL(۲,Z) از ±I جز به
شͺل به لاجرم که صفر تریس با SL(۲,Z) از عنصری که بود این سوال طرح )ایده�ی

a b
c −a

)
۴elliptic
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اینͺه و گردد محاسبه متناظر z 7→ az+b
cz+d خطͬ-کسری تبدیل ثابت نقطه�ی و شود گرفته نظر در بود، خواهد a۲ + bc = −۱ با
مذکور. خواص با A,B,C,D ∈ Z وجود با است معادل باشد، i مدار Hدر از نقطه این

شده مطرح دبیرستانͬ ریاضͬ المپیاد دوره�های در بار ͷی و است تͺراری سوال متاسفانه که شدیم متوجه امتحان از پس البته
است!

هر برای که است (det = ±۱ و صحیح درایه�های با n × n (ماتریس�های GLn(Z) از زیرگروه ͷی G کنید فرض .۵ سوال
کنید: ثابت .gm = ۱ که طوری به دارد mوجود ≥ ۱ عدد g ∈ G

gN = ۱ داریم g ∈ G هر برای که طوری به دارد وجود N طبیعͬ عدد الف)

بیابید. n از تابعͬ برحسب آن مرتبه�ی برای کران ͷی و است متناهͬ گروه ͷی G ب)

محمودی) غلامزاده دکتر (طراح:

چندجمله�ای لذا و gm = In که است صحیح درایه�های با n × n ماتریسͬ g ∈ G هر الف: قسمت حل .۵ سوال پاسخ
و ندارند تͺراری ریشه�ی g مینیمال چندجمله�ای نتیجه در و چندجمله�ای این ولͬ مͬ�شمارد. را xm − ۱ چندجمله�ای g مینیمال
xm − ۱ = ۰ در باید g ویژه�ی مقادیر که چرا باشند، واحد ریشه�های باید آن قطر روی درایه�های و است قطری�پذیر g بنابراین
این ولͬ بود. خواهند واحد ریشه�های قطر، روی درایه�های و کرد قطری C بر مͬ�توان را g ∈ GL(n,Z) هر پس کنند. صدق
باید لذا کنند. صدق است صحیح ضرایب با و n درجه�ی از تͺین چندجمله�ای که هم g مشخصه�ی چندجمله�ای در باید ریشه�ها
ریشه�ی ͷی ω ∈ C اگر که مͬ�دانیم ولͬ بشمارد. را nای درجه�ی چندجمله�ای ،Q بر مذکور واحد ریشه�ی مینیمال چندجمله�ای
به موسوم چندجمله�ای�های از ω مینیمال چندجمله�ای آن�گاه ،ωk = ۱ که باشد عددی کوچͺترین k یعنͬ باشد، واحد kام اولیه�ی
.ϕ(k) ≤ n باید باشد، G عناصر از ͬͺی ویژه�ی مقدار واحد، kام اولیه�ی ریشه�ی ͷی اگر پس است. ϕ(k) درجه�ی از و دایره�بˀر۵
که بͽیریم طبیعͬ�ای عدد بزرگترین را N ′ اگر لذا و است متناهͬ دست این از �kهایͬ تعداد پس .limm→∞ ϕ(m) = ∞ ولͬ
عدد کوچͺترین k اگر که چرا کند. برآورده را ωN ′! = ۱ باید ،ω مانند g ∈ G عناصر از ͬͺی ویژه�ی مقدار هر ،ϕ(N ′) ≤ n

از چندجمله�ای Q بر ω مینیمال چندجمله�ای باشد) واحد kام اولیه�ی ریشه�ی ω (یعنͬ ωk = ۱ ،ω این برای که باشد طبیعͬ�ای
:k | N ′! چون پس .k ≤ N ′ لذا و بود خواهد ϕ(k) ≤ n درجه�ی

ωk = ۱⇒ ωN
′! = ۱

اند. ١ ͬͽهم gN ∈ GL(n,Z) ویژه�ی مقادیر ،g ∈ G هر برای که مͬ�دهد نشان شد بیان آن�چه .N := N ′! مͬ�دهیم قرار حال

است. همانͬ باشند ١ ویژه�اش مقادیر تمامͬ که قطری�پذیری ماتریس و بود این�گونه g که چرا است قطری�پذیر ماتریس این ولͬ
.g ∈ G هر برای gN = In مͬ�کند: برآورده را مطلوب خاصیت N این پس

ب: قسمت حل
M(n,Q) متناهͬ�البعد برداری فضای از زیرمجموعه�ای مͬ�توان را G آن تبع به و GL(n,Z) - غلامزاده) اول(دکتر راه�حل
به است موجود {A۱, . . . , Al} مانند G از متناهͬ زیرمجموعه�ای پس گرفت. گویا درایه�های با n × n ماتریس�های از متشͺل
کافͬ Aiها انتخاب برای واقع ,A۱نوشت(در . . . , Al از گویا ضرایب با خطͬ ترکیب صورت به مͬ�توان Gرا عنصر هر که قسمͬ
G اینͺه به توجه با باشند). مستقل Q بر عناصرش که گرفت نظر در را ممͺن عضو تعداد حداکثر با G از زیرمجموعه�ای است

داریم: زیر صورت به نͽاشتͬ است، GL(n,Z) از زیرگروهͬ

(∗)

{
G→ Zl

A 7→ (tr(AA۱), . . . , tr(AAl))

لذا و g ∈ G هر برای gN = In Nای، ازای به (الف) از زیرا است متناهͬ نͽاشت این برد است). تریس ͷتابع نماد tr )
g ویژه�ی مقدار n جمع که tr(g) بنابراین و دارند تعلق {e ۲πik

N | ۰ ≤ k < N} متناهͬ مجموعه�ی به g عنصر هر ویژه�ی مقادیر
تعداد لذا و دارد حالت Nn حداکثر مولفه هر شد، تعریف (*) در که G→ Zl نͽاشت در پس دارد. حالت Nn حداکثر است،
و است Gمتناهͬ که مͬ�شود نتیجه شود، →Gثابت Zl بودن ͷبه�ی�ͷی اگر پس نمͬ�کند. Nnlتجاوز از نͽاشت این برد اعضای

۵Cyclotomic
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.tr(AAi) = tr(BAi) :۱ ≤ i ≤ l هر برای که باشند A,Bچنان ∈ G فرضکنید بودن ͷبه�ی�ͷی اثبات برای .| G |≤ Nnl

کرد: توصیف گویا ضرایب با Aiها خطͬ ترکیب ͷی صورت به مͬ�توان را G عنصر هر {A۱, . . . , Al}انتخاب روش چون لذا
∀g ∈ G : tr(Ag) = tr(Bg)

n ،AB−۱ ∈ G از تͺرر) حساب (با ویژه مقدار n جمع پس .tr(AB−۱) = tr(In) :g = B−۱ ∈ G برای علͬ�الخصوص
پس .A = B مͬ�شود نتیجه AB−۱ = In از ولذا هستند واحد Nام ریشه�های ویژه�ها مقدار این تمامͬ که دیدیم ولͬ است.

.| G |≤ Nnl که دادیم نشان
باشد داشته را ویژگͬ این تنها باید هم N .l ≤ n۲ پس بود خطͬ M(n,Q)مستقل از {A۱, . . . , Al} زیرمجموعه�ی چون
لذا .N =

∏
{k∈N|ϕ(k)≤n} k داد قرار است کافͬ منظور بدین که دیدیم (الف) حل در و gN = In ،g ∈ G هر برای که

است: شرح بدین | G | برای کرانͬ
|G| ≤ Nnl ≤ Nn۳

⇒ |G| ≤ (
∏

{k∈N|ϕ(k)≤n}

k)n
۳

همانͬ gN ،g ∈ G هر برای که ویژگͬ این با بͽیرید طبیعͬ�ای عدد (الف) قسمت مشابه Nرا دوباره - جعفری) دوم(دکتر راه�حل
ͷی به ،p پیمانه�ی به GL(n,Z) عناصر درایه�های گرفتن نظر در با است. اول N به نسبت که بͽیرید اولͬ عدد را p باشد.
این که مͬ�کنیم ادعا مͬ�گیرد. نظر در p پیمانه�ی به را A ∈ G هر درایه�های که مͬ�رسیم G → GL(n,Zp) گروهͬ همریختͬ

.|G| ≤ |GL(n,Zp)| که داد خواهد نتیجه امر این و است ͷبه�ی�ͷی گروهͬ همریختͬ
با B ،n × nماتریس لذا .Ā = In :Zp میدان بر درایه�های با یعنͬ باشد، همریختͬ این هسته�ی در A ∈ G کنید فرض
مͬ�توان مناسبͬ، k ≥ ۱ ازای به A = In + pkB صورت به آن نوشتن با .A = In + pB که است موجود صحیح درایه�های
که A = In لذا و B = ۰ نباشد، موجود kای چنین اگر که چرا نیست، بخش�پذیر p بر B درایه�ی ͷی حداقل که کرد فرض
،GL(n,Z) در چون بͽیرید. مذکور ویژگͬ با را B و k ≥ ۱ که In + pkB شͺل به را Aپس آنیم. پͬ در که است چیزی همان

داریم: ،AN = In

(In + pkB)N = In ⇒
N∑
i=۱

(
N

i

)
pkiBi = ۰⇒ NB = −

N∑
i=۲

(
N

i

)
pk(i−۱)Bi

مͬ�شمارد. NBرا درایه�های همه�ی pk که مͬ�شود نتیجه هستند، درایه�هایصحیح با ماتریس�های میان تساوی�ها این اینͺه به توجه با
بودن ͷبه�ی�ͷی و مͬ�رسیم تناقض به بنابراین نمͬ�کرد. عاد را B درایه�های از ͬͺی حداقل و بود اول N به نسبت p ولͬ

G→ GL(n,Zp)

گرفت. GL(n,Zp) اعضای تعداد مͬ�توان هم را |G| کران مͬ�شود. ثابت
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