




پیشͽفتار

دکتر بزرگداشت (مراسم «ͬͽهفتادسال» برگزاری از پیش ماه ͷی تقریبا
سراغ به موضوع این گذاشتن میان در برای تابش دکتر که بود شهشهانͬ)
جلسه پنج مراسم روز تا و شد مطرح کلͬ موضوع آمد. دانشͺده دانشجویان
واقع در گردید. برگزار برنامه�ریزی برای استاد و دانشجو چند حضور با
روند این در بودند، آن شاهد «ͬͽسال «هفتاد قالب در حاضران که چیزی
رابطه در موضوع دو به مͬ�خواهم رو پیش چندخط این در یافت. تحقق
درباره�ی گزارشͬ نخست بپردازم. خلاصه بسیار صورت به مراسم این با
من برای شهشهانͬ جایͽاه دوم و «ͬͽهفتادسال» برگزاری ͬͽونͽچ و محتوا

ریاضͬ. دانشͺده�ی برنامه� فوق و علمͬ انجمن پیشین دبیر عنوان به
برایمان تابش دکتر را مراسم اولیه�ی ایده�ی گفتم، آغاز در که طور همان
مناسبت�های با که کنیم برگزار مراسمͬ بود قرار که ما برای و کرد مطرح
تودیعش همچنین و او ͬͽبازنشست شهشهانͬ، دکتر ͬͽهفتادسال تولد سال�روز
جلسات داشت. زیادی جذابیت است، همراه دانشͺده ریاست پست از
و مͬ�شد برگزار ͬͽهفت صورت به اساتید و دانشجویان حضور با برنامه�ریزی
حداکثر تا اتفاقات این از شهشهانͬ دکتر که داشتیم توافق مسأله این بر همه
و کرده�باشیم surprise اصطلاح به را او بتوانیم تا باشد بͬ�خبر ممͺن زمان

بود. برقرار مراسم به مانده روز ده حدود تا بͬ�خبری این
از مͬ�شد روبه�رو دشواری با «ͬͽهفتادسال» محتوای درباره�ی بحث�ها
و کرده�باشیم بازگو را شهشهانͬ دکتر دستاوردهای مͬ�خواستیم هم که آن�جا
حاضران همه�ی حوصله�ی در تولد جشن ͷی عنوان به که باشد برنامه�ای هم
از دعوت و شهشهانͬ دکتر شأن سنͽین سایه�ی زیر مسأله دو این و بͽنجد
شد این بحث�ها نتیجه�ی خلاصه مͬ�کرد. سخت�تر را کار گران�قدر مهمانان
و شهشهانͬ دکتر فعالیت�های با مرتبط نیمه�علمͬ و علمͬ سخن�رانͬ چند که
آماده�ی «ͬͽهفتادسال» و او زندگͬ درباره�ی فیلم ͷی و کلیپ ͷی همچنین
پراکنده سخن�رانͬ چند و کی�ͷبری و خاطره�گویͬ و تقدیر مراسم شود. ارایه
و مراسم سخن�رانͬ�های عنوان گشت. اضافه برنامه به کار پایان تا نیز

بود: چنین آن�ها ارایه�دهندگان

IPM از افتخاری دکتر جبری، خم�های •

شریف دانشͽاه از علیشاهͬ دکتر ،ͷروبی مͺعب •
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IPM از لاجوردی دکتر ریاضͬ، نشر •

بهشتͬ شهید دانشͽاه از اصغری دکتر عمومͬ، ریاضیات •
IPM از پورمهدیان دکتر ،IPM و شهشهانͬ •

شریف دانشͽاه از تابش دکتر ایران، در اینترنت •

شهشهانͬ درباره�یجایͽاه خطͬ چند مͬ�خواهم حرف�هایم از بخشدوم در
خواهدبود. شخصͬ کمͬ قسمت این مͬ�دانم و بنͽارم خودم برای

را آن ریاست شهشهانͬ دکتر شدم، ریاضͬ دانشͺده وارد من که وقتͬ از
علمͬ انجمن مرکزی شورای عضو رسماً که این از قبل تا من و بود عهده�دار
از ͬͺی عنوان به را او و بودم آشنا او علمͬ جنبه�ی با بیشتر شوم، برنامه فوق و
عنوان به شدن انتخاب پس اما مͬ�شناختم. دانشͺده اساتید معلومات�ترین با
در شهشهانͬ دکتر با ارتباط�هایم و برخوردها برنامه فوق و علمͬ انجمن دبیر
جا این در واقع در کرد. پیدا جدیدی جنبه�های و گرفت شͺل دیͽری سطح
دوستان از برخͬ و بنده در که شوقͬ رغبتو از زیادی مقدار بͽویم مͬ�خواهم
فراعلمͬ جنبه�های از نشأتگرفته آمد، وجود به «ͬͽهفتادسال» برگزاری برای
آشنایانشان از بسیاری برای شهشهانͬ دکتر دیͽر عبارت به بود. او شخصیت
این و مͬ�دهد ارایه ریاضیات معمولͬ استاد ͷی معلومات از بیش�تر چیزی
موضوع این به پرداختن افتاد. اتفاق مذکور دیͽر» «سطح همان در من برای
هدفم نیست. مقاله این در جایش مͬ�کنم فͺر و مͬ�طلبد مستقل مبحثͬ یقیناً
اطلاع احساسشان به نسبت که بود گروهͬ انͽیزه�ی به ͬͺکوچ اشاره�ی تنها

بودند. سهیم نوعͬ به «ͬͽهفتادسال» برگزاری در و دارم

ابراهیمی شهاب
صنعتیشریف دانشگاه ریاضی- علوم دانشکده برنامه فوق و علمی انجمن سابق دبیر
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ͬͺدینامی سیستم�های زمینه�ی در شهشهانͬ کارهای
ذاکری سعید

غنͬ�زاده اوژن ترجمه�ی

مقدمه ١
آغاز برکلͬ دانشͽاه در �لیسانس فوق دانشجوی ͷی عنوان به ،١٩۶٠ دهه�ی اواسط در را خود ریاضͬ فعالیت شهشهانͬ سیاوش
بیان را زیبا نظریه�ی این نوین پایه�های تازگͬ به اسمیل بود؛ هموار ͷدینامی سیستم�های نظریه�ی طلایͬ دوران ١٩۶٠ دهه�ی کرد.
جریان�ها ͷدینامی مطالعه�ی به را بسیاری کارهای توپولوژی و آنالیست�ها گلوبال دینامی�ͷکارها، وی پیش�آهنͽانه�ی کار و بود، کرده
در همواره که شهشهانͬ، و شدند محفل هر نقل سرعت به ͷدینامی سیستم�های بود. برانͽیزانده گلوبال دید از وابرریختͬ�ها١ و

شد. مشغول کار به اسمیل٢ نظر تحت و شمرد غنیمت را فرصت بوده�است، خوش�سلیقه ریاضͬ مسائل
از داده�شده خانواده�ی ͷی عمومیت مساله�ی و ساختاری ثبات مساله�ی ،ͬͺدینامی سیستم�های محوری مسائل از زمان، آن در
تحت آن�ها خواصکیفͬ که داده�شده�است خانواده�ی در عناصری یافتن مساله�ی ساختاری، ثبات مساله�ی بود. ͬͺدینامی سیستم�های
بین مشترک ͬͺدینامی خاصیت�های یافتن مساله�ی عمومیت، مساله�ی دیͽر طرف از بماند. ثابت دلخواه ولͬ ͷکوچ اختلال�های
عادی دیفرانسیل معادلات خانواده�ی روی موضوع دو این بررسͬ به [Sh١] شهشهانͬ اول کار است. خانواده ͷی عناصر عموم
ͷی مͬ�آیند. شمار به ͷکلاسیͷانیͺم در نیوتون معادلاتحرکت کلͬ تعمیم معادلات این مͬ�پردازد؛ یͷخمینه روی دوم درجه�ی
در مͬ�آیند. به�دست محافظه�کار۴ سیستم ͷی به اتلاف٣ͬ نیروی ͷی افزودن از که هستند معادلاتͬ زمینه این در جالب زیرشاخه�ی
کرد. اثبات اتلاف۶ͬ سیستم�های چنین برای را مورس۵ نامساوی�های از نسخه�ای و آورد به�دست را عمومیت نتایج شهشهانͬ [Sh٢]،
صورت ساختاری ثبات [Sh٣]، صحیح خمینه�های روی ٧ͷتیͺسیمپل سیستم�های زمینه�ی در مطالبͬ شامل وی بعدی کار�های
در وی عمده�ی مشارکت و [Sh۶]، آبل معادلات متناوب جواب�های تعداد بر کران�های [Sh۴]، پل٨ در ون معادلات یافته�ی تعمیم
معطوف وی توجه عمده�ی اخیر، سال�های در مͬ�کنم. اشاره عدالت مقاله�ی به مورد این در که [Sh۵]، زیستͬ ریاضیات پیش�برد

بوده�است. ریمانͬ کره�ی روی گویا نͽاشت��های١٠ تͺرر�های و پیچیده خمینه�های روی ٩ͷهولومورفی تورق�های
١Diffeomorphism
٢Smail
٣Dissipation Force
۴Conservative
۵Morse Inequality
۶Dissipative
٧Symplectic
٨van der Pol
٩Holomprphic Foliation
١٠Abel Equations
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مثالون سه ٢
بتوانم تا بپردازم ͬͺدینامی سیستم�های زمینه�ی در شهشهانͬ کارهای از نمونه سه اجمالͬ توضیح به کرد خواهم تلاش ادامه، در

کشیده�باشم. تصویر به را زمینه این در وی کار از شمائͬ
طور به (ODE) دوم درجه�ی عادی دیفرانسیل معادلات دوم. درجه�ی معمولͬ دیفرانسیل معادلات کلͬ خواص
اعداد محور روی q̈ = f(q, q̇) دوم درجه�ی ODE ͷی مͬ�شوند. ظاهر ͷکلاسی ͷانیͺم در حرکت معادلات عنوان به طبیعͬ
TR ≃ R۲ مماس کلاف روی اول درجه�ی ODE ͷی مشابه به v = q̇ سرعت، پارامتر ساختن وارد با مͬ�توان را R حقیقͬ
این داد. نمایش R۲ روی v ∂

∂q + f(q, v) ∂∂v برداری میدان توسط مͬ�توان را بحث مورد اول درجه�ی ODE گرفت. نظر در
(q, v) = و q = (q۱, . . . , qn) کنید فرض داد: گسترش هموار M بعدی n خمینه�ی هر به زیر شیوه�ی به مͬ�توان را ایده
دوم درجه�ی ODE ͷی باشند. TM آن، مماس کلاف Mو روی ترتیب به موضعͬ مختصات�های (q۱, . . . , qn, v۱, . . . , vn)

فرم موضعͬ طور به که است TM روی برداری میدان ͷیM روی

X(q, v) =
n∑
i=۱

vi
∂

∂qi
+

n∑
i=۱

fi(q, v)
∂

∂vi

X : TM → T ۲M برداری میدان�های توسط مͬ�توان Mرا روی دوم درجه�ی ODE اساسا مͬ�کند. اختیار هموار fiهای برای را
مͬ�کنند. ارضا را است، کانونͬ افͺنش π : TM →M که ،DπoX = idTM شرط که کرد تعریف

با Mکه روی دوم درجه�ی هموار ODEهای همه�ی فضای S(M) و باشد فشرده هموار خمینه�ی ͷیM کنید فرض حال
S(M) در نوعͬ برداری میدان ͷی که است این مͬ�شود مطرح اینجا در طبیعͬ بطور که سوالͬ شده�اند. مجهز ویتن١١ͬ توپولوژی
زیرمجموعه�ی ͷی مͬ�گوییم که مͬ�کنیم تعریف چنین را عمومیت ابتدا کار، ادامه�ی برای ساده�ایست. ͬͺدینامی خواص چه دارای
عمومͬ مجموعه�ی ͷی خاص، طور به باشد. S(M) در چͽال باز مجموعه�ی شمارا اشتراک شامل اگر است عمومͬ g ⊂ S(M)

قضیه�ی ͷکم به فوق سوال به شهشهانͬ است. بئر١٢ فضای ͷی S(M) که داد نشان مͬ�توان آسانͬ به که چرا است، چͽال
ویژه�های مقدار تمامͬ اگر است هذلولوی١۴ {ϕt} جریان١٣ با X برداری میدان در p ͬͽینͺت که بیاورید یاد به گفت. پاسخ زیر
(t → −∞) t → +∞ با که qهاییست تمام مجموعه�ی p (ناپایدار) پایدار خمینه�ی باشند. واحد دایره�ی از خارج Dϕ۱(p)
پوانͺاره١۵ بازگشت تبدیل اولین f و ،p ∈ γ Xباشد، متناوب مدار ͷی γ کنید فرض مشابه، طور به .ϕt(p) → q باشیم داشته
است هذلولوی γ مͬ�گوییم آن�گاه .f(p) = p که طوری به است، شده تعریف p روی γ موضع١۶ͬ عرضͬ ͷی روی که باشد
با که qهاییست تمامͬ مجموعه�ی نیز γ (ناپایدار) پایدار خمینه�ی باشند. واحد دایره�ی از Df(p)خارج ویژه�ی مقادیر تمامͬ اگر

.ϕt(q) → γ باشیم داشته (t→ −∞) t→ +∞
باشیم: Xداشته ∈ g هر برای که به�طوری دارد وجود g ⊂ S(M) عمومͬ مجموعه�ی [Sh١]. قضیه

باشند، Xهذلولوی متناوب مدارهای و تͺینͽͬ�ها تمام (١

کنند، تلاقͬ عرضͬ صورت Xبه متناوب مدارهای و تͺینͽͬ�ها ناپایدار و پایدار خمینه�های تمامͬ (٢

نͺند. تلاقͬ TM صفر مقطع Xبا از متناوبͬ مدار هیچ ،dimM > ۱ اگر (٣

به که مͬ�شود نتیجه فوق قضیه�ی از داشته�باشند، تعلق صفر مقطع به باید دوم درجه�ی ODEͷی تͺینͽͬ�های اینͺه به توجه با
حتͬ داشت، متناوب مدار شمارا حتͬ مͬ�توان کلͬ طور به ولͬ باشد. داشته وجود تͺین نقطه�ی متناهͬ تعداد فقط باید کلͬ طور

[Sh١]. باشد دایره ͷی سادگͬ به Mشͺلͬ که زمانͬ
شامل فقط فشرده خمینه�ی ͷی روی عمومͬ برداری میدان ͷی آن به بنا که است کوپͺا-اسمیل١٧ قضیه�ی یادآور فوق نتیجه�ی
[Sm٢] و [K] ) مͬ�کنند تلاقͬ عرضͬ طور به آن�ها ناپایدار و پایدار خمینه�های و است، هذلولوی متناوب مدارها�ی و تͺینͽͬ�ها

١١Whitney Topology
١٢Baire Space
١٣flow
١۴hyperbolic
١۵Poincare’s first return map
١۶local transversal
١٧Kupka-Smale Theorem
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و مͬ�برد، بهره اسمیل و کوپͺا جریان١٨ جعبه�ی اختلال تͺنی�ͷهای از شده) مطرح قضیه�ی (برای شهشانͬ برهان کنید). مقایسه را
میدان�های از Yn دنباله�ی ͷی وسیله�ی به F جریان جعبه�ی ͷی در X ∈ S(M) اگر مͬ�دهد نشان که است پایه�ای لمͬ مبنای بر
به�صورت F Xnدر هر که زد Xnتقریب ∈ S(M) چون دنباله�ای توسط F در مͬ�توان Xرا آن�گاه شود، زده تقریب TM برداری

است. Yn مزدوج هموار
پرداخته خمینه�ها روی دوم درجه�ی ODEهای از خاصͬ نمونه�های مطالعه�ی به شهشهانͬ زمینه، این در اتلافͬ. سیستم�های
و TM آن مماس کلاف Mو هموار و فشرده n-خمینه�ی کلاسیͺند. ͷانیͺم در اتلافͬ سیستم�های عمومͬ نظیرهای که است
E : TM → R انرژی تابع کنید. تثبیت Mرا روی g ریمانͬ هموار متر بͽیرید. نظر در را π : TM → M کانونͬ افͺنش
انرژی یا V و K(q, v) = gq(v, v) شده: تعریف چنین K جنبشͬ، انرژی اینجا در .E = K + V کنید: تعریف چنین را
چنین XE برداری میدان ،E همیلتونͬ انرژی تابع روی از است. ثابت π تارهای١٩ روی که است دلخواهͬ هموار تابع پتانسیل
ساختار به فقط ω∗ که مͬ�کنیم یادآوری دهید. نمایش ω∗ با را T ∗M مماس کلاف روی کانونͬ ͷتیͺسیمپل فرم مͬ�شود: ساخته

آن�گاه: باشد، T ∗M روی موضعͬ مختصات دستͽاه ͷی (q۱, . . . , qn, p۱, . . . , pn) اگر و دارد ͬͽبستM هموار

ω∗ =
n∑
i=۱

dpi ∧ dqi

وابسته g به به�وضوح و است، TM روی ͷتیͺسمپل فرم ͷی g ͷمتری با TM ≃−→ T ∗M یͺریختͬ تحت ω∗ از ω عقب�گرد٢٠
مͬ�شود: تعریف زیر ضابطه�ی توسط TM XEروی برداری میدان حال است.

dE = ω(., XE)

است. دوم درجه�ی ODE ͷیXE نتیجه در DπoXEو = idTM که کرد بررسͬ مͬ�توان به�سادگͬ
روی ∆ برداری میدان ͷی تعریف، بنابه مͬ�شود. حاصل اتلافͬ سیستم ͷی XE میدان چنین به اتلافͬ نیروی ͷی افزودن با
خارج هرجا در ĝ(∆,▽ĝK) < ۰ (٢) ∆Dπo؛ = ۰ که معنا این به باشد، ∆”عمودی” (١) اگر است اتلافͬ نیروی ͷی TM
به است. افقͬ ,▽ĝV و عمودی ▽ĝK آن به نسبت که است TM روی شده القا ریمانͬ متر ĝ اینجا در .TM صفر مقطع از
نیرو این که مͬ�دهد نشان (٢) شرط حالیͺه در دارد، ͬͽبست سرعت به فقط اتلافͬ نیروی که معناست این به (١) شرط ساده، طور
نامیده اتلافͬ XEسیستم�های +∆ شͺل به برداری میدان�های بͺاهد. سیستم سرعت از تا مͬ�کند عمل جنبشͬ انرژی با تضاد در

هستند. دوم درجه�ی ODEهای به�وضوح و مͬ�شوند؛
که بیاورید یاد به وی، کار بیان برای مͬ�کند. مشخص را عمومͬ اتلافͬ سیستم ͷی ͬͺدینامی ساختار شهشهانͬ [Sh٢]، در
t ،q از U ͬͽهمسای هر برای که است q نقاط تمام مجموعه�ی {ϕt} جریان Xبا برداری میدان ΩX غیر-سرگردان٢١ مجموعه�ی
روی آن مداری ساختار اگر مͬ�نامیم Ω-پایدار Xرا برداری میدان .ϕt(U)∩U ̸= ∅ که دارد وجود بزرگ کافͬ اندازه�ی به دلخواه
به کافͬ اندازه�ی به که Y برداری میدان هر برای مشخص، طور به نͺند. تغییر ͷکوچ اختلال�های تحت ΩX ناوردای مجموعه�ی

دارد. وجود h : ΩX → ΩY مدار-نͽهدار همریختͬ باشد، ͷنزدیX
صورت این در کنید. تثبیت را است ناتباهیده ͬͽینͺت متناهͬ تعداد شامل که را XE برداری میدان [Sh٢]. قضیه
X = XE +∆ ∆و ∈ D اگر که طوری به دارد وجود TM اتلافͬ نیروهای تمامͬ مجموعه�ی Dاز چͽال و باز زیرمجموعه�ی

آن�گاه:

است؛ هذلولوی ͬͽینͺت متناهͬ تعداد مجموعه�ی ΩX و است Ω-پایدار ،X (١

Xاست؛ تͺینͽͬ�های پایدار خمینه�های تمام اجتماع TM مماس کلاف (٢

است. ناپایدار خمینه�ی بعد اندازه�ی به حداقل پایدار خمینه�ی Xبعد ͬͽینͺت هر روی (٣

قوی�تری نسخه�ی باشد، ریمانͬ استاندارد ساختار Mبا = S۱ روی ẍ = f(x) فرم XEبه برداری میدان که خاصͬ حالت در
.( [Sh٢] ٢ قضیه�ی ک. (ن. است اثبات قابل فوق قضیه�ی از

١٨flow-box
١٩fiber
٢٠pull-back
٢١non-wandering set

٣



شده�ی داده برداری میدان برای بود. اتلافͬ سیستم�های برای مورس” ”نامساوی�های آورد به�دست شهشهانͬ که دیͽری نتیجه�ی
مͬ�کنند. ارائه مشخص بعد با X پایدار خمینه�های تعداد و M بت٢٢ͬ اعداد بین قیاسͬ مورس نامساوی ،M خمینه�ی روی X
برای اسمیل توسط نامساوی�ها این .( [M] ک. (ن. آمد بدست برداری میدان�های گرادیان برای مورس توسط نامساوی�ها این

[Sm١].داده�شدند تعمیم مͬ�شوند شناخته ”اسمیل-مورس” نام به اکنون که برداری�ای میدان�های
Xی = XE + ∆ ͷی Mو برای کرد. بیان زیر شͺل به مͬ�توان را نامساوی�ها این از شهشهانͬ توسط شده ارائه نسخه�ی
بر بنا که کنید دقت .i بعد با X پایدار خمینه�های Miتعداد و Mباشد بتͬ عدد i-امین ،βi کنید فرض آمد، بالا در که عمومͬ

.i = ۰, ۱, . . . , n− ۱ Miبرای = ۰ فوق، قضیه�ی
داریم: را زیر نامساوی ،۰ ≤ k ≤ n هر برای [Sh٢]. قضیه

k∑
i=۰

(−۱)k+iMn+i ≥
k∑
i=۰

(−۱)k+iβi

است: برقرار زیر شͺل به تساوی k = nحالت در به�علاوه،
k∑
i=۰

(−۱)k+iMn+i =
k∑
i=۰

(−۱)k+iβi = χ(M)

N = N(d) کران ͷی کردن پیدا به راجع پرسش هیلبرت، ١۶ام سوال دوم بخش آبل. معادله�ی متناوب جواب�های
d = آن در که صفحه در P (x, y)∂/∂x + Q(x, y)∂/∂y مانند چندجمله�ای برداری میدان ͷی حدی٢٣ حلقه�های رویتعداد
نشده حل کلͬ حالت در هنوز مساله این بدست�آمده، جزئͬ نتایج و بسیار تلاش�های وجود با است. max{degP, degQ}
تازگͬ به نیز دارد حدی حلقه�ی متناهͬ تعداد صفحه در چندجمله�ای برداری میدان ͷی که گزاره این اثبات حتͬ باقͬ�مانده�است.

است. شده بیان ایلیاشنͺو٢۴ توسط (١٩٨٧)
آبل، دیفرانسیل معادله�ی متناوب جواب�های تعداد تقریب مساله�ی مشابه ماهیت با ساده�تری مساله�ی

ẋ = xn + an−۱(t)x
n−۱ + · · ·+ a۱(t)x+ a۰(t)

جوابͬ x = x(t) متناوب جواب از منظور ͷی اینجا، در ,۰]اند. ۱] روی هموار توابع aiها و ،x ∈ R ،t ∈ [۰, ۱] آن در که است
روشͬ از استفاده با وی است. کرده حل n ≤ ۳ حالت برای را مساله این شهشهانͬ باشد. برقرار آن برای x(۰) = x(۱) که است

کرد: ثابت را زیر قضیه�ی زیرکانه اما مقدماتͬ
دارد. متناوب جواب n حداکثر n ≤ ۳ حالت در آبل معادله�ی [Sh۶]. قضیه

ابتدا وی هستند). ساده�ای حالت�های n = ۱, ۲ مͬ�داریم(حالت�های بیان را n = ۳ حالت برای وی اثبات ایده�ی این�جا در
نشان او کلͬ�تر، طور به مͬ�مانند. ثابت معادله در ͷکوچ اختلال�های تحت (١ تͺرر (با ساده متناوب جواب�های که کرد مشاهده
معادله�ای که اثباتکرد این از استفاده با سپس او مͬ�شوند. منشعب متناوب جواب k حداکثر k تͺرر با متناوب یͷجواب از که داد
آن دادن ارتباط برای روشͬ وی دلخواه معادله�ی ͷی برای آخر، در دارد. متناوب جواب ٣ دقیقا ١ از بیش تͺرر با متناوب جواب با

رسانید. اثبات به را نظر مورد حͺم پیوستار از استفاده با و کرده ارائه ساده متناوب جواب ٣ با معادله�ای به
هر مͬ�تواند آبل معادله�ی n ≥ ۴ برای حقیقت، در نیست. کارآمد بالاتر درجات برای وی روش که نیست تعجب جای
بازگشت تبدیل�های ،n ≥ ۴ وقتͬ که است حقیقت این آن از جالب�تر .( [L] ک. (ن. کند اختیار متناوب جواب تعداد
برای بالایͬ کران ایلیاشنͺو تازگͬ، به [P]. است چͽال جهت�نͽهدار همریختͬ�های تمامͬ فضای در معادلات این x(۰) → x(۱)
n ≥ ۴ اگر که داده نشان وی مشخص به�طور [I]. است کرده ارائه ai اندازه�ی و nحسب بر معادله این متناوب جواب�های تعداد

که دارد متناوب جواب N = N(n,C) حداکثر معادله آن�گاه ،۰ ≤ i ≤ n− ۱ هر برای supt∈[۰,۱] | (ai(t)) |< C و

N ≤ ۹ exp{(۳C + ۲) exp(
۳
۲
(۲C + ۳)n)}

است. دست در تخمین تنها حاضر حال در اما مͬ�آید، بهینه کران ͷی از فراتر بسیار نظر به نمایͬ دوبار کران این
٢٢Betti number
٢٣limit cycles
٢۴Ilyashenko

۴



آخر سخن ٣
جدیدی نسل با بازگشت، ایران به ٧٠ دهه�ی اواسط در شهشهانͬ که زمانͬ دهم. پایان ریاضͬ غیر چند کلماتͬ با سخن بدهید اجازه
دانشͽاه افتاده�ی مد از برنامه�ی و استاندارد ورای نوین و تازه ایده�های آموزش مشتاق که شد رو به رو استعداد با دانشجویان از
کرد ارائه هیجان�انͽیزی و نوین درس�های ریخت، طرح را نوینͬ آموزشͬ برنامه�ی او دانشجویان، اشتیاق این به پاسخ برای بودند.
دیفرانیسلͬ، و توپولوژی�جبری با بار اولین برای بسیاری دانشجویان وی، زحمات پاس به کرد. برگزار جالب�ناکͬ سمینارهای و
ریاضیات مختلف زمینه�های در او دانش شدند. آشنا دیͽری زیبای زمینه�های و مباحث و زیستͬ، ریاضیات ،ͬͺدینامی سیستم�های
وی دانشجویان، چشم در است. ساخته ͷکاریزماتی شخصیتͬ او از وی روشنفͺر شخصیت کنار در ریاضͬ به او عشق همچنین و

است. حرفه�ای ریاضیدان ͷی عیار تمام نمونه�ی
تصدیق امر این داشتند را وی با کار افتخار ما میان از که آن�هایͬ است. انͺار غیرقابل ایران ریاضیات بر شهشهانͬ بسزای تاثیر
بسیار آن�های برای شهشهانͬ که ایرانͬ ریاضیدانان بعدی نسل ندهید: قرار معیار موضوع این برای را من امثال حرف اما مͬ�کنند.

کرد. خواهند متقاعد را شما است کرده هم شخصͬ فداکاری�های
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جبری هندسه�ی در آبل میراث
احمدیان حمید

ژوئن در آبل١ ͷهنری نیلز ͬͽسال ٢٠٠ تولد مناسبت به که است کنفرانسͬ براساس که است [١] از بخشͬ ترجمه�ی مقاله این
است. شده برگزار اسلو٢ در ٢٠٠٢ سال

آبل قضیه�ی منشا ١

شͺل به که بود جبری توابع انتͽرال محاسبه�ی ریاضیدانان علایق بزرگترین از ͬͺی آن از قبل و آبل دوران ∫در
y(x)dx (١)

معادله�ی در که است تابعͬ y(x) آن در که است
f(x, y(x)) = ۰ (٢)

مسئله این بعد مدت�ها تا چند هر است. مختلط ضرایب با تحویل�ناپذیر چندجمله�ای ͷی f(x, y) ∈ C[x, y] که مͬ�کند صدق
انتͽرال�گیری مسیر ͷی همراه به ٢ معادله�ی جواب�های از مناسب شاخه�ی ͷی انتخاب با که مͬ�رسد نظر به اما نشد، صورت�بندی
است. خوش�تعریف ١ انتͽرال - داریم مͺرر ریشه�های نقاط این در که دلیل این به - نمͬ�گذرد شاخه�ای٣ نقاط از که x صفحه�ی در

با را C۲ در F ۰ جبری خم مͬ�توان عبارتͬ به
f(x, y) = ۰

تحدید از که را ω گویای دیفرانسیل فرم ،F ۰ روی و کرد تعریف
ω = ydx

باشد مͬ�شود، داده P۱ ×P۱ یا P۲ تصویری صفحه�ی با که C۲؛ فشرده�سازی در F ۰ بستار F اگر گرفت. نظر در آمده، بدست آن به
صورت به ١ انتͽرال بنابراین و باشد ω قطب�های و F ͬͽینͺت نقاط از خارج که گرفت طوری را γ خم F روی ∫مͬ�توان

γ

ω (٣)

مͬ�شود. تعریف
کلͬ�تر حالت به علاقه زمان، آن ریاضیدانان بین در واقع ∫در

r(x, y(x))dx (۴)

است، ٣ صورت همان به ۴ انتͽرال مجرد تعریف آمد. بالا در که است همان y(x) و است y و x از گویا تابعͬ r(x, y) که بود
است.) F بر ͷمرومورفی ١-فرم ͷی ω مͬ�آید.( بدست F به r(x, y)dx گویای دیفرانسیل ١-فرم تحدید از ω اینجا که

١Neils Henrik Abel
٢Oslo
٣branch point

٧



صفحه در خم ͷی گویای نمایش :١ شͺل

بود: ابربیضوی۴ انتͽرال�های زمینه، این در خاص علایق از ͬͺی∫
p(x)dx√
q(x)

(۵)

و هستند چندجمله�ای q(x) و p(x) که
q(x) = xn + q۱x

n−۱ + · · ·+ qn

توابع برحسب انتͽرال�ها این که مͬ�دانستند خوبͬ به آبل معاصران ،n = ۱, ۲ حالت در است. متمایز ریشه�های با n درجه�ی از
هر که است این بود، شده شناخته عصر آن در هم آن که امر این هندسͬ دلیل هستند. بیان قابل - لͽاریتمͬ و مثلثاتͬ - ابتدای۵ͬ

انتͽرال ،۵ رابطه�ی در y(t) و x(t) گویای توابع دادن قرار کرد. پرمایش ١ شͺل مانند گویا صورت به مͬ�توان را مسطح ∫خم
r(t)dt

به r(t) تجزیه�ی ͷکم به مͬ�توان را انتͽرال این آنͽاه و چندجمله�ای) دو گویاست(نسبت تابعͬ r(t) آن در که مͬ�دهد بدست را
کرد. محاسبه جزئͬ کسرهای

کارهای جریان در حالت این از مهمͬ بخش که داشت وجود n = ۳, حالت۴ در ۵ ابربیضوی انتͽرال�های به ویژه�ای علاقه�ی
بیضوی٨» «انتͽرال�های را انتͽرال�ها از دسته این کرد، خواهیم بیان اکنون که دلیلͬ به شد. شناخته دیͽران و لژاندر٧ اویلر۶

انتͽرال با شده داده مثلثاتͬ توابع به دایره از کمانͬ طول محاسبه�ی روند در که همان�گونه ∫مͬ�نامیدند؛ √
dx۲ + dy۲ =

∫
dx√
۱− x۲

, x۲ + y۲ = ۱ (۶)

دادن قرار با بنابراین بودند. توجه مورد بسیار مͬ�آمدند، بدست بیضͬ از کمانͬ طول محاسبه�ی جریان در که توابعͬ مͬ�کنیم، برخورد

t = arcsin(
x

a
)

بیضͬ محیط محاسبه�ی ∫انتͽرال √
dx۲ + dy۲ ,

x۲

a۲
+
y۲

b۲
= ۱

مͬ�شود: تبدیل زیر بیضوی انتͽرال به

a

∫ √
a۲ − k۲x۲

a۲ − x۲ , k۲ = (a۲ − b۲)/a۲ (٧)

صورت به را بیضͬ اینجا در واقع است.(در لژاندر فرم به که
(x(t), y(t)) = (a sin t, b cos t)

۴hyperelliptic integrals
۵elementary function
۶Euler
٧Legendre
٨elliptic integrals
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کرده�ایم.) پرمایش
صدق خاصͬ قضایای یا تابعͬ معادلات در مͬ�شد تصور که بودند آن�هایͬ ،۴ انتͽرال�های از توجه مورد بسیار دسته�ی ͷی
sin(۲θ) برای فرمول�هایͬ دهیم، قرار ۶ معادله�ی در را دایره روی خم ͷی طول برابر دو هندسه، ͷکم به اگر مثال برای مͬ�کنند.
فرمول�هایͬ نیز ... و sin(θ + θ′) کلͬ�تر حالت برای مͬ�توان حتͬ مͬ�آید. بدست cos θ و sin θ از ترکیبͬ صورت به cos(۲θ) و
ساخت برای روشͬ ایتالیایͬ فاگونو٩ی کانت هجدهم، قرن در مͬ�دهد. بدست ۶ انتͽرال مورد در قضایای اینها که آورد بدست
بیضوی انتͽرال برای قضایایͬ آمدن بدست باعث کار این داد. قرار ٧ معادله�ی در را آن و داد ارائه بیضͬ روی خم ͷی طول دوبرابر
اوایل و ١٨ قرن اواخر در که رسید فوق انتͽرال�های مورد در خاصͬ بسیار ویژگͬ�های به فوق تصور شد اشاره که همان�طور شد. ٧

بودند. مطالعه مورد ١٩ قرن

آن نتایج برخͬ و آبل قضیه�ی ٢

دارد: وجود اصلͬ ایده�ی دو جبری توابع انتͽرال روی آبل کارهای در

آبل١٠ͬ جمع •

١١ͬͽوارون •

ایده�ها این توضیح به بخش این در یابد. دست انتͽرال�ها برای تابع١٢ͬ معادلات کلͬ بسیار فرم به توانست آبل ایده، دو این ͷکم به
مͬ�پردازیم.

متعال١٣ͬ به�شدت توابعͬ آنͺه دلیل به که ۴ و ١ انتͽرال�های مͬ�شود؛ نامیده آبلͬ جمع امروزه که مͬ�پردازیم چیزی بررسͬ به ابتدا
نسبت انتͽرال�های مجموع گرفتن نظر در آبل ایده�ی است.١۵ دشوار آن�ها مستقیم مطالعه�ی هستند، انتͽرال�گیری١۴ بالای حد از
به که هستند Gt = {g(x, y, t) = ۰} خم�های خانواده�ی با F = {f(x, y) = ۰} اشتراک که بود متغیری نقاط به شده داده

اینͺه فرض با بنابراین وابسته�اند. t به گویا طور
F ∩Gt =

∑
i

(xi(t), yi(t))

دستͽاه }جواب
f(x, y) = ۰
g(x, y, t) = ۰

تعریف زیر صورت به ۴ به شده داده نسبت آبلͬ جمع شده، نوشته جمعͬ طور به جبری١۶ دورهای نمادگذاری همانند که باشد؛
مͬ�شود:

u(t) =
∑
i

∫ xi(t)

x۰

r(x, y(x))dx (٨)

٩Count Fagnano
١٠abelian sums
١١inversion
١٢functional equations
١٣highly transcendental functions
١۴upper limit of integration

طوری�که: به داد R,Fنشان چندجمله�ای�های وجود کرد منتشر ١٨٢۶ سال در که مقاله�ای در آبل دارد. بیشتری تفسیر به نیاز متعالͬ به�شدت تابع�های ∫١۵عبارت
Fd
√
R

= ln
(P +

√
RQ

P −
√
RQ

)

درجه�ی از چندجمله�ای ͷی F و هم از مجزا ریشه�های با ۲n درجه�ی چندجمله�ای ͷی R اینجا در مͬ�باشند. اول هم به نسبت چندجمله�ای دو P,Q و دارد جواب
ساده توابع از مجموعͬ صورت به را آن مͬ�توان ولͬ است متعالͬ انتͽرال که است استثنا ͷی این است. سوم نوع دیفرانسیل انتͽرال، زیر تابع بنابراین است، n− ۱

نوشت.
١۶algebraic cycles

٩



( i ) :٢ شͺل

( ii ) :٣ شͺل

چیست؟ عبارتͬ چنین از منظور که مͬ�دهیم شرح تفصیل به زیر در
شود. گرفته نظر در خط�ها از خانواده�ای Gt ٣ و ٢ شͺل�های همانند که است حالتͬ مهم بسیار مثال ͷی

مͬ�شوند: زیر فرم به ترتیب به ۴ انتͽرال�های ،ω = dx/y دیفرانسیل ١-فرم گرفتن نظر در با حالت هردو }در
(i)

∫
dx√
۱−x۲

(ii)
∫

dx√
x۳+ax+b

(٩)

مͬ�کند. بیان مقدماتͬ توابع حسب بر را آبلͬ جمع آبل قضیه�ی متعالͬ�اند، شدت به آبلͬ جمع جملات کلͬ حالت در هرچند

شͺل به مͬ�توان را ٨ آبلͬ جمع .١ قضیه
u(t) = r(t) +

∑
λ

aλ log (t− tλ) (١٠)

است. t از گویا تابع ͷی r(t) آن در که نوشت

مͬ�آوریم: قضیه این برای را آبل اثبات�های از ͬͺی ادامه در

صورت به گویایͬ تابع شد، خواهد روشن زودی به که دلایلͬ بنابر اثبات.
q(x, y) = r(x, y)fy(x, y)

دیفرانسیل فرم تحدید انتͽرالده ،٨ آبلͬ جمع در شده ظاهر انتͽرال�های در بنابراین مͬ�کنیم. تعریف
q(x, y)dx

fy(x, y)

داریم: محاسبه با بنابراین شد. تعریف قبلا که است F جبری خم به

u′(t) =
∑
i

q(xi(t), yi(t))x
′
i(t)

fy(xi(t), yi(t))

}از
f(xi(t), yi(t)) = ۰
g(xi(t), yi(t), t) = ۰

داریم: x′i(t) یافتن برای حاصل مجهول دو و معادله دو دستͽاه حل و t به نسبت تساوی دو این از مشتق�گیری با

x′i(t) =
( gtfy
fxgy − fygx

)
(xi(t), yi(t))

١٠



که: طوری به
u′(t) =

∑
i

s(xi(t), yi(t)) (١١)

توسط که گویاست تابع ͷی s(x, y) این�جا در که
s(x, y) =

( qgt
fxgy − fygx

)
(x, y)

و f(x, y) = ۰ ترتیب به معادلات با که Gt و F خم دو که است فرض این نتیجه�ی بالا گویای تابع در مخرج شدن (ناصفر
که حالͬ در مͬ�شود نامتناهͬ F ∩ Gt صورت این غیر در که چرا ندارند. مشترکͬ مولفه�ی هیچ مͬ�شدند، داده g(x, y, t) = ۰
گویا تابع ͷی ١١ عبارت راست طرف که کرد مشاهده آبل است.) (xi(t), yi(t)) نقطه�ی متناهͬ از متشͺل بودیم کرده فرض ما
از انتͽرال�گیری است. P۱ بر ت�ͷمقداری١٨ ١٧ͷمرومورفی تابع ͷی u′(t) که چرا است واضح مختلط آنالیز دیدگاه از - است t از

مͬ�دهد. را موردنظر نتیجه�ی u′(t) بسط

فرمول شد موفق مبحث، این خاص حالات بررسͬ مورد در نوشته�هایش دیͽر در همچنین و Paris memoir’e مقاله�ی در آبل
برای آورد. بدست ١ قضیه�ی در u(t) فرمول راست سمت در شده ظاهر جملات برای نتیجه در و ١١ راست سمت برای صریحͬ

مͬ�دهد. u′(t) برای صریح فرمولͬ لاگرانژ١٩ درون�یابͬ هستند، خط ،Gt خم�های وقتͬ مثال
است آبل دوم ایده�ی براساس انتͽرال�ها این دوی هر مͬ�دهیم. نشان ٩ عبارت در انتͽرال دو برای آبل قضیه�ی کاربرد اینجا در
F خم روی y(u) و x(u)مختصات تعریف از است عبارت که مͬ�گویند ۴ انتͽرال کردن» «معͺوس آن به و شد مطرح بالا در که

مͬ�کند: برآورده را زیر معادله�ی u آن در که u متغیر از ت�ͷمقداره تابع�های عنوان به

u =

∫ (x(u),y(u))

(x۰,y۰)

ω (١٢)

داریم: وضوح به ،٩ در (i) انتͽرال در مثال برای است. F خم به r(x, y)dx دیفرانسیل ١-فرم تحدید ω اینجا در و

u =

∫ (sinu,cosu)

(۰,۱)
ω

رسید: زیر رابطه�ی به و کرد محاسبه لاگرانژ درون�یابͬ فرمول با مͬ�توان را ١٠ راست ∫طرف x۱

۰

dx√
۱− x۲

+

∫ x۲

۰

dx√
۱− x۲

=

∫ x۱y۲+x۲y۱

۰

dx√
۱− x۲

sin(α + β) = آشنای فرمول طرف، دو به sin اعمال با که چرا مͬ�شناسیم. sin تابع برای جمع فرمول عنوان به را آن که
.sinβ = x۲ و sinα = x۱ آن: در که مͬ�آید بدست sinα cosβ + cosα sinβ

انتͽرال�های از توجه�ای Parisکلاسقابل memoir’e مقاله�ی در قبلا آبل که شد متذکر باید ،٩ در دوم انتͽرال به پرداختن از قبل
مقدار ͷی ١٠ راست طرف که بود این انتͽرال�ها این برای لازم شرط ساخت. مطرح مͬ�نامیم، اول نوع انتͽرال�های اکنون که را ۴
انتͽرال�های صریح طور به آبل باشد. انتͽرال�گیری بالای حد از کراندار تابعͬ موضعͬ صورت به ۴ آبل انتͽرال معادلا، - باشد ثابت

ابربیضوی٢٠ ریمانͬ رویه�های نمونه برای آورد. بدست متعددی مثال�های برای را اول نوع
y۲ = p(x)

از: عبارتند اول٢١ نوع انتͽرال�های که داد نشان آبل است، مجزا ریشه�های با n+ ۱ درجه�ی از چندجمله�ای ͷی p(x) آن در }که
ω = g(x)dx

y

deg g(x) ≤
[
n
۲

]
١٧meromorphic
١٨single-valued
١٩Lagrange interpolation formula
٢٠hyperelliptic curves

اول» «نوع را آن باشد، هولومورف مذکور ١-فرم اگر مͬ�شود. نامیده آبلͬ دیفرانسیل ͷی ریمانͬ، رویه�ی ͷی بر ͷمرومورفی ١-فرم هر ، مدرن�تر زبان ٢١در

سوم». «نوع صورت این غیر در و مͬ�نامند دوم» «نوع را آن باشد صفر قطب�هایش تمامͬ در آن مانده�ی اگر مͬ�نامند،

١١



مͬ�شود. اول نوع انتͽرال ٩ در (ii) عبارت هستند، متمایز x۳ + ax+ b سوم درجه چندجمله�ای ریشه�های اینͺه فرض با ویژه به
نوشت: زیر صورت به مͬ�توان مͬ�کنند، قطع را y۲ = x۳+ax+ b سوم درجه خم که خط�ها از خانواده�ای برای را آبل قضیه�ی پس

u۱ + u۲ + u۳ = c (١٣)

انتͽرال سه ٨ در u(t) تعریف در لذا و مͬ�کنند قطع نقطه ٣ در تͺرر حساب با را سوم درجه�ی خم خط�ها آنͺه ضروری توضیح
١-فرم ͷی دقیق�تر عبارت (به اول نوع دیفرانسیل ͷی dx√

x۳+ax+b
آنͺه دلیل به ١ قضیه�ی راست سمت علاوه به و مͬ�شود ظاهر

ͷی c ،١٣ در باشد. ثابت باید است، مͬ�شود) داده مذکور صورت به آن آفین معادله�ی در که P۲ در تصویری�ای خم بر هولومورف
و است ثابت عدد

u =

∫ (x(u),y(u))

(x۰,y۰)

dx

y
(١۴)

مͬ�آید: بدست ،١۴ از گرفتن مشتق با شد. خواهد برقرار ١۴ و ١٣ در i = ۱, ۲, ۳ برای ui دادن قرار با و

۱ =
x′(u)

y(u)

طوری�که به
x′(u) = y(u) (١۵)

تصویری خم تقاطع در که [۰, ۱, ۰] نقطه�ی انتخاب ویژه (به (x۰, y۰)مناسب انتخاب با
F = {[X,Y, Z] ∈ P۲ | Y ۲Z = X۳ + aXZ۲ + bZ۳}

داشت خواهیم ،( دارد« قرار بͬ�نهایت در «خط }با
c = ۰
x(−u) = x(u)

مͬ�شود تبدیل بیضوی انتͽرال�های برای قضیه�ها مشهورترین از ͬͺی به ١٣ ترتیب این به و
x(u۱ + u۲) = R(x(u۱), x

′(u۱), x(u۲), x
′(u۲)) (١۶)

نقطه�ی دو مختصات از گویا تابع ͷی عنوان به را F با خط ͷی اشتراک از سوم نقطه�ی xمختصات که گویاست تابع ͷی R که
مͬ�کند. بیان دیͽر

دیفرانسیل معادله�ی و ١۶ تابعͬ معادله�ی بالا بحث و است P-وایرشتراس٢٢ معروف تابع x(u) البته
x′(u)۲ = x(u)۳ + ax(u) + b

دیدیم: ١۵ در که همان�گونه و بود y۲ = x۳ + ax + b خم از نقطه�ای (x(u), y(u)) که چرا مͬ�شود. برآورده P تابع توسط
مͬ�دهیم. ادامه بیشتری تفصیل با را بالا بحث نͺته دو ذکر با اینجا در .x′(u) = y(u)

انتͽرال تعریف برای این�که ∫اول
dx√

x۳ + ax+ b
(١٧)

که دوم شͺاف همچنین و مͬ�کند وصل هم به را x۳ + ax + b ریشه�ی دو که برید شͺافͬ امتداد در را x صفحه�ی مͬ�توان
تابع صورت این در .۴ شͺل مͬ�کند، وصل x = ∞ به را آن P۱ در واقع در و مͬ�شود خارج سوم ریشه�ی از که است نیم�خطͬ
تعریف قابل مقداره ͷت طور به مͬ�ماند، جای بر برش�ها این از پس که x صفحه�ی از بازی زیرمجموعه�ی روی

√
x۳ + ax+ b

٢٢

Weierstrass P-function
نقاط در تنها که است Γ شبͺه�ی به نسبت وتناوبͬ C بر ͷمرومورفی تابعͬ Γ به وابسته P-وایرشتراس تابع صورت این در باشد. C در شبͺه ͷی Γ فرضکنید

است: زیر صورت به آن ضابطه�ی و دارد قطب Γ

Pr(z) =
۱
z۲ +

∑
ω∈Γ−{۰}

( ۱
(z − ω)۲

−
۱
ω۲

)

١٢



x صفحه�ی برش :۴ شͺل

F ͷتوپولوژی تصویر :۵ شͺل

Y ۲Z = X۳+aXZ۲+bZ۳ همͽن معادله�ی با لذا و بود y۲ = x۳+ax+bسازی فشرده (که F تصویری خم مͬ�توان و است
P۱ که چرا شاخه�دار لایه�ی دو پوشش (البته لایه٢٣» دو «پوشش ͷی عنوان به (x, y) 7→ x نͽاشت طریق از را مͬ�شود.) داده
این از نسخه دو چسباندن هم به از دید، این با که گرفت نظر در (P۱ همان ∞(یعنͬ انضمام به x صفحه�ی از است.) ساده همبند
فشرده�ی ریمان٢۴ͬ رویه�ی همان F واقع در مͬ�برد. دیͽر لایه�ی به را ما شͺاف�ها از عبور و مͬ�آید بدست شͺاف�دار صفحه�های
چنبره٢۵ همان ͷتوپولوژی نظر از F مͬ�شود، دیده ۵ شͺل در که همان�گونه است.

√
x۳ + ax+ b جبری تابع به شده داده نسبت

است. آشنا ی
به نسبت انتͽرال�گیری مسیر انتخاب مͬ�شود. تفسیر ریمانͬ رویه�ی روی خم راستای در انتͽرال عنوان به ،١٧ انتͽرال حال
مͬ�شود نتیجه ١۴ از علͬ�الخصوص است. خوش�تعریف اند.) ۵ شͺل در مشخصشده بسته�ی خم�های (که δ۲ و δ۱ خطͬ ترکیب

}که:
x(u+ λi) = x(u)

y(u+ λi) = y(u)
(١٨)

که
λi =

∮
δi

dx

y

آشنای پرمایش باشد. مختلط صفحه�ی در λ۲ و λ۱ توسط شده تولید شبͺه�ی٢۶ Λ کنید فرض حال هستند. dx
y تناوب�های

.. u. (x(u), x′(u)).

C/Λ

.

F

..

∈

(١٩)

طریق از را C/Λ فشرده�ی ریمانͬ رویه�ی مͬ�توان که (مͬ�دانیم داریم. را آن مشتق و وایرشتراس تابع توسط C/Λ بیضوی خم از
است.) Λ شبͺه�ی متناظر وایرشتراس تابع P آن در که نشاند P۲ در x 7→ [۱,P(x),P ′(x)]اشتͽن

٢٣2-sheeted covering
٢۴Riemann surface
٢۵torus
٢۶lattice

١٣



آبل قضیه�ی اثبات دیاگرام :۶ شͺل

اعمال از که توابعͬ�اند آن�ها مͬ�دهد: بدست را بیضوی توابع اساسͬ ویژگͬ کلͬ حالت در آبل ،Paris memoir’e مقاله�ی در
دارند. انتͽرالͬ چنین که مͬ�آیند بدست ریمانͬ رویه�های بر اول نوع انتͽرال به ͬͽوارون

در حساب٢٨ͬ گونه�های (یا است F جبری خم گونه٢٧ی برای تعریف ͷی اول نوع انتͽرال�های فضای بعد که مͬ�کنیم یادآوری
و ریمان٣١ ژاکوب٣٠ͬ، توسط دلخواه گونه�ی از خم�های به شد آغاز آبل توسط که بالا مباحث گسترش است). تͺین٢٩ F که حالتͬ

شد. انجام نوزدهم قرن ریاضیدانان دیͽر
١۵ که شوند تعریف گونه�ای به موضعͬ صورت به مͬ�توانند ،١۴ معادله�ی در y(u) و x(u) تابع�های که است این دوم نͺته�ی
x(u)گسترش برای مͬ�تواند تابعͬ معادله�ی این حالت این در اما باشد. برقرار تعریف دامنه�ی در ،١۶ تابعͬ معادله�ی و شود حفظ
مͬ�توان ١۶ ͷکم به صورت این در باشد، شده تعریف | u |< ϵ برای x(u) اگر رود. کار به ͷمرومورفی توابعͬ به y(u) و
مسئله این کنیم. تعریف | u |< ۲ϵ, | u |< ۳ϵ, . . . برای را x(u) و دهیم ادامه مͬ�توانیم ترتیب همین به و کرد تعریف را x(۲u)
محسوب آبل قضیه�ی اصلͬ نتایج از شود استفاده کلͬ حالت به موضعͬ Ͱش ͷی گستردن برای است ممͺن تابعͬ معادله�ی ͷی که

شد. خواهد بحث آن مورد در زیر در که مͬ�شود
مͬ�کنیم: بیان را جبری هندسه�ی در آبل قضیه�ی مستقیم نتیجه�ی دو بخش این انتهای در

هاج٣٢ نظریه�ی مقدماتͬ نتایج الف)
تطابق٣٣ از استفاده ب)

ناوردای ͷی عنوان به مͬ�شود، Hنامیده ۰(Ω۱
F هلومورف( ١-فرم�های فضای امروزه که را چیزی آبل که است این الف از منظور

به مͬ�تواند که اقدامͬ کرد، محاسبه را h۰(Ω۱
F ) = dimH ۰(Ω۱

F ) مثال�ها از تعدادی در او کرد. شناسایͬ جبری خم ͷی بنیادی
دقیق�تر تعبیر شود. محاسبه حسابͬ گونه�ی شاخص جبری-هندسͬ ناوردای عنوان به h۰(Ω۱

F ) شناسایͬ برای گام نخستین عنوان
پذیرفت. انجام ریمان توسط - است هاج نظریه�ی حقیقͬ شروع که - اول بت٣۴ͬ عدد نصف عنوان به h۰(Ω۱

F )

که کرد. خلاصه ۶ شͺل دیاگرام توسط مͬ�توان را شد ارائه آبل قضیه�ی اثبات عنوان به بالا در که چیز ب، مورد در
I = {(x, y, t) : f(x, y) = g(x, y, t) = ۰}

تابع و است، تطابق وقوع عنوان به

ω → d
(∑

i

∫ xi(t)

x۰

ω
)
تریس٣۵ نͽاشت مدرن، نمادگذاری در که اثبات، در

ω → (π۲)∗(π
∗
۱ ω)

مͬ�برد. P۱ روی گویا ١-فرمͬ به را F روی گویای ١-فرم که است،
٢٧genus
٢٨arithemetic genus
٢٩singular
٣٠Jacobi
٣١Riemann
٣٢Hodge theory
٣٣correspondence
٣۴Betti number
٣۵trace
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قدردانͬ و تشͺر
کردند. همراهͬ را ما مقاله این ویرایش در که فیˀلم خشایار آقای و ،[١] معرفͬ برای بحرینͬ علیرضا دکتر بزرگوار، استاد از تشͺر با

مراجع

[1] Phillip Griffiths, The Lagacy of Abel in Algebraic Geometry.
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آبلͬ دیفرانسیل�های
طاهری ابوالفضل ترجمه�ی

چͺیده

توابع مثلا عنوان (به مͬ�باشد آن�ها تحلیلͬ خصوصیات تعیین با فشرده ریمان رویه�های روی توابع ساخت ما اصلͬ هدف
دیفرانسیل�های توصیف با کنیم. صحبت مساله این مورد در مͬ�خواهیم اینجا در شده). مشخص تͺین نقاط با ͷمرومورفی
مͬ�شود. محسوب نیز توابع ساخت و بررسͬ برای بنیادی ابزار و است کلͬ توابع بررسͬ از ساده�تر که مͬ�کنیم شروع ͷمرومورفی

مͬ�بینیم. را آن نتایج از برخͬ و داد، انجام انتͽرال�ها برخͬ حل برای آبل که کارهایͬ جبری»، هندسه�ی در آبل «میراث مقاله�ی در
مͬ�شویم. آشنا آبلͬ انتͽرال�های و آبلͬ فرم�های مدرن صورت با است، [١] از ۴ فصل ترجمه�ی که مقاله این در

انتͽرال فرمول�های و دیفرانسیل فرم�های ١

مͬ�کنیم. بیان مختلط نمادگذاری از استفاده با را ٢-بعدی هموار منیفلدهای روی انتͽرال نظریه�ی مقدمات ابتدا
و باشد منیفلد ͷیR کنید فرض

z : U ⊂ R → V ⊂ C

مͬ�شود: تعریف ،U ∩ Ũ = ∅ با نقشه نͽاشت دو برای z̃(z, z̄) مختصات٢ تغییر نͽاشت باشد. نقشه١ نͽاشت ͷی
z̃oz−۱ : z(U ∩ Ũ) → z̃(U ∩ Ũ)

است. هموار z̃ و z بودن هموار فرض با نͽاشت این
که: طوری به دهیم، اختصاص را s(z, z̄) و q(z, z̄) ،p(z, z̄) ،f(z, z̄) مختلط مقدار Rتوابع روی نقشه هر برای اگر

f = f(z, z̄) (١)

ω = p(z, z̄)dz + q(z, z̄)dz̄ (٢)

S = s(z, z̄)dz ∧ dz̄ (٣)

است. R روی ٢-فرم ͷی S و (١-فرم) دیفرانسیل ω (٠-فرم)، تابع ͷی f صورت این در باشند، ثابت مختصات تغییر تحت
داریم:

dz = dx+ idy , dz̄ = dx− idy

زیر شͺل به ٢-فرم ͷی ،ω۱, ω۲ ١-فرم دو خارجͬ ضرب نوشت. x, y حقیقͬ مختصات حسب بر را S و ω مͬ�توان بنابراین
مͬ�دهد:

ω۱ ∧ ω۲ = (p۱q۲ − p۲q۱)dz ∧ dz̄

١Local parameter
٢Transition function
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دهیم قرار اگر
ω(۱,۰) = p(z, z̄)dz, ω(۰,۱) = q(z, z̄)dz̄

R روی سرتاسری دیفرانسیل�ها بنابراین و هستند ͷهلومورفی موضعͬ مختصات انتخاب از مستقل ω(۱,۰), ω(۰,۱) صورت این در
ω = pdz شͺل به موضعͬ صورت به اگر تنها و اگر مͬ�گوییم ((۰, ۱) نوع از (معادلا (۱, ۰) نوع از را ω ١-فرم مͬ�شوند. تعریف
ω(۱,۰) زیرفضاهای مستقیم جمع وضوح به دیفرانسیل�ها است.فضای ثابت آن ((۱, ۰)) (۰, بخش(۱ عبارتͬ به باشد. (ω = qdz̄)

است. ω(۰,۱) و
کنیم: تعریف را انتͽرال مͬ�توانیم حال

α{Pα}؛ Rمانند نقاط از متناهͬ مجموعه�ای ٠-زنجیرها، روی ٠-فرم�ها انتͽرال .١∑
α

f(Pα)

آن�ها)؛ از متناهͬ اجتماع و جهت�پذیر هموار خم�های (مسیرها، ١-زنجیرها روی ١-فرم�ها انتͽرال .٢∫
γ

ω

دامنه�ها؛ از متناهͬ اجتماع ٢-زنجیرها، روی ٢-فرم�ها انتͽرال .٣∫
D

S

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به انتͽرال�ها باشند، مختصاتͬ ͷدیس ͷی Dدرون ⊂ U و γ : [۰, ۱] → U ∫اگر
γ

ω =

∫ ۱

۰
(p(z(γ(t)), z(γ(t)))

dz(γ)

dt
+ q(z(γ(t)), z(γ(t)))

dz(γ)

dt
)dt∫

D

S =

∫
D

s(z, z̄)dz ∧ dz̄

است. تعریف خوش فوق انتͽرال�های مختصات، تغییر تحت فرم�ها بودن ثابت به توجه با
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به و مͬ�برد k-فرم + ۱ ͷی به را k-فرم ͷی ،d دیفرانسیل عملͽر

df = fzdz + fz̄dz̄ (۴)

dω = (qz − pz̄)dz ∧ dz̄ (۵)

dS = ۰ (۶)

اگر مͬ�گوییم بسته را آن و ،ω = df یعنͬ باشد k-فرم − ۱ ͷی دیفرانسیل صورت به اگر مͬ�گوییم دقیق را ω k-فرم .١ تعریف
.dω = ۰

استوکس قضیه�ی در dخصوصیات مهمترین از ͬͺی است. بسته فرم�های زیرمجموعه�ی دقیق فرم�های بنابراین ،d۲ = ۰ داریم
مͬ�شود. مطرح

ω دیفرانسیل فرم هر برای صورت این در باشد. ∂D هموار قطعه�ای مرز با ٢-زنجیر ͷیD کنید فرض (استوکس٣) .٢ قضیه
∫داریم:

D

dω =

∫
∂D

ω

مͬ�کند. وصل Q به را P که باشد خمͬ γPQ کنید فرض است. مطرح ١-فرم�ها در استوکس قضیه�ی مهم کاربردهای از ͬͺی
است؟ انتͽرال�گیری مسیر از مستقل و است وابسته Q و P نقاط به تنها

∫
γPQ

ω موقع چه

٣Stokes

١٧



باشیم: داشته γ̃ و γ متجانس۴، خم دو هر برای اگر وتنها اگر است بسته ω دیفرانسیل فرم .٣ ∫نتیجه
γ

ω =

∫
γ̃

ω

داریم: بنابراین Dاست. مانند دامنه�ای مرز γ̃ و γ متجانس فرم�های تفاضل ∫اثبات.
γ

ω −
∫
γ̃

ω =

∫
∂D

ω =

∫
D

dω = ۰

مͬ�دهد. نتیجه را حͺم این و

Fg در نقطه�ای P۰ و باشد گونه۵ g با ریمانͬ رویه�ی از ساده همبند مدل Fg و باشد بسته دیفرانسیل فرم ω کنید فرض .۴ نتیجه
تابع صورت این در باشد.

f(P ) =

∫ P

P۰

ω , P ∈ Fg

است. خوش�تعریف Fg روی است، Fg در تمامͬ به انتͽرال�گیری مسیر که طوری به

دید: مͬ�توان سادگͬ به

d(

∫ P

P۰

ω) = ω(P )

زیر صورت به را ω تناوب�های باشد. بسته دیفرانسیل ͷی ω و باشد R روی همولوژی برای پایه ͷی γ۱, . . . , γn کنید فرض
مͬ�کنیم: تعریف

Λi =

∫
γi

ω

مͬ�دهد: نتیجه این و ،ni ∈ Z که
∑
niγi شͺل به خمͬ با است Rمتجانس روی γ بسته خم ∫هر

γ

ω =
∑

niΛi

برای فرمال پایه�ی و باشد گونه g با ریمانͬ رویه�ی R اگر خلاصه طور به مͬ�کنند. تولید را ω تناوب�های شبͺه�ی Λiها بنابراین
مͬ�کنیم: تعریف را زیر تناوب�های آن�ها با متناظر باشد، a۱, b۱, . . . , ag, bg آن همولوژی

Ai =

∫
ai

ω , B =

∫
bi

ω

پایه�ی ،i = ۱, . . . , g ،ai, bi و باشد گونه g با ریمانͬ رویه�ی ͷی R کنید فرض ریمان۶) دوخطͬ (تساوی .۵ قضیه
و باشند R روی بسته دیفرانسیل دو ω, ω′ کنید فرض باشد. آن ساده�ی همبند مدل Fg همچنین باشد، آن همولوژی برای فرمال

صورت این در باشد. آن�ها با متناظر تناوب�های Ai, Bi, A′
i, B

′
i∫

R
ω ∧ ω′ =

∫
∂Fg

ω′(P )

∫ P

P۰

ω =

g∑
j=۱

(AjB
′
j −A′

jBj) (٧)

دارد. قرار Fg در [P۰, P ] انتͽرال، مسیر و است Fg از نقطه�ای P۰ که

مرز با Fg ساده�ی همبند دامنه�ی تا دهید برش ،i = ۱, . . . , g ،ai, bi حلقه�های تمام امتداد در Rرا ریمانͬ رویه�ی اثبات.

∂Fg =

g∑
i=۱

ai + a−۱
i + bi + b−۱

i

۴Homological
۵genus
۶Riemann’s bilinear identity
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R ریمان رویه�ی از ساده همبند مدل :١ شͺل

ریمان دوخطͬ تساوی اثبات :٢ شͺل

مͬ�شود. حاصل ،۴ نتیجه�ی Dو = Fg با استوکس قضیه�ی از مستقیما (٧) تساوی اولین آید. بدست
a−۱
j و aj روی ترتیب به که P ′

j و Pj نقاط برای دارند. مخالف جهت اما Rمساوی�اند در Fg مرز روی a−۱
j و aj خم�های

داریم: هستند ͬͺیR در و هستند
ω′(Pj) = ω′(P ′

j)∫ Pj

P۰

ω −
∫ P ′

j

P۰

ω =

∫ Pj

P ′
j

ω = −Bj (٨)

داریم: Q′
j ∈ b−۱

j و Qj ∈ bj نقاط برای ترتیب همین به
ω′(Qj) = ω′(Q′

j)∫ Qj

P۰

ω −
∫ Q′

j

P۰

ω =

∫ Qj

Q′
j

ω = Aj (٩)

داریم: جایͽذاری ∫با
∂Fg

ω′(P )

∫ P

P۰

ω =

g∑
j=۱

(−Bj
∫
aj

ω′ +Aj

∫
bj

ω′) =

=

g∑
j=۱

(AjB
′
j −A′

jBj)

(٧) تساوی راست سمت که کرد بررسͬ مستقیما ،H۱(R,C) برای دلخواه فرمال پایه�ی ͷی برای قضیه اثبات برای نهایت در
است. ثابت مختصات تغییر نͽاشت�های تحت

١٩



سوم و دوم اول، نوع آبلͬ دیفرانسیل�های ٢

دیفرانسیل�های مͬ�توانیم و است ͷهلومورفی مختصات تغییر نͽاشت�های صورت این در باشد. ریمانͬ رویه�ی ͷیR کنید فرض
بͽیریم. نظر Rدر روی را خاصͬ

نقشه�ی هر برای اگر مͬ�گوییم اول) نوع آبلͬ دیفرانسیل فرم (یا ͷهلومورفی را R ریمانͬ رویه�ی روی ω دیفرانسیل .۶ تعریف
صورت به نمایش قابل موضعͬ،

ω = h(z)dz

مͬ�گوییم. ٧ͷپادهلومورفی را ω̄ دیفرانسیل است. ͷهلومورفی تابعͬ h(z) آن در که باشد

بسته�اند. ͷپادهلومورفی و ͷهلومورفی دیفرانسیل�های تعریف طبق
مͬ�خواهیم ادامه در مͬ�دهیم. نمایش H ۱(R,C) با مختلط برداری فضای ͷی عنوان به را ͷهلومورفی دیفرانسیل فرم�های

است؟ چͽونه فضا این بعد بدانیم

این دارای آن از Bj و Aj تناوب�های صورت این در باشد. R روی ناصفر ͷهلومورفی دیفرانسیل فرم ͷی ω کنید فرض .٧ لم
که: است خاصیت

Im(

g∑
j=۱

AjB̄j) < ۰

از استفاده با و مͬ�بریم کار به ω̄ و ω مورد در را ریمان دوخطͬ قضیه�ی حال .Āj , B̄j از عبارتند ω̄ تناوب�های اثبات.
iω ∧ ω̄ = i | h |۲ dz ∧ dz̄ = ۲ | h |۲ dx ∧ dy > ۰

مͬ�شود. نتیجه حͺم

یعنͬ باشد، صفر ω ͷهلومورفی دیفرانسیل a-تناوب�های تمام اگر .٨ ∫نتیجه
aj

ω = ۰, j = ۱, . . . , g

.ω ≡ ۰ صورت این در

.ω ≡ ۰ آنͽاه باشد، حقیقͬ ω ͷهلومورفی دیفرانسیل تناوب�های تمام اگر .٩ نتیجه

.dim(H ۱(R,C)) ≤ g .١٠ نتیجه

تمام که دارد وجود
∑g+۱
i=۱ αiωi شͺل به آن�ها از خطͬ ترکیب صورت این در باشند، ͷهلومورفی ω۱, . . . , ωg+۱ اگر اثبات.

داریم: ٨ نتیجه بنابر حال است. صفر آن a-تناوب�های
g+۱∑
i=۱

αiωi ≡ ۰

.dim(H ۱(R,C)) ≤ gپس خطͬ�اند. وابسته�ی ω۱, . . . , ωg+۱ بنابراین

داریم: یعنͬ آن، گونه�های تعداد با است برابر فشرده ریمانͬ رویه�ی ͷی از ͷهلومورفی دیفرانسیل�های فضای بعد .١١ قضیه
dim(H ۱(R,C)) = g(R)

مͬ�توانیم معمولا باشد، شده توصیف Rمشخصا ریمانͬ رویه�ی که هنͽامͬ مͬ�آوریم. بعدی بخش�های در را قضیه این اثبات
کنیم. بیان صریحا آن برای را ͷهلومورفی دیفرانسیل�های از ω۱, . . . , ωg پایه�ی

٧anti-holomorphic

٢٠



دیفرانسیل�های .١٢ قضیه

ωj =
λj−۱dλ

µ
, j = ۱, . . . , g

ابربیضوی ریمانͬ رویه�ی برای ͷهلومورفی دیفرانسیل�های از پایه ͷی

µ۲ =

N∏
i=۱

(λ− λi) λi ̸= λj

.N = ۲g + ۲ یا N = ۲g + ۱ آن در که است

ͷهلومورفی دیفرانسیل�های از دوگان پایه�ی برایH۱(R,Z)باشند. فرمال پایه�های ،j = ۱, . . . , g ،aj , bj فرضکنید تعریف١٣.
وسیله�ی به که k = ۱, . . . , g ،ωk∫

aj

ωk = ۲πiδjk

مͬ�گوییم. فرمال مͬ�شود، نرمال

کنیم. صحبت نیز تͺین نقاط با دیفرانسیل�های مورد در مͬ�خواهیم بود، ͷهلومورفی دیفرانسیل�های مورد در بحث اینجا تا

شͺل به z : U → C موضعͬ نقشه�ی هر در اگر مͬ�گوییم آبلͬ دیفرانسیل یا ͷمرومورفی را Ω دیفرانسیل .١۴ تعریف
Ω = g(z)dz

مͬ�گویند. آبلͬ انتͽرال را ͷمرومورفی دیفرانسیل ͷی از
∫ P
P۰

Ω انتͽرال است. ͷمرومورفی تابعͬ g(z) که باشد

همچنین .z(P ) = ۰ و باشد P نقطه�ی در موضعͬ مختصات ͷی z کنید فرض

Ω =

∞∑
k=N(P )

gkz
kdz

هستند. Ω به وابسته تنها و ندارد ͬͽبست موضعͬ مختصات انتخاب به g−۱ و N(P ) اعداد باشد. P در Ω دیفرانسیل نمایش
را g−۱ ضریب مͬ�گوییم. P در Ω قطب� مرتبه�ی را −N(P ) باشد، منفͬ N(P ) اگر مͬ�گوییم. P نقطه�ی مرتبه�ی را N(P )

است: تعریف قابل نیز زیر شͺل به عدد این مͬ�نامیم. P در Ω باقیمانده�ی٨

resPΩ ≡ g−۱ =
۱

۲πi

∫
γ

Ω

است. مثبت جهت در P حول بسته ساده�ی خم ͷی γ که
یعنͬ ،Ω تͺین نقاط مجموعه S کنید فرض

S = {P ∈ R | N(P ) < ۰}

است. متناهͬ S باشد، Rفشرده اگر و است گسسته S مجموعه�ی باشد.

صورت این در Rباشد. فشرده�ی ریمانͬ رویه�ی روی آبلͬ دیفرانسیل ͷی Ω کنید فرض .١۵ ∑لم
Pj∈S

resPjΩ = ۰

است. Ω تͺین نقاط مجموعه�ی S که
٨Residue

٢١



داریم: resPjΩ با معادل انتͽرالͬ تعریف Rو از Fg ساده�ی همبند مدل از استفاده با ∑اثبات.
Pj∈S

resPjΩ =
۱

۲πi

∑
j

∫
γj

Ω =
۱

۲πi

∫
∂F

Ω = ۰

معادله و است ͷهلومورفیR\S روی Ω اینͺه از اینجا در

∂Fg =

g∑
i=۱

ai + a−۱
i + bi + b−۱

i

کردیم. استفاده

آن تͺین نقاط تمام باقͬ�مانده اگر مͬ�گوییم دوم نوع از آبلͬ دیفرانسیل را تͺین نقاط با ͷمرومورفی دیفرانسیل ͷی .١۶ تعریف
مͬ�گوییم. سوم نوع از آبلͬ دیفرانسیل را ناصفر باقͬ�مانده با ͷمرومورفی دیفرانسیل ͷی باشد. صفر

نقطه�ی در تنها که Ω
(N)
R دوم نوع دیفرانسیل مͬ�دهد. ما به را خاصͬ ͷمرومورفی دیفرانسیل�های انتخاب انͽیزه�ی ١۵ لم

دارد: زیر شͺل به تͺین نقطه�ی R ∈ R

Ω
(N)
R = (

۱
zN+۱ +O(۱))dz (١٠)

زیر شͺل به R,Q در تͺین نقطه�ی دو ΩRQ سوم نوع آبلͬ دیفرانسیل است. z(R) = ۰ با R در موضعͬ مختصات z آن در که
دارد:

resRΩRQ = −resQΩRQ = ۱

داریم: Rͷنزدی بنابراین

ΩRQ = (
۱
zR

+O(۱))dzR (١١)

داریم: Q ͬͺنزدی در و

ΩRQ = (− ۱
zQ

+O(۱))dzQ (١٢)

مͬ�شود: نتیجه معادل آبلͬ انتͽرال�های برای است. zR(R) = zQ(Q) = ۰ با Q و R در موضعͬ مختصات zQ, zR ∫که P

Ω
(N)
R = − ۱

NzN
+O(۱) P → R (١٣)∫ P

ΩRQ = log zR +O(۱) P → R (١۴)∫ P

ΩRQ = − log zQ +O(۱) P → Q (١۵)

مقداری ͷت Fg\[R,Q] روی ΩRQ سوم نوع آبلͬ انتͽرال است. مقداری٩ ͷت Fg روی دوم و اول نوع آبلͬ انتͽرال�های
است. Fg در واقع Q به R از برش [R,Q] آن در که است

است. z موضعͬ مختصات انتخاب به وابسته Ω(N)
R دوم نوع آبلͬ دیفرانسیل

سره خطͬ ترکیب واقع در کنیم. اضافه تͺین نقاط حفظ با ΩRQ و Ω
(N)
R به را اول نوع آبلͬ دیفرانسیل�های مͬ�توانیم

کنیم: نرمال زیر شͺل به مͬ�توانیم را
∑g
i=۱ αiωi∫

aj

Ω
(N)
R = ۰ ,

∫
aj

ΩRQ = ۰ , j = ۱, . . . , g (١۶)

صفر، a-تناوب�های تمام و (١٢) و (١١) ،(١٠) در شده تعریف تͺین نقاط با ΩRQ و Ω
(N)
R دیفرانسیل�های .١٧ تعریف

مͬ�نامیم. سوم و دوم نوع شده�ی نرمال آبلͬ دیفرانسیل ،(١۶) معادله�ی
٩Single-Valued

٢٢



z موضعͬ مختصات ،P,Q ∈ R نقاط ،a۱, b۱, . . . , ag, bg حلقه�های از استاندارد پایه�ی Rبا فشرده�ی ریمان رویه�ی .١٨ قضیه
وجود یͺتا صورت به ΩRQ سوم نوع و Ω(N)

R دوم نوع از نرمال آبلͬ دیفرانسیل صورت این در است. شده Nداده ∈ N Rو در
دارد.

دیفرانسیل دو ͷهلومورفی تفاضل است. ساده آن یͺتایͬ اثبات اما مͬ�کنیم ثابت بعدی بخش�های در را فرم�ها نوع این وجود
مͬ�دهد. نتیجه را یͺتایͬ این و است صفر دیفرانسیل بنابراین و است صفر a-تناوب�های دارای یͺسان، تͺین نقاط با نرمال

مͬ�توان را تناوب�ها تمام شود. نرمال متقارن�تر (١۶) به نسبت مͬ�تواند سوم و دوم نوع از آبلͬ دیفرانسیل�های ٩ نتیجه�ی به بنا
کرد: نرمال موهومͬ صورت به

Re

∫
γ

Ω = ۰, ∀γ ∈ H۱(R,Z)

Rاست. روی آبلͬ دیفرانسیل�های فضای برای پایه ͷی شده نرمال آبلͬ دیفرانسیل�های .١٩ نتیجه

ژاکوبͬ واریته آبلͬ. دیفرانسیل�های تناوب�های ٣

دوگان پایه�ی ،k = ۱, . . . , g ،ωk و باشد R همولوژی برای استاندارد پایه�ی j = ۱, . . . , g ،aj , bj کنید فرض .٢٠ تعریف
ماتریس Hباشد. ۱(R,C) برای متناظر

Bij =

∫
bi

ωj

متناوبRمͬ�گویند. ماتریس را

یعنͬ: است، منفͬ آن حقیقͬ بخش و است متقارن متناوب، ماتریس .٢١ قضیه
Bij = Bji

Re(Bα,α) < ۰, ∀α ∈ Rg\{۰}

جایͽذاری ریمان دوخطͬ قضیه�ی در را ω′ = ωj و ω = ωi نرمال، ͷهلومورفی دیفرانسیل�های اول، قسمت اثبات برای اثبات.
نتیجه ω =

∑
αkωk با ٧ لم دوم، قسمت برای مͬ�دهد. نتیجه را اول حͺم ،ωi ∧ ωj ≡= ۰ چپ، سمت بودن صفر کنید.

مͬ�دهد:

۰ > Im

g∑
j=۱

AjB̄j = Im(

g∑
j=۱

۲πiαj
g∑
k=۱

Bjkαk) = ۲πRe(Bα,α)

کنیم: بررسͬ را ͬͽوابست این ادامه در تا مͬ�کنیم استفاده زیر نمادگذاری از است. وابسته همولوژی پایه�ی به متناوب )ماتریس
ã

b̃

)
=

(
A B
C D

)(
a
b

)
,

(
A B
C D

)
∈ Sp(g,Z) (١٧)

هستند: ارتباط در زیر معادله�ی با (ã, b̃) و (a, b) همولوژی پایه�های با Rمتناظر ریمانͬ رویه�ی از B̃ Bو متناوب ماتریس .٢٢ لم

B̃ = ۲πi(DB + ۲πiC)(BB + ۲πiA)−۱

است. ١٠ͷسمپلیتی ماتریس ضرایب A,B,C,D آن در که
١٠Symplectic

٢٣



ستون�های باشد. ͷهلومورفی دیفرانسیل�های از (a, b) به نسبت دوگان استاندارد پایه�ی ω = (ω۱, . . . , ωg) کنید فرض اثبات.
داریم: مͬ�کنیم. برچسب�گذاری دورها با را آن سطرهای� و دیفرانسیل�ها با را ∫ماتریس

ã

ω = ۲πiA+ BB ,

∫
b̃

ω = ۲πiC+DB

مͬ�آید: بدست راست از ضرب توسط (ã, b̃) پایه�ی به نسبت Hدوگان ۱(R,C) فرمال پایه�ی
ω̃ = ۲πiω(۲πiA+ BB)−۱

مͬ�دهد: نتیجه این متناوب ماتریس برای

B̃ =

∫
B̃

ω̃ = (۲πiC+DB)۲πi(۲πiA+ BB)−۱

صورت به مͬ�توان را سوم و دوم نوع از شده نرمال آبلͬ دیفرانسیل فرم�های تناوب�های ریمان دوخطͬ تساوی از استفاده با
کرد. بیان شده نرمال ͷهلومورفی دیفرانسیل�های از بخش�هایͬ

موضعͬ مختصات z همچنین باشند. ١٧ تعریف در شده نرمال آبلͬ دیفرانسیل فرم�های ΩRQ و Ω(N)
R ،ωj کنید فرض .٢٣ لم
و باشد z(R) = ۰ با R در

ωj =
∞∑
k=۰

αk,jz
kdz P ∼ R (١٨)

با: است برابر ΩRQ و Ω(N)
R تناوب�های صورت این در باشد. R در نرمال ͷهلومورفی دیفرانسیل ∫نمایش

bj

Ω
(N)
R =

۱
N
αN−۱,j (١٩)

∫
bj

ΩRQ =

∫ Q

R

ωj (٢٠)

نمͬ�کند. قطع را b و a خم�های (١٩) در [R,Q] انتͽرال مسیر که

انتͽرال: حال .ω′ = ωj و ω = Ω
(N)
R دهید قرار ریمان دوخطͬ قضیه�ی در ∫اثبات.

∂Fg

ωj(P )

∫ P

Ω
(N)
R

است. R نقطه�ی در تͺین نقطه�ی ͷی با Fg روی ͷمرومورفی تابع ͷی انتͽرال زیر تابع است. محاسبه قابل باقیمانده�ها ͷکم به
داریم: (١٨) و (١٣) معادلات ضرب از

resRωj(P )

∫ P

Ω
(N)
R = − ۱

N
αN−۱,j

مشابه محاسبات با مͬ�دهد. نتیجه را (١٩) این که است غیرثابت A′
j = ۲πi شامل قسمت تنها ریمان تساوی راست سمت در

مͬ�شود: ثابت ω′ = ΩRQ و ω = ωj ∫برای
∂Fg

ΩRQ(P )

∫ P

P۰

ωj = ۲πi(
∫ R

P۰

−
∫ Q

P۰

ωj) = ۲πi
∫ R

Q

ωj = ۲πi
∫
bj

ΩRQ

دارند. فشرده ریمان رویه�های روی توابع مطالعه در اساسͬ نقش که مͬ�کنیم معرفͬ را نمادگذاری دو بخش این انتهای در
شͺل به شبͺه ͷی Λ کنید فرض

Λ = {۲πiN +BM, N,M ∈ Zg}

اگر مͬ�گوییم هم�ارز را Cg نقطه�ی دو مͬ�کند. تعریف Cg روی هم�ارزی ͷی شبͺه این باشد. R تناوب�های توسط شده تولید
باشد. Λ از عضو ͷی معادل تفاوتشان

٢۴



مختلط١١ چنبره�ی .٢۴ تعریف
Jac(R) = Cg/Λ

Rمͬ�گویند. از (ژاکوبین١٣) ژاکوب١٢ͬ واریته�ی را

نͽاشت .٢۵ تعریف

A : R → Jac(R), A(P ) =

∫ P

P۰

ω

مͬ�گویند. آبل١۴ نͽاشت را ،P۰ ∈ R و است ͷهلومورفی دیفرانسیل�های از فرمال پایه�ی ω = (ω۱, . . . , ωg) آن در که

وجودی قضایای اثبات و ͷهارمونی دیفرانسیل�های ۴
اندازه�ی به را مماس فضای مͬ�توانیم بنابراین است. خوش�تعریف ریمان رویه�های روی مماس بردارهای بین زاویه�ی که کنید توجه

مͬ�گویند. مزدوج١۵ عملͽر را دیفرانسیل�ها روی بر دوران این از شده القا نͽاشت دهیم. دوران π۲
ω = fdz + gdz̄ 7→ ∗ω = −ifdz + igdz̄

∗ω = −iω خاصیت با مͬ�توان را ((۰, ۱)) (۱, ۰) نوع دیفرانسیل�های مزدوج، عملͽر از استفاده با .∗∗ = −۱ وضوح به
کرد. مشخص (∗ω = iω)

داخلͬ ضرب با انتͽرال�پذیر١۶ مربعͬ دیفرانسیل�های از L۲(R)هیلبرت فضای باشد. ریمانͬ رویه�ی ͷیR کنید فرض

(ω۱, ω۲) =

∫
R
ω۱ ∧ ∗ω̄۲ (٢١)

داریم: ،z : U ⊂ R → V ⊂ C موضعͬ مختصات در بͽیرید. نظر در ∫را
U

ω۱ ∧ ∗ω̄۲ = ۲
∫
V

(f۱f̄۲ + g۱ḡ۲)dx ∧ dy

یعنͬ: مͬ�کند، تعریف هرمیت١٧ͬ داخلͬ ضرب ͷی (٢١) فرمول که مͬ�شود دیده سادگͬ به
(ω۲, ω۱) = (ω۱, ω۲)

(ω, ω) ≥ ۰ and (ω, ω) = ۰ ⇐⇒ ω = ۰

داریم: زیر صورت به را کودقیق١٨ و دقیق دیفرانسیل�های از E∗ و E زیرفضاهای
E = {df | f ∈ C∞

۰ (R)}

E∗ = {∗df | f ∈ C∞
۰ (R)}

E⊥, E∗⊥ عمود زیرفضای است. L۲(R) در بستار معنͬ به بار علامت و فشرده دامنه�ی با R روی هموار توابع فضای C∞
۰ که

کنید: تعریف و بͽیرید نظر در را
H := E⊥ ∩ E∗⊥

کنیم: بررسͬ کودقیق و دقیق ،C∞ دیفرانسیل�های برای است کافͬ عمودند. E∗ و E که باشید داشته توجه

(df, ∗dg) =
∫
R
df ∧ dḡ =

∫
R
ḡd(df) = ۰

١١Complex torus
١٢Jacobi variety
١٣Jacobian
١۴Abel map
١۵Conjugation Operator
١۶square integrable function
١٧Hermitian scalar product
١٨Co-exact
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L۲(R) متعامد تجزیه�ی :٣ شͺل

متعامد١٩ تجزیه�ی حال کردیم. استفاده d۲ = ۰ و فشرده دامنه�ی با توابع برای استوکس قضیه�ی از فوق معادله�ی برای که
L۲(R) = E ⊕ E∗ ⊕H

مͬ�شود. دیده ٣ شͺل در که داریم را
اگر مͬ�گوییم (کوبسته) بسته را α C-دیفرانسیل ۱ ͷی بͽیریم. نظر در را هموار دیفرانسیل�های باید زیرفضاها این تفسیر برای

.(d ∗ α = ۰) dα = ۰ اگر وتنها

باشد. (بسته) کوبسته α اگر تنها و اگر (α ∈ E∗⊥) α ∈ E⊥ صورت این در باشد. C ۱ ،α ∈ L۲(R) کنید فرض .٢۶ لم

با است معادل α ∈ E∗⊥ استوکس قضیه�ی از مستقیما اثبات.

۰ = (α, ∗df) =
∫
R
α ∧ df̄ =

∫
R
f̄dα

.dα = ۰ مͬ�دهد نتیجه این دلخواه. f ∈ C∞
۰ (R) برای

داریم: موضعͬ صورت به صورت این در باشد. C ۱ ،α ∈ H کنید فرض .٢٧ نتیجه
α = fdz + gdz̄

است. ͷپادهلومورفی g و ͷهلومورفی تابع ͷی f که

شͺل به (z : U ⊂ R → V ⊂ C) موضعͬ صورت به اگر مͬ�گوییم ٢٠ͷهارمونی را h دیفرانسیل .٢٨ تعریف
h = dH

. ∂۲

∂z∂z̄H = ۰ یعنͬ است ͷهارمونی Hتابعͬ ∈ C∞(V ) که باشد

مͬ�بینیم: زیر لم در که دارند ͷنزدی رابطه�ی ͷهلومورفی و ͷهارمونی دیفرانسیل�های

شͺل به اگر تنها و اگر است ͷهارمونی h دیفرانسیل .٢٩ لم
h = ω۱ + ω̄۲ (٢٢)

شͺل به اگر تنها و اگر است ͷهلومورفی ω دیفرانسیل هستند. ͷهلومورفی ω۱, ω۲ که باشد
ω = h+ i ∗ h (٢٣)

است. ͷهارمونی h که باشد
١٩Orthogonal decomposition
٢٠Harmonic
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Hzdz دیفرانسیل ،Hzz̄ = ۰ چون باشد. h = dH شͺل به موضعͬ صورت به و باشد ͷهارمونی h کنید فرض اثبات.
g و ͷهلومورفی f که h = fdz + gdz̄ کنید فرض برعͺس، است. ͷپادهلومورفی Hz̄dz̄ دیفرانسیل و ͷهلومورفی
صورت به F ͷهلومورفی تابع آن در که بنویسیم h = d(F + G) شͺل به مͬ�توانیم را h صورت این در است. ͷپادهلومورفی

است. ͷهارمونی وضوح به F +G تابع مͬ�شود. تعریف Gz̄ = g صورت به Gͷپادهلومورفی تابع و Fz = f

مجموع ،(٢٢) در شده داده h که کنید دقت لم، دوم قسمت اثبات برای
h+ i ∗ h = ۲ω۱

،ω شده�ی داده ͷهلومورفی برای برعͺس، است. ͷهلومورفی همواره
h =

ω − ω̄

۲
مͬ�کند. صدق (٢٣) در که است ͷهارمونی دیفرانسیل

داریم. مسئله این برای را زیر لم داریم. L۲ فضای در ͷهلومورفی توابع خصوصیات به نیاز بعدی قضیه�ی اثبات برای

تنها و اگر است ͷهلومورفی f صورت این در دیسDͷباشد. روی انتͽرال�پذیر مربعͬ تابعͬ f کنید فرض ویل٢١: لم .٣٠ لم
∫اگر

D

fηz̄dz ∧ dz̄ = ۰

فشرده. دامنه�ی با ،η ∈ C∞
۰ (D) هر برای

است. ͷهارمونی دیفرانسیل�های Hفضای فضای .٣١ قضیه

.h ∈ H مͬ�دهد نتیجه ٢۶ لم است. C ۱ و کوبسته بسته، hͷهارمونی دیفرانسیل اثبات.
داریم: η ∈ C∞

۰ (R) هر برای .α ∈ H کنید فرض برعͺس
(α,dη) = (α, ∗dη) = ۰ (٢۴)

مͬ�دهد: نتیجه (٢۴) فرمول ،α = fdz + gdz̄ برای بͽیرید. نظر در را z : U → V موضعͬ ∫مختصات
V

fηz̄dz ∧ dz̄ =

∫
V

gηzdz ∧ dz̄ = ۰

مͬ�کند. کامل را اثبات ٢٩ لم و مͬ�شود نتیجه ویل لم از ḡ و f بودن ͷهلومورفی .η ∈ C∞
۰ (V ) هر برای

کودقیق ،df دقیق دیفرانسیل متعامد صورتجمع به یͺتا طور به مͬ�توان αرویRرا انتͽرال�پذیر مربعͬ دیفرانسیل هر .٣٢ نتیجه
نوشت: hͷهارمونی و ∗dg

α = df + ∗dg + h (٢۵)

روی را γ ساده�ی حلقه�ی کنیم. Rارائه فشرده ریمانͬ رویه�ی برای خطͬ مستقل ͷهارمونی دیفرانسیل ۲g مͬ�خواهیم ادامه در
بخش دو به را آن γ و است متحدالمرکز دوایر شامل نوار این بͽیرید. γ شامل را Γ نوار نمͬ�کند. قطع را خود که بͽیرید نظر Rدر

خصوصیات Rبا روی F مقدار حقیقͬ تابع .۴ شͺل بͽیرید، Γ در γ شامل را Γ۰ کوچͺتر نوار مͬ�کند. تقسیم Γ− و Γ+

F|Γ−
۰
= ۱, F|R\Γ− = ۰, F ∈ C∞(R\γ)

مͬ�کنیم: تعریف را αγ هموار دیفرانسیل

αγ

{
dF on Γ\γ
۰ on (R\Γ) ∪ γ

بͽیرید. نظر در γ برای را a۱ مثلا a۱, b۱, . . . , ag, bg پایه�ی حلقه�های از ͬͺی و بͽیرید نظر در Rرا از Fg ساده�ی همبند مدل حال
داریم: مناسب، جهت انتخاب با دارد. ناصفر تناوب b۱ حول ساختیم، که روشͬ به αγ ∫دیفرانسیل

b۱

αγ = ۱

٢١Weil’s lemma
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نادقیق و بسته فرم�های ساختار :۴ شͺل

ترکیب صورت به مͬ�توانیم را آن نمͬ�باشد. دقیق و است بسته αγ دیفرانسیل باشد. صفر αγ دیͽر تناوب�های تمامͬ که طوری به
نوشت: hγ ͷهارمونی و dfγ دقیق دیفرانسیل

αγ = dfγ + hγ

دارد. را αγ دیفرانسیل تناوب�های همان hγ ͷهارمونی دیفرانسیل است. هموار ترکیب قسمت دو هر که کنید توجه
بیابیم. خطͬ مستقل ͷهارمونی دیفرانسیل ۲g ترتیب همین به مͬ�توانیم a۱, b۱, . . . , ag, bg از γ مخالف حلقه�ای انتخاب با

داریم: بعد برای بنابراین
dimH ≥ ۲g (٢۶)

H̄ Hو = H ۱(R,C) با ترتیب به را آن�ها فضای و مͬ�گیریم نظر در را ͷپادهلومورفی و ͷهلومورفی دیفرانسیل�های دوباره
H ⊥ H̄ داریم وضوح به فضاها این مورد در مͬ�دهیم. نشان

صورت این در باشد. گونه g با فشرده ریمانͬ Rرویه�ی کنید فرض .٣٣ گزاره
dimH ۱(R,C) ≥ g

:٢٩ لم به بنا دیͽر عبارت به یͺسانند. بعد دارای و متعامدند H̄ Hو فضاهای اثبات.
H ⊂ H⊕ H̄

مͬ�شود. نتیجه حͺم (٢۶) نامساوی از و .dimH ≤ ۲ dimH مͬ�دهد نتیجه این که

مͬ�شود. حاصل ١٠ نتیجه�ی و ٣٣ گزاره�ی از ١١ قضیه�ی
ساخت روش با مشاهده این .dimH = ۲g نهایت در و ،dimH ≤ ۲g مͬ�آوریم بدست ،١١ قضیه�ی از نتیجه�ای عنوان به

مͬ�دهد: نتیجه hγ ͷهارمونی دیفرانسیل�های

دیفرانسیل ۲g صورت این در است. شده داده a۱, b۱, . . . , ag, bg حلقه�های از فرمال پایه�ی با فشرده ریمانͬ رویه�ی .٣۴ گزاره
تناوب�های با h۱, . . . , h۲g یͺتای ͷهارمونی∫

aj

hi =

∫
bj

hg+i = δij ,

∫
aj

hg+i =

∫
bj

hi = ۰, i = ۱, . . . , g

دارد. وجود

نقطه�ی شامل R ∈ U۰ ⊂ U۱ ⊂ R تودرتو همسایͽͬ�های بسازیم. را Ω(N)
R دوم، نوع آبلͬ دیفرانسیل�های مͬ�خواهیم حال

که خاصیت این با ρ ∈ C∞(R) هموار تابع و R

ρ =

{
۱ onU۰

۰ onR\U۱

دیفرانسیل باشد. z(R) = ۰ با U۱ در موضعͬ مختصات ͷی z کنید فرض بͽیرید. نظر در را
ψ := d(− ρ

NzN
) = (− ρz

NzN
+

ρ

zN+۱ )dz − (
ρz̄
NzN

)dz̄

مͬ�توانیم و است هموار R روی ψ دیفرانسیل (۰, بخش(۱ بͽیرید. تͺین�اش، نقاط از ͬͺی عنوان به Ω(N)
R تͺین نقطه همان با را

کنیم: تجزیه ͷهارمونی و کوبسته بسته، مولفه�های به را آن
ψ − i ∗ ψ = df + ∗dg + h ∈ E(R)⊕ E∗(R)⊕H(R)
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بͽیرید:
α := ψ − df

است. ͷهارمونی U۰ روی α− dz
zN+۱ دیفرانسیل و است ͷهارمونیR\R روی α دیفرانسیل .٣۵ لم

داریم: α برای کنید. انتخاب Ū ⊂ U۰ مانند بسته� مجموعه�ای اثبات.
α = d(− ρ

NzN+۱ )− df

دیͽر طرف از .α ⊥ E∗(R\Ū) مͬ�شود نتیجه که
α = i ∗ ψ + ∗dg + h

مورد در دلخواه. R ∈ U برای α ∈ H(R\Ū) داریم آمده بدست نتیجه�ی دو ترکیب با .α ⊥ E(R\Ū) مͬ�شود نتیجه که
مͬ�شود نتیجه U۰ روی .ψ − dz

zN+۱ |U۰≡ ۰ که مͬ�شود مشاهده U۰ در αنمایش

α− dz

zN+۱ = −df = ∗dg + h

مͬ�گیرد. H(U۰)قرار در بنابراین باشد، عمود E∗(U۰) و E(U۰) بر باید α− dz
zN+۱ معادله این در که

داریم: را زیر گزاره�ی ،٣۵ و ٢٩ لم از مستقیم نتیجه�ی ͷی عنوان به

دیفرانسیل .٣۶ گزاره

Ω :=
۱
۲
(α+ i ∗ α)

است. ͷهلومورفی U۰ روی Ω− dz
zN+۱ دیفرانسیل R\Rو روی

مͬ�شود. نتیجه ٣۶ گزاره�ی از است، شده بیان ١٨ قضیه�ی در که Ω
(N)
R دوم، نوع شده نرمال دیفرانسیل�های وجود

دیفرانسیل�های از باید سوم، نوع دیفرانسیل�های وجود اثبات برای

ψP۱P۲ = d(ρ log
z − z۱
z − z۲

)

برای که کارهایͬ اعمال با است. P۱, P۲ ∈ U۰ نقطه�ی دو موضعͬ مختصات z۲ = z(P۲) و z۱ = z(P۱) که کنیم شروع
با ΩP۱P۲ سوم نوع دیفرانسیل�های دادیم، انجام دوم نوع دیفرانیسل�های

resP۱ΩP۱P۲ = −resP۲ΩP۱P۲ = ۱

از متناهͬ جمع صورت به مͬ�توان را فشرده ریمانͬ رویه�ی روی ΩRQ سوم نوع آبلͬ دیفرانسیل هر نهایت در و مͬ�آید. بدست
نوشت. ΩP۱P۲ پایه دیفرانسیل�های

مراجع

[1] Alexander Bobenko, Differential Geometrie III: Compact Riemanna Surfaces.
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بافه�ها کوهمولوژی نظریه�ی
فیلم خشایار

چنین به طبیعͬ بسیار گونه�ای به دید خواهیم که همان�گونه که مͬ�پردازیم «بافه١» نام به مفهومͬ معرفͬ به کوتاه مقاله�ی این در
جبری توپولوژی در تͺین٢» «کوهمولوژی مانند گوناگونͬ کوهمولوژی نظریه�های مفهوم این ͷکم به سپس و نیازمندیم ساختاری

مͬ�سازیم. مرتبط هم به را منیفلد هندسه�ی در درام٣» «کوهمولوژی و
Xمͬ�توان Uاز باز هر به بͽیرید. نظر Xدر ͷتوپولوژی یͷفضای است. بافه تعریف اصلͬ مبنای که مͬ�پردازیم مثالͬ به ابتدا
U بر توابع حلقه�ی به V بر توابع حلقه�ی از همریختͬ�ای U ⊂ V اگر همچنین داد. نسبت را F : U → R پیوسته توابع حلقه�ی
چسباندن هم به با که است آن دیͽر ویژگͬ ͷی داریم؟ دیͽری ویژگͬ�های چه مͬ�کند. تحدید U به را V → R تابع هر که داریم
Xباشد بازهای از خانواده�ای {Uα}α∈I اگر رسید: جدیدی اطلاعات به مͬ�توان غیردقیق) بیانͬ (در ͹هماهن موضعͬ اطلاعات
پیوسته�ی تابع ͷی Fα (یعنͬ بͽیریم نظر در را Uα هر به شده داده نسبت حلقه�ی از Fα عنصر که صورتͬ در ،U = ∪α∈IUα و
F : U → R یͺتای پیوسته�ی تابع آنͽاه ،Fα |Uα∩Uβ

= Fβ |Uα∩Uβ
،α, β ∈ I هر برای که قسمͬ به است) Uα → R

دادن نسبت فرایند این که بیابیم ساختاری غیردقیق بیانͬ در مͬ�خواهیم حال .F |Uα= Fα ،α ∈ I هر برای که است موجود
کند. توصیف را مطلوب خواص Xبا بازهای به حلقه

آبلͬ گروه X از U باز هر به ،X ͷتوپولوژی فضای بر (... و مدول�ها و حلقه�ها (یا آبلͬ گروه�های از F بافه�ی ͷی .١ تعریف
به تحدید۴» «همریختͬ ͷی U ⊂ V تودرتوی باز دو برای که ویژگͬ این با مͬ�دهد نسبت F(U) (... و مدول و حلقه ترتیب (به

}صورت
pUV : F(V ) → F(U)

s 7−→ s |U
که: قسمͬ به داریم

pUU = ۱F(U) الف)

.pUV opVW = pUW Xباشند: بازهای U ⊂ V ⊂W اگر ب)

که: باشند چنان sα ∈ F(U) عناصر و Xباشد از U باز از بازی پوشش {Uα}α∈I اگر ج)
∀α, β ∈ I : sα |Uα∩Uβ

= sβ |Uα∪Uβ

.s |Uα= sα ساده�تر نمادگذاری در یا pUαU (s) = sα ،α ∈ I هر برای که است موجود s ∈ F(U) یͺتای عنصر آنͽاه

ͷتوپولوژی فضای ͷی روی شده داده موضعͬ اطلاعات که است شͬ�ای برای گزینه طبیعͬ�ترین فوق تعریف که است واضح
باشد. دربرداشته را

همان به را آن که کرد تعریف Aرا متناظر ثابت۵» X«بافه�ی ͷتوپولوژی فضای هر بر مͬ�توان باشد، آبلͬ گروه ͷیA اگر .٢ مثال
١Sheaf
٢Singular Cohomology
٣deRham Cohomology
۴resteriction homomorphism
۵constant sheaf
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:X از U باز هر برای و مͬ�دهیم نمایش A نماد
A(U) = F : U → Aثابت موضعا توابع گروه

گرفت. تحدید را U ⊂ V هرگاه A(V ) → A(U) همریختͬ�های و

ͷی در اطلاعات که ساختاری و بافه دو میان همریختͬ داریم: نیاز آن�ها به محسوسͬ شͺل به که هستند هم دیͽر مفهوم دو
دهد. بدست را فضا از نقطه

فضای بر (... و مدول�ها حلقه�ها، ترتیب (به آبلͬ گروه�های از بافه دو G و F اگر است: آسان بافه دو میان همریختͬ تعریف
مدولͬ حلقه�ای، ترتیب (به گروهͬ همریختͬ�های از خانواده�ای از است عبارت α : F → G همریختͬ ͷی Xباشند، ͷتوپولوژی

باشد: جابه�جایͬ زیر نمودار U ⊂ V باز دو هر برای که گونه�ای به {α(U) : F(U) → G(U)} شͺل به (... و

.. F(U). G(U).

F(V )

.

G(V )

.

تحدید همریختͬ

.

تحدید همریختͬ

.

α(V )

. α(U)

(١)

به مͬ�دانیم، p ∈ X نقطه�ی ͷی درباره�ی که آنچه برای تعریف طبیعͬ�ترین بͽیریم، U باز بر اطلاعات عنوان به را F(U) اگر
است: زیر صورت

Fp = lim
→ p∈U

F(U) (lim
→

: direct limit)

مجموعه�ی کرد: تعبیر اینͽونه را فوق مستقیم حد مͬ�توان و مͬ�شود نامیده p نقطه�ی در «ساقه۶» Fp
{< U, s >| p ∈ U, s ∈ F(U)}

هرگاه < U, s >=< V, s′ > که صورت این به گذاشت ارزی هم رابطه�ی ͷی مجموعه این بر مͬ�توان بͽیرید. نظر در را
ارزی هم دسته�های مجموعه�ی .s′ |W= s′′ و s |W= s′′ که باشند موجود s′′ ∈ F(W ) و p حول W ⊂ U ∩ V باز

که صورت این به کرد بدل گروه ͷی به مͬ�توان را {< U, s >| p ∈ U, s ∈ F(U)}/ ∼
< U, s > + < V, s′ >=< U ∩ V, s |U∩V +s′ |U∩V>

است. Fp همان گروه این

هر برای همچنین و داریم F(U) → Fp همریختͬ ͷی p از U باز ͬͽهمسای هر برای بالا تعریف به توجه با الف) .٣ تذکر
مͬ�رود. t به F(V ) → Fp همریختͬ تحت که است موجود F(V ) از عنصری و p حول V چون بازی t ∈ Fp عنصر

است: جابه�جایͬ زیر نمودار p ∈ X هر برای باشد، بافه�ها میان همریختͬ ͷی α : F → G اگر ب)

.. Fp. Gp.

F(U)

.

G(U)

...

α(U)

. αp

(٢)

ترفیع p از V مانند مناسبͬ باز ͬͽهمسای ازای به s ∈ F(V ) به را t ∈ Fp مͬ�شود: تعریف صورت این به αp آن در که
αp(t) ∈ Gp عنصر به و کرد تصویر Gp به را آن مͬ�توان دارد، بر در را p ،V چون که α(V )(s) ∈ G(V ) حال و مͬ�دهیم

رسید.
۶stalk
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اشیاء که گرفت نظر در را X ͷتوپولوژی فضای بر (... و مدول�ها یا (حلقه�ها، آبلͬ گروه�های از بافه�ها کتͽوری مͬ�توان حال
مͬ�دهیم نمایش Sh(X,Ab) به را این هستند. بافه�ها میان همریختͬ�های آن مورفیسم�های و X بر آبلͬ گروه�های از بافه�هایͬ آن
اینجا که است آن اساسͬ نͺته�ی است. آبل٧ͬ» «کتͽوری ͷی این که داد نشان مͬ�توان است. آبلͬ گروه�های کتͽوری Ab آن در که

است: مترادف ساقه حد در بودن دقیق با بودن دقیق
اگر تنها و اگر است دقیق Sh(X,Ab) آبلͬ کتͽوری در · · · → Fn+۱

αn+۱−−−→ Fn
αn−−→ Fn−۱

αn−۱−−−→ . . . دنباله�ی ͷی
باشد دقیق آبلͬ گروه�ها از زیر دنباله�ی p ∈ X هر برای

· · · → (Fn+۱)p
(αn+۱)p−−−−−→ (Fn)p

(αn)p−−−−→ (Fn−۱)p
(αn−۱)p−−−−−→ . . .

همریختͬ به را α : F → G و مͬ�برد F(X) به را F بافه�ی هر که داریم Γ : Sh(X,Ab) → Ab جمعͬ فانͺتور ͷی حال
عنصر هر کلͬ حالت (در مͬ�شود. نامیده سرتاسری٨» «مقطع فانͺتور Γ مͬ�کند. تصویر α(X) : F(X) → G(X) متناظر

مͬ�شود.) نامیده U باز بر F بافه�ی «مقطع٩» ͷی F(U)

Xباشد؛ بر آبلͬ گروه�های از بافه�های از دقیق دنباله�ای ۰ → F α−→ G β−→ H → ۰ اگر است: دقیق چپ از Γ فانͺتور .۴ گزاره
است: دقیق آبلͬ گروه�های از زیر دنباله�ی

۰ → F(X)
α(X)−−−→ G(X)

β(X)−−−→ H(X) → ۰

پس .α(X)(s) = ۰ و s ∈ F(X) کنید فرض است. مشابه بقیه اثبات مͬ�کنیم، ثابت را α(X) بودن ͷی به ͷی تنها اثبات.
جایͬ جابه نمودار وجود دلیل به است، ͷی به ͷی Fp → Gp هر چون

.. Fp. Gp.

F(X)

.

G(X)

...

α(X)

. αp

(٣)

.s |Up= ۰ که داریم Xرا از Up باز p هر حول که است معنͬ بدان این است. صفر p ∈ X نقطه�ی هر در ساقه در s تصویر

است. صفر باز پوشش این عناصر از ͷی هر به تحدیدش که است چنان s ∈ F(X) و Xاست از بازی پوشش {Up}p∈X حال
.s = ۰ مͬ�شود نتیجه ١ تعریف در (ج) از پس

مشاهده زیر مثال در که همان�گونه نیست، پوشا لزوما β(X) : G(X) → H(X) بالا در که است این اساسͬ نͺته�ی ولͬ
مͬ�شود:

هر (برای نمͬ�شوند. صفر هیچ�جا که تحلیلͬ توابع بافه�ی را O∗ و بͽیرید C − {۰} بر تحلیلͬ توابع بافه�ی را O .۵ مثال
این در بͽیرید. C − {۰} بر ثابت بافه�ی هم را Z است.) F : U → C∗ تحلیلͬ توابع ضربͬ گروه O∗(U) ،U ⊂ C − {۰}

دقیق دنباله�ی صورت
۰ → Z ↪→ O exp−−→ O∗ → ۰

است: زیر صورت به U باز هر بر exp آن در که داریم را C− {۰} فضای بر بافه�های }از
O = (U → C تحلیلͬ (توابع → O∗(U) = (U → C∗ تحلیلͬ (توابع
F 7→ e۲π

√
−۱F

تساوی که نیست موجود C − {۰} بر F تحلیلͬ تابع هیچ که چرا نیست. پوشا O(C − {۰}) → O∗(C − {۰}) ولͬ
کند. برآورده را z ∈ C− {۰} هر برای e۲π

√
−۱F (z) = z

٧abelian category
٨global section
٩section
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دنباله�ی چͽونه بافه�ها، از ۰ → F → G → H → ۰ کوتاه دقیق دنباله�ی داشتن با که است مطرح طبیعͬ سوال این پس
فانͺتور ۴ بنابر چون خوشبختانه کنیم؟ تͺمیل مͬ�دهد بدست ۴ گزاره�ی که را ۰ → F(X) → G(X) → H(X) دقیق

مͬ�دهد. قرار ما اختیار در را لازم ابزار همولوژی جبر است، دقیق١٠» چپ «از Γ : Sh(X,Ab) → Ab

Sh(X,Ab)وریͽکت که داد نشان مͬ�توان است. دقیق چپ از و همورد جمعͬ، فانͺتور ͷیΓ : Sh(X,Ab) → Ab تعریف۶.
مͬ�دهیم. نمایش Hi(X,−) به را آن�ها که هستند تعریف قابل Γ راست مشتق فانͺتورهای پس دارد. انژکتیو شͬ کافͬ تعداد به

گروه�های ،F بافه�ی هر برای
H ۰(X,F) = F(X),H ۱(X,F), . . .

مͬ�نامیم. F متناظر کوهمولوژی گروه را

دقیق١١» بلند «دنباله�ی وجود همچون همولوژی جبر از آشنایͬ خواص

کوهمولوژی در دقیق دنباله�ی ͷی ،X بر آبلͬ گروه�های از بافه�های از ۰ → F α−→ G β−→ H → ۰ دقیق کوتاه دنباله�ی ͷی *
مͬ�کند: القا

۰ → F(X)
α(X)−−−→ G(X)

β(X)−−−→ H(X) → H ۱(X,F) → H ۱(X,G) → H ۱(X,H) → H۲(X,F) → . . .

برقرارند: زیر حͺم همچنین و

باشد: موجود F بافه�ی برای زیر «تحلیل١٢» کنید فرض *
۰ → F ۰ d۰

−→ F ۱ d۱

−→ F ۲ → . . .

با است یͺریخت طبیعͬ طور صورتHi(X,F)به این در .Hi(X,Fn) = ۰ ،n هر و i > ۰ هر برای که ویژگͬ این با
زیر: «همبافت١٣» iام کوهمولوژی

{F i(X), di(X) : F i(X) → F i+۱(X)}i≥۰

یعنͬ:

Hi(X,F) ∼=
ker(F i(X) → F i+۱(X))

Im(F i−۱(X) → F i(X))

است. زیر حͺم آخر قسمت بلافاصله�ی نتیجه�ی ͷی

این در بͽیرید. X بر C و R ترتیب به آبلͬ گروه�های متناظر ثابت بافه�ی را C یا R و باشد منیفلد ͷی X کنید فرض .٧ قضیه
مختلط و حقیقͬ درام کوهمولوژی گروه�ها با یͺریختند ترتیب Hi(X,C)به Hi(X,R)و بافه�ی کوهمولوژی گروه�های صورت

.Hi
DR(X,C) Hiو

DR(X,R)

بافه�ای Akرا ،k ≥ ۰ هر برای است. مشابه هم حالتمختلط اثباتدر ثابتمͬ�کنیم. حقیقͬ درام کوهمولوژی برای را حͺم اثبات.
Ak(V ) → Ak(U) تحدید» «همریختͬ�های و مͬ�دهد نسبت را U بر C∞ k-فرم�های برداری فضای U باز هر به که بͽیرید
از زیر دنباله�ی لذا و است d-دقیق موضعا d-بسته فرم هر پوآنͺاره لم بنابر ولͬ .V کوچͺتر باز ͷی به U بر فرم�های تحدید همان

است: دقیق حقیقͬ برداری فضاهای از بافه�های
۰ → R ↪→ A۰ d−→ A۱ d−→ A۲ d−→ . . .

Uاست، → R ،C∞ توابع حلقه�ی A۰که از مشابهͬ عنصر به را F : U → Rثابت موضعا Uتابع باز هر Rبر ↪→ A۰ آن در که
۰ → A۰ d−→ A۱ d−→ . . . پس مͬ�شود. Uداده ωبر ،C∞ k-فرم ωبرایهر 7→ dω Uبا باز هر بر dهم : An → An+۱ مͬ�برد.

١٠left exact
١١long exact sequence
١٢resolution
١٣comlex
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افراز با کوهمولوژی گروه�های Ak هر برای که داد نشان مͬ�توان واحد١۴» «افراز از استفاده با است. R ثابت بافه�ی از تحلیل ͷی
همبافت iام کوهمولوژی با است یͺریخت Hi(X,R) که مͬ�دهد نتیجه شده بیان حͺم لذا و صفرند صفر، از بیشتر مرتبه�ی

:X بر C∞ فرم�های
A۰(X)

d−→ A۱(X)
d−→ . . .

Hiاست.
DR(X,R) یعنͬ iام درام کوهمولوژی همان تعریف بنابر هم این که

یه بͽیریم نظر در همبافتͬ باید است. پیچیده�تر فرآیند آن ولͬ داد. انجام مͬ�توان هم تͺین کوهمولوژی برای را استدلال همین
صورت

C۰ δ−→ C۱ δ−→ C۲ δ−→ C۳ →

δ : Cn → Cn+۱ و مͬ�دهد نسبت را Cn(U,Z) یعنͬ U در صحیح ضرایب با «پادزنجیر١۵»های گروه U باز به Cn هر آن در که
پادمرز١۶» «نͽاشت همان U بر

δ : Cn(U,Z) → Cn+۱(U,Z)

واقع در نمͬ�شود. بافه تعریف این با Cn که است آن است، پیچیده�تر قبلͬ از فرآیند این آنͺه دلیل است. U ͷتوپولوژی فضای برای
پس مͬ�نامند. «پیش�بافه١٧» ͷی را این مͬ�کند. برآورده را (ب) و (الف) تنها ١ تعریف در بافه خواص از که مͬ�شود (!) موجودی
حل را مشͺل این مͬ�توان ولͬ پیش�بافه�هاست. از همبافتͬ بلͺه نیست بافه�ها از همبافتͬ C۰ δ−→ C۱ δ−→ . . . که است این مشͺل
توضیح از بحث شدن طولانͬ از پرهیز برای اینجا در مͬ�دهد. نسبت بافه ͷی پیش�بافه هر به که است موجود روشͬ واقع در و کرد
کوهمولوژی برای را ٧ قضیه�ی مشابه مͬ�توان مشͺل، این کردن برطرف با که مͬ�کنیم بیان را این تنها مͬ�کنیم. خودداری آن بیشتر

کرد. بیان هم تͺین

با یͺریختند Hi(X,Z) کوهمولوژی گروه�های صورت این در .X بر ثابت بافه�ی را Z و بͽیرید منیفلد ͷی را X .٨ قضیه
آبلͬ گروه هر برای این جبری، توپولوژی در جهان١٨ͬ» ضرایب «قضیه�ی بردن بͺار با .Hi

sing(X,Z) تͺین کوهمولوژی گروه�های
است. برقرار هم Z جای به A چون دیͽری

حقیقͬ تͺین کوهمولوژی گروه�های و حقیقͬ درام کوهمولوژی گروه�های که است آن ٨ و ٧ قضایای بلافاصله�ی نتیجه�ی ͷی
است. درام قضیه�ی همان این یͺͬ�اند. منیفلد ͷی برای

،۴ گزاره�ی همانند دوباره Hمͬ�پردازیم. ۱(X,F) محاسبه�ی برای ساده روشͬ به «١٩ͷچ «کوهمولوژی به اشاره�ای با انتها در

مͬ�خواهیم بͽیرید. نظر در را X ͷتوپولوژی فضای بر آبلͬ گروه�های بافه�های از ۰ → F α−→ G β−→ H → ۰ دقیق کوتاه دنباله�ی

کامل گزاره آن در را ۰ → F(X)
α(X)−−−→ G(X)

β(X)−−−→ H(X) دقیق دنباله�ی که را H(X) → H ۱(X,F) اتصالͬ نͽاشت
مͬ�کنیم: تعریف Xبͽیرید. از بازی پوشش را U = {Uα}α∈I مͬ�پردازیم. تعریف ͷی به ابتدا بیابیم. مͬ�کند

Z ۱(U ,F) = {(sαβ)α,β∈I |
sαβ ∈ F(Uα ∩ Uβ), ∀α, β, γ ∈ I : sαβ |Uα∩Uβ∩Uγ +sβγ |Uα∩Uβ∩Uγ= sαγ |Uα∩Uβ∩Uγ}

B۱(U ,F) = {(gα |Uα∩Uβ
−gβ |Uα∩Uβ

)α,β∈I | ∀α ∈ I : gα ∈ F(Uα)}

Z ۱(U ,F)/B۱(U ,F) .B۱(U ,F) ⊂ Z ۱(U ,F) وضوح به بͽیریم،
∏
α,β∈I F(Uα ∩ Uβ) زیرگروه�های را هردو اگر

را آن ارتباط حال مͬ�دهند. نمایش Ȟ ۱(U ,F) به و مͬ�نامند F بافه�ی برای U پوشش با متناظر «ͷچ «کوهمولوژی گروه را
طبیعͬ نͽاشت ͷی باشد، U باز پوشش از تظریفͬ V باز پوشش اگر که دید مͬ�توان سادگͬ به مͬ�کنیم. بیان H ۱(X,F) با

١۴partition of unity
١۵cochain
١۶coboundary homomorphism
١٧presheaf
١٨universal coefficients theorem
١٩Cech chomology
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مͬ�توان و داریم {Ȟ ۱(U ,F)}Xباز Uپوشش صورت به مستقیم٢٠» «سیستم ͷی بنابراین مͬ�شود. القا Ȟ ۱(U ,F) → Ȟ ۱(V,F)

که: مͬ�کند بیان قضیه�ای حال کرد. تعریف را lim→Xباز Uپوشش Ȟ
۱(U ,F)

lim
→ Xباز Uپوشش

Ȟ ۱(U ,F) ∼= H ۱(X,F)

مͬ�آید بدست ۰ → F α−→ G β−→ H → ۰ دقیق کوتاه دنباله�ی از که را H(X) → H ۱(X,F) اتصالͬ نͽاشت مͬ�توان حال
است، دقیق ۰ → Fp

αp−−→ Gp
βp−→ Hp → ۰ چون ،Hp ساقه�ی به s تصویر با پس ،s ∈ H کنید فرض کرد. تعریف

که موجودند s′ ∈ G(U) و p حول U باز ͷی که مͬ�دهد نتیجه βp تعریف روش باشد. βp برد در Hp از مذکور عضو باید
عناصر و X از U = {Uα}α∈I باز پوشش لذا مͬ�رود. Hp در s تصویر همان به H(U) → Hp تحت β(U)(s′) ∈ H(U)

،α, β ∈ I هر برای که مͬ�دند نشان این .β(Uα)(s′α) = s |Uα که موجودند s′α ∈ G(Uα)
β(Uα ∩ Uβ) : G(Uα ∩ Uβ) → H(Uα ∩ Uβ)

برد در باید این پس مͬ�برد. صفر به را s′α |Uα∩Uβ) −s′β |Uα∩Uβ
عنصر

α(Uα ∩ Uβ) : F(Uα ∩ Uβ) → G(Uα ∩ Uβ)

که: است موجود tαβ ∈ F(Uα ∩ Uβ) باشد:
∀α, β ∈ I : α(Uα ∩ Uβ)(tαβ = s′α |Uα∩Uβ

−s′β |Uα∩Uβ

پس:
α(Uα ∩ Uβ ∩ Uγ)(tαβ + tβγ − tαγ) = ۰ ⇒

⇒ tαβ |Uα∩Uβ∩Uγ +tβγ |Uα∩Uβ∩Uγ= tαγ |Uα∩Uβ∩Uγ

و Ȟ ۱(U ,F)ͷچ کوهمولوژی گروه در کلاسͬ که مͬ�شود داده نسبت (tαβ)α,β∈I ∈ Z ′(U ,F) عنصر s ∈ H(X) به پس
در عنصری آنجا از

H ۱(X,F) ∼= lim
→ U

Ȟ ۱(U ,F)

s ∈ H(X) بر ۰ → F α−→ G β−→ H → ۰ به شده داده نسبت دقیق بلند دنباله Hدر → H ۱(X,F) اثر همان این مͬ�کند. معین
است.

،ͷچ کوهمولوژی با H ۱(X,F) محاسبه�ی منظور به ندارد. محاسباتͬ قابلیت ولͬ است سودمند بالا در شده بیان یͺریختͬ
کرد: استفاده لری٢١ به منسوب قضیه�ای از باید

باز پوشش و باشد شده Xداده ͷتوپولوژی فضای بر (... و مدول�ها حلقه�ها، (یا آبلͬ گروه�های از F بافه�ی کنید فرض .٩ قضیه
باشدکه: Xچنان از U = {Uα}α∈I

∀α ∈ I : H ۱(Uα,F |Uα) = ۰

.H ۱(X,F) ∼= Ȟ ۱(U ,F)صورت این در

کوهمولوژی و درام کوهمولوژی تͺین، کوهمولوژی تئوری سه هر با را مختلط ضرایب با C − {۰, ۱} کوهمولوژی انتها در
یͺͬ�اند. نتیجه سه هر داریم انتظار که همان�گونه که دید خواهیم و مͬ�کنیم محاسبه ͷچ

باشد صفر بسته خم هر بر انتͽرالش ,C−{۰که ۱} بر بسته�ای ١-فرم هر که مͬ�دانیم :H ۱
DR(C−{۰, ۱},C) محاسبه�ی .١٠ مثال

π۱(C− {۰, ۱}) چون پس است. ͬͺی homologus خم دو هر بر C− {۰, ۱} بر ω بسته�ی ١-فرم هر انتͽرال ولͬ است. دقیق
خم دو هر بر ω انتͽرال اگر شده�اند) پرمایش مثلثاتͬ جهت در (که است | z − ۱ |= ۱

۲ و | z |= ۱
۲ مولد دو با آزاد آبلͬ گروه

داریم: زیر صورت به ͷی به ͷی نͽاشتC-خطͬ ͷی پس است. دقیق باشد صفر }مذکور
H ۱
DR(C− {۰, ۱},C) → C۲

[ω] 7→ (
∫
|z|= ۱

۲
ω,

∫
|z−۱|= ۱

۲
ω)

٢٠direct system
٢١Leray
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:C− {۰, ۱} بر dz
z−۱ و

dz
z بسته�ی ١-فرم�های برای که چرا هست. هم پوشا این ولͬ

(

∫
|z|= ۱

۲

dz

z
,

∫
|z−۱|= ۱

۲

dz

z
) = (۲πi, ۰)

(

∫
|z|= ۱

۲

dz

z − ۱
,

∫
|z−۱|= ۱

۲

dz

z − ۱
) = (۰, ۲πi)

(C در ضرایب با درام (کوهمولوژی .H ۱
DR(C− {۰, ۱},C) ∼= C۲ پس

(C,C− {۰}) زوج برای تͺین کوهمولوژی در دقیق بلند دنباله�ی مختلط): ضرایب H(با ۱
sing(C− {۰}) محاسبه�ی .١١ مثال

است: «انقباض�پذیر٢٢» C چون مͬ�نویسیم. را
H ۱
sing(C− {۰}) ∼= H۲

sing(C,C− {۰}) ∼=excision بر بنا ⊕i∈{۱,۲}H
۲
sing(D,D − {۰})

انقباض�پذیر=∽ D ⊕i∈{۱,۲}H
۱
sing(D − {۰}) واحد=∽ دایره�ی با D−{۰}هموتوپ ⊕i∈{۱,۲}H

۱
sing(S

۱) ∼= C۲

است. C در واحد باز Dگوی آن در که

مͬ�گیریم: زیر صورت به را C− {۰, ۱} از U باز پوشش :ͷچ کوهمولوژی محاسبه�ی .١٢ مثال
U = {Ui}i∈I={۱,۲,۳}

U۱ = C− (−∞, ۱]

U۲ = C− [۰,∞)

U۳ = C− ((−∞, ۰] ∪ [۱,∞))

Z ۱(U ,C) زیرفضاهای باید برد. کار به را ٩ قضیه�ی مͬ�توان پس هستند. «ستاره�گون٢٣» که چرا انقباض�پذیرند بازه�ها این سه�ی هر
از B۱(U ,C) ∏و

۱≤i,j≤۳

Γ(Ui ∩ Uj ,C)

یعنͬ مͬ�دهد. نسبت C−{۰, ۱} از V باز به Cثابت بافه�ی که است برداری�ای فضای ،V باز هر برای Γ(V,C) آن در که یافت را
تعریف: بنابر .V → Cثابت موضعا توابع }فضای

Z ۱(U ,F = {(fij)۱≤i,j≤۳ ∈
∏

۱≤i,j≤۳ Γ(Ui ∩ Uj ,C) | fij + fjn = fin : Ui ∩ Uj ∩ Un بر }
B۱(U ,F) = {(gi |Ui∩Uj −gj |Ui∩Uj )۱≤i,j≤۳ ∈

∏
۱≤i,j≤۳ Γ(Ui ∩ Uj ,C) | ∀i : gi ∈ Γ(Ui,C)}

با پس .fij = −fji و fii ≡ ۰ :Z ۱(U ,F) در (fij)۱≤i,j≤۳ برای که مͬ�دهد نتیجه Z ۱(U ,F) تعریف در شده ظاهر شرط
صورت این در گرفت. نظر در را i < j حالت فقط مͬ�توان تقارن این از }استفاده

Z ۱(U ,F) = {(f۱۲, f۲۳, f۱۳) | U۱ ∩ U۲ ∩ U۳ بر f۱۲ + f۲۳ = f۱۳و Uiاست ∩ Uj باز بر ثابتͬ موضعا تابع fij هر }
B۱(U ,F) = {(g۱ − g۲, g۲ − g۳, g۱ − g۳) | است. Ui باز بر ثابتͬ موضعا تابع gi هر }

بر مقدار مختلط ثابت موضعا توابع فضای بعد لذا و دارد همبندی مولفه�ی دو Ui ∩ Uj = C− R :۱ ≤ i, j ≤ ۳ هر برای ولͬ
گرفت: ͬͺی C۲ × C۲ × C۲ از زیر زیرفضای با مͬ�توان را Z ۱(U ,F)پس است. ٢ آن

Z ۱(U ,F) = {(x, y, z, w, x+ z, y + w) | x, y, z, w ∈ C} (۴)

این تمام یعنͬ است. بعدی ͷی Ui → C ثابت موضعا توابع از Γ(Ui,C) فضای بودن، همبند دلیل به Ui هر بر که صورتͬ در
است: C۲ × C۲ × C۲ از زیر زیرفضای واقع در B۱(U ,F)پس هستند. ثابت توابع

B۱(U ,F) = {(α− β, α− β, β − γ, β − γ, α− γ, α− γ) | α, β, γ ∈ C} (۵)
٢٢contractible
٢٣starlike

٣۶



قسمتͬ خارج برداری فضای ،(٢) و (١) از لذا است.) C − R همبندی مولفه�ی دو بر تابع مقدار واقع در C۲ مولفه�ی (هر
هسته�ی واقع در B۱(U ,F) که چرا است. بعدی دو Z ۱(U ,F)/B۱(U ,F){

Z ۱(U ,F) → C۲

(x, y, z, w, x+ z, y + w) 7→ (x− y, z − w)

:Cثابت بافه�ی برای لذا است.
H ۱(C− {۰, ۱},C) ∼= C۲

٣٧



همولوژی برای جهانͬ ضریب قضیه
کلامͬ علͬ

چͺیده

با که مͬ�پردازد. ͬͺهمولوژی جبر از مختصری معرفͬ و ١ همولوژی برای جهانͬ ضریب قضیه مورد در بحث به مقاله این
توجه، مورد موضوع که خواهیم�کرد، تعریف را مدول�ها تصویر و تانسوری ضرب سپس مͬ�شود، شروع متنوع ٢ دقیق دنباله�های

مͬ�شود. بالاتر بعدهای در همولوژی گروه�های محاسبه برای جایͽزینͬ و همولوژی، گروه�های
از Hn(C;G) همولوژی گروه�های محاسبه برای مͬ�توان آیا داده�شده�است، Gn آبلͬ گروه�های از زنجیری مجتمع ͷی

کرد؟ Hn(C)استفاده و G از جمله�هایͬ G با تانسوری ضرب همراه به ٣ زنجیری مجتمع

مقدمه ١
وجود این با شد، قائل تفاوت مختلف توپولوژی فضاهای بین مͬ�توان منفرد همولوژی از استفاده با که دیدیم جبری توپولوژی در
ضرایب با همولوژی بین که داریم نیاز قضیه�ای به بنابراین کنید. محاسبه را دلخواه ضرایب با همولوژی بخواهید که است ممͺن

کند. برقرار رابطه Zضریب با همولوژی و دلخواه
برای جهانͬ ضریب قضیه و تعریف را Tor مفهوم بخش�۳، در مͬ�پردازیم. جبر از نیاز مورد نیازهای پیش یادآوری به بخش�۲، در

خواهیم�پرداخت. مثال دو محاسبه به آخر، بخش در مͬ�کنیم. اثبات را همولوژی

جبر بر درآمدی ٢
دقیق دنباله�های ١.٢

اگر است دقیق B در A
f−→ B

g−→ C همریختͬ��های از جفت ͷی .١.٢ تعریف
همریختͬ دو بین Ai هر برای اگر است دقیق · · · → Ai−۱ → Ai → Ai+۱ → · · · � دنباله ͷی .Im(f) = Ker(g)

باشد. دقیق

B
g−→ C → ۰ دنباله ͷی دیͽر، عبارت به باشد. ͷبه�ی�ͷی f اگر وتنها اگر است دقیق ۰ → A

f−→ B دنباله ͷی .٢.٢ قضیه
باشد. پوشا g اگر وتنها اگر است دقیق

ͷی به ͷی با این است. صفر که باشد، برابر ۰ → A همریختͬ تصویر با Ker(f) که مͬ�دهد نتیجه A در بودن دقیق اثبات.
است. ارز هم f همریختͬ بودن

باشد. پوشا g اگر وتنها اگر g(B) = C و ،C با است برابر C → ۰ همریختͬ هسته مشابه، طریق به
١Universal Coeffcient Theorem for Homology
٢Exact Sequences
٣Chain Complex
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Im(f) = و باشد، پوشا g و ͷی به ͷیf اگر تنها و اگر است دقیق ۰ → A
f−→ B

g−→ C → ۰ دنباله ͷی .٣.٢ نتیجه
مͬ�نامیم. ۴ دقیق کوتاه دنباله ͷی را دقیق دنباله این است. A توسط C از گسترش ͷی B مͬ�گوییم .Ker(g)

ساخت. متفاوت دقیق کوتاه دنباله�ای دو مͬ�توان آن�ها با بͽیرید، نظر در را C = Z/nZ و A = Z Z-مدول، دو .۴.٢ مثال
.g(a, c) = c و f(a) = (a, ۰) ۰که → Z f−→ Z⊕ Z/nZ g−→ Z/nZ → ۰ اول،

دنباله است. Z به Z/nZ از گسترش ͷی همچنین Z Z-مدول
۰ → Z n−→ Z p−→ Z/nZ → ۰

و A هرچند حتͬ که باشید داشته توجه است. تصویر نͽاشت p که حالͬ در مͬ�فرستد، nz به را z ،n نͽاشت که بͽیرد، نظر در
نباشد. هم�ارز که مͬ�سازیم دقیق دنباله دو حال نیست، یͺریخت Z با Z⊕ Z/nZ هستند، مشابه�ای مدول�های مثال در C

از دقیق دنباله ͷی بشͺنیم. دقیق کوتاه دنباله�های به را ۵ دقیق بلند دنباله�ای ͷی مͬ�کنیم سعͬ دقیق کوتاه دنباله اهمیت بنابر
R-مدول�ها

· · · → An+۲ → An+۱ → An → An−۱ → An−۲ → · · ·

اگر
Cn ∼= Ker(An → An−۱) ∼= Im(An+۱ → An)

Cn ∼= � که بطوری دارد وجود همریختͬ هر از ۶ هسته هم است، آبلͬ گروه ͷی R-مدولͬ، جبری ساختار از مثالͬ عنوان به
ͷی مورب دنباله�های همه که حالͬ در بدست�مͬ�آوریم، زیر صورت به جابه�جایͬ دیاگرام ͷی آنͽاه .Coker(An+۲ → An+۱)

هستند: دقیق کوتاه دنباله

... . .. An+۲. An+۱. An. An−۱. . . ..

۰

.

۰

.

۰

.

۰

.

۰

.

۰

.

۰

.

۰

.

Cn+۱

.

Cn−۱

.

Cn+۲

.

Cn

.

Cn−۲

(١)

مͬ�دهند. تشͺیل را دقیق دنباله ͷی و دارند، همپوشانͬ دیاگرام میان در که هستند دقیق کوتاه دنباله�های میانͬ، جمله�های درنتیجه،

ͷی باشند. مدول�ها از دقیق کوتاه دنباله دو ۰ → A
′ → B

′ → C
′ → ۰ و ۰ → A → B → C → ۰ اگر .۵.٢ تعریف

مͬ�شود: جابه�جایͬ زیر دیاگرام بطوریͺه است مدول�ها همریختͬ از f, g, h تایͬ سه ͷی دقیق کوتاه دنباله�های از همریختͬ

..۰. A′. B′. C ′. ۰.

۰

.

A

.

B

.

C

.

۰

.

f

.

g

.

h

(٢)
۴Short Exact Sequence
۵Long Exact Sequence
۶Cokernel
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هستند. یͺریختͬ گسترش�های B′ و B که است، دقیق کوتاه دنباله�های از یͺریختͬ، این آنͽاه باشند، یͺریختͬ همه f, g, h اگر
باشند: زیر بصورت اگر گوییم هم�ارز را دقیق دنباله دو

..۰. A′. B′. C ′. ۰.

۰

.

A

.

B

.

C

.

۰

.

≈

(٣)

اگر گوییم ٧ مجزا یا جدا هم از دنباله است. R-مدول�ها از دقیق کوتاه دنباله ۰ → A
f−→ B

g−→ C → ۰ اگر .۶.٢ تعریف
.g ◦ s = id اگر مͬ�نامیم g از ٨ قطعه ͷی را s : C → B نͽاشت ͷی باشند. یͺریختͬ دو هر و B = A⊕ C

مͬ�نامیم. جدا هم از همریختͬ ͷی را آن آنͽاه باشد، همریختͬ ͷی هم s اگر

است: معادل زیر رابطه�های از ͷهری با بودن جدا هم از
.p ◦ f = ۱ : A→ A که باشد داشته وجود p : B → A همریختͬ ͷی (a)
.g ◦ s = ۱ : C → C که باشد داشته وجود s : C → B همریختͬ ͷی (b)

۰ → Z → دنباله درمقابل، تعریف. بر بنا است، جدا هم از ۰ → Z → Z ⊕ Z/nZ → Z/nZ → ۰ دقیق دنباله .٧.٢ مثال
ندارد. Z/nZ → Z از بدیهͬ نا همریختͬ ͷی زیرا نیست جدا هم از Z → Z/nZ → ۰

مدول�ها تانسوری �ضرب ٢.٢
گروه ͷی R Mروی ⊗N ٩ مدول�ها تانسوری ضرب باشند. چپ Nمدول و راست Mمدول اگر ،R حلقه برای .٨.٢ تعریف

که: بطوریͺه Mاست ×N آبلͬ

(m۱ +m۲, n) ∼ (m۱, n) + (m۲, n)

(m,n۱ + n۲) ∼ (m,n۱) + (m,n۲)

(mr, n) ∼ (m, rn)

.r ∈ R m,m۱,m۲و ∈M هر برای

اگر باشد. چپ وDمدول باشند، راست مدول�های L,M,N اگر .٩.٢ قضیه
۰ → L

ψ−→M
φ−→ N → ۰

آبلͬ گروه�های از شده ایجاد دنباله باشد،آنͽاه دقیق
L⊗R D

ψ⊗۱−→M ⊗R D
φ⊗۱−→ N ⊗R D → ۰

است. دقیق

چون .n = φ(m) داریم m ∈ M از برخͬ برای آنͽاه است. پوشا φ که مͬ�دانیم ،φ ⊗ ۱ � بودن پوشا دادن نشان برای اثبات.
موقعͬ Nاست، ⊗D Mبه ⊗D از پوشا همریختͬ ͷی (φ⊗ ۱) که این یعنͬ این .n⊗ d = φ(m)⊗ d = φ(m⊗ d)⊗ ۱
ͷی π :M ⊗D/Im(ψ⊗ ۱) → N ⊗D دهیم نشان تا است کافͬ ،M ⊗RD در بودن دقیق برای هستند. آبلͬ گروه�های که

مͬ�کنیم: تعریف را زیر صورت به نͽاشت ͷی πوسͺمع ساختن برای است. یͺریختͬ
٧Split
٨Section
٩Tensor Product of Modules
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p : N ×D →M ⊗D/Im(ψ ⊗ ۱)

l ∈ L هر برای m −m
′
= ψ(l) آنͽاه ،φ(m) = φ(m

′
) = n اگر .φ(m) = n بطوریͺه p(n, d) = m ⊗ d بوسیله

،m ⊗ d −m
′
= (m −m

′
) ⊗ ⊗d = ψ(l) ⊗ d ∈ Im(ψ ⊗ ۱) که این به دارد دلالت این .M در بودن دقیق به باتوجه

مͬ�کند القاء را زیر نͽاشت p است، ثابت ارزی هم کلاس هر روی p که است.زمانͬ تعریف خوش p بنابراین
p

′
: N ⊗D →M ⊗D/Im(ψ ⊗ ۱)

است. πوسͺمع و همریختͬ ͷی که

باشد: داشته را زیر معادل شرط دو از ͷهری آن اگر نامیم مͬ ١٠ Dرامسطح R-مدول یͷچپ .١٠.٢ تعریف
اگر L,M,N راست مدول هر برای (۱)

۰ → L
ψ−→M

φ−→ N → ۰

آنͽاه باشد، دقیق

۰ → L⊗D
ψ⊗۱−→M ⊗D

φ⊗۱−→ N ⊗D → ۰

باشد. دقیق
باشد. ͷی به ͷی ψ ⊗ ۱ باشد،آنͽاه ͷی به ͷی ψ اگر L,M راست مدول هر برای (۲)

هستند. مسطح نیز مدول�ها از تصویر نͽاشت هستند، مسطح آزاد های مدول .١١.٢ نتیجه

است، دقیق راست از آبلͬ گروه رسته�ای به راست R-مدول رسته�ای D⊗−از تابعͽر ،D چپ R-مدول هر برای نتیجه، در
مͬ�پردازیم: نتیجه تعدادی بیان به باشد.اینجا مسطح Dمدول اگر وتنها اگر است دقیق آن صورت این در

،D چپ R-مدول هر برای (۱) .١٢.٢ نتیجه
Z⊗Z D = D (۴)

m,n ∈ Z هر (۲)برای
Z/mZ⊗Z Z/nZ ∼= Z/dZ (۵)

است. n mو از ک.م.م ،d که
وجود زیر صورت به یͺتا یͺریختͬ گروه ͷی آنͽاه باشند. چپ -مدول R ،N,N ′ اگر و راست -مدول R ،M,M

′ اگر (۳)
دارد:

(M ⊕M
′
)⊗R N ∼= (M ⊗R N)⊕ (M

′
⊗N) (۶)

.(m,m′
)⊗ n 7−→ (m⊗ n,m

′ ⊗ n) بطوریͺه
مͬ�شود. Mتعریف ⊗R (N ⊕N

′
) ∼= (M ⊗R N)⊕ (M ⊗R N

′
) برای مشابه بطور یͺریختͬ

تصویری مدول�های ٣.٢

مͬ�خواهیم باشد. R-مدول�ها از دقیق کوتاه دنباله ͷی ۰ → L
ψ−→ M

φ−→ N → ۰ اگر و باشد، دار ͷی حلقه ͷی R اگر
دارد دلالت بطوریͺه N یا L Dبه R-مدول از همریختͬ ͷی اول کنیم. پیدا Mرا خواص با است مرتبط Nکه و L از خواصͬ
همریختͬ ͷی را ψ و f ترکیب آنͽاه باشند. ψ : L→M و f : D →M اگر مͬ�گیریم. نظر Mدر Dبه از همریختͬ وجود به

زیر: دیاگرام بودن جابه�جایͬ با است معادل این .f ′
= ψ ◦ f بطوریͺه مͬ�کنیم تعریف f ′

: D →M

١٠Flat
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..L. M.

D

.

f

. ψ.

f
′

مͬ�کند: القاء زیر بصورت آبلͬ گروه�های بین همریختͬ ͷی ψ که
ψ

′
: HomR(D,L) → HomR(D,M) (٧)

f → f
′
= ψ ◦ f

ψ
′
: HomR(D,L) → نͽاشت ψ : L → M که صورتͬ در باشند. R-مدول ͷهری D,L,M اگر .١٣.٢ قضیه

اگر دیͽر عبارت به است، ͷی به ͷی همچنین ψ′ آنͽاه باشد، ͷی به ͷی ψ : L → M و کند القاء را HomR(D,M)

است. دقیق نیز ۰ → HomR(D,L)
ψ

′

−→ HomR(D,M) آنͽاه باشد، دقیق ۰ → L
φ−→M

ψ ◦ f, ψ ◦ g : D →M صورت به ψ ◦ f, ψ ◦ g ترکیب HomR(D,L)باشند.آنͽاه در متمایز همریختͬ دو f, g اگر اثبات.
بنابراین مͬ�شود متمایز ψ ◦ g با ψ ◦ f متمایز، f, g ∈ HomR هر برای ψ ◦ f باشد، ͷی به ͷی ψ که زمانͬ مͬ�گیریم. درنظر را

است. ͷی به ͷی که مͬ�کند القاء ψ′ همریختͬ ͷی

که نمͬ�شود موجب N در بودن دقیق که کنید توجه
HomR(D,M)

ϕ−→ HomR(D,N) → ۰

ͷی f ∈ HomR(D,N) Dو = Z/nZ اگر است. ۰ → Z n−→ Z p−→ Z/nZ → ۰ دقیق دنباله بارز مثال ͷی باشد. دقیق
F : D →M صفر همریختͬ ͷی نیست،تنها صفر جز متناهͬ مرتبه از عنصر هیچ شامل Z که جایͬ آن از باشد. همانͬ نͽاشت

داریم. زیر قضیه در اما، p ◦ F = ۰ ̸= f بطوریͺه دارد، وجود

�زیر دنباله� آنͽاه باشد، دقیق ۰ → L
ψ−→M

φ−→ N → ۰ دنباله و باشند. یRͷ-مدول D,L,M,Nهر اگر .١۴.٢ قضیه

۰ → HomR(D,L)
ψ

′

−→ HomR(D,M)
φ

′

−→ HomR(D,N)

است. دقیق

،Ker(ψ′
) ⊂ Im(φ

′
) مͬ�دهیم نشان اول .Ker(ψ′

) = Im(φ
′
) که کنیم ثابت است کافͬ قضیه، این اثبات برای اثبات.

که طوری به F ∈ HomR(D,M) مͬ�کنیم انتخاب

φ ◦ F = ۰

..L. M. N.

D

. ψ. φ.

G

.

F

.

φ ◦ F = ۰

رو این از دارد. قرار φ هسته در F (d) که مͬ�گیریم نتیجه ،φ(F (d)) = ۰ ،d ∈ D عضو هر برای اینͺه به توجه با حال
ͷی که مͬ�کند، تضمین را l یͺتایͬ ψ بودن ͷی به ͷی بعلاوه .ψ(l) = F (d) داریم l ∈ L هر برای و ،Ker(φ) = Im(ψ)

از کنید. بررسͬ Lو Dاز R-مدولͬ ساختار به رانسبت G مͬ�دهد. G(d) = l که جایͬ در G : D → Lخوشتعریف نͽاشت
جهت این از .F ∈ Im(ψ

′
) بنابراین ،G ∈ HomR(D,L) هر برای F = ψ

′ است، جایͬ جابه چپ سمت مثلث رو این
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همچنین ،G ∈ HomR(D,L) از برخͬ Fبرای = ψ
′
(G) آنͽاه ′ψباشد، تصویر Fدر اگر نتیجه در .Ker(ψ′

) ⊂ Im(ψ
′
)

،∀d ∈ D,ψ(F (d)) = ۰ اینͺه به دلالتدارد این و ،φ◦ψ = ۰ بودن، دقیق بنابر .d ∈ D هر φ(Fبرای (d)) = φ(ψ(G(d)))

φ
′ ⊂ Ker(ψ

′
) کردیم اثبات بنابراین است، ψ′ هسته در F دیͽر عبارت به

باشد: داشته را زیر معادل شرایط از ͷی هر اگر است ١١ تصویری مدول ،P یRͷ-مدول .١۵.٢ تعریف
آنͽاه باشد، دقیق ۰ → L

ψ−→M
φ−→ N → ۰ اگر (۱)

۰ → HomR(P,L)
ψ

′

−→ HomR(P,M)
φ

′

−→ HomR(P,N) → ۰

باشد. دقیق
داشته وجود F ∈ HomR(P,M) ترفیع f : P → N هر برای باشد. مدول�ها از دقیق دنباله ͷیM φ−→ N → ۰ اگر (۲)

بشود: جابه�جایͬ زیر دیاگرام که طوری به باشد

..M. N. ۰.

P

. ψ.

f

.

F

زیر بصورت دقیق کوتاه ���دنباله هر آنͽاه Mباشد، R-مدول تقسیم ͷی P اگر (۳)
۰ → L→M → P → ۰

باشد. جدا هم از
باشد. آزاد R-مدول�های از مستقیم جمع P (۴)

مستقیم جمع اگر تنها و اگر است تصویری شده، تولید متناهͬ طور به مدول ͷی هستند. تصویری آزاد مدول�های کنید توجه
منظور به را تصویری مدول�های است. تصویری مدول ͷی از تقسیم ͷی مدول هر باشد. شده تولیده متناهͬ طور به آزاد مدول ͷی

کردیم. تعریف تصویری تجزیه از استفاده با TorRn همولوژی گروه�های کردن تعریف

است: زیر بصورت دقیق دنباله ͷی B از ١٢ تصویری تجزیه ͷی باشد. یRͷ-مدول B اگر .١۶.٢ تعریف
· · · → Pn

dn−→ Pn−۱ → · · · d۱−→ P۰
ϵ−→ ۰

باشد. تصویری یRͷ-مدول Pi هر بطوریͺه

ͷی B آنͽاه باشد. B از مولد�های از مجموعه ͷی روی آزاد R-مدول ͷی p۰ اگر دارد. تصویری تجزیه ͷی R-مدول هر
دنباله و ،ϵ(P۰) = B = Ker(۰) پوشا، ϵ رو این از باشد. تصویر نͽاشت ͷی ϵ : P۰ → B اگر مͬ�باشد. p۰ از مستقیم جمع
ͷی از نͽاشتͬ P۱ اگر و ،d۱(P۱) = Ker(ϵ) مͬ�کنیم، تعریف d۱ همریختͬ برای مͬ�شود. دقیق P۰ → B → ۰ شده ساخته
،Pi هر در که B از تجزیه ͷی مراحل، این تͺرار با مͬ�دهد. P۰ در بودن دقیق ما به این باشد. Ker(ϵ) ⊂ P۰ به آزاد R-مدول

مͬ�نامیم. ١٣ آزاد تجزیه را آن که آوریم. مͬ بدست مͬ�باشد تصویری) (بنابراین آزاد

جهانͬ ضریب قضیه ٣

TorRn (R,D) ١.٣
مͬ�گیریم: زیر بصورت B از تصویری تجزیه ͷی باشد. یRͷ-مدول B اگر

· · · → Pn
dn−→ Pn−۱ → · · · d۱−→ P۰

ϵ−→ B → ۰ (٨)
١١Projective Module
١٢Projective Resolution
١٣Free Resolution

۴٣



مͬ�آوریم: Dبدست در تانسور با آنͽاه
· · · → Pn ⊗D

dn⊗۱−→ Pn−۱ ⊗D → · · · d۱⊗۱−→ P۰ ⊗D
ϵ⊗۱−→ B ⊗D → ۰ (٩)

بنابراین:
Im(dn+۱ ⊗ ۱) < Ker(dn ⊗ ۱), (dn ⊗ ۱) ◦ (dn+۱ ⊗ ۱) = (dn ⊗ ۱)(Im(dn+۱ ⊗ ۱)) = ۰

بسازد. را خودش همولوژی گروه�های است ممͺن بنابراین مͬ�سازد، زنجیری مجتمع ͷی (٩) دنباله ،n هر برای

راست R-مدول بوسیله B از تصویری تجزیه هر برای باشند. راست یRͷ-مدول B و چپ DیRͷ-مدول اگر .١.٣ تعریف
آنͽاه .n ≥ ۱ هر برای dn ⊗ ۱ : Pn ⊗D → Pn−۱ ⊗D مͬ�کنیم تعریف و Dمͬ�گیریم، با تانسوری ضرب بالا، مانند

TorRn (B,D) = Ker(dn ⊗D)/Im(dn ⊗D), (١٠)

مͬ�نامیم. −⊗D تابعͽر از حاصل همولوژی گروه n-امین را آن ما که
شود. مͬ داده صورتTorn(B,D)نشان به را TorRn (B,D) گروه R = Z هرگاه

باشد. مͬ p۱ ⊗D
d۱⊗۱−→ P۰ ⊗D → ۰ از همولوژی ۰-امین ،TorR۰ (B,D) که کنید توجه

B ⊗ D جمله کردن حذف وسیله به (٩) دنباله از که زنجیری مجتمع از همولوژی گروه n-امین ،TorRn (B,D) بنابراین
است. همولوژی گروه ۰-امین مخصوص بعدی گزاره است. آمده بدست

داریم: ،B راست -مدول R هر برای .٢.٣ گزاره
TorR۰ (B,D) ∼= B ⊗D

باشد. B از تصویری تجزیه ͷی · · · → P۰
ϵ−→ B → ۰ اگر اثبات.

TorR۰ (B,D) = Ker(x)/Im(d۱ ⊗ ۱) معادله١٠) (بنابر
= P۰ ⊗D/Im(d۱ ⊗ ۱) (x با مͬ��شود پوچ P۰ ⊗D)
= P۰ ⊗D/Im(ϵ⊗ ۱) در٩) P۰ ⊗D بودن دقیق (بنابر

B ⊗D = بنابراین است، دقیق p۱ ⊗D
d۱⊗۱−→ P۰ ⊗D

ϵ⊗۱−→ B ⊗D → ۰ دنباله تانسوری، ضرب راست از بودن دقیق بنابر
داریم، چون و .Im(ϵ⊗ ۱)

Ker(ϵ⊗ ۱) = Im(d۱ ⊗ ۱) = (P۰ ⊗D)/(B ⊗D)

.P۰ ⊗D/Ker(ϵ⊗ ۱) ∼= B ⊗D بنابراین

-R هر از TorRn (B,D) همولوژی گروه�های بودن خوشتعریف هم با آنها که کرد، خواهیم بیان را مهم گزاره دو ادامه در
مندان علاقه و نشده پرداخته آنها به نداشته ارتباط ما بحث مورد موضوع به آنها اثبات چون توجه مͬ�کند. تضمین را B مدول،

کنند. مراجعه ۳.Aبخش هچر کتاب به مͬ�توانند

مͬ�باشد. B از تصویری تجزیه انتخاب از، مستقل TorRn (B,D) همولوژی گروه�های .٣.٣ گزاره

برای آنͽاه ، ′Bبͽیریم Bو از تصویری تجزیه ͷی ترتیب به باشد، R-مدول دو بین یͷهمریختͬ f : B → B
′ اگر .۴.٣ گزاره

بصورت شمول نͽاشت ͷی n ≥ ۰ هر
f به تنها و آمده بدست تجزیه�ها این از که دارد وجود همولوژی گروه�های روی ηn : TorRn (B,D) → TorRn (B

′
, D)

دارد. ͬͽبست

همریختͬ از دنباله ͷی دیͽر عبارت به باشد زنجیری مجتمع�های از دقیق کوتاه دنباله ͷی ۰ → L
ψ−→M

φ−→ N → ۰ اگر

مͬ�کند: جایͬ جابه را زیر دیاگرام معادل طور به یا باشد، دقیق کوتاه i هر برای ۰ → Li
ψ−→Mi

φ−→ Ni → ۰ مجتمع�های
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.. ۰. ۰. ۰.

· · ·

.

Li+۱

.

Li

.

Li−۱

.

· · ·

.

· · ·

.

Mi+۱

.

Mi

.

Mi−۱

.

· · ·

.

· · ·

.

Ni+۱

.

Ni

.

Ni−۱

.

· · ·

.

۰

.

۰

.

۰

.

di+۱

.

di

.

di+۱

.

di

.

di+۱

.

di

.

ψi+۱

.

φi+۱

.

ψi

.

φi

.

ψi−۱

.

ϕi−۱

(١١)

داد: بسط زیر صورت به دقیق بلند دنباله ͷی به را آن توان مͬ
· · · → Hi+۱(N) → Hi(L) → Hi(M) → Hi(N) → Hi−۱(L) → · · ·

۰ → L
ψ−→ راست R-مدول�های از دقیق کوتاه دنباله برای مͬ�دهیم. تغییر را اولیه شرایط کمͬ سادگͬ، برای حاضر حال در

مͬ�کنیم: پیدا N و L,M مدول�های از ͷی هر برای آزاد تجزیه ͷی ،M φ−→ N → ۰
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.. ۰. ۰. ۰.

· · ·

.

P۱

.

P۰

.

N

.

· · ·

.

· · ·

.

P
′

۱

.

P
′

۰

.

M

.

· · ·

.

· · ·

.

P
′′

۱

.

P
′′

۰

.

L

.

· · ·

.

۰

.

۰

.

۰

.

ϵ

.

ϵ
′

.

ϵ
′′

.

ψ

.

φ

(١٢)

١۴ هورس�شو لم توسط آنها وجودی (اثبات باشد. i هر برای مجزا دقیق کوتاه دنباله ͷی ۰ → P
′′

i → P
′

i → Pi → ۰ بطوریͺه
ضرب ،D چپ یRͷ-مدول با هرگاه ( ببیند. ویبل کتاب (۲, بخش(۲ در را مطلب این مͬ�توانند مندان علاقه که مͬ�شود اثبات

١۴Horseshoe Lemma
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داریم: کنیم، حذف را آن آخر جمله�های و کنیم تانسوری

.. ۰. ۰. ۰.

· · ·

.

P۲ ⊗D

.

P۱ ⊗D

.

P۰ ⊗D

.

· · ·

.

· · ·

.

P
′

۲ ⊗D

.

P
′

۱ ⊗D

.

P
′

۰ ⊗D

.

· · ·

.

· · ·

.

P
′′

۲ ⊗D

.

P
′′

۱ ⊗D

.

P
′′

۰ ⊗D

.

· · ·

.

۰

.

۰

.

۰

.

ψ

.

φ

(١٣)

دقیق کوتاه دنباله�های این از همولوژی از دقیق بلند دنباله آنͽاه مͬ�باشد. مجزا آنها اصل زیرا مͬ�باشد مجزا دقیق کوتاه دنباله هر که
داد: نشان زیر صورت به مͬ�توان را زنجیری مجتمع�های از

· · · → TorR۲ (N,D)
δ۱−→ TorR۱ (L,D)

ψ∗−→ TorR۱ (M,D)
φ∗−→ TorR۱ (N,D)

δ۰−→ L⊗D
ψ∗−→M ⊗D

φ∗−→ N ⊗D → ۰ (١۴)

مͬ�نامیم. ١۵ همبندی همریختͬ�های را δi نͽاشت�های
φi رو این از .n ∈ Ker(di) مͬ�کنیم فرض ،δi : Tori(N,D) → Tori−۱(L,D) مͬ�کنیم: تعریف را همبندی همریختͬ

زیر: محاسبه اساس بر .φi(m) = n که بطوری دارند mوجود ∈Mi مͬ�باشد، پوشا

φi−۱(di(m)) = di(φi(m)) است) جایͬ (١١)جابه� (دیاگرام
= di(n) = ۰ (n ∈ Ker(di))

.φi−۱(l) = di(m) که بطوری دارد وجود یͺتا بصورت l ∈ Li−۱ ͷی بنابراین .di(m) ∈ Kerφi−۱ = Imϕi−۱ که مͬ�دانیم
که باشید داشته توجه

φi−۱ ◦ di(l) = di ◦ φi−۱(l) است) جایͬ (١١)جابه� (دیاگرام
= di ◦ di(m) است) ͷی به ͷیφi−۱)
= ۰ (di(m) = ۰)

کرد ثابت مͬ�توان سادگͬ به که مͬ�کنیم. تعریف δi[n] = [l] ضابطه با δi : Tori−۱(N,D) → Tori−۱(L,D)اشتͽن حال
است. دقیق آن از حاصل دنباله و است همریختͬ و خوشتعریف نͽاشت این که

١۵Connecting Homomorphisms
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جهانͬ ضریب قضیه برهان ٢.٣

· · · → Cn
δn−→ Cn−۱ → · · · اگر مͬ�پردازیم. همولوژی برای جهانͬ ضریب قضیه اثبات به شده بیان مطالب از استفاده با حال

و δn |Zn= ۰ بنابراین .Bn = Im(δn) ⊂ Zn = Ker(δn) ⊂ Cn اگر باشد. آبلͬ گروه�های از زنجیری مجتمع ͷی
دنباله به را مطلب این گرفت. درنظر بدیهͬ کراندار نͽاشت�های با Z از مجتمع�هایͬ زیر عنوان به را C Bو مͬ�توانیم ،δn |Bn= ۰

مͬ�دهیم: تعمیم زنجیری های مجتمع از دقیق کوتاه

.. ...

. ...

. ...

.

۰

.

Zn−۱

.

Cn−۱

.

Bn−۲

.

۰

.

۰

.

Zn

.

Cn

.

Bn−۱

.

۰

.

...

.

...

.

...

.

δn−۱

.

δn

.

δn = ۰

.

δn

.

δn = ۰

(١۵)

از مستقیمͬ مجموع C زنجیری مجتمع که کنید دقت Cn ∼= Zn ⊗ Bn−۱ هستند،بنابراین آزاد آبلͬ گروه از گروه�های زیر
B در که نͽاشت�هایͬ خلاف بر باشد، بدیهͬ که ندارد لزومͬ C در کراندار نͽاشت�های نباشد،برای B و Z زنجیری مجتمع�های

،داریم: G با تانسوری ضرب از بعد هستند. N و

.. ...

. ...

. ...

.

۰

.

Zn−۱ ⊗G

.

Cn−۱ ⊗G

.

Bn−۲ ⊗G

.

۰

.

۰

.

Zn ⊗G

.

Cn ⊗G

.

Bn−۱ ⊗G

.

۰

.

...

.

...

.

...

.

δn−۱ ⊗ ۱

.

δn ⊗ ۱

.

δn ⊗ ۱

.

δn ⊗ ۱

.

δn ⊗ ۱

(١۶)

هستند.با مجزا و دقیق دوم دیاگرام در ردیف�ها بنابراین مͬ�شوند، جا�به�جا (۶) رابطه به توجه با مستقیم جمع با تانسوری ضرب
داریم: زیر صورت به همولوژی گروه�های از دقیق بلند دنباله ͷی (١۴) ازساختار استفاده

· · · → Hn(Z;G) → Hn(C;G) → Hn(B;G) → Hn−۱(Z;G) → · · · (١٧)
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داریم: n هر برای بنابراین دارد، صفر همریختͬ ͷی تنها Zn از زنجیری مجتمع اولیه، دنباله در
Hn(Z;G) = Zn ⊗G/۰ = Zn ⊗G

.Hn(B;G) = Bn ⊗G مشابه بطور
با: است یͺریخت (١٧) دقیق بلند دنباله

· · · → Bn ⊗G→ Zn ⊗G→ Hn(C;G) → Bn−۱ ⊗G→ Zn−۱ ⊗G→ · · · (١٨)

δn⊗۱(c⊗g) = b⊗g شرط با را c⊗g ∈ Cn⊗G مͬ�توانیم و ست، پوشا δn⊗۱ رو این از مͬ�گیریم نظر در را b⊗g ∈ Bn−۱⊗G
.Cn−۱ ⊗G در b⊗ g با است برابر جواب مͬ�دهیم اثر C ⊗ g روی δn ⊗ ۱ وقتͬ یعنͬ پیداکنیم.

بنابراین
Bn−۱ ⊗G ⊂ Zn−۱ ⊗G, b⊗ g ∈ Bn−۱ ⊗G⇒ b⊗ g ∈ zn−۱ ⊗G

کنیم: تعریف زیر بصورت را کرانداری نͽاشت مͬ�توانیم درنتیجه
in ⊗ ۱ : Bn ⊗G→ Zn ⊗G

مͬ�باشد. Bn → Zn از شمول نͽاشت ͷی in که
این به توجه با گرفت. نظر در An عنوان به Hn(C;G)را مͬ�توانیم ،(١) دیاگرام به توجه با

Bn ⊗G = An+۲, Zn ⊗G = An+۱, . . .

جمله�های در ترتیب به را Cn+۱ و Cn رابسازیم. Cn+۱ مͬ�توانیم Cn توسعه با آنͽاه
کرد. خواهیم تعریف in−۱ ⊗ ۱ و in ⊗ ۱ نͽاشت�های از

Cn ∼= Coker(An+۲ → An+۱) = Coker(Bn ⊗G→ Zn ⊗G) = Coker(in ⊗ ۱) (١٩)

که حالͬ در
Cn−۱ ∼= Ker(An−۱ → An−۲) = Ker(Bn−۱ ⊗G→ Zn−۱ ⊗G) = Ker(in−۱ ⊗ ۱)

مͬ�سازند: دقیق کوتاه دنباله ͷی باهم دو هر که
۰ → Coker(in ⊗ ۱) → Hn(C;G) → Ker(in−۱ ⊗ ۱) → ۰ (٢٠)

کنیم. پیدا Ker(in−۱را ⊗ ۱) و Coker(in ⊗ ۱) باید ادامه در .Coker(in ⊗ ۱) = Zn ⊗G/Im(in ⊗ ۱) و

است. دقیق Coker(f) = B/f(A)تعریف با A f−→ B → Coker(f) → ۰ دنباله کلͬ، حالت در
که مͬ�دانیم واقع در ،Bn

in−→ Zn → Coker(in) → ۰ دنباله مورد در
داریم: تانسوری ضرب راست از بودن دقیق بنابر .Coker(in) = HN (C)

..Bn ⊗G. Zn ⊗G. Hn(C)⊗G. ۰.

Bn ⊗G

.

Zn ⊗G

.

Coker(in ⊗ ۱)

.

۰

. in ⊗ ۱.

in ⊗ ۱

.

≈

(٢١)

نیست. وابسته Zn و Bn انتخاب به نتیجه این و ،Coker(in ⊗ ۱) ∼= Hn(C)⊗G که مͬ�شود نتیجه فوق دیاگرام بنابر
مͬ�گیریم: نظر در زیر صورت به Hn(C)را از آزاد تجزیه مͬ�کنیم، پیدا ⊗Ker(inرا ۱) معادل بطور ⊗Ker(in−۱یا ۱) اکنون هم

.. P۱. P۰. H.

۰

.

Bn

.

Zn

.

Hn(C)

.

۰

.

in

(٢٢)

۴٩



داریم: ،G در تانسوری ضرب با
۰ → P۱ ⊗G

in⊗۱−→ P۰ ⊗G→ H ⊗G→ ۰ (٢٣)

.H۱(P۱ ⊗ G) = Ker(in ⊗ ۱) که مͬ�کنیم، محاسبه H ⊗ G از استفاده با را TorZ۱ آنͽاه
مͬ�کنیم: اثبات را جهانͬ ضریب قضیه اول قسمت و مͬ�کنیم، ترکیب را آمده بدست نتیجه دو بعد

دارند: وجود زیر صورت به طبیعͬ دقیق کوتاه دنباله�های آنͽاه باشد، آزاد آبلͬ گروه�های از زنجیری مجتمع ͷی C اگر .۵.٣ قضیه

۰ → Hn(C)⊗G→ Hn(C;G) → Tor۱(Hn−۱(C), G) → ۰ (٢۴)

هستند. مجزا طبیعͬ، غیر طور به چند هر دنباله�ها این و ،G و n هر برای که

۰ → Zn
f−→ Cn

g−→ Bn−۱ → ۰ مجزا دقیق کوتاه دنباله به بودن، مجزا اثبات برای
p

′ به رامͬ�توان p بعلاوه دارد. وجود p ◦ f = ۱Zn که طوری به p : Cn → Zn نͽاشت بودن مجزا بنابر مͬ�گردیم. باز
�کند: جابه�جایͬ را زیر دیاگرام که طوری به داد، گسترش

..Zn. Hn(C).

Cn

.

p

. q.

p
′

(٢۵)

آنها بین کراندار نͽاشت�های کردن اضافه با زنجیری .Hیͷمجتمع و گیریم، مͬ نظر در F : C. → H.(C)زنجیری نͽاشت ͷی
معمولا بͽیریم، C.⊗Gهمولوژی از وقتͬ .F⊗۱ : C.⊗G→ H.(C)⊗G مͬ�دهد Gنتیجه با آن ضربتانسوری بعد مͬ�سازیم.
ما به ضمناً،آن بͽیریم، همولوژی H.(C) ⊗ G از وقتͬ و مͬ�آید. بدست Hn(C;G)

مͬ�کند: القاء زیر بصورت همولوژی روی همریختͬ ͷی بنابراین است. صفر همریختͬ�های از ناشͬ که Hn(C)⊗Gمͬ�دهد،

F∗ : Hn(C;G) → Hn(C)⊗G

کند. مͬ اثبات را بودن مجزا که

کاربرد�ها ۴
یادآوری خواهیم�داد. نشان را دلخواه ضریب�های با همولوژی از محاسبه دو بخش این در

Hi(RPn) =

 Z ,nفرد i = n iیا = ۰ اگر
Z/۲Z ۰وnفرد < i < n اگر
۰ o.w

(٢۶)

مͬ�کنیم. محاسبه Hi(C;G)را همولوژی .G = Z/۲Z و C = RPn اگر .١.۴ مثال

جداگانه بطور را هرحالت .Hi(C;G) ∼= Hi(C) ⊗ G ⊕ Tor۱(Hi−۱(C), G) داریم، جهانͬ ضریب قضیه وسیله به
،i = ۰ برای گیرم. مͬ درنظر
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H۰(RPn;Z/۲Z) ∼= H۰(RPn)⊗ Z/۲Z⊕ Tor(H−۱(RPn);Z/۲Z) (٢۴)
= Z⊗ Z/۲Z⊕ Tor(۰,Z/۲Z) (٢۶)
= Z/۲Z⊕ Tor(۰,Z/۲Z) (۴)
= Z/۲Z (Torبدیهͬ)

،i = ۱ برای

H۱(RPn;Z/۲Z) ∼= H۱(RPn)⊗ Z/۲Z⊕ Tor(H۰(RPn);Z/۲Z) (٢۴)
= Z/۲Z⊗ Z/۲Z⊕ Tor(Z,Z/۲Z) (٢۶)
= Z/۲Z⊕ Tor(Z,Z/۲Z) (۴)
= Z/۲Z ببینید) را (پایین

Z با تانسوری ضرب از بعد است. ۰ d۲−→ Z d۱−→ Z⊕ Z/۲Z ϵ−→ Z/۲Z → صورت۰ به Z/۲Z از آزاد دقیق کوتاه دنباله ͷی
داریم:

۰ d۲⊗۱−→ Z⊗ Z d۱⊗۱−→ (Z⊕ Z/۲Z)⊗ Z ϵ⊗۱−→ (Z/۲Z)⊗ Z → ۰

باشد، فرد صحیح عدد ͷی i که زمانͬ ۱ < i < n برای .Tor(Z,Z/۲Z) = ۰ بنابراین است. برابر اولیه دنباله با که

Hi(RPn;Z/۲Z) ∼= Hi(RPn)⊗ Z/۲Z⊕ Tor(Hi−۱(RPn);Z/۲Z) (٢۴)
= Z⊗ Z/۲Z⊕ Tor(۰,Z/۲Z) (٢۶)
= Z/۲Z⊕ Tor(۰,Z/۲Z) (۵)
= Z/۲Z (Torبدیهͬ)

باشد، زوج صحیح عدد ͷی i که زمانͬ ۱ < i < n برای

Hi(RPn;Z/۲Z) ∼= Hi(RPn)⊗ Z/۲Z⊕ Tor(Hi−۱(RPn);Z/۲Z) (٢۴)
= ۰⊗ Z/۲Z⊕ Tor(Z/۲Z,Z/۲Z) (٢۶)
= ۰⊕ Z/۲Z = Z/۲Z

داریم: باشد، زوج i که زمانͬ i = n برای
Hi(RPn;Z/۲Z) = ۰⊗ Z/۲Z⊕ Tor(Z/۲Z,Z/۲Z) ∼= Z/۲Z

.Z ⊗ Z/۲Z ⊕ Tor(Z/۲Z,Z/۲Z) ∼= Z/۲Z با است برابر آن باشد، فرد i اگر
همچنین بعدی مثال است. Z ضرایب با همولوژی از ساده�تر حتͬ که ،Hn(RPn;Z/۲Z) ∼= Z/۲Z داریم خلاصه، طور به

مͬ��گیریم. نظر در Q را G که تفاوت این با است، RPn درباره

مͬ�کنیم. محاسبه Hi(C;G)را همولوژی .G = Q و C = RPn اگر .٢.۴ مثال

.Hi(C;G) = Z⊗Q⊕ ۰ = Q ،i = ۰ برای
داریم: n و ۰ بین زوج i برای

Z/۲Z⊗Q︸ ︷︷ ︸
=۰

⊕Tor(۰,Q) = ۰
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صفر آنها تانسوری حاصلضرب بنابراین است. ١٧ تقسیم یͷگروه Qتحتجمع که حالͬ در است، ١۶ تورشن آبلͬ Z/۲Zیͷگروه
،b ∈ Q و a ∈ Z/۲Z برای است.
برای .Tor(۰,Q) = ۰ و ،Tor(Z/۲Z,Q) = ۰ مشابه، استدلال با .۰ = ۰ ⊗ b = ۲ ⊗ b = (۱ · ۲) ⊗ b = ۱ ⊗ ۲b

.۰⊗Q⊕ Tor(Z/۲Z,Q) = ۰ ،n و ۰ بین فرد i هر
فرد، i = n برای

۰⊗Q⊕ Tor(Z/۲Z,Q) = ۰

آنͽاه باشد، زوج i اگر
Z⊗Q⊕ Tor(۰,Q) = Q
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کارتان١ حدس
بقال رضازاده سینا

مͬ�کنیم. بررسͬ کارتان حدس برای را Mihailecu Preda اثبات مقاله این در
هستند. متوالͬ ٩ و ٨ عدد دو تنها زیر دنباله�ی در دیͽر بیانͬ به هستند. ٩ و ٨ کامل متوالͬ عدد دو تنها کارتان: حدس

۱, ۴, ۸, ۹, ۱۶, ۲۵, ۲۷, ۳۲, ۳۶, . . .

که دهیم نشان باید بنابراین دارند. فاصله یͺدیͽر از کافͬ اندازه�ی به کامل kام توان اعداد ثابت، k ≥ ۲ هر برای کنید، توجه البته
است. x = ۳, y = ۲ و n = ۲,m = جواب۳ دارای تنها x, y ∈ Z ،n,m ≥ ۲ که xn − ym = ۱ معادله�ی

صورت: این در q | n و p | m اگر که زیرا هستند، اول اعداد n,m که کرد فرض مͬ�توان کلیت از شدن کاسته بدون
xn − ym = ۱ ⇒ (x

n
q )q − (y

m
p )p = ۱

است. زیر صورت به کارتان حدس نهایͬ صورت پس
(x, y, p, q) = (۳, ۲, ۲, ۳) یͺتای جواب دارای هستند، اول اعدادی p, q که xp − yq = ۱ معادله�ی کارتان: حدس

است.
در را هستند فرد اول اعداد q و p که حالتͬ برای اثبات اما مͬ�کنیم. اثبات جداگانه صورت به کدام هر را q = ۲ و p = ۲

مͬ�کنیم. ثابت را زیر قضیه سه ابتدا حالت این اثبات برای البته مͬ�آوریم. بعدی مقاله�ها�ی

آنͽاه: باشند، فرد q و p و باشد داشته نابدیهͬ جواب xp − yq = ۱ اگر .١ قضیه
pq−۱ ≡ ۱ mod q۲, qp−۱ ≡ ۱ mod p۲

آنͽاه: باشند فرد p, q و باشد داشته نابدیهͬ جواب xp − yq = ۱ اگر .٢ قضیه
p ≡ ۱ mod q یا q ≡ ۱ mod p

آنͽاه: باشند فرد p, q و باشد داشته نابدیهͬ جواب xp − yq = ۱ اگر .٣ قضیه
p < ۴q۲, q < ۴p۲

مͬ�دهد. نتیجه فرد p, q حالت در را کارتان حدس چͽونه قضیه سه این که مͬ�دهیم نشان حال
(−y,−x, q, p)اینصورت در باشد، جوابمساله (x, y, p, q) اگر اما .q ≡ ۱ mod p یا p ≡ ۱ mod q قضیه�ی٢، طبق

آنͽاه: p = qt+ ۱ اگر .p ≡ ۱ mod q کرد فرض مͬ�توان کلیت از شدن کاسته بدون پس مͬ�کند. صدق معادله در نیز
pq−۱ = (qt+ ۱)q−۱ ≡ (q − ۱)qt+ ۱ ≡ ۱ mod q۲ ⇒ q | t⇒ p ≡ ۱ mod q۲

زوج هم q۲ + ۱, ۳q۲ + ۱ و ۳ | ۲q۲ + ۱ آنͽاه q ̸= ۳ اگر .p ∈ {q۲ + ۱, ۲q۲ + ۱, ۳q۲ + پس{۱ ،p < ۴q۲ ،٣ قضیه طبق اما
مͬ�شود. نتیجه حͺم ١ قضیه طبق و نیست همنهشت ١ با ۱۹۲ پیمانه�ی به ۳۱۸ حال این در اما .p = ۱۹ و q = پس۳ هستند.

مͬ�کنیم. ثابت q = ۲ برای را مساله اکنون

Conjecture Cartan١
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ندارد. نابدیهͬ صحیح جواب xp = y۲ + ۱ معادله�ی ،p ≥ ۲ اول عدد هر برای (V.A.Lebesgue− ۱۸۵۰) .۴ قضیه

چون و xp = (۱+ iy)(۱− iy) که چون صورت این در باشد فرد p اگر اما است. برقرار حͺم وضوح به که p = ۲ اگر اثبات.
c ∈ Z[i] بنابراین هستند. Z[i] در کامل pام توان دو هر ۱− iy و ۱+ iy که مͬ�شود نتیجه هستند، pام توان Z[i] یͺال�های تمام

نتیجه: در .۱+ iy = cp, ۱− iy = c̄p که دارد وجود
۲ = (c+ c̄)(cp−۱ − · · ·+ c̄p−۱) ⇒ c+ c̄ | ۲

آن�گاه ۱+ i | c اگر چون .۱+ i ∤ c طرفͬ از .b ∈ Z که c = ±(۱+ bi) لذا و c+ c̄ = پس±۲ است صحیح c+ c̄ چون و
ولذا ۱+ i ∤ cپس است. غیرممͺن که ۸ | y۲ + پس۱ p ≥ ۳ چون و است زوج xپس بود. خواهد فرد y لذا و ۱+ i | ۱+ iy

داریم است. زوج نیز b

(۱+ bi)p + (۱− bi)p = ±۲ ⇒
(
p

۲

)
(bi)۲ + · · ·+

(
p

p− ۱

)
(bi)p−۱ = ۰

که: کنید توجه اما

Ord۲(

(
p

k

)
(bi)k) > Ord۲(

(
p

۲

)
(bi)۲)

که: )چون
p

k

)
(bi)k

(
p

۲

)−۱

(bi)−۲ =

(
p− ۲
k − ۲

)
.

۲
k(k − ۱)

(bi)k−۲

نتیجه: در و است زوج k اما

Ord۲(۲(bi)k−۲) ≥ k − ۱ >
log k

log ۲
≥ Ord۲(k) = Ord۲(k(k − ۱))

پس

Ord۲(

(
p

k

)
(bi)k) > Ord۲(

(
p

۲

)
(bi)۲)

کنید. توجه زیر لم به اکنون زوج. و k > ۲ هر برای

صورت: این در ،xi ∈ Qp که ۲ ≤ i ≤ n برای Ordp(x۱) < Ordp(xi) اگر .۵ لم
Ordp(

∑
xi) = Ordp(x۱)

است. دلخواه اول عدد p که

داریم: پس

Ord۲(

p−۱
۲∑
k=۱

(
p

۲k

)
(bi)۲k) = Ord۲(

(
p

۲

)
(bi)۲)

.y = ۰ و c = ±۱ لذا و b = ۰ باشیم داشته بایستͬ لذا و Ord۲(۰) = +∞ اما

مͬ�دهیم. نشان p = حالت۲ برای را حدس اکنون

معادله�ی .۶ قضیه
x۲ = yq + ۱ (١)

است. x = ۳, y = ۲, q = ۳ نابدیهͬ جواب تنها دارای صحیح اعداد مجموعه�ی در

مͬ�کنیم. ثابت را زیر لم�های ابتدا قضیه، اثبات برای

مͬ�کند: صدق زیر معادله�های در −x یا xصورت این در کند، صدق (١) معادله�ی در و باشد فرد عددی ،q ≥ ۳ اگر .٧ لم
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که: دارند وجود (۲a, b) = ۱ با a, b ∈ Z (i)
x− ۱ = ۲q−۱aq, x+ ۱ = ۲bq, y = ۲ab

y ≥ ۲q−۱ − ۲ (ii)

اختلاف و هستند کامل qام توان دو هر چون و ۱ = (x− ۱, x+ ۱) آن�گاه باشد زوج x اگر .(x− ۱)(x+ ۱) = yq (i اثبات.
.x = ۰ ولذا باشند ±۱ بایستͬ پس دارند ٢

.x ≡ ۱ mod ۴ که کرد فرض مͬ�توان xعلامت تغییر با ،۲q | (x− ۱)(x+ ۱) لذا و است فرد xپس
(
x− ۱
۲q−۱ )(

x+ ۱
۲

) = (
y

۲
)q

پس: ،(x−۱
۲q ,

x+۱
۲ ) = ۱ ولͬ

x− ۱
۲q−۱ = aq,

x+ ۱
۲

= bq

شد. ثابت اول قسمت پس
داریم: (ii) برای حال

۲q−۱ | x− ۱ ⇒ ۲bq ≡ ۲ mod ۲q−۱ ⇒ bq ≡ ۱ mod ۲q−۲

.b ≡ ۱ mod ۲q−۲ که مͬ�شود نتیجه بالا رابطه�ی از پس است. ٢ توان | Z∗
۲q−۲ | که زیرا است ٢ از توانͬ Z∗

۲q−۲ Ord(b)در اما
لذا:

| b |≥ ۲q−۲ − ۱ ⇒| ۲ab |≥ ۲q−۱ − ۲

مͬ�شود. ثابت نیز لم این پس

.q | xصورت این در .x۲ − yq = ۱ و اول عددی q ≥ ۳ کنید فرض .٨ لم

آن�گاه: ،d = gcd(y + q, y
q+۱
y+۱ ) اگر .(y + ۱)(y

q+۱
y+۱ ) = x۲ داریم اثبات.

yq + ۱
y + ۱

= yq−۱ − yq−۲ + · · · − ۱ ≡ −q mod d⇒ d | q

.y
q+۱
y+۱ = v۲ و y + ۱ = u۲ مثلا و هستند. کامل مربع هردو yq+۱

y+۱ و y + ۱ بنابراین .d = پس۱ (d, q) = ۱ آن�گاه q ∤ x اگر
،Z[√y] در لذا و نیست. کامل مربع y پس y + ۱ = u۲ چون است. x۲ − Y y۲ = ۱ برای جوابͬ (x, y

q−۱
۲ ) حال

کنید: توجه زیر لم به حال است. یͺال x+ y
q−۱
۲
√
y

مͬ�شوند. تولید u+
√
y توسط ۱+ y = u۲ که حالتͬ در Z[√y] یͺال�های گروه .٩ لم

که: مͬ�کنیم انتخاب گونه�ای به را k ∈ Zصورت این در باشد، یͺال Z[√y] در a+ b
√
y اگر لم: برهان

۱ ≤ (a+ b
√
y)(u+

√
y)k < u+

√
y

.۱ ≤ a+ b
√
y < u+

√
y کنید فرض کلیت از شدن کاسته بدون ابتدا از پس

رابطه�ی a ̸= ۱ برای کرد بررسͬ مͬ�توان راحتͬ به .a۲ − b۲y = پس±۱ است یͺال a+ b
√
y چون

۱ ≤ a+ b
√
y < u+

√
y

که دارد وجود k ∈ Z توان Z[√y] در a + b
√
y مانند یͺال هر برای لذا و b = ۰, a = ۱ پس باشد. برقرار نمͬ�تواند

.(u+
√
y)k = a+ b

√
y

بنابراین: (u+
√
y)−۱ = −(−u+

√
y) که آن�جا از .x+ y

q−۱
۲
√
y = (u+

√
y)m که دارد mوجود ∈ Z پس،

x ≡ ±(um + umm−۱√y) mod yZ[
√
y]

y اما .y | m لذا و (y, u) = ۱ ولͬ mum−۱ ≡ ۰ mod y نتیجه در و yZ[√y] پیمانه�ی به x ± um ≡ mum−۱√y پس
داریم: است. زوج mنیز لذا و است زوج

x+ y
q−۱
۲
√
y = ±(u۲ + y + ۲u

√
y)

m
۲
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مͬ�آید: بدست بͽیریم، نظر در uZ[√y] پیمانه به را معادله طرف دو اگر
x+ y

q−۱
۲
√
y ≡ ±ym

۲ mod uZ[
√
y]

⇒ u | x+ y
q−۱
۲
√
y ± y

m
۲

⇒ u | y
q−۱
۲

.q | x و است باطل فرضخلف که مͬ�دهد نشان تناقضحاصل .y = ۰ و u = پس۱ (y, u) = ۱ اما

مͬ�شود. نتیجه راحتͬ به حͺم زیر لم به توجه با اکنون

.x ≡ ±۳ mod q صورت این در x۲ − yq = ۱ و q ≥ ۳ اگر .١٠ لم

داریم: .(۲a, b) = ۱ که a, b ∈ Z برای x+ ۱ = ۲bq و x− ۱ = ۲q−۱aq که مͬ�دانیم اثبات.

b۲q − (۲a)q = (
x+ ۱
۲

)۲ − ۲(x− ۱) = (
x− ۳

۲
)۲

⇒ (b۲ − ۲a)(
b۲q − (۲a)q

b۲ − ۲a
) = (

x− ۳
۲

)۲

شد. خواهد منفͬ بالا عبارت چپ سمت آن�گاه b۲ < ۲a اگر که زیرا .b۲ ≥ ۲a آن�گاه، gcd(b۲ − ۲a, b
۲q−(۲a)q

b۲−۲a ) = ۱ اگر حال
داریم: .b۲ − ۲a = c۲ پس

| ۲a |=| c۲ − b۲ |≥ ۲ | b | −۱ ⇒| a |≥| b |

دیͽر: طرفͬ از

| a |q= | x− ۱ |
۲q−۱ ≤ | x− ۱ |

۱۶
<

| x+ ۱ |
۲

=| b |q⇒| a |<| b |

.q ≥ ۵ کردیم فرض پس مͬ�شود، نتیجه قبل لم از حͺم q = ۳ برای که کنید توجه
آنͽاه (x, y) = ۱ اگر که مͬ�دانیم اما نیست، برقرار gcd(b۲ − ۲a, b

۲q−(۲a)q
b۲−۲a ) = ۱ که مͬ�دهد نشان حاصل تناقض

آن�گاه: d = gcd(b۲ − ۲a, b
۲q−(۲a)q
b۲−۲a ) اگر که زیرا .gcd(x− y, x

q−yq
x−y ) | q

d | xq−۱ + xq−۲y + · · ·+ yq−۱ ⇒ qx ≡ ۰ mod d

به را x چون بͽیریم، نظر در هم را −x بایستͬ اما .q پیمانه به x ≡ ۳ لذا و q | (x−۳
۲ )۲ بنابراین .d | q پس ،۱ = (d, x) اما

.x ≡ ±۳ mod q کلͬ حالت در پس x ≡ ۱ mod ۴ که بودیم کرده انتخاب گونه�ای

مͬ�کنیم. بررسͬ بعد مقاله�ی در را آن که کنیم حل را x۲ − y۳ = حالت۱ است کافͬ پس
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مدیریت در آن کاربردهای و حراج نظریه بررسͬ
صادقͬ�پور علیرضا

چͺیده

مͺانیزم�های آن در که است مͺانیزم طراحͬ مبحث اقتصادی، و مدیریتͬ علوم در بازی�ها نظریه�ی جالب کاربردهای از ͬͺی
طراحͬ ... و اطلاعاتخصوصͬ کردن فاش به افراد کردن وادار سود، کردن بیشینه خاصمانند اهداف به رسیدن برای اقتصادی
نظریه�ها هم�چنین و بازی�ها نظریه�ی حوزه�ی از مختلفͬ مفاهیم از حراج، نظریه�ی در است. حراج مͺانیزم�ها، این از ͬͺی مͬ�شوند.
بررسͬ به مفید و مختصر گونه�ای به تا است شده آن بر سعͬ نوشته این در مͬ�شود. استفاده اقتصادی متعارف ساختارهای و
ͬͺی مͬ�کنیم سعͬ دوم بخش در مͬ�پردازیم. آن ویژگͬ�های و مختلف حراج�های تئوری بررسͬ به اول بخش در بپردازیم. حراج
توضیح است، راست�گویͬ به افراد کردن تشویق که آن، خاص ویژگͬ مورد در و کنیم بررسͬ بیشتر را حراج مختلف انواع از

خواهیم�پرداخت. آن�ها اهمیت دادن نشان برای حراج�ها از استفاده از کاربردی مثال دو به آخر بخش در نهایت در . دهیم

حراج

حراج انواع و تعریف

منابع اختصاص نحوه�ی قواعد این دارد. وجود مشخصͬ و صریح قواعد آن در که دانست بازار شبیه سازوکار ͷی مͬ�توان را حراج
مͬ�رسند، فروش به حراج در معمولا که کالاهایͬ مͬ�کنند. تعیین بازار در درگیر افراد از ͷی هر پیشنهاد١ اساس بر را قیمت�ها و
مشارکت اوراق معادن، از برداشت حق کشاورزی، تولیدات عتیقه، اجناس و کتاب�ها هنری، محصولات مانند دارند. مختلفͬ انواع
برد. نام مͬ�توان نیز را گذشته زمان�های در بردگان فروش نحوه�ی حراج، کاربرد از مثال برای طلا. حتͬ و شرکتͬ و دولتͬ قرضه�ی و
مشخص، قیمت با کالا ارائه�ی مثل کالا فروش و خرید دیͽر سازوکارهای جای به حراج از چرا که است این اصلͬ پرسش
در مثال برای کرد. تعیین قیمتͬ نمͬ-توان کالاها از برخͬ برای که است این مͬ�رسد ذهن به که پاسخͬ اولین مͬ�کنیم؟ استفاده

دارد. تغییر احتمال لحظه هر در که دارد تقاضا و عرضه میزان به بسته ماهͬ هر قیمت صید�شده، تازه ماهͬ�های عرضه�ی بازار
حراج که است حراج نوعͬ نیز حالت این کند. تهیه فروشنده چند از ͬͺی از را کالایͬ مͬ�خواهد خریدار ͷی اوقات گاهͬ
نوع این از استفاده مثال بهترین دولت�ها نیست. همسو دارند، حراج از مردم عموم که تعریفͬ با چند هر مͬ�شود. گفته نیز وارونه
مͬ�دهد. تشͺیل را ناخالصملͬ تولید درصد ١٠ حدود چیزی بخشخصوصͬ، از دولت خرید مدرن اقتصادهای در هستند. حراج
مͬ�خرد. کرده�است، ارائه را کیفیت) از اطمینان (با قیمت کمترین که کسͬ از را کالا دربسته٢ حراج ͷی با دولت کشورها، اکثر در

برد: نام را زیر موارد مͬ�توان حراج دیͽر جالب کاربردهای از

طبیعͬ انحصار حق حراج •

تعرفه�ها این کارایͬ میزان تشخیص منظور به واردات تعرفه�های حراج •

١bid
٢Sealed bid
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خطرناک زباله�های دفن محل یا زندان مانند نامطلوبͬ تاسیسات احداث مͺان انتخاب برای حراج سازوکار از استفاده •

تعرفه�ای قدیمͬ روش جای به هوایͬ خطوط بین فرودگاه از استفاده زمانͬ بازه�های حراج •

مͬ�شوند: استفاده مشخص کالای ͷی فروش برای حراج مختلف نوع چهار

شروع پایه قیمت ͷی از حراج، مجری آن در که است مردم بین در حراج شده�ترین شناخته مدل این : انͽلیس٣ͬ حراج .١ .١
انͽلیسͬ حراج اصلͬ شرط مͬ�فروشد. است، داده پیشنهاد را قیمت بیشترین که فردی به را کالا قیمت، بردن بالا با و کرده
معروف�ترین اجناسعتیقه و هنری کالاهای بداند. را پیشنهاد آخرین دقیق مقدار لحظه هر در دهنده پیشنهاد هر که است این

هستند. انͽلیسͬ حراج مثال

شروع بالا پایه�ی قیمت ͷی از مجری حراج، این در است. انͽلیسͬ حراج برعͺس هلندی، حراج : هلندی۴ حراج .٢ .٢
تازه گل�های فروش برای روش این بپذیرد. را قیمت نفر ͷی که جایͬ تا مͬ�دهد، کاهش مرحله هر در را قیمت و مͬ�کند

مͬ�رود. کار به کانادا در تنباکو و اسرائیل در ماهͬ هلند، در شده چیده

بیشترین که فردی به کالا و مͬ�کند اعلام را خود دربسته�ی پیشنهاد فرد، هر حراج این در : اول۵ قیمت دربسته�ی حراج .٣ .٣
در که است این انͽلیسͬ حراج با حالت این مهم تفاوت مͬ�شود. فروخته پیشنهادی قیمت همان با است داده را پیشنهاد
در اما دهد، تغییر را خود پیشنهاد مͬ�تواند اطلاع این داشتن با و مͬ�شود مطلع دیͽران پیشنهاد از فرد هر انͽلیسͬ حراج
حق فروش در مͬ�کنند. اعلام را خود پیشنهاد دیͽران، پیشنهاد رقم از اطلاع بدون و هم�زمان طور به افراد دربسته حراج
استفاده�ی همان آن کاربرد مهم�ترین اما مͬ�شود استفاده حراج این از هنری آثار فروش اوقات گاهͬ و معادن از برداشت

است. خصوصͬ شرکت�های از خدمات یا کالا خرید برای دولت

قیمت بلͺه نمͬ-پردازد را خود پیشنهادی قیمت برنده، که تفاوت این با بالا حالت مشابه : دوم۶ قیمت دربسته�ی حراج .۴ .۴
مͬ�شود. استفاده عمل در کمتر اما دارد فراوانͬ نظری فواید �که این با مدل این مͬ�کند. پرداخت را خود از پس نفر

گاهͬ فروشنده مثال برای مͬ�شوند. استفاده اصلͬ مدل چهار این از ͷی هر در تغییراتͬ اعمال با دیͽری فراوان مدل�های ͷش بدون
برای افراد فرصت است ممͺن مͬ�کند. حذف کلا هستند، پایین خیلͬ که پیشنهادهایͬ و مͬ�گیرد نظر در پایه قیمت ͷی اوقات
فروشنده است ممͺن انͽلیسͬ حراج ͷی در یا کند. دریافت ورود حق افراد از است ممͺن حراج�گذار باشد. محدود دادن پیشنهاد

کند. تعیین مرحله هر در پیشنهادها افزایش برای قبول قابل میزان حداقل ͷی
حراج از دیͽر سازوکارهای جای به چرا اصولا که است این شد خواهند بررسͬ دقیق�تر طور به ادامه در که مهمͬ پرسش دو

کرد؟ استفاده باید کدام از شرایطͬ هر در حراج، مختلف روش�های تنوع به توجه با و مͬ�شود؟ استفاده

تعهد ایجاد توانایͬ
در که چند هر دارند. وجود خریدار ͷی یا فروشنده ͷی آن در که شرایطͬ در مͬ�روند. کار به انحصاری شرایط در معمولا حراج�ها
انحصاری شرایط بر ما تاکید بیشتر ادامه در مͬ�روند. کار به بعضا نیز کشاورزی محصولات یا ماهͬ فروش مانند رقابتͬ شرایط

بود. خواهد حراج
و است کرده مشخص کاملا را خود قواعد حراج شروع از قبل حراج�گذار که است این اساسͬ فرض ͷی حراج�ها نظریه�ی در
به حراج�گذار تعهد باشد. وی نفع به است ممͺن کار این که چند هر دهد. تغییر را قواعد این ندارد امͺان پیشنهادها دریافت از پس
پیشنهادهای دیدن از پس فروشنده نیز، اول قیمت دربسته�ی حراج مثل ساده مدل ͷی در مثال برای زیرا است مهم بسیار قاعده این
حال عین در ولͬ پیشنهاد بالاترین از بیشتر قیمتͬ با را کالا مͬ�تواند وی شد. خواهد مطلع کالا به آن�ها ارزش�دهͬ نحوه�ی از افراد
قیمت این با است حاضر است، قادر کالا برای را ارزش بیشترین که فردی شرایط این در کند. ارائه ارزش-دهͬ بالاترین از کمتر
بدون کرد خواهد رفتار چنین این فروشنده که دهند احتمال حراج در شرکت�کنندگان اگر که داشت توجه باید البته بخرد. را کالا

کرد. خواهد تغییر نیز آن�ها رفتار ͷش
٣English auction
۴Dutch auction
۵First-price sealed-bid auction
۶Second-price sealed-bid auction
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برای برساند. خود معین هدف به را فروشنده که شوند تنظیم نحوی به مͬ�توانند حراج قواعد که است این در تعهد این فایده�ی
کالا برای را خود واقعͬ ارزش�دهͬ افراد همه�ی که کرد تنظیم را قواعدی مͬ�توان دید، خواهیم بعد فصل�های در که همان�طور مثال

کند. بیشینه را فروشنده سود که گذاشت قوانینͬ یا کنند اعلام
بخش دولت، توسط مناقصه برگزاری شرایط در مثال برای دارد. وجود تعهد از میزان این به دست�یابͬ برای فراوانͬ روش�های
در کند. پیروی دارند، قرار افراد همه�ی اختیار در و شده�اند ذکر قانون در که واضحͬ و روشن قواعد از است موظف برگزارکننده

شده�است. بیان قواعد به تعهد برای کافͬ دلیل آن حفظ و فروشنده اعتبار صرفا هم شرایط از خیلͬ
معامله در را ممͺن سود تمام مͬ�تواند وی که نیست معنا این به معامله طرف�های از ͬͺی کامل تعهد این که داشت توجه باید
در خریداران از ͷی هر ارزش�دهͬ کامل، طور به حراج�گذار اگر است. نامتقارن اطلاعات راه، این در اصلͬ معضل کند. کسب
قیمت این یا خریداران که کند اظهار و کند ارائه ارزش بالاترین از کمتر قیمتͬ با را کالا مͬ�توانست مͬ�دانست، را کالا هر مورد
فروشنده مͬ�دانند کالا متقاضیان که این به توجه با شرایط این در باشیم) نداشته (چانه�زنͬ نمͬ�فروشد. را کالا وی یا مͬ�پذیرند را
است این سازوکار این در مهم مشͺل خرید. خواهد را کالا کالا، به ارزش�دهͬ بیشترین با فرد بود، خواهند پایبند خود تعهد به
دست به را آن از تخمینͬ مͬ�کند سعͬ حراج، کردن برپا با و ندارد افراد ارزش�دهͬ توابع از کاملͬ اطلاعات گاه هیچ فروشنده که

پرداخت. خواهیم اطلاعات تقارن عدم بحث به بیشتر بعدی بخش در بیاورد.

اطمینان عدم طبیعت

سادگͬ به مساله کلا بود اختیار در کامل اطلاعات اگر است. حراج در اساسͬ مشͺل اطلاعات تقارن عدم شد، اشاره که همان�طور
افراد ارزش�دهͬ شناخت برای وی تمایل مͬ�گذارد، فروش به حراج طریق از را کالا انحصارگر، ͷی که این اصلͬ دلیل مͬ�شد. حل

است. کالا به مختلف
ͷریس مقابل در آن�ها جهت�گیری به فراوانͬ ͬͽبست مͬ�دهند، نشان واکنشͬ چه اطمینان عدم برابر در دهندگان، پیشنهاد این�که
است. ͷریس به افراد واکنش نحوه�ی داشت، نظر در باید حراج شرایط هر مدل�سازی در که مهمͬ معیارهای از ͬͺی نتیجه در دارد.

مͬ�گیریم. نظر در ریس�ͷخنثͬ را وی معمولا اما است مهم نیز فروشنده ریس�ͷپذیری ویژگͬ�های که چند هر
سوی ͷی در دارند. مهمͬ تاثیر حراج شرایط مدل�سازی در دو هر که دارد عمده دلیل دو کالا به ارزش�دهͬ در افراد تفاوت
کاملا رقبا دیͽر برای کالا ارزش از حال عین در و مͬ�داند را دارد وی برای کالا که ارزشͬ دقیقا فرد هر که مͬ�کنیم فرض طیف،
نیز، دیͽران نظر در که مͬ�داند فرد هر هم�چنین مͬ-شود. مشخص احتمالͬ توزیع ͷی از دیͽران ارزش وی دید از است. بͬ�اطلاع
بیان به مͬ�کنند. مشخص را افراد مختلف سلیقه�های توزیع�ها، این مͬ�شود. محاسبه مشخص احتمال توزیع ͷی از وی ارزش�دهͬ
مͬ�کند. مشخص را ،vi وی، ارزش�دهͬ که دارد وجود Fi احتمالͬ توزیع ͷی ،i = ۱, . . . , n iام، پیشنهاد�دهنده�ی برای دقیق�تر
مستقل یͺدیͽر از رقبا توزیع�های نهایت، در بͬ�خبرند. آن از حراج�گذار حتͬ دیͽران و مͬ�داند را خود ارزش�دهͬ فرد خود فقط
برای را کالا خریداران، آن در که عتیقه، کالای ͷی حراج برای مدل این گفته�مͬ�شود. مستقل٧ خصوصͬ مقادیر مدل، این به است.
را خود تولید هزینه�های تولیدکننده هر آن در که دولتͬ، مناقصه�های برای هم�چنین مͬ�رود. کار به مͬ�خرند، خود شخصͬ استفاده�ی

مͬ�داند.
دیͽر بازار ͷی در فروش هدف با را کالا پیشنهاد�دهندگان، که بͽیرید نظر در را عتیقه�ای کالای حراج طیف، این دیͽر سوی در
افراد همه�ی برای مشترک و واحد حقیقͬ ارزش ͷی مͬ�شود فروخته که کالایͬ این�جا در معدن. ͷی از استفاده حق مثلا یا مͬ�خرند
͹سن از میزانͬ چه معدن در که نمͬ�دانند افراد مثال برای یعنͬ نیست. مشخص افراد برای عدد این که اینجاست مشͺل اما دارد
کالا ریاضͬ، بیان به مͬ�زند. کالا ارزش واقعͬ میزان از حدسͬ دارد، دست در که اطلاعاتͬ اساس بر رقبا، از ͷی هر دارد. وجود
احتمالͬ توزیع ͷی و است مستقل یͺدیͽر از ،vi خریداران، از ͷی هر توسط شده محاسبه ارزش�های و دارد V واقعͬ، ارزش ͷی

مͬ�گویند. مشترک٨ مقدار را مدل این دارند. Hاطلاع از حراج بازیͽران تمام که H(viدارد | V )

اضافͬ اطلاعات وی شود، استفاده عمومͬ، مقدار مدل اگر بداند. را دیͽری ارزش�دهͬ پیشنهاد�دهندگان، از ͬͺی که فرضکنید
مستقل خصوصͬ مقادیر مدل اگر اما دهد. تغییر را خود مقدار است ممͺن نتیجه در و است دست�آورده به کالا ارزشواقعͬ مورد در

کرده�است. تعیین را خودش ارزش�دهͬ خود، ترجیحات اساس بر دهنده پیشنهاد زیرا نخواهد�داشت تاثیر باشیم، برده کار به را
برای دارد. قرار بین این در حراج معمولا واقعͬ، شرایط در و دارند قرار طیف ͷی سر دو مدل، دو این شد، اشاره که همان�طور
وجود دوم بازار در کالا قیمت از دقیق اطمینان عدم هم است ممͺن مͬ�خرند، را کالا فروش، منظور به افراد که حراج ͷی در مثال

٧Independent-private-values
٨Common-value
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از ͷی هر توانایͬ مناقصه، ͷی در یا باشد. متفاوت دوم بازار در کالا فروش برای افراد از ͷی هر توانایͬ که این هم و باشد داشته
تولیدکنندگان همه�ی بین تولید تͺنولوژی در مشترک اطمینان یͷعدم که حال عین در باشد متفاوت کالا عرضه�ی برای تولیدکنندگان

داشته�باشد. وجود
حالت�های عنوان به نیز را بالا مدل دو که دارد وجود دهندگان پیشنهاد ارزش�دهͬ�های بین ارتباط بررسͬ برای عمومͬ�تر یͷمدل
است iام فرد ارزش نمایانͽر که است خصوصͬ سیͽنال ͷی xi فرضمͬ�کنیم دهنده، پیشنهاد n گرفتن نظر در با خاصدربردارد.
خریداران مͬ�کنند. مشخص را کالا کیفیت که است متغیرهایͬ بردار s = (s۱, . . . , sm) همچنین .x = (x۱, . . . , xn) داریم و
هستند. اندازه�گیری و تشخیص قابل فروشنده توسط آن اجزای همه�ی یا برخͬ اما دهند تشخیص نمͬ�توانند را s اجزای از ͷهیچ�ی
به بلͺه وی، خصوصͬ سیͽنال به تنها نه فرد، ارزشهر میزان نتیجه، در مͬ�گیریم. نظر در vi(s, x) را iام نفر برای ارزشکالا میزان
فرمول�بندی این نیستند. تشخیص قابل وی توسط که مواردی یعنͬ دارد. ͬͽبست کالا واقعͬ کیفیت هم�چنین و دیͽران سیͽنال�های
مقدار حالت به Vi = s۱ mو = ۱ برای و مͬ�شود مستقل خصوصͬ مقادیر حالت به تبدیل باشد vi = xi mو = ۰ که حالتͬ در

مͬ�شود. تبدیل مشترک
تشخیصͬ قابل طریق به دهندگان پیشنهاد آیا که است پرسش این پاسخ داشت، نظر در باید مدل�سازی در که دیͽری نͺته�ی
هر یا کرد استفاده یͺسان توزیع ͷی از افراد همه�ی ارزش�دهͬ توابع برای باید آیا دقیق�تر بیان به خیر؟ یا هستند متمایز یͺدیͽر از
تقارن عدم از مثال برای مͬ�گویند. نامتقارن دوم حالت به و متقارن پیشنهاددهندگان اول حالت به دارد. را خود خاص توزیع فرد
رقابت به نیز خارجͬ�ها داخلͬ، تولیدکنندگان بر علاوه آن در که گرفت نظر در را دولتͬ مناقصه�ی مͬ�توان دهندگان، پیشنهاد نوع در

مͬ�پردازند.
است: استوار زیر فرض چهار مبنای بر بعدی، تحلیل�های برای حراج مدل ساده�ترین

هستند. ریس�ͷخنثͬ خریداران فرض١: •

برقرارند. مستقل خصوصͬ مقادیر مدل فرض�های فرض٢: •

هستند. متقارن خریداران، فرض٣: •

پیشنهاد. مبالغ به وابسته صرفا است تابعͬ پرداخت، فرض۴: •

جهت�گیری متقاضیان، کل تعداد خودش، نزد در کالا ارزش میزان فردی هر مͬ�رسد. تعادل ͷی به حراج فروض، این نتیجه�ی در
دارند دسترس در را اطلاعات این نیز دیͽران که مͬ�داند این بر علاوه مͬ�داند. را مقادیر احتمالͬ توزیع�های و ͷریس به نسبت آن�ها
را خود پیشنهاد میزان دارد، دست در فرد هر که اطلاعاتͬ اساس بر ترتیب. همین به و مͬ�داند را اطلاعات او که دارند خبر دیͽران و
انͽیزه�ای افراد از ͷی هیچ و است داده پیشنهاد خود ارزش�دهͬ اساس بر را مقداری فرد هر بازی، نش تعادل ͷی در مͬ�کند. تعیین

ندارند. دیͽران، پیشنهادهای دانستن با حتͬ خود، پیشنهاد مقدار تغییر برای
ریس�ͷپذیری فرضیاتمختلفدرباره�ی همه�ی از مستقل قیمتاول، دربسته�ی حراج هلندیو حراج استکه بدیهͬ همین�جا، در
کند تعیین خودش برای باید دهنده پیشنهاد حالت، دو هر در زیرا داشت. خواهند یͺسانͬ نتیجه�ی ،... یا ارزش�دهͬ�ها ͬͽوابست یا
نخواهیم نظر در را هلندی حراج آینده بررسͬ�های در نتیجه در دهد. پیشنهاد را همان و است چقدر مͬ�خواهد که مقداری سقف که

گرفت.

حراج�ها مقایسه�ی

فرض چهار مبنای بر ساده مدل اگر که خواهیم�داد نشان بخش این در کند؟ انتخاب باید را حراج نوع چهار از ͷکدام�ی فروشنده
میانͽین، طور به حراج، نوع چهار این از ͷی هر اصل در ندارد. وجود حراج انواع از ͷهیچ�ی بین تفاوتͬ بͽیریم، نظر در را قبلͬ
بیشترین دریافت که است واضح زیرا مͬ�آید، اشتباه نظر به ادعا این اول، نͽاه در کرد. خواهند فراهم فروشنده برای یͺسانͬ سود
خریداران که داشت توجه باید اما است. دوم قیمت حراج در پیشنهادی مبلغ دومین دریافت از بهتر اول، قیمت حراج در پیشنهاد

خواهندداد. پیشنهاد بیشتری مقادیر دوم قیمت حراج در اصل در و خواهندداد نشان متفاوتͬ رفتار حراج نوع دو این در
از قیمت این-که محض به ارزش�دهͬ) بیشترین دومین (با دوم نفر حراج این در مͬ�گیریم. نظر در را انͽلیسͬ حراج ابتدا
مͬ�آورد. دست به را کالا دوم، نفر ارزش مقدار پرداخت با اول، نفر نتیجه در شد. خواهد خارج رفت، بالاتر وی برای کالا ارزش
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سود حراج برنده�ی انحصاری، شرایط علیرغم نتیجه، در دارد. اول نفر خود برای کالا ارزش با مناسبͬ فاصله�ی معمولا مقدار این
است.) آورده دست به دارد، ارزش وی برای واقعا که میزانͬ از کمتر قیمتͬ با را (کالا است. کرده

بیرونͬ، ناظر ͷی دید از اما دارد. خبر خود ارزش�دهͬ تابع از وی فقط چون مͬ�داند، را خود سود میزان خریدار خود فقط
پیشنهاددهنده�ی n دید از کالا ارزش که مͬ�کنیم فرض است؟ چقدر برد خواهد خریدار که سودی میانͽین طور به فروشنده، مانند
مرتبه�ی آمار اصل در مقادیر (این است. مقدار دومین v(۲) و مقدار بیشترین v(۱) آن در که باشد v(۱), . . . , v(n) ترتیب به مختلف
دیͽران مقادیر برنده، دید از بود. خواهد v(۱) − v(۲) برابر داشت خواهد برنده که سودی میزان هستند.) دوم مرتبه�ی آمار و اول٩
میزان برابر فرد، سود انتظاری میزان نتیجه در مͬ�کند. پیروی (f چͽالͬ تابع (با F احتمال تابع ͷی از که است مستقلͬ متغیرهای
کرد ثابت مͬ�توان مرتبه آمارهای ویژگͬ�های از استفاده با است. توزیع تابع ͷی برای دوم مرتبه�ی و اول مرتبه�ی آمار انتظاری تفاوت

بود. خواهد [۱− F (v(۱))]/f(v(۱)) انتظاری مقدار برابر میزان این که
این با برنده ارزش-دهͬ تفاضل برابر کرد، خواهد دریافت فروشنده که مقداری داشتیم، سود میزان این از که تعریفͬ اساس بر
صورت به که J(v(۱)) متغیر ریاضͬ امید با است برابر انͽلیسͬ حراج در فروشنده انتظاری دریافت میزان یعنͬ است. سود مقدار

مͬ�شود: تعریف زیر

J(v(۱)) = v(۱) −
۱− F (v(۱))

f(v(۱))

پرداختͬ میزان که معناست این به فرض این است. صعودی اکیدا J که است گونه�ای به F توزیع تابع که مͬ�شود فرض معمولا
مͬ�یابد. افزایش وی، برای کالا ارزش میزان افزایش با برنده انتظاری

مبلغͬ پیشنهاد بازی، نش شرایط در بازیͺن هر استراتژی حالت، این در مͬ�گیریم. نظر در را دوم قیمت دربسته�ی حراج حالا
بازنده یا است برنده وی که مͬ�کند مشخص صرفا مͬ�دهد فرد که پیشنهادی میزان زیرا است. وی برای کالا ارزش با مساوی دقیقا
دهد، پیشنهاد خود نزد در کالا ارزش از کمتر را مبلغͬ بخواهد فرد اگر است. وی کنترل از خارج مͬ�کند پرداخت که مقداری و
سود خودش از بعد پیشنهاد و وی برای کالا ارزش تفاوت اندازه�ی به ببرد، اگر وی زیرا شد، نخواهد ایجاد وی وضع در تغییری
به هم حالت این در که شود) کمتر دوم نفر از وی پیشنهاد (مبلغ ببازد. خود، پیشنهاد مقدار کردن کم با این�که مͽر کرد خواهد
عͺس، بر کمتر. پیشنهاد بر است غالب استراتژی کالا، ارزش اندازه�ی به دقیقا دادن پیشنهاد کل، در نتیجه در بود. خواهد وی ضرر
افزایش این که است این مͬ�کند ایجاد تغییر که حالتͬ تنها بدهد، پیشنهاد خودش، برای کالا ارزش از بیشتر مبلغͬ بخواهد فرد اگر
وی برای کالا ارزش از که بپردازد را خود از پس دوم نفر پیشنهاد است مجبور وی حالت این در شود. وی بردن باعث پیشنهاد
نفر پیشنهاد برابر پرداختͬ میزان دوم، قیمت دربسته�ی حراج در انͽلیسͬ، حراج مانند نتیجه در کرد. خواهد ضرر فرد و است بیشتر

است. J(v(۱)) ریاضͬ امید همان انتظاری، پرداختͬ میزان مشابه طور به و است دوم
که دارند غالب اکیدا استراتژی ͷی افراد دو، هر در که است این کردیم، بررسͬ بالا در که حراجͬ نوع دو اشتراک نقطه�ی
که داد خواهیم نشان و است ضعیف�تر اندکͬ تعادل اول، قیمت حراج در اما است. دیͽران پیشنهادهای از آن�ها حدس از مستقل
خود، پیشنهادهای مورد در دیͽران تصمیم�گیری نحوه�ی گرفتن نظر در با فرد، هر یعنͬ کرد. خواهند بازی نش تعادل ͷی در افراد

رقباست. مختلف استراتژی�های به پاسخ بهترین که برمͬ�گزیند را استراتژی�ای
فرض وی بͽیرید. نظر در را است vi وی برای کالا ارزش که iام نفر تصمیم مͬ�گیریم. نظر در را اول قیمت حراج ͷی
وی پیشنهاد باشد، vj فرد هر ارزش اگر که معنا این به مͬ�کنند استفاده B پیشنهاد تابع از خود تصمیم�گیری برای رقبا که مͬ�کند
اکیدا تابع ͷی B کنید فرض ندارد.) خبر دیͽران نزد در کالا ارزش از وی همچنان که باشید داشته نظر (در بود. خواهد B(vj)

مازاد به شود، برنده و دهد پیشنهاد را bi مقدار وی اگر بود؟ خواهد چه iام فرد برای پیشنهاد بهترین شرایط این با است. صعودی
باشند داشته مقادیری دیͽر، رقیب n − ۱ همه�ی که است این احتمال برابر ببرد وی که این احتمال یافت. خواهد دست vi − bi
مازاد انتظاری میزان که مͬ�کند انتخاب را پیشنهادی iام فرد .[F (B−۱(bi)]

n−۱ با است برابر احتمال این که B(vj) < bi که
کند: بیشینه را وی

πi = (vi − bi)[F (B
−۱(bi))]

n−۱

خواهیم�داشت: vi به نسبت πi از مشتق�گیری با حالت این در .δπi/δbi = ۰ که برمͬ�گزیند را biای فرد
dπi/dvi = δπi/δvi + (δπi/δbi)(dbi/dvi)

٩First order statistic
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داریم: بالا رابطه�ی از مشتق�گیری و دوم جمله�ی بودن صفر به توجه با که
dπi
dvi

=
δπi
δvi

= [F (B−۱(bi))]
n−۱

این که داشته�باشیم نظر در باید نش تعادل به رسیدن برای حال کردیم. پیدا B فرضͬ تابع ͷی به را iام فرد پاسخ بهتری اینجا تا
به بالا معادله�ی از که iام نفر پیشنهاد بهینه�ی میزان که معنͬ این به باشد. همͽن بازیͺن�ها تمام عقلانیت فرض با باید فرضͬ تابع
شرایط کردن جایͽزین با .bi = B(vi) یعنͬ کرد، خواهد محاسبه وی Bبرای تابع که باشد مقداری همان دقیقا باید مͬ�آید دست

داشت: خواهیم بالا معادله�ی در نش
dπi
dvi

= [F (vi)]
n−۱

مقادیر تمام برای بالا معادله�ی نتیجه در و کرد خواهند انتخاب را بهینه حالت همزمان، طور به بازیͺن n همه�ی بازی، نش تعادل در
استفاده مرزی شرط این (از مͬ�کنیم. حل طرف دو از انتͽرال�گیری با را دیفرانسیل معادله�ی این بود. خواهد برقرار i = ۱, . . . , n
و .(B(vl) = vl اصل در و خواهدبود صفر وی مازاد داشته�باشد، را کالا برای ممͺن ارزش میزان کمترین فردی اگر که مͬ�کنیم

داریم: رسید، بالا معادله�ی به که نش شرایط و πi تعریف از استفاده با نتیجه در

B(vi) = vi −
∫ vi
vl
[F (ξ)]n−۱dξ

[F (vi)]n−۱ , i = ۱, . . . , n

که است میزانͬ بالا معادله�ی راست سمت در دوم جمله�ی است. صعودی تابع این بودیم کرده فرض که همان�طور که کنید توجه
مͬ�دهد. پیشنهاد کالا، ارزش از کمتر فرد

فرض با را دیͽران پیشنهادهای به فرد هر پاسخ بهترین ابتدا داشت. مرحله دو بالا استدلال که کنید دقت جمع�بندی، برای
تابع همین مطابق باید بهینه پاسخ�های که واقعیت این و نش تعادل از استفاده با سپس دست�آوردیم. به پیشنهادها تابع دانستن

رسیدیم. مساله پاسخ به باشند، فرضͬ
B(v) = داشت خواهیم است، صفر برابر ممͺن ارزش مقدار کمترین و است یͺنواخت F توزیع که خاصͬ حالت برای

مͬ�دهد. پیشنهاد کالا، ارزش از (n− ۱)/nنسبت به فرد یعنͬ .(n− ۱)v/n
مͬ�کند فرض فرد هر پیشنهادی، مبلغ انتخاب در دارد. را کالا برای ارزش میزان بیشترین که است فردی حالت، این در برنده
پرداخت مبلغͬ ببازد فرد و نباشد این-گونه اگر زیرا است بͬ�ضرر فرض این است. ممͺن مقدار بیشترین وی برای کالا ارزش که
که اطلاعاتͬ داشتن نظر در با پیشنهاد انتظاری میزان دومین با است برابر فرد هر پیشنهادی میزان که داد نشان مͬ�توان کرد. نخواهد
کجاست میانͽین) طور (به وی از بعد دوم نفر که مͬ�زند تخمین فرد هر دیͽر بیان به است. خودش ارزش�دهͬ همان که دارد، فرد
انتظاری میزان انتظاری، قیمت ندارد، v(۱) عدد از اطلاعͬ که خریدار دید از نتیجه در مͬ�دهد. پیشنهاد وی ارزش برابر مقداری و
دربسته�ی حراج در قیمت میانͽین، طور به نتیجه در است. برابر J(v(۱)) انتظاری میزان با داد نشان مͬ�توان که است B(v(۱))

است. دوم قیمت دربسته�ی حراج در قیمت و انͽلیسͬ حراج در قیمت همان اول، قیمت
مͬ�کند: ثابت را دریافت١٠ͬ مبلغ تساوی نظریه�ی بالا استدلال�های

و انͽلیسͬ حراج در مͬ�دهند. نتیجه را یͺسانͬ میانͽین قیمت حراج، نوع چهار از ͷی هر قبلͬ، فرضیات گرفتن نظر در با
با ارزش دومین انتظاری میزان برابر قیمت دیͽر، حالت دو در ولͬ است بالا از ارزش�دهͬ دومین برابر دقیقا قیمت دوم، قیمت
طور به ولͬ شد خواهند برابر دقیقا قیمت دو این خاصͬ خیلͬ شرایط در که کرد دقت باید است. برنده ارزش�دهͬ گرفتن نظر در

بود. خواهد یͺسان قیمت دسته دو هر در میانͽین
طور به اول) قیمت و هلندی حراج دوم، دسته�ی و دوم قیمت و انͽلیسͬ حراج اول، (دسته�ی حراج�ها دسته�ی دو هر که این با
کار چه که مͬ�داند دقیقا فرد هر اول دسته�ی در است. دو این بین مهم عملͬ تفاوت ͷی اما خواهندداشت یͺسانͬ قیمت میانͽین
مقدار عینا فرد دوم، قیمت حراج در و مͬ�دهد ادامه است وی ارزش�دهͬ برابر قیمت که جایͬ تا فرد انͽلیسͬ حراج در بͺند. باید
تابع به مقدار این که مͬ�دهد پیشنهاد خودش ارزش�دهͬ از کمتر مقداری فرد دوم دسته�ی در اما مͬ�کند. اعلام را خود ارزش�دهͬ

دارد. ͬͽبست آن�ها تعداد و رقبا ارزش�های توزیع
اگر اما ندارد. وجود حراج نوع چهار بین تفاوتͬ بالا، فرض�های گرفتن نظر در با که مͬ�کند بیان دریافتͬ، مبلغ تساوی نظریه�ی
حراج مختلف انواع خروجͬ بین تفاوت ایجاد باعث که آمد خواهد وجود به جدیدی شرایط کنیم، حذف را فرض�ها این از ͷی هر

شد. خواهد
١٠Revenue-Equivalence Theorem
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ویͺری حراج

تعریف
آیا اما است. افراد ارزش��دهͬ توابع تشخیص در فروشنده ناتوانͬ حراج، اساسͬ نͺته�ی شد، مطرح بحث ابتدای در که همان�طور
دوم، قیمت دربسته�ی حراج در که دیدیم کنند. فاش را خود برای کالا ارزش واقعͬ مقدار افراد که کرد طراحͬ سازوکاری مͬ�توان

مͬ�افتد. اتفاق این
مستقل فرد هر آن در که حراجͬ مͬ�شود. گفته نیز ویͺری١١ حراج دیدیم، پیش بخش در که دوم قیمت دربسته�ی حراج به
داده را پیشنهاد بیشترین که فردی به کالا و مͬ�دهد پیشنهاد را مبلغͬ دیͽران، پیشنهاد از اطلاع بدون و هم�زمان طور به دیͽران، از
فرد هر حراج از نوع این در شد، داده نشان که همان�طور پرداخت. خواهد را خود از پس نفر پیشنهادی مبلغ وی ولͬ مͬ�رسد است،
مدل ͷی دارد. کمͬ کاربرد محدوده�ی اما دارد قوی� بسیار سازوکاری حراج مدل این مͬ�دهد. بروز را خود ارزش-دهͬ واقعͬ مقدار
مͬ�دهد، رخ واقعیت در که آن�چه مشابه پیچیده�تر، خیلͬ حالت�های بررسͬ به مͬ�تواند که دارد وجود ویͺری حراج از تعمیم�یافته

بپردازد.

یافته تعمیم ویͺری حراج

میزان معرف xji مͬ�کنند. استفاده j = ۰, . . . , k کالاهای از ͷی هر که داریم کننده مصرف i = ۱, . . . , n که مͬ�کنیم فرض
xi = (x۱

i, . . . , x
k
i ) شͺل به مصرف یͷسبد فرد هر و است پول نمایانͽر ٠ کالای است. iکننده�ی مصرف توسط j مصرفکالا

دارد. x̄۰
i اولیه�ی پول میزان ͷی و x̄i اولیه�ی کالای سبد ͷی ابتدا در کننده مصرف هر دارد.

باشد: برابر دسترس میزان با پول) (شامل کالا هر مجموع اگر است قبول قابل x = (x۱, . . . , xn) منابع تخصیص ͷی
n∑
i=۱

xij =

n∑
i=۱

x̄ji

مشخص تابع این است. معروف شبه�خط١٢ͬ مطلوبیت تابع به که دارد، ui(x) + x۰
i شͺل به مطلوبیتͬ تابع مصرف�کننده هر

در است. رسیده خودش به که کالایͬ میزان به فقط نه دارد، ͬͽبست منابع تخصیص نحوه�ی کل به فرد، هر مطلوبیت که مͬ�کند
.ui(x) = ui(xi) که مͬ�کنیم فرض کرد، خواهیم بررسͬ که مثال�هایͬ اکثر

یعنͬ: شود، بیشینه مطلوبیت�ها مجموع که است این منابع تخصیص در بدیهͬ هدف

max
n∑
i=۱

ui(x) + x۰
i;

s.t : ∀j = ۰, . . . , k;
n∑
i=۱

xij =
n∑
i=۱

x̄ji

این در که همان�طور است. پرداختͬ مبلغ و فرد نزد در کالا ارزش بین اختلاف مطلوبیت، تابع ویͺری، حراج ساده�ی حالت در
شرکت�کنندگان نیز، منابع تخصیص مساله�ی این� در کند، فاش تولیدکننده برای را خود ارزش�دهͬ نمͬ�خواست مصرف�کننده حراج،
را خود خصوصͬ اطلاعات صادقانه افراد که است مͺانیزمͬ طراحͬ مساله، کنند. فاش را خود واقعͬ مطلوبیت توابع نمͬ�خواهند

کنند. فاش
تعمیم�یافته: ویͺری حراج در

باشد. غلط یا درست مͬ�تواند که مͬ�کند معرفͬ مرکز به ri(.)مطلوبیت تابع ͷی i کننده�ی مصرف هر .١

مͬ�کند. محاسبه مͬ�کند، بیشینه منابع، قید اساس بر را شده گزارش مطلوبیت�های که را (x∗i تخصیص(( مرکز، .٢

قید این با است شده بیشینه iام فرد جز به همه مطلوبیت مجموع آن در که مͬ�کند محاسبه را (x̂ i تخصیصدیͽر ͷی مرکز .٣
نشود. استفاده iام فرد منابع از ͷی هیچ از که

١١Vickery Auction
١٢Quasilinear utility function
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مͬ�کند. دریافت مرکز از را
∑
j ̸=i[rj(x

∗)− rj(x̂ i)] پرداختͬ و مͬ�کند دریافت را x∗i سبد i فرد .۴

برابر تعمیم�یافته ویͺری حراج در فرد نهایͬ دریافتͬ نتیجه در
ui(x

∗) +
∑
j ̸=i

rj(x
∗)−

∑
j ̸=i

rj(x̂ i)

است.
ri(.) = دیͽر بیان به و مͬ�کند بیان را خود مطلوبیت تابع واقعͬ مقدار فرد هر شود، استفاده بالا مͺانیزم اگر که مͬ�کنیم ادعا

.ui(.)
از کاملا زیرا است فرد تصمیم از مستقل بالا عبارت در سوم جمله�ی که است نͺته این به توجه ادعا این اثبات در اول قدم

مͬ�کنیم. Kجایͽزین با را جمله این بیشتر، دقت برای است. خارج وی کنترل
که است کرده ارائه را تخصیصͬ مرکز که کنید توجه حال

ri(x) +
∑
j ̸=i

rj(x)

کند: بیشینه را او مطلوبیت مرکز که مͬ�خواهد کننده مصرف و است کرده بیشینه منابع، محدودیت رعایت با را
ui(x) +

∑
j ̸=i

rj(x)−K

است. بهینه ri(.) = ui(.)انتخاب کننده مصرف برای که است بدیهͬ عبارت دو این مقایسه��ی با که

تعمیم�یافته ویͺری حراج مثال�های

نزد در کالا ارزش vi آن در که است vi − p ،i کننده�ی مصرف مطلوبیت تابع حالت این در استاندارد: ویͺری حراج
بود. خواهد xi = ۰ صورت این غیر در و xi = ۱ ببرد، را کالا i مصرف�کننده�ی اگر مͬ�پردازد. که است قیمتͬ p و مصرف�کننده

شͺل به مطلوبیت توابع مجموع نتیجه در
n∑
t=۱

vixi

شͺل به منابع محدودیت و
n∑
i=۱

xi = ۱

آمد. خواهد در
مطلوبیت�ها مجموع کردن بیشینه برای صورت این در دارد. را vi مقدار بیشترین که است mاندیسمصرف�کننده�ای فرضکنیم
دومین s مصرف�کننده�ی کنیم، فرض اگر مͬ�گیرد. نظر در صفر را xj مصرف�کننده�ها بقیه�ی برای و مͬ�دهد قرار را x∗m = ۱ مرکز
خواهدبود. vs با برابر که مͬ�کند پیدا را باقͬ�مانده افراد مطلوبیت بیشینه�ی ،m مصرف�کننده�ی حذف با مرکز دارد، بالا از را مقدار
بررسͬ استاندارد حالت در که است چیزی همان دقیقا که است vm− vs برابر تعمیم�یافته مدل در فرد نهایͬ خالص سود نتیجه در

شده�بود.
نظر در تخصیصͬ را (x∗i ) است. دسترس در آن از واحد x̄ اما داریم کالا ͷی که کنید فرص کالا: ͷی از واحد چند
اگر مͬ�رسد j مصرف�کننده�ی به که است مقداری x̂j i و مͬ�کند بیشینه را کنندگان مصرف تمام مطلوبیت�های مجموع که مͬ�گیریم

با: بود خواهد برابر یافته تعمیم حالت در i فرد دریافتͬ صورت این در شود. بیشینه i جز به همه مطلوبیت�های مجموع
ui(x

∗
i ) +

∑
j ̸=i

uj(x
∗
j )−

∑
j ̸=i

uj(xj i)

است. دسترس در کالا ͷی از واحد سه و داریم مصرف�کننده دو که فرضمͬ�کنیم مͬ�کند کار چͽونه مͺانیزم این ببینیم که این برای
ترتیب به نیز دوم فرد است. قائل ارزش دلار ۵ واحد سومین برای و ٨ واحد دومین برای دلار، ١٠ کالا واحد اولین برای اول فرد
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اول فرد حالت این در داد. واحد ͷی دوم فرد به و واحد دو اول فرد به باید که مͬ-شود مشخص ساده بررسͬ ͷی با (٩و٧و۶).
رسید. خواهد ٩ مطلوبیت به دوم فرد و ١٨ کلͬ مطلوبیت به

مͬ�شود داده دوم فرد به کالاها تمام نبود، اول فرد اگر که مͬ�کند حل این�گونه را مساله این تعمیم�یافته، ویͺری حراج مͺانیزم اما
برابر تعمیم�یافته حراج در اول نفر خالص دریافتͬ نتیجه در مͬ�شد. تامین (۶ و ٧ و ٩ (مجموع ٢٢ مطلوبیت و

۱۸+ [۹۲۲] = ۱۸۱۳ = ۵

پرداخت. خواهد دلار ١٣ کرد، خواهد دریافت که کالایͬ واحد دو برای اول، نفر یعنͬ بود. خواهد
برابر دریافتͬ خالص دوم، نفر برای مشابه، طور به

۹+ [۱۸۲۳] = ۹۵ = ۴

١٨ است، فروخته که واحدی سه برای هم فروشنده پرداخت. خواهد دلار ۵ دریافتͬ�اش، کالای واحد ͷی برای وی و بود خواهد
کرد. خواهد دریافت دلار

xi اندازه�ی به مͬ�تواند وی دارد. اختیار در کالا ͷی از واحد x̄i ابتدا در i کننده�ی مصرف که فرضکنید عمومͬ: کالاهای
خواهد برابر مطلوبیت�ها مجموع نتیجه در شد. خواهد Gمنجر =

∑n
i=۱ مجموع به کار این که کند شرکت عمومͬ کالای ͷی در

با: بود
n∑
i=۱

ui(G) +

n∑
i=۱

x̄i −G

است. محدب و صعودی مشتق�پذیر، تابع ͷی ui(.)مطلوبیت تابع مͬ�کنیم فرض
مͬ�کند: برآورده را زیر شرط مͬ�کند بیشینه را مطلوبیت�ها مجموع که ∗Gای که است این عمومͬ کالاهای معروف مساله�ی

n∑
i=۱

u′i(G
∗) = ۱

کرد: خواهد برآورده را زیر شرط است، بهینه فرد هر برای که توزیعͬ که حالͬ در
u′i(G

۰) = ۱

است. کمتر اجتماعͬ بهینه�ی میزان از افراد داوطلبانه�ی مشارکت میزان مجموع گرفتیم، نظر در که شرایطͬ با
اولیه�ی دارایͬ که دارند وجود مصرف�کننده سه فرضکنید کرد. برطرفخواهد را مشͺل چͽونه ما مدل که مͬ�کنیم بررسͬ حال
۴G+ ۱۰−xi با برابر خالصͬ ارزش iام، فرد Gباشد، = x۱ +x۲ +x۳ برابر مشارکتͬ کالای مجموع اگر است. واحد ١٠ آن�ها

با بود خواهد برابر مطلوبیت�ها مجموع نتیجه در خواهدداشت.
۱٫ ۲G+ (۳۰−G) = ۳۰+ ۰٫ ۲G

با بود خواهد برابر کننده�ای مصرف دو هر مطلوبیت مجموع شد. خواهد بیشینه x۱ = x۲ = x۳ = ۱۰ دادن قرار با وضوح به که
۸G+ (۲۰−G) = ۲۰− ۰٫ ۲G

خواهد برابر تعادل در فرد هر پرداختͬ خالص نتیجه در شد. خواهد بیشینه x۱ = x۲ = x۳ = ۰ شرایط در وضوح به هم باز که
با بود

۰٫ ۴× ۳۰+ ۰٫ ۸× ۳۰− [۰٫ ۸× ۰+ ۲۰] = ۱۶

واحد ۴ و مͬ�شود بهره�مند عمومͬ کالای از مطلوبیت واحد ١٢ مͬ�کند، پرداخت واحد ١٠ مصرف�کنندهͬ هر تعادل، در نهایت، در
تخصیص به رسیدن برای شرایط این در که داشت توجه باید کرد. خواهد دریافت کار این انجام به وی تشویق برای هم اضافͬ

کند. پرداخت پول مبلغͬ باید مرکز بهینه،
ساخت در مشارکت کلͬ طور به است. حوزه این معروف مباحث از شد، مطرح اینجا در که مشͺلͬ و عمومͬ کالاهای بحث
بررسͬ قابل بالا کاربردی مورد مشابه که هستند معروفͬ مثال�هایͬ از ... و پل�ها راه�ها، سبز، فضای و پارک�ها مانند عمومͬ امͺانات

هستند.
در که دارد قرار مستقیم١٣ افشای مͺانیزم�های دسته�ی در بالا یافته�ی تعمیم مدل که کنیم اشاره نیست بد بخش این انتهای در
نیز غیرمستقیم مͺانیزم�های دیͽر دسته�ی است. مصرف-کننده خصوصͬ اطلاعات خود مͬ�شود، ارسال مرکز به که پیامͬ آن�ها

١٣Direct revelation mechanism

۶۵



قابل غیرمستقیم مͺانیزم ͷی با که چیزی هر که مͬ�شود اثبات مͬ�شود. اعلام مرکز به پیشنهادی مبلغ مثلا آن در که تصورند قابل
خواهدآمد. دست به نیز مستقیم مͺانیزم با باشد، دستیابͬ

واقعͬ دنیای در حراج

رایویͬ طیف�های از استفاده فروشحق
امریͺا دولت است. بوده امریͺا در خاصرادیویͬ طیف�های از برخͬ استفاده�ی فروشحق در حراج�ها، جالب کاربرد موارد از ͬͺی
مͬ�رفتند، کار به نظامͬ استفاده�های برای قبلا که خاصͬ، رادیویͬ موج�های طول از استفاده حق فروش به تصمیم ١٩٩٣ سال در
تلفن�های مانند ١۴(PCS) شخصͬ ارتباطͬ خدمات جدید نسل در امواج این کاربرد مهم�ترین گرفت. حراج ͷی برگزاری طریق از

بوده�است. بیسیم رایانه�ای ارتباط شبͺه�های و حمل قابل فاکس ماشین�های جیبͬ،
شده زده تخمین دلار میلیارد ١٠.۶ شده، ارائه ارزشطیف است. بوده تاریخ در موارد پیچیده�ترین و بزرگترین از ͬͺی حراج این
مخابرات و دور راه ارتباطات بزرگ شرکت�های شامل حراج در کنندگان شرکت بودند. آماده فروش برای استفاده حق هزاران و بود
راه�اندازی و نصب برای را بیشتری بسیار مبالغ امتیاز، حق خرید هنͽفت هزینه�ی صرف از پس باید شرکت�ها این بودند. همراه تلفن
در بود. ناشناخته بیسیم ارتباطͬ وسایل از مردم استقبال و بازار این حجم این بر علاوه مͬ�کردند. صرف موردنیاز زیرساخت�های

بودند. پذیرفته احتمالͬ فراوان سود ازای در را ناشناخته�ای و بزرگ بسیار ͷریس شرکت�ها مجموع در نتیجه
زمینه این در مشاوره برای دولت هم�چنین و مخابراتͬ شرکت�های توسط زمان آن اقتصاددان�های بهترین از نفر ١٧ حدود چیزی

شدند. استخدام
متقاضیان که صورت این به تخصیصمͬ�داد. را رادیویͬ موج�های طیف از استفاده حق فردی صورت به دولت ابتدا گذشته در
رویه�ی بودن سخت و زمان�بر دلیل به روش این مͬ�کرد. انتخاب را گزینه بهترین خود، بررسͬ�های با دولت و مͬ�کردند نام�نویسͬ
امتیاز حق آن در که شد استفاده لاتاری روش از مدتͬ سپس شد. منسوخ امتیازها حق از زیادی تعداد ماندن خالͬ هم�چنین و آن
به شانس، اساس بر ناآشنا شرکت ͷی ١٩٨٩ سال در که بود این کار این نتیجه�ی شد. تقسیم مختلف افراد بین شانسͬ صورت به
کمپانͬ به دلار میلیون ۴١ مبلغ با را حق این بعد اندکͬ و کرد پیدا دست امریͺا از منطقه�ای در همراه تلفن خطوط راه�اندازی حق
واگذار ٨٠ دهه�ی در که امتیازهایͬ حق همه�ی ارزش مجموع دولت، اولیه�ی تخمین اساس بر که بدانیم نیست بد فروخت. دیͽری

بودند. دلار میلیون ۴۶ حدود در شدند
کرده استفاده روش این از ١٩٩٠ سال در انͽلستان و ١٩٨٩ سال در نیوزلند نبود. جدیدی ایده�ی رادیویͬ، طیف�های حراج
قیمت�دهͬ و حراج برای مختلفͬ روش�های که کرد موظف را کشور این دولت امریͺا کنͽره�ی ١٩٩٣ گوست آ در سرانجام بودند.
حراج برای را مختلف اهداف از وسیعͬ محدوده�ی قانون کند. برگزار را حراج ١٩٩۴ مͬ در نهایتا تا کند تست و طراحͬ را رقابتͬ

بود: کرده مشخص

الͺترومغناطیسͬ طیف�های از موثر و کارا استفاده�ی •

نوین فناوری�های سریع راه�اندازی به تشویق •

خاص شرکت ͷی دست در امتیازها حق اندازه�ی از بیش تمرکز از جلوگیری •

هستند خانم یا هستند، جامعه متوسط قشرهای از آن�ها صاحبان که شرکت�هایͬ به امتیازها حق از بخشͬ رسیدن از اطمینان •
روستایͬ تلفن شرکت�های و ͷکوچ شرکت�های هم�چنین و

ذکر بالا در که اهدافͬ به دستیابͬ بود. گرفته نظر در پایین شدت به را حراج هدف عنوان به دولت سود بودن بالا اولویت قانون،
امتیازها، حق انحصاری عرضه�ی با مͬ�توانست دولت این�صورت غیر در است. بوده حراج سازوکار از استفاده اصلͬ محرک شدند،
طراح کمیته�ی حقوق، این ارزش از موجود تخمین�های وجود این با کند. پیدا دست فراوانͬ سود به بالا، قیمت با و کم میزان به

بͽیرند. نظر در خود حراج طراحͬ در نیز را سود میزان که کرد وارد را حراج

١۴Personal communications services
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و شرکت ٢٢٠ از بیش داد. قرار شرکت�ها اختیار در را خود اولیه پیشنهادهای حراج، مختلف مͺانیزم�های بررسͬ با کمیته این
چند هر شد. انتخاب کمیته این اعضای راهنمایͬ با دولتͬ مقامات توسط نهایͬ مدل نهایت در و کردند اعلام را خود نظرات گروه
انجام اقتصاددان�ها توسط کاملا حراج طراحͬ رویه�ی اما بود شده منتج حراج برگزاری برای کنͽره تصمیم به سیاسͬ بحث�های که

سیاستمداران. دخالت بدون شد.
شرکت ͷی مشاوره�ی اساس بر نیوزلند دولت رفت. کار به نیوزلند در بار اولین طیف�ها، حراج ایده�ی گذشته: تجربه�های
از کمتر بسیار مبالغͬ برندگان که بود این ، حراج این شرم�آور نتیجه�ی کرد. برگزار دوم قیمت دربسته�ی حراج انͽلیسͬ-امریͺایͬ،
دلار ۶ وی، از پس دوم پیشنهاد که حالͬ در بود داده پیشنهاد دلار صدهزار برنده مورد ͷی در مثال برای پرداختند. را خود پیشنهاد
شهر ͷی در محلͬ تلویزیون برای دانشجو ͷی بود. دلار ۵هزار بعدی پیشنهاد و دلار میلیون ٧ اول پیشنهاد دیͽر، مورد ͷی در بود.
این مجموع در نͺرد. پرداخت هم مبلغͬ و شد برنده نداشت، وجود دیͽری پیشنهاد که آن�جایͬ از و داد پیشنهاد دلار ͷی ،ͷکوچ

بود. شده پیش�بینͬ که بود دلاری میلیون ٢۴٠ هفتم ͷی که شد منجر دولت برای دلاری میلیون ٣۶ سود به حراج
داشتند: وجود حراج این در که اساسͬ مشͺل دو

شرکت و داشته ارزش چقدر شرکت هر برای امتیاز حق که بود مشخصشده حراج از پس عموم دید از حراج: سیاسͬ تاثیر •
بیشترین و را قیمت بهترین مͺانیزم� این که مͬ�شود ثابت تئوری در که چند هر است. کرده پرداخت کمتری میزان چه تا

است. بوده مهم�تر دولت رفتن سوال زیر و روانͬ جنبه�ی اما مͬ�کند تعیین را سود

در مͬ�کرد. پیدا افزایش نهایͬ سود مͬ�شد، تعیین نهایͬ قیمت برای کمینه�ای مقدار اگر قیمت: کمینه�ی مقدار نداشتن •
را رقابت خالͬ جای مͬ�تواند حدی تا قیمت، کمینه�ی تعیین است، کم دهندگان پیشنهاد بین رقابت که نیوزلند مثل شرایطͬ

کند. پر

اول قیمت دربسته�ی حراج از حاضر حال در و کرد متوقف را دوم قیمت حراج دولت عمومͬ، شͺایت�های دلیل به مجموع در
مͬ�کند. استفاده

در را ماهواره�ای تلویزیون امتیاز حق دو دولت است. حراج طراحͬ جزئیات به توجه اهمیت بیانͽر نیز استرالیا دولت تجربه�ی
وقت ارتباطات وزیر و بود خنده�دار و ͷمضح بسیار حراج این نتیجه�ی کرد. ارائه اول قیمت دربسته�ی حراج طریق از ١٩٩٣ آوریل
توانسته و بودند داده پیشنهاد بالا بسیار مبالغͬ که بردند ناآشنا شرکت دو را امتیازها حق برد. شدن اخراج ͬͺنزدی تا را استرالیا
میلیون ١٧٧ و ٢١٢ ترتیب به پیشنهادی مبالغ دهند. شͺست حراج در را مطرح و معتبر بسیار کنسرسیوم ͷی مبلغ این با بودند

نامید. جدید عصری شروع را حراج نتیجه�ی دولت و بودند دلار
دیͽر پیشنهاد ٢٠ شرکت دو این ندارند. پیشنهادی مبالغ پرداخت برای تمایلͬ هیچ برنده شرکت دو که مشخصشد بعد اندکͬ
سپس مͬ�شوند. برنده که باشند مطمئن خود پیشنهاد بالاترین با بتوانند تا بودند کرده ارائه یͺدیͽر از دلاری میلیون ۵ فاصله�های با
همین هم باز که بود دوم نفر برنده شرایط این در قوانین طبق بپردازند. نمͬ�توانند را نظر مورد مبلغ که کردند اعلام شرکت دو هر
و ٩۵ ترتیب به که شدند فروخته دلار میلیون ٧٧ و ١١٧ قیمت�های با امتیازها حق نهایت در کار، این تͺرار با بودند. شرکت�ها
توجهͬ قابل میزان و فروختند دیͽری شرکت�های به را خود حق شرکت دو هر ادامه در بودند. کمتر اولیه مقدار از دلار میلیون ١٠٠

کردند. سود هم
مشخص اتفاق این بروز اصلͬ دلیل انداخت. عقب سال ͷی استرالیا در را ماهواره�ای تلویزیون صنعت حراج این درگیری�های

بوده�است. پیشنهادها بودن بͬ�معنͬ نتیجه در و پرداخت از انصراف صورت در جریمه نͺردن
ͷی گرفتن نظر در با امریͺا در مͬ�کند. مشخص را حراج این طراحͬ در جزئیات تمام به توجه لزوم دست این از تجربه�های
مرحله چند در اول قیمت دربسته�ی حراج تͺرار طریق از رادیویͬ فروشطیف�های جزئیاتمختلفحراج، طراحͬ برای دقیق رویه�ی

شد. انجام

اینترنتͬ حراج�های
نیز حراج�ها شده�اند، اینترنت وارد تجارت فضای از که مختلفͬ مباحث مشابه است. اینترنت تجارت، جدید فضاهای از ͬͺی
هم�زمانͬ برقراری امͺان مانند ویژگͬ�هایͬ دارد. را خاصخودش مشͺلات و ویژگͬ�ها اینترنت در حراج برگزاری شده�اند. اینترنتͬ
و امنیتͬ مسائل مانند مشͺلاتͬ و ... و شرکت�کنندگان کردن جمع به نیاز بدون دنیا سطح در حراج برگزاری یا واقعͬ صورت به

کاربران. نͺردن اعتماد
آمده�اند: دست به خلاصه صورت به زیر نتایج اینترنتͬ، حراج برگزاری معروف سایت ١٠٠ روی بر تحقیقͬ در
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هستند. ͷترونیͺال تجارت در رشد حال در و پویا شدت به فیلد ͷی اینترنتͬ حراج�های نتیجه: واضح�ترین و اولین •

و کسب مدل�های دیͽر طرف از و کرد برگزار اینترنتͬ حراج بتوان راحتͬ به که است کرده پیشرفت اندازه�ای به تͺنولوژی� •
آیند. کار به اینترنت کاربران زیاد حجم برای بتوانند که رسیده�اند پیشرفت از حدی به نیز کار

پیشنهادی�اش قیمت اساس بر صرفا برنده و دارد ادامه هفته ͷی تقریبا که است انͽلیسͬ حراج برخط، حراج معمول�ترین •
مͬ�شود. مشخص

B٢C مدل از غالبا که است قیمتͬ اشیای و رایانه�ای تجهیزات مͬ�شود فروخته برخط حراج�های در که کالایͬ بیشترین •
مͬ�شود. استفاده

در دارند. اصرار قواعد به توجه و مجهز سایت�های داشتن بر معمولا آن�هاست، اصلͬ کار برخط، حراج که شرکت�هایͬ •
فضای ویژگͬ�های به توجه با را حراج از جدیدی مفهوم تقریبا اینترنتͬ) لزوما (نه است حراج آن�ها کار که شرکت�هایͬ مقابل

کرده�اند. ایجاد اینترنتͬ

تمام از مͬ�آید نظر به دارد. وجود جدید مدل�های ایجاد و بررسͬ�ها ادامه�ی برای مختلفͬ بخش�های حوزه، این در مجموع در •
فضا این در را جدیدی حراج مدل�های مͬ�توان و نشده�است استفاده فعلͬ حراج�های طراحͬ در برخط فضای ویژگͬ�های
تحقیقاتͬ زمینه�ی آن، خاص ارتباطͬ ویژگͬ�های به توجه با اینترنت در دهندگان پیشنهاد رفتار بررسͬ هم�چنین کرد. ارائه

خواهدبود. دیͽری

آتͬ کارهای
با که کرد بررسͬ مͬ�توان آینده در داشتیم. اولیه ساده�سازی شرط چهار میانͽین، طور به حراج�ها نتیجه�ی بودن یͺسان بررسͬ در
مدل�ها امریͺا، در حراج طراحͬ و بررسͬ�ها نتایج هم�چنین کرد. عمل باید چͽونه و مͬ�افتد اتفاقͬ چه شرایط این از ͷی هر حذف

دارد. بیشتر بررسͬ و تحقیق جای که کرد معرفͬ را حراج برگزاری از جدیدی ایده�های و
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ردها و اثباتها
لاکاتوش ایمره
بویا فرید : ترجمه

چͺیده

بحث مشغول معلم و دانش�آموزان کلاس این در مͬ�کند. صحبت خیالͬ کلاس ͷی از کتاب این در مؤلف
شخصدانا، عنوان به نیز معلم دارد. را خاصخود فͺر طرز دانش�آموزها، از کدام هر هستند. مسئله ͷی روی بر
نماینده آموز دانش هر است. جامعه علمͬ فضای همان کلاس فضای کتاب، این در مͬ�کند. داوری آنها میان
دانشمند که مͬ�آورد زبان به را جملاتͬ موارد بعضͬ در حتͬ که است، مشابه فͺر طرز با دانشمند چند یا ͷی
طرز بعضͬ که مͬ�ماند علمͬ جامعه ͷی مشابه به معلم، کرده�است. نقل دیͽر جایͬ یا خود کتاب در مذکور
مͬ�کند سؤال روششان با رابطه در دانش�آموزها(دانشمندها) بعضͬ از و مͬ�دهد ترجیح دیͽر بعضͬ به را فͺرها
آنها بر وارد اشͺالات و مͬ�شوند پخته�تر کم�کم فͺرها طرز متن، پیش�رفتن حین در مͬ�برد. سؤال زیر را آنها و

مͬ�شود. کمتر

یͷحدس و مسئله ͷی ١
،(v،گوشه�ها)رئوس تعداد بین منطقͬ رابطه�ای آیا : هستند مسئله ͷی روی بحث حال در خیالͬ کلاسͬ در اشخاصͬ
و اضلاع تعداد میان که رابطه�ای همانند ؟ دارد وجود وجهͬ چند ͷی (f)های وجه تعداد و (e،ها یالها(لبه تعداد
نتیجه این به خطا و سعͬ زیادی مقدار از پس آنها ؟ دارد وجود (v=e) صورت به ضلعͬ چند ͷی زاویه�های تعداد
این که مͬ�زند حدس آنها از ͬͺی است. برقرار v–e+f=٢ رابطه منتظم، وجهͬ�های چند تمامͬ برای که مͬ�رسند
راه�های از آنها کنند. رد را او حدس که مͬ�کنند سعͬ بقیه باشد. برقرار چندوجهͬ�ها تمام برای است ممͺن رابطه
این شاید که مͬ�دهد را این گمان بدست�آمده نتایج مͬ�ایستد. محͺم حدس ولͬ مͬ�برند، هجوم او حدس به مختلف

باشد. اثبات قابل حدس

اثبات ͷی ٢
v-e+f=٢ رابطه وجهͬ چند هر برای آن طبق که رسیدیم وجهͬ�ها چند مورد در حدس ͷی به قبل جلسه در : معلم
پیدا اثباتͬ کسͬ آیا نͺرده�ایم. اثبات را آن هنوز ولͬ کردیم. تحقیق را آن درستͬ مختلف روشهای با است. برقرار

کرده�است؟
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این با کنم… پیدا صریح اثباتͬ قضیه این برای نتوانسته�ام هنوز که مͬ�کنم اعتراف شخصه به من سیͽما: شاگرد
برقرار احجام تمام برای رابطه این که نیست ͬͺش و شده�است تحقیق زیادی بسیار حالت�های در درستͬ�اش حال
آن خواهشاً دارید، اثباتͬ اگر ولͬ داده�شده�باشد. نمایش بخشͬ رضایت طور به گزاره که مͬ�رسد نظر به پس است.

دهید. ارایه را

: است فͺری تجربه این بر مبنͬ اثبات این دارم. اثبات ͷی من اتفاقاً معلم:
ͬͺی ما اگر ساخته�شده�است. انعطاف قابل و نرم ͷلاستی از و است خالͬ وجهͬ چند که کنید فرض : ١ لم١
آنها به اینͺه بدون بنشانیم، سیاه تخته روی را آنها و بͺشیم را باقیمانده وجه�های مͬ�توانیم ببˀریم، را آن وجه�های از
راست خط دیͽر است ممͺن یال�ها دست�بدهند، از را خود اصلͬ شͺل است ممͺن یال�ها و وجه�ها بزنیم. صدمه
اگر است، برقرار وجهͬ چند برای v-e+f=٢ رابطه پس نخواهندکرد، تغییر e و v ولͬ باشند، شده منحنͬ و نباشند
١ (شͺل بˀریدیم. را وجه ͷی ما که هست یادتان – باشد برقرار مسطح شبͺه این برای v-e+f=١ رابطه اگر، تنها و

مͬ�دهد) نشان است، مͺعب ͷی نظر مورد چندوجهͬ که هنͽامͬ را مسطح شبͺه

١ شͺل

بدست�آمده چندضلعͬ�های برای مͬ�کنیم. مثلث�بندی را است جغرافیا نقشه شبیه که خود شبͺه ما حال : ٢ گام
ناصاف هم قطرها است (ممͺن مͬ�کنیم قطررسم ͷت�ͷت شده�باشند)، تشͺیل ناصاف خطوط از است ممͺن (که
شبͺه، در قطر هر رسم با شوند. مثلث باقیمانده چندضلعͬ�های تمامͬ که مͬ�دهیم ادامه آنجا تا را کار این باشند).

(٢ (شͺل مͬ�ماند. بͬ�تغییر (v-e+f) مجموع لذا مͬ�شود، اضافه واحد ١ کدام هر f و eمقدار

٢ شͺل
١lemma
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یال ͷی یا مثلث، ͷحذفی هنͽام در مͬ�کنیم. مثلث�ها ͷت�ͷت حذف به شروع مثلث�بندی�شده، شبͺه از : ٣ گام
٣(ب)). مͬ�کنیم(شͺل حذف را ناحیه ͷی رأسو ͷی و یال دو یا ٣(آ))، مͬ�کنیم(شͺل حذف را ناحیه(وجه) ͷی و
تنها درآخر، باشد. برقرار مثلث�ها حذف پساز اگر تنها و اگر است، برقرار مثلث�ها حذف از قبل v-e+f=٢ پسرابطه
کرده�ایم٢. ثابت را حدسخود ما لذا است. برقرار مثلث ͷی برای وضوح به v-e+f=٢ رابطه باقͬ�مͬ�ماند. مثلث ͷی

(ب) (آ)

٣ شͺل

ندارد. وجود آن مورد در حدس�گونه�ای موضوع هیچ دیͽر بدانید. قضیه ͷی را این دیͽر باید شما دلتا: شاگرد

یا یͷمͺعب روی بر انجام قابل تجربه این که درککنم مͬ�توانم من نمͬ�شوم. متوجه را یͷچیز من آلفا: شاگرد
شما آیا مثال، برای است؟ انجام قابل چندوجهͬ هر روی بر که باشم مطمئن مͬ�توانم چͽونه اما است، یͷچهاروجهͬ
مشͺوکم. اول گام به من است؟ رویصفحه نشاندن قابل یͷوجه، بریده�شدن از بعد چندوجهͬ، هر که هستید مطمئن

اضافه ناحیه ͷی همواره یال هر کردن اضافه با نقشه، مثلث�بندی در که هستید مطمئن شما آیا بتا: شاگرد
مشͺوکم. دوم گام به من مͬ�شود؟

پایان در که هستید مطمئن آیا دارد؟ وجود حالت دو فقط سوم) گام (در که هستید مطمئن شما آیا گاما: شاگرد
مشͺوکم. سوم گام به من مͬ�ماند؟ باقͬ مثلث ͷی تنها گام) (این

نیستم. مطمئن که البته : معلم

اسم شما و داریم! حدس ٣ حداقل حالا حدس ͷی تنها جای به است! بدتر قبل از وضعیتمان حالا پس آلفا:
مͬ�گذارید! اثبات را این

است. گمراه�کننده درستͬ، به البته و کمͬ، فͺری“ ”تجربه این برای ”اثبات“ سنتͬ واژه که مͬ�کنم اعتراف : معلم
کند. ثابت را حدس این درستͬ فͺری) (تجربه این که نمͬ�کنم فͺر من

مͬ�کند؟ ثابت را چیزی چه ریاضͬ اثبات ͷی مͬ�کنید فͺر مͬ�کند؟ چͺار فͺری) (تجربه پس دلتا:

است. کوشͬ به متعلق اثبات ٢این
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فنͬ واژه که مͬ�کنم پیشنهاد زمان، آن تا خواهیم�داد. جواب آن به بعداً ما که است ظریف پرسش ͷی این : معلم
به اولیه حدس تجزیه به که – دارید نͽه آزمایش۵“ ”شبه همان یا فͺری۴“ ”تجربه ͷی برای را ”اثبات٣“ مقدس و
برای مͬ�شود. موضوع) از دور خیلͬ قالب(شاید ͷی در حدس نشاندن باعث که مͬ�کند، اشاره ها ل˼م یا زیرحدس�ها
و دکارت مͬ�کند. بیان ͬͺلاستی ورقه�های اساس بر را احجام و کریستال�ها مورد در اصلͬ حدس ما، ”اثبات“ مثال

ندیده�بودند. هم خواب در حتͬ را فͺر) (طرز این قطعاً حدس، این پدران اویلر،

نیستند کلͬ که نقضموضعͬ های مثال بوسیله اثبات از گرفتن ایراد ٣
تحقیق برای جدیدی گستره�های شده�بود، اشاره آن به اثبات توسط که ها) حدس زیر (به حدس تجزیه این معلم:
یͷشانس، جای به حالا ما گیرد. قرار انتقاد مورد بازتری فضای در حدس که شده باعث تجزیه مͬ�کند. باز درستͬ،

داریم! نقض مثال برای شانس ٣ حداقل

دیͽری حالت�های است ممͺن که مͬ�کنم فͺر کرده�ام. ابراز سوم لم به نسبت خود علاقه عدم هم قبلا́ من گاما:
داشته�باشد. وجود مثلث ͷی حذف هنͽام به

نیست. بودن معیوب بر دلیل بودن ͷش مورد معلم:

نیست) عیب هم آن مͬ�شود؟(یا محسوب عیب۶ نقض، مثال آیا حال گاما:

باشند. بͬ�توجه نقض مثال به نمͬ�توانند قطعاً ولͬ نمͬ�کنند، توجهͬ علاقه عدم و ͷش به حدس�ها یقیناً. معلم:

دارند. فرق داده�اند، ارائه را آن�ها که کسانͬ با وضوح به حدس�ها تتا:

مͺعب ͷی روی بر اول گام دو انجام وسیله به که را مثلثͬ شبͺه مͬ�دهم. ارائه ابتدایͬ نقض مثال ͷی من گاما:
ͷی من بردارم، شبͺه حاشیه) از نه وسط(و از مثلث ͷی من اگر حال (٢ بͽیرید.(شͺل نظر در را مͬ�شود ایجاد
بلͺه مͺعب، برای تنها نه – است غلط سوم لم پس شود. حذف رأسͬ یا یال هیچ اینͺه بدون برداشته�ام مثلث(وجه)
قضیه شما اثبات پس دارد). مرزی های مثلث تنها خود مسطح شبͺه در چهاروجهͬ(که بجز چندوجهͬ هر برای
مͬ�کند، صدق اویلر رابطه در چهاروجهͬ که مͬ�دانستیم قبل از ما ولͬ مͬ�کند. ثابت چهاروجهͬ برای تنها را اویلر

کنیم؟ اثبات آن�را(دوباره) چرا پس

اصلͬ حدس برای نقض مثال بود، سوم لم برای نقض مثال که مͺعب که کن دقت اما توست. با حق معلم:
نͺردی. باطل(رد) را ما حدس ولͬ دادی، نشان را – اثبات – ما بحث ضعف تو نیست.

خواهیدریخت؟ دور را خود اثبات حساب این با پس آلفا:

٣proof
۴thought-experiment
۵quasi-experiment
۶criticism
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۴ شͺل

مقاومتکند. شده وارد عیب برابر در بتواند تا مͬ�کنم اصلاح را اثباتم من نیست. نابودی لزوماً عیب خیر. معلم:

چͽونه؟ گاما:

موضع٧ͬ“ نقض ”مثال کنم. آشنا اصطلاحات این با را شما چͽونه، بدهم توضیح اینͺه از قبل بͽذارید معلم:
مͬ�نامم نقضͬ مثال را کل٨ͬ“ نقض ”مثال مͬ�کند. رد را کلͬ) حدس لزوماً نه لم(و ͷی که مͬ�نامم نقضͬ مثال را
نقض مثال کلͬ. نه و است موضعͬ نقض مثال ͷی آوردی، تو که نقضͬ مثال پس مͬ�کند. رد را اصلͬ حدس که

را. حدس عیب نه مͬ�کند، بیان را اثبات عیب موضعͬ،

نمͬ�کند. ثابت آنرا شما اثبات ولͬ باشد، درست است ممͺن حدس پس گاما:

با را اشتباه لم من کار این برای کنم. رفع را آن اشͺال و کنم دقیق�تر را اثباتم مͬ�توانم راحتͬ به من ولͬ معلم:
مثلثͬ هر که نمͬ�کنم ادعا دیͽر من نخواهدکرد. رد را آن تو نقض مثال که مͬ�کنم، جایͽزین یافته تغییر کمͬ لم ͷی
مرزی مثلث�های برای حͺم این مرحله هر در که مͬ�گویم تنها من مͬ�گیرد. شͺل حالت دو آن از ͬͺی برداشته�شود که

شد. دقیق اثبات جزئͬ تلاش ͷی با تنها که داشته�باشید قبول بایستͬ است. برقرار

روشن برای بود. مبتͺرانه بسیار واقع در بلͺه بود، جزیͬ هم قدر آن شما ملاحظه�ی که نمͬ�کنم فͺر من گاما:
مثلث�ها و بͽیرید نظر در را ۴ شͺل مسطح شبͺه است. غلط تصحیح) رغم این(علͬ که مͬ�دهم نشان موضوع، شدن
که صورتͬ در است، مرزی مثلث ͷی ٨ مثلث ،٨ شماره مثلث کردن جدا هنͽام کنید. جدا ٨ تا ١ از ترتیب به را
مجموع صورت این در که مͬ�شوند، حذف ناحیه ͷی و یال ٢ نمͬ�دهد: رخ برایش شده ذکر حالت دو از ͷی هیچ

داشت. خواهیم ١٠ و ٩ هم از جذا مثلث دو و مͬ�کند تغییر v-e+f

نͺند“، ناهم�بند را شبͺه حذفش که بود مثلثͬ مرزی، مثلث ͷی از ”منظورم که جمله این گفتن با مͬ�توانم معلم:
”منظورم با راکه جملاتͬ از ناجوانمردانه استفاده اجازه ذهنͬ صداقت و علمͬ اخلاق ولͬ کنم. حفظ را خود آبروی
نسخه ͷی با را مثلث حذف عملیات دوم نسخه بایستͬ که مͬ�کنم اعتراف من پس نمͬ�دهد. مͬ�شوند، شروع “... از

ندهد. تغییر را v-e+f مقدار آن، حذف که برمͬ�دارم را مثلثͬ مرحله هر در کنم: جای�گزین سوم

٧local counterexample
٨global counterexample
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را مثلث�ها ما اگر است: صحیح مثلث) عملیات(حذف این به مربوط لم که دارم قبول تواضع کمال در کاپا:
نمͬ�کند. تغییر v-e+f آنͽاه نͺند، تغییر v-e+f مرحله هر در که کنیم حذف طوری ͷبه�ی�ͷی

که شوند شماره�گذاری طوری مͬ�توانند ما شبͺه های مثلث که است این جدید لم نیست). آن نه(منظورم معلم:
نͺند. تغییر v-e+f مقدار آخر، مثلث به رسیدن تا ترتیب، به آن�ها حذف با

نسخه وجودداشته�باشد؟ ترتیبͬ چنین واقعا حتͬ اینͺه فرض با ساخت، را ترتیب این مͬ�توان چͽونه ولͬ کاپا:
نسخه بردارید. دلخواه ترتیب هر به را مثلث�ها میداد: را ترتیب) کردن العمل(پیدا دستور شما، فͺری تجربه اولیه
که مͬ�گویید شما حال بردارید. دلخواه ترتیب هر به را مرزی های مثلث میͺرد: را کار این هم شده(دوم) تصحیح
یا دارد وجود ترتیب این اصلا́ اینͺه یا الͽو، کدام طبق که نمͬ�گویید ولͬ کنیم، عمل خاص ترتیب ͷی به بایستͬ
ولͬ بخشیدید، بهبود را – لم�هاست لیست همان که – اثبات٩“ ”تحلیل شما مͬ�ریزد. فرو فͺری تجربه پس خیر.

شده�است. ناپدید و ندارد وجود دیͽر گذاشتید، ”اثبات“ را اسمش شما که فͺری تجربه

ناپدیدشده�است. سوم گام فقط رو:

اینͺه از قبل حداقل بودند، ساده که لم اول نسخه دو بخشیدید؟ بهبود را لم شما(واقعاً) آیا براین، علاوه کاپا:
واقعاً آیا نمیرسد. نظر به هم ممͺن حتͬ جدید شده پینه وصله و طولانͬ نسخه مͬ�رسیدند؛ نظر به درست شوند رد

نشود)؟ کند(رد فرار شدن رد از ممͺن که مͬ�کنید فͺر

و پیچیده حدس�های این مͬ�شوند. رد زود خیلͬ معمولا˟ درست“ ”بدیهتاً حتͬ یا و ”ممͺن“ گزاره�های معلم:
باشند. درست است ممͺن که هستند عیبجویͬ در شده آبدیده و ممͺن (ظاهراً)غیر

جایͽزین دیͽر نشده رد حدس�های با را آنها نتوانستید دفعه این شما و شدند رد شما پیچیده حدس�های اگر امͽا:
ͬͺتعویضی با توانستید دفعه این شما چه؟ نشدید پینه وصله وسیله به خود صحبت�های بهبود به موفق اگر چه؟ کنید
چه؟ کنید فرار نتوانستید بعدی دفعه اگر کنید. فرار نبود کلͬ که موضعͬ نقض مثال ͷی دست از خود لم�های از

خواهد�بود. سؤال) فردا(این برنامه است، خوبͬ سؤال معلم:

نقضکلͬ های مثال بوسیله اثبات از گرفتن ایراد ۴
مͬ�کند. نقض را اصلͬ حدس خود هم و شما اول لم هم که دارم نقض مثال ͷی من آلفا:

ببینیم. بͽو جالب. چه صحیح! معلم:

دیͽری داخل در ͬͺی که مͺعب دو – شده�است محصور مͺعب دو وسیله به که بͽیرید نظر در را حجمͬ آلفا:
بریدن با که چرا مͬ�کند، نقض را ͷی شماره لم توخالͬ، مͺعب این .(۵ (شͺل نمͬ�کند پیدا تماس آن با ولͬ است،
هر برای آن، بر علاوه نمͬ�شود. صفحه روی نشاندن قابل چندوجهͬ خارجͬ، چه و داخلͬ چه وجه�ها، از کدام هیچ

٩proof analysis

٧۴



مͬ�شود. v-e+f=۴ شͺل این برای پس است، v-e+f=٢ مͺعب

۵ شͺل

چه؟ حالا خب بͽذاریم. ١ نقض مثال را اسمش بͽذارید بود. خوبͬ مثال معلم:

تسلیم١٠ روش حدس: رد ١.۴

مͬ�کند رد را حدس ͷی قدر(خوب) همان نقض مثال ͷی مͬ�کند. متحیر را من شما خونسردی معلم، جناب گاما:
شوید. تسلیم باید شوید! تسلیم درآمدند. کار از اشتباه کلͬ به اثباتش و حدس مͬ�کنند. رد را آن نقض مثال ده که

کنید. امتحان را جدید مسیر ͷی و کنید فراموش را آن و بریزید دور را اشتباه حدس

کلͬ ”به اثبات که نیست درست این ولͬ شد. وارد حدس بر سختͬ ضربه نقضآلفا، مثال با که دارم قبول معلم:
حدس تجزیه باعث که فͺری“ ”تجربه ͷی برای ”اثبات“ واژه استفاده بر مبنͬ من قبلͬ پیشنهاد فعلا́، اگر بود. اشتباه“
سخن درستͬ“ ”تضمین از آمد، آن از سخن هرجا که ندارید نیازی دیͽر کنید، قبول را زیرحدسمͬ�شود چند به اصلͬ
اثبات�هایͬ به فقط شما دوم. دیدگاه از لزوماً نه ولͬ کرد، ثابت اول دیدگاه از را اویلر فرمول یقیناً من اثبات بͽویید.
نتوانند اگر حتͬ دارم، علاقه (همه)اثبات�ها به من مͬ�کنند. ثابت را کنند ثابت است قرار که چیزی آن که دارید علاقه
کشف جالبͬ بسیار چیز ولͬ نرسید، هند برسد)به هند به بود قرار (که کلمب کریستف دهند. انجام را نظر مورد کار

کرد.

مثال – حدس به نه و است اثبات به ایراد کلͬ) نه موضعͬ(و نقض مثال ͷی – شما فلسفه بر بنا پس آلفا:
اثبات از ولͬ کنید، تسلیم را خود حدس که مͬ�کنید قبول شما اثبات. به لزوماً نه و است حدس به ایراد کلͬ نقض

مͬ�کند؟! ثابت را چیزی چه دقیقا آن اثبات است، اشتباه حدس اگر ولͬ مͬ�کنید. دفاع خود

به بایستͬ نقض مثال ͷی کردن قبول مͬ�ریزد. فرو (اینجا) دادید انجام کلمب کریستف با که مقایسه�ای گاما:
باشد. کامل تسلیم معنای

١٠method of surrender
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هیولاها١١ تحریم روش نقض: مثال رد ٢.۴

این با که دارم قبول است. قضیه ͷی الان – کردیم ثابت را خود حدس ما کنیم؟ قبول را نقض مثال چرا ولͬ دلتا:
ثابت که هنͽامͬ برود کنار قضیه چرا ولͬ رود. کنار بایستͬ آن�ها از ͬͺی تناقضدارد. نقض“ ”مثال اصطلاح به چیز
هم، دل در مͺعب جفت ͷی نیست). است(معتبر جعلͬ ایراد، این رود. کنار باید که است ”ایراد“ این شده�است؟

نقض. مثال ͷی نه عادی، غیر حالت ͷی است. هیولا ͷی نیست؛ چندوجهͬ ͷی

من نقض مثال و شده�باشد. تشͺیل چندضلعͬ�ها از سطحش که است حجمͬ چندوجهͬ ͷی نه؟ چرا گاما:
دارد. خاصیتͬ چنین

بͽذاریم. ١ تعریف را اسمش بͽذارید معلم:

قابلیت و داشته�باشد یال و رأس وجه، که: باشد رویه ͷی بایستͬ چندوجهͬ ͷی نیست. صحیح تو تعریف دلتا:
وجهͬ چند ندارد، ”حجم“ مفهوم به ربطͬ هیچ وجهͬ چند داشته�باشد. را صفحه روی نشانده�شدن و شͺل تغییر

است. ضلعͬ�ها چند از دستͽاه ͷی از شده تشͺیل رویه ͷی

بنامید. ٢ تعریف را این معلم:

بچه ͷی با باردار زن ͷی دیͽری. داخل در کاملا́ ͬͺی – دادی نشان چندوجهͬ تا ٢ ما به واقع در تو پس دلتا:
نیست. دارند“ سر ͷی ”انسان�ها گزاره برای نقض مثال ͷی خود، شͺم در

بͽویͬ که داری را این جرأت اینͺه یا آورد. وجود به چندوجهͬ از جدید مفهوم ͷی نقضمن مثال عجب! آلفا:
بوده�است؟ رویه ͷی چندوجهͬ، از منظورت همواره

کنͬ؟ رد را ما فرض هم باز مͬ�توانͬ آیا کنیم. قبول را چندوجهͬ) دلتا(از ٢ شماره تعریف فعلا́ بͽذارید معلم:

با رأس ͷی در که چهاروجهͬ دو یا ۶(آ)). دارند(شͺل اشتراک هم با یال ͷی در که چهاروجهͬ دو یقیناً. آلفا:
v-e+f=٣ آن�ها دوی هر برای و دارند رویه ͷی تنها هستند، هم�بند این�ها دوی هر ۶(ب)). دارند(شͺل اشتراک هم

است.

بنامید. ب ٢ و الف ٢ های نقض مثال را آن�ها معلم:

چندوجهͬ ͷی چندضلعͬ�ها از سیستمͬ هر نͽفتم من قطعاً ولͬ مͬ�کنم، تحسین را منحرفت تخیلات دلتا:
اشتراک وجه دو دقیقاً یال هر در (١) که چندضلعͬ�هاست از سیستم ͷی منظورم چندضلعͬ، مͬ�گویم وقتͬ است.
شͺل رفت. رأسͬ هیچ با برخورد بدون دیͽر چندضلعͬ هر داخل به بتوان چندضلعͬ هر داخل از (٢) و داشته�باشند

.٢ شرط با تو دوم شͺل و مͬ�شود رد و است ناسازگار ١ شرط با تو اول

.٣ تعریف معلم:

١١the method of monster-barring
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(ب) (آ)

۶ شͺل

ضعیف های ایده شدن رد از مانع تعریف پشت تعریف ساختن با که میͺنم تحسین را منحرفت ابتͺار آلفا:
v-e+f=٢ رابطه آن برای که نمͬ�کنͬ تعریف چندضلعͬ�ها از سیستم ͷی صرفاً را چندوجهͬ ͷی چرا مͬ�شوی. خود

... دقیق تعریف این باشد؟ برقرار

.P تعریف کاپا:

نخواهدبود. موضوع بررسͬ برای نیازی دیͽر خواهدبرد. میان از همیشه برای را اختلاف ... آلفا:

نشود. نقض هیولا�ها وسیله به که ندارد وجود دنیا در قضیه�ای هیچ ولͬ دلتا:

تعریف و معنͬ به نقض، مثال وسیله به کردن رد دیدید، که همانطور مͬ�کنم. قطع را بحثتان که ببخشید معلم:
در بایستͬ باشد، حدس)عیب ͷی (برای بͬ�طرفانه نقض مثال ͷی که بخواهیم اگر دارد. ͬͽبست بحث مورد اشیاء
بر تفاهمͬ سوء که هنͽامͬ مͬ�توان تفاهمͬ، چنین به رسیدن برای داشته�باشیم. تفاهم هم با معانͬ و تعاریف مورد
”چندوجهͬ“ واژه شخصه، به من داد. ارائه دقیق تعریف ͷی نظر مورد شͬء برای مͬ�آید، پیش شͬء ͷی تعریف سر
غیرشتشخیص از را چندوجهͬ مͬ�توانید یعنͬ دارید، ”آشنایͬ“ آن مفهوم با شماها که فرضکردم نͺردم. تعریف را
بسط پیداست، که طور این مͬ�خوانند. چندوجهͬ مفهوم بسط دانستن را آن منطقدان�ها بعضͬ که چیزی – دهید
پیشنهاد مͺرر طور به تعاریف مͬ�شوند، یافت نقض های مثال که هنͽامͬ نبود: واضح اصلا́ چندوجهͬ مفهوم
در بحث و بͽیریم نظر در هم با را تعاریف تمامͬ فعلا́ که مͬ�کنم پیشنهاد مͬ�گیرند. قرار بحث مورد و �مͬ�شوند
مثال مͬ�تواند کسͬ آیا کنیم. موکول بعد به را ازآنها ͷهری پذیرفتن از حاصل نتایج اختلاف و تعاریف اختلاف مورد

باشد؟ سازگار هم تعریف سخت�گیرترین با حتͬ که بدهد ارائه نقضͬ

؟ P تعریف با کاپا:

.P تعریف بدون معلم:
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تیغ١٣ͬ جوجه را اسمش که ستاره�گون١٢، چندوجهͬ ͷی کنید: توجه ٣ نقض مثال به مͬ�توانم. من گاما:
وجه ١٢ و یال ٣٠ رأس، ١٢ .(٨ (شͺل شده�است تشͺیل ۵رأس١۴ͬ ستاره ١٢ از شͺل این .(٧ (شͺل مͬ�گذارم
در و نیست برقرار شͺل این برای دکارت-اویلر قضیه که آنجا از کنید. ͷِچ خودتان مͬ�توانید – دارد ضلعͬ پنج

باشد. درست نمͬ�تواند قضیه این است، v-e+f=-۶ اینجا

٨ شͺل ٧ شͺل

است؟ وجهͬ چند ͷی تو تیغͬ جوجه که مͬ�کنͬ فͺر چرا دلتا:

نیز تو آخر تعریف در هستند. ۵رأسͬ ستاره ١٢تا وجوهش، که است چندوجهͬ ͷی این نمͬ�بینͬ؟ مͽر گاما:
باشند داشته اشتراک چندضلعͬ دو دقیقاً یال هر در (١) که طوری به چندضلعͬ�ها از سیستم ͷی این مͬ�کند: صدق

باشیم. رأسͬ از عبور به مجبور اینͺه بدون رفت، دیͽر چندضلعͬ�های به مͬ�توان چندضلعͬ هر از (٢) و

که طوری به یالهاست از سیستم ͷی ضلعͬ چند ͷی چیست! چندضلعͬ ͷی که نمͬ�دانͬ (حالا)تو ولͬ دلتا:
نمͬ�کنند. قطع را یͺدیͽر جا هیچ ها، رأس در بجز ها، یال (٢) و داشته�باشند اشتراک یال دو دقیقاً رأس هر در (١)

بͽذاریم. ۴ تعریف را اسمش بͽذارید معلم:

داشته�باشد. را اول شرط فقط بایستͬ صحیح تعریف مͬ�گذاری. را دوم شرط چرا که نمͬ�دانم گاما:

.۴′ تعریف معلم:

خم تقاطع)کمͬ محل (از را یال�ها از ͬͺی من اگر ببین: ندارد. چندضلعͬ ذات به ربطͬ هیچ دوم شرط گاما:
باید حتماً چندضلعͬ ͷی که مͬ�کنͬ فرض تو است. چندضلعͬ ͷی هم تو تعریف با حتͬ ۵رأسͬ ستاره آنͽاه کنم،
این در کنͬ: فرض چوبͬ ساختمان ͷی ͷی را آن بایستͬ که صورتͬ در کشیده�شده�باشد، سیاه تخته روی گچ با
دیͽری بالای ͬͺی نقطه دو بلͺه نیست، نقطه ͷی مͬ�کردی، صحبت آن از که مشترکͬ نقطه که است واضح صورت
در چندضلعͬ نشانده�شدن مفهوم وسیله به تو اند). افتاده هم روی صفحه، روی بر شدن تصویر هنͽام هستند(که
در را (چندضلعͬ)بال�هایش که بͽذاری بایستͬ – نیست) شرطͬ چنین لزوماً که صورتͬ شده�ای(در گمراه صفحه

بͽستراند. فضا
١٢star-polyhedron
١٣Urchin
١۴star pentagon
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اصلا́ چندضلعͬ�ها از بعضͬ مͬ�گویͬ اینͺه یا است؟ چقدر ۵رأسͬ ستاره ͷی مساحت که بͽویͬ مͬ�توانͬ دلتا:
ندارند؟ مساحت

چرا حال ندارد؟ احجام و حجم مفهوم با ارتباطͬ هیچ چندوجهͬ مفهوم مͬ�گفتͬ که نبودی تو خود مͽر گاما:
و یال تعدادی با بسته رویه ͷی چندوجهͬ که کردیم قبول ما مͬ�دهͬ؟ ربط مساحت مفهوم به را چندضلعͬ مفهوم
به اگر ولͬ است؟ رأس تعدادی با بسته منحنͬ ͷی صرفاً چندضلعͬ، ͷی که نمͬ�کنͬ قبول چرا حال – است رأس

کنم.١۵ تعریف را ۵رأسͬ ستاره ͷی مساحت مͬ�توانم من پایبندی، عقایدت

نظر در را ،۴′ و ۴ آخر، تعریف دو برویم. پیش قبل همانند و بͽذاریم، کنار را دعوا این فعلا́ بͽذارید معلم:
باشد؟ سازگار چندضلعͬ�ها تعریف دو هر با که بدهد نقضͬ مثال مͬ�تواند کسͬ آیا بͽیرید.

که است نقض مثال ͷی این بͽیرید. نظر در را ٩ شͺل همانند عͺس قاب ͷی نقض. مثال ͷی هم این آلفا:
را آن وجه�های و یال�ها رئوس، اگر حال، این با است. سازگار گفته�شده�است، حال به تا که تعاریفͬ از هرکدام با

. v-e+f=٠ که مͬ�بینید بشمارید،

٩ شͺل

.۴ نقض مثال معلم:

کار و بود درست زیادی خیلͬ حالت�های برای که چرا دارد، افسوس واقعاً ماست. حدس کار پایان این بتا:
کردیم. تلف را وقتمان فقط ظاهراً ولͬ مͬ�کرد.

تعریف ͷی (با را نقض مثال این نمͬ�توانͬ نمͬ�گویͬ؟ چیزی شدم. متعجب واقعاً من شده؟) (چه دلتا؟ آلفا:
شدن رد از را آن مناسب زبانͬ حقه ͷی با نتوانͬ تو که نباشد دنیا در قضیه�ای هیچ که مͬ�کردم فͺر کنͬ؟ جدید)رد
احسنت! دارند؟ وجود نیز اویلری غیر چندوجهͬ�های که کردی قبول بالاخره آیا شده�ای؟ تسلیم حال دهͬ. نجات

ما و نͺنͬ صدا ”چندوجهͬ“ را آنها و کنͬ پیدا اویلریت موجوداتغیر برای مناسب یͷاسم بایستͬ واقعا تو دلتا:
”چندوجهͬ“های از من ندارم. علاقه�ای دیͽه اونا به و مͬ�شم خسته تو هیولاهای از دارم کم�کم من ولͬ نͺنͬ. گمراه را

کنید. مراجعه (Meister)میستر مقالات ١۵به
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هستم، ͬͽهماهن و نظم دنبال به ریاضیات در من متنفرم. نیست، برقرار آنها برای اویلر زیبای فرمول که تو، رقّت�آور
نیستند. انطباق قابل ما روش�های مͬ�کنͬ. منتشر ͬͽآشفت و نظمͬ بͬ فقط تو درحالیͺه

کردن خراب در شرارتشان خاطر به را طلب�ها مرج و هرج تو هستͬ! افتاده مد از کار محافظه ͷی تو آلفا:
مͬ�کنͬ. حل زبانͬ پیشنهاد�های با را مشͺلات و مͬ�کنͬ، سرزنش ات “ͬͽهماهن” و ”نظم“

بشنویم. را دهنده نجات تعریف جدیدترین بیایید معلم:

حل را مسائل اینͺه جای به دلتا چندوجهͬ! مفهوم از انقباض آخرین است؟ زبانͬ حقه آخرین منظورتان آلفا:
مͬ�کند. منحل را آنها کند،

اصلا́ عͺس قاب این مثال، برای میدهͬ. بسط را مفاهیم که هستͬ تو این نمͬ�کنم. منقبض را مفاهیم من دلتا:
نیست. معتبر چندوجهͬ ͷی

چرا؟ آلفا:

از صفحه ͷی کن. انتخاب باشد) است قرار عͺس که قاب(جایͬ در موجود ”تونل“ در دلخواه نقطه ͷی دلتا:
قطع هم از جدا کاملا́ ضلعͬ چند دو در را عͺس قاب کنͬ، انتخاب که ای صفحه هر که دید خواهͬ بͽذران. آن

.(١٠ مͬ�کند(شͺل

١٠ شͺل

چه؟ حالا خب آلفا:

نقطه آن از که دارد وجود صفحه ͷی حداقل فضا، در نقطه هر برای داریم، معتبر چندوجهͬ ͷی که وقتͬ دلتا:
صفحه هر برای محدب، چندوجهͬ�های مورد در مͬ�کند. قطع چندضلعͬ ͷی در دقیقاً را چندوجهͬ و میͽذرد
صفحات بعضͬ نقاط، بعضͬ برای معمولͬ، مقعر چندوجهͬ�های مورد در است. برقرار خاصیت این نقطه، و
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مقطع سطح ͷی تنها که دارند وجود هم صفحاتͬ همواره ولͬ چندوجهͬ)دارند، (با مقطع سطح چند که هستند
صفحه هر کنیم، انتخاب تونل درون در را نقطه اگر عͺس، قاب این مورد در ١١(ب)). و ١١(آ) دارند(شͺل�های

بنامͬ؟ چندوجهͬ آنرا مͬ�توانͬ چͽونه تو حال داشت. خواهد مقطع سطح دو آن، از گذرنده

(ب) (آ)

١١ شͺل

بنامید. ۵ تعریف آنرا ضمنͬ. تعریف ͷی دفعه این داریم، دیͽر تعریف ͷی اینͺه مثل معلم:

آیاتͬ صرفا ندارند، جدیدی چیز هیچ که تعاریفͬ آنها. با متناظر تعریف سری ͷی نقض، مثال سری ͷی آلفا:
نقض از آنرا دارد(که پنهان نقضها،شرط مثال تعداد اندازه به رسد مͬ نظر به که هستند، قدیمͬ مفهوم ͷی باره در
کهن حقیقت ͷی میرسد، بحث قابل غیر نظر به است“ v-e+f=٢ چندوجهͬ هر ”برای گزاره میدهد). نجات شدن
تغییرها خاطر به حال افͺار. مبارزه و هیجان از پر بود، زیبا حدس ͷی این روزگاری که است عجیب ”جاودانه“. و
کلاس پست.[از تعصب ͷی شده�است، تبدیل ارزش بͬ سنت ͷی به این تعاریف، در شما عجیب تحریف�های و

�مͬ�شود.] خارج

میرسد نظر به کند. تلف دیͽران از عیبجویͬ با را استعدادش باید آلفا مثل قابلͬ شخص چطور نمیفهمم دلتا:
دنیای در چه و واقعͬ دنیای در چه ن�مͬ�شوند، رشد باعث هرگز هیولاها ولͬ باشد. هیولاها ساختن در غرق او که

دارد. منظم الͽوی ͷی همواره تͺامل افͺار.

غیر جانوران و گیاهان تولید باعث که ͬͺژنتی جهش�های که ای نشنیده مͬ�کند. رد را تو حرف ͷژنتی علم گاما:
یافته تͺامل موجودات این شناسان) (نسل دارند؟ تͺامل سیر عظیم تحولات در مهمͬ نقش �مͬ�شوند، عادی(هیولا)
”هیولای ولͬ بودند، هیولا گرچه آلفا، نقض�های مثال من، نظر به مینامند. امیدوار“ ”هیولاهای را غریب و عجیب و

بودند. امیدوار“
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دید. نخواهیم هیولا دیͽر شد. تسلیم آلفا هرحال. به دلتا:

ولͬ دارد، مطابقت ۵ و ۴ ، ٣ ، ٢ ، ١ تعاریف در شرایط تمامͬ با هیولا این دارم. جدید هیولای ͷی من گاما:
پوشه١۶)، یا کنار و پایین دارد(بالا، وجه تا ٣ است. ساده استوانه ͷی نقض۵) این(مثال است. v-e+f=١ آن برای
دقیقاً (١) معتبراست: چندوجهͬ ͷی این تو، تعاریف طبق بر ندارد. رأسͬ و پایین) و بالا در دایره دارد(٢ یال تا ٢
رفت، مͬ�توان دیͽر چندضلعͬ هر درون به ضلعͬ چند هر درون از (٢) و دارند برخورد یال هر در چندضلعͬ دو
در یال دو دقیقاً (١) هستند: معتبر هم چندضلعͬ�ها که کنͬ قبول بایستͬ البته و بͽذریم. رأسͬ یا یال از اینͺه بدون

ندارند. رأس�ها در جز هم با اشتراکͬ نقطه هیچ یال�ها (٢) و دارند برخورد رأس هر

تو ”یال“�های میدَری! را که)آنها میدهͬ بسط را آنها (آنقدر تو ولͬ میداد، (فقط)بسط را مفاهیم آلفا دلتا:
دارد! رأس دو دقیقاً یال هر نیستند! یال(معتبر)

؟ ۶ تعریف معلم:

منقبض را قبلͬ)مفاهیم بحث�های (در تو مͬ�کنͬ؟ تͺذیب را رأس ١ یا ٠ با هایͬ“ ”یال وجود چرا ولͬ گاما:
میماند! چندوجهͬ)باقͬ مفهوم (از چیزی زحمت به که طوری مͬ�کنͬ، نابود را آنها داری الان ولͬ میͺردی،

مفهوم هر جدید(یا چندوجهͬ هر امروز، به تا نمیبینید؟ را خود ابطال�های اصطلاح به این بودن پوچ چرا دلتا:
دیͽر) جدید مفاهیم ها(و چندوجهͬ امروزه ؛ داشت کاربرد جایͬ در خودش نحو به میشد، ابداع که دیͽر) جدید
موزه به تبدیل ما بحث ندارند. دیͽری فایده هیچ و �مͬ�شوند، ابداع پدرانمان استدلال�های از عیبجویͬ خاطر به فقط
این از ͷکوچ بسیار گوشه ͷی داشتن صورت در نجیب، چندوجهͬ�های که شده الخلقه ناقص جنین(هیولا)�های

باشند! خوشحال بسیار بایستͬ نیز موزه

مطالعه آنرا بایستͬ بشناسیم، بهتر آنرا و شویم عمیق موضوعͬ باره در میخواهیم اگر که مͬ�کنم فͺر من گاما:
هنͽامͬ آنرا بشناسید، را سالم و عادی بدن میخواهید اگر عادی. غیر و بحرانͬ حالت در بلͺه عادی حالت در نه کنیم
اگر کنید. مطالعه را آنها تͺین نقاط بشناسید، را توابع میخواهید اگر کنید. مطالعه است مریض و عادی غیر که
است اینͽونه کنید. مطالعه را غیرعادی و تندرو چندوجهͬ�های کنید، مطالعه را معمولͬ چندوجهͬ�های میخواهید
با حق هیولاها مورد در اگر حتͬ ببرد. پیش موضوع قلب و نقاط ترین عمیق تا را ریاضͬ تحلیل شخصمͬ�تواند که
حد ͷی نقض“ ”مثال�های و ”هیولاها“ بین میخواهͬ اگر نمیبینͬ؟ را خود ”موقت١٧ͬ“ روش بودن پوچ آیا باشد، تو

دهͬ. تغییر نقض) مثال یافت دائماً(هنͽام را حد این نمͬ�توانͬ کنͬ، تعیین

بایستͬ گرچه کنیم، قبول کلͬ نقض�های مثال با مقابله راستای در را دلتا استراتژی نباید ما که مͬ�کنم فͺر معلم:
هیولاها“ تحریم ”روش را او روش اسم ͬͽشایست به مͬ�توانیم بͽوییم. ͷتبری او به آن عالͬ و دقیق اجرای برای
از دوباره تعریف ͷی با را اصلͬ حدس برای نقض مثال هر مͬ�تواند شخص روش، این از استفاده با بͽذاریم.
ولͬ زیرکانه گاهͬ کند، حذف چندوجهͬ، سازنده اجزای سازنده اجرای یا چندوجهͬ، سازنده اجزای چندوجهͬ،
تحریم و اخراج را آنها سرسختانه اینͺه نه بͽذاریم، بیشتری نقضاحترام مثال�های به بایستͬ ما البداهه“. ”فͬ همیشه
فͺر او باشد: ریاضͬ اثبات تعبیر در اش متعصبانه تبعیض دلتا، اشتباه بزرگترین شاید بنامیم. هیولا را آنها و کنیم

١۶jacket
١٧ad hoc
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تفسیر را). دیͽری چیز نه مͬ�کند(و ثابت شده، تنظیم شدنش ثابت برای که را چیزی آن لزوماً اثبات، ͷی که مͬ�کند
اشتباه حدس اگر شود. تجزیه هایͬ زیرحدس به یعنͬ شود، ”ثابت“ اشتباه حدس ͷی که میدهد اجازه اثبات، از من
جالب همچنان است ممͺن تجزیه همین ولͬ باشد. اشتباه زیرحدس�ها از ͬͺی که دارم توقع قطعاً من آنͽاه باشد،
ͷی که مندم علاقه حتͬ من ؛ شود پیدا شده ”ثابت“ حدس ͷی برای نقضͬ مثال اگر ن�مͬ�شوم ناراحت من باشد!

کنم! ”ثابت“ را اشتباه حدس

نیستم. دیͽه من تتا:

دارید.“ نͽه را خوبها کنید، بررسͬ را چیز ”همه مͬ�کند: پیروی مقدس کتاب از او کاپا:

مقابل در جزء١٩ به جزء تحریم استثناءها١٨: تحریم روش�های از استفاده با حدس بهبود ٣.۴
مطمئن٢١ نمایش و ٢٠ͷاستراتژی نشینͬ عقب

خاطر به پوزش عرز با دهید. انجام ما برای عجیبتان سخنرانͬ�های آن از میخواهید شما که مͬ�کنم فͺر استاد، بتا:
بریزم. بیرون آنرا بایستͬ و است مانده ام سینه در چیزی ͷی صبری، کم

�مͬ�شود.] کلاس وارد دوباره [آلفا بده. ادامه معلم:

همه که ام رسیده باور این به ولͬ میدهم، تشخیص احمقانه را دلتا استدلال�های و صحبت�ها از بعضͬ من بتا:
محدوده ͷی در فقط ولͬ است، درست ما حدس من، نظر به میͽیرند. سرچشمه مستدل و معقول جای ͷی از آنها
بنامیم الخلقه“ ناقص ”موجودات یا ”هیولا“ را استثناءها این که کار این با من نیستند. آن در استثناءها که خاص،
و جالب هایͬ مثال خودشان نوبه به را آنها که �مͬ�شود منجر شناسانه(بد) اسلوب تصمیم این به کار این مخالفم.
تأیید مثال�های با را آنها درستͬ به اسم این ؛ مخالفم هم نقض“ ”مثال واژه با من ولͬ نͺنیم. تلقͬ بررسͬ شایسته
گاما، مثل ها، بعضͬ که طوری به میدهد، دشمنͬ و ͹جن بوی نوعͬ ͷی به ولͬ میخواند، ارزش هم قضیه کننده
آنها نه: کنند. رها تماماً را مبتͺرانه و زیبا هایͬ اثبات که میفتند فͺر این به و مͬ�کنند وحشت آنها با مواجهه هنͽام

هستند. ”استثناء“ فقط

کرده ابداع را اثبات که آنهایͬ به و دارد پرخاشͽرانه تأثیر نوعͬ نقض“ ”مثال واژه زدی. را من دل حرف سیͽما:
: دارد وجود ریاضͬ قضیه نوع سه کلͬ طور من)به نظر (به است. درست واژۀ ”استثناء“ مͬ�کند. احترامͬ بͬ اند

داخلͬ زوایای مجموع مثال، طور به ؛ ندارند استثنائͬ و محدودیت هیچ و هستند درست همواره که هایͬ قضیه .١
است. قائمه زاویه اندازه برابر دو مسطح مثلث هر

کرد. قبول را آنها نمͬ�توان جوره هیچ و اند شده بنا غلط اصل چند یا ͷی پایه بر که هایͬ قضیه .٢
بعضͬ در استثناءهایͬ و هایͬ محدودیت حال این با ولͬ اند، شده بنا درست اصول بر اینͺه با که هایͬ قضیه .٣

دارند... حالات

١٨exception-barring methods
١٩piecemeal exclusions
٢٠strategic withdrawal
٢١playing for safety
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چͬ؟؟ اپسیلون:

مʿثَل که همانطور بͽیرد. اشتباه دارند، استثناء چند که هایͬ قضیه با را غلط قضیه�های نباید شخص سیͽما:
مͬ�کند.٢٢“ ثابت را قاعده ”استثناء، میͽوید:

بͽیره. یاد منطق یͺم بره باید اون کیه؟ کودن این کاپا): (به اپسیلون

بͽیره). (یاد اویلری غیر چندوجهͬ�های یͺم و اپسیلون): (به کاپا

ما هستیم. جبهه ͷی در آلفا و من خاص، مورد این در که کنم اعتراق بایستͬ ولͬ است، شرمساری باعث دلتا:
داشتیم اختلاف هم با اویلر قضیه مورد در فقط و داشتیم تفاهم است غلط یا و درست یا قضیه ͷی اینͺه مورد در
بعضͬ شامل ولͬ درست ”اصولا˟“ هایͬ قضیه وجود به که میخواهد ما از سیͽما ولͬ غلط. یا است درست که
و مرج و هرج به رسیدن همان هم، کنار در استثناءها و قضیه�ها آمیز مسالمت وجود قبول کنیم. اعتراف ”استثناءها“

است. ریاضیات در نظمͬ بͬ

موافقم. آلفا:

راجع توضیحͬ مختصر که مͬ�کنم فͺر ولͬ کنم، قطع را دلتا زیبای استدلال�های و صحبت�ها که نمیخواستم اتا:
را اسمش شما که همانطور – ͷی من مدرسه دوران در باشد. مفید زندگͬ، طول در ام ذهنͬ پیشرفت ͬͽونͽچ به
افرادی مقابل در دفاع برای بلͺه آلفا، مثل افرادی مقابل در دفاع برای نه بودم، ک͒ن“٢٣ تحریم ”هیولا – اید گذاشته
اثبات خبره ”ریاضیدان�های میخواندم: اویلر قضیه مورد در داشتم مجله ͷی در زمانͬ که هست یادم سیͽما. مثل
این به که است لازم دارد... وجود استثناءهایͬ حال این با اند. کرده ارائه کلͬ حالت در قضیه درستͬ برای هایͬ
اینͺه با میشناسد.“ عمیقاً را آنها کسͬ کمتر هم جدید مؤلف�های بین در حتͬ که چرا شود، توجه(بیشتری) استثناءها
دارد“، هایͬ ”محدودیت v-e+f=٢ اویلر زیبای قضیه که �مͬ�شود گفته همواره هندسه سخنرانͬ�های و کتاب�ها در
نمیفهمد. را استثناءها (وجود)این اصلͬ دلیل گاه هیچ شخص حال این با باشد“، صحیح نمیرسد نظر ”به اینͺه یا
مسئله در موجود مفاهیم اصلͬ تعاریف با آنها که کردم ملاحظه و کردم مطالعه دقیق خیلͬ را ”استثناءها“ این من
استثناءها و قضایا گونه مرج و هرج و همزمان وجود و �مͬ�شوند برقرار دوباره قضیه و اثبات پس ندارند. همخوانͬ

میرود. میان از

این ولͬ کردی، را هیولا) کار(تحریم این سیͽما، طلب مرج و هرج شخصیت خاطر به که بͽویͬ مͬ�توانͬ آلفا:
و قضیه کردن رد و نقض�ها مثال اعتبار پذیرفتن با چرا نیست. هم خوبͬ بهانه حتͬ بلͺه نیست، کافͬ توجیه تنها نه

نمͬ�کنͬ؟ برطرف را مرج و هرج اثبات

منطقͬ نظرم به هیولا(من) تحریم میبینͬ؟ تو نمیبینم. آن در اشتباهͬ چیز هیچ من کنم؟ رد را اثبات باید چرا اتا:
آید. مͬ اثبات(تو) تحریم از تر

نͽاه آن به اتا دیدگاه از اگر کرد، خواهد جذب را بیشتری همراهان هیولا، تحریم که داد نشان بحث این معلم:

٢٢The exception proves the rule.
٢٣monster-barrer
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و... بود موافق او با سیͽما نامید. استثناء را نقض مثال�های بتا برگردیم. سیͽما و بتا به بیایید ولͬ شود.

دارد: وجود قضیه ٣نوع یقیناً نیستم. موافق سیͽما نظر با من ولͬ بود، موافق من با سیͽما که خوشحالم بتا:
که کننده محدود شرط ͷی افزودن با مͬ�توان را قضیه�ها آخر نوع این غلط. امیدوارانه و غلط نومیدانه صحیح،
نامشخص درستͬ محدوده ͷی فرمول�ها به هیچͽاه من کرد. تبدیل صحیح قضیه�های به مͬ�کند، ذکر را استثناءها
البته و شرایط این یافتن با باشند. برقرار شرایط بعضͬ اگر هستند، صحیح فرمول�ها اکثر حقیقت، در نمیدهم. نسبت
که همانطور پس میبرم. بین از را بلاتͺلیفͬ و ͷش تمامͬ مͬ�کنم، استفاده که هایͬ واژه معانͬ دقیق مشخصکردن
فرمول من نمͬ�کنم. حمایت استثناءها و آخر) نیافته(نوع بهبود فرمول�های آمیز مسالمت وجود از هرگز من میبینید،
من واقع در مͬ�کنم. تبدیل سیͽما اول نوع فرمول�های همانند نقص، بͬ فرمول�های به را آنها و میبخشم بهبود را هایم
مͬ�کنم، رد آنرا من و ؛ بدهد نشان را حدساصلͬ درستͬ محدوده من به که جایͬ تا دارم، قبول را هیولاها روشتحریم
دلتا روش قابلیت دو این شود. استفاده ”دلپسند“ قضیه�های نجات برای زبانͬ روش ͷی عنوان به آن از که جایͬ در
”تحریم روش است، قبلͬ روش قابلیت اولین اش مشخصه که را، روشم اسم من شوند. داشته نͽه جدا هم از بایستͬ
کنم. پیدا را است برقرار اویلر قضیه آن در که ای محدوده دقیقاً تا مͬ�کنم روشاستفاده این از من میͽذارم. استثناءها“

چیست؟ تو دقیق“ ”فرمول چیست؟ بودی داده را قولش که دقیق“ ”محدوده این معلم:

نداشته�باشند، قابعͺس) تونل٢۵(همانند یا هم) در مͺعب�های حفره٢۴(همانند که هایͬ چندوجهͬ تمامͬ برای بتا:
است. v-e+f=٢

مطمئنͬ؟ معلم:

مطمئنم. بله، بتا:

میͽویͬ؟ چه دوقلو چهاروجهͬ�های مورد در معلم:

است. v-e+f=٢ نداشته�باشند، چندگانه ساختمان یا تونل یا حفره که هایͬ چندوجهͬ تمامͬ برای ببخشید. بتا:

به هم را آن من موافقم. آن، رد یا قبول جای به حدس، بهبود با رابطه در تو مشͬ خط با من میفهمم. معلم:
تو ادعای اینͺه اول میبینم. آن در ایراد دو من حال، این با میدهم. ترجیح هیولاها تحریم روش به هم و تسلیم روش

است. دفاع قابل غیر مͬ�کند، نقص بͬ را آنها بلͺه میبخشد، بهبود را حدس�ها تنها نه روشت اینͺه بر مبنͬ

صحیح؟ بتا:

به که است نقض مثال سری ͷی البداهه فͬ حذف تو، حدس از جدید نسخه هر که کنͬ اعتراف بایستͬ معلم:
را دار حفره چندوجهͬ�های میخوری، بر مشͺل به هم درون مͺعب�های مقابل در که هنͽامͬ اند. شده یافت تازگͬ
و باز ذهن من مͬ�کنͬ. حذف را دار تونل چندوجهͬ�های مͬ�کنͬ، مشاهده را عͺس قاب که وقتͬ مͬ�کنͬ. حذف
که مͬ�کنم فͺر ولͬ است، خوب آنها)بسیار از گرفتن نتیجه (و استثناءها این مشاهده مͬ�کنم؛ تحسین را تو هوشیار

٢۴cavity
٢۵tunnel
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کنͬ. تزریق – میͽردی استثناءها دتبال به کورمالانه آن در که – روشت در اسلوب کمͬ که داشته�باشد را ارزشش
گزاره به چرا ولͬ است. حدس ͷی فقط اند“ اویلری چندوجهͬ�ها ”تمامͬ گزاره مͬ�کنͬ اعتراف که است خوب این
چͽونه نیست)؟ حدس دیͽر میدهͬ(که را قضیه ͷی شأن اند“ اویلری تونل و حفره بدون چندوجهͬ�های ”تمامͬ

ای؟ کرده پیدا را استثناءها تمامͬ که باشͬ مطمئن مͬ�توانͬ

بͽویید؟ نͽرفتم نظر در من که را ͬͺی مͬ�توانید آیا بتا:

من؟ تیغͬ جوجه آلفا:

من؟ استوانه و گاما:

مورد در من استدلال ندارم. نیاز (درستͬ)استدلالم دادن نشان برای خاص استثناء ͷی به حتͬ من معلم:
بود. استثناءهایͬ چنین وجود ”احتمال“

جدید)عوض نقض مثال ͷی ظهور هنͽام (به را خود موضع دائماً نمͬ�توان باشد. شما با حق است ممͺن بتا:
استثنائͬ زمانͬ هر در بعداً اگر ولͬ مینامیم. درست کلا́ را قضیه نداد، رخ استثنائͬ هیچ اگر که: گفت نمͬ�توان کرد.
v-e+f=٢ چندوجهͬ�ها همه برای که زدیم حدس ابتدا ببینم. بͽذارید شویم. قائل هم استثناء آن برای آنͽاه داد، رخ
از کل گیری نتیجه خام روش این یافتیم.قطعاً درست منشور و هرم وجهͬ، هشت مͺعب، برای آنرا چونͺه است،
از بیشتر خیلͬ چرا که است آور حیرت بلͺه ؛ شدند ظاهر استثناءها که نیست تعجب جای نیست. قبول قابل جزء
محض به بودیم. محدب چندوجهͬ�های سرگرم بیشتر ما که بود خاطر این به این من نظر به نشد. یافت تر قبل این�ها
به جزء را استثناءها اینͺه جای به پس نبودند. صحیح دیͽر هایمان تعمیم شدند، پدیدار دیͽر چندوجهͬ�های اینͺه
امیدوارم هستند.“ اویلری محدب، چندوجهͬ�های ”تمامͬ میͺشم: مطمئن ولͬ معتدل مرز یͷخط کنم، تحریم جزء

است. قضیه ͷی و ندارد ای گونه حدس چیز هیچ دیͽر این که داشته�باشید قبول که

است! محدب این چه؟ من استوانه گاما:

است! دار خنده حرفت بتا:

و جدید نسخه این در کنیم. وارد ایراد مقداری هم آن بدون مͬ�توانیم کنیم. فراموش را استوانه فعلا́ بیایید معلم:
جزء نشینͬ عقب کرد، ابداع من جویͬ عیب به جواب در ͷچاب خیلͬ آنرا بتا که استثناءها تحریم روش یافته بهبود
باشد. حدس برای محͺم دژ ͷی است امید که است داده مͺانͬ به ͷاستراتژی نشینͬ عقب ͷی به را جایش جزء به
تو هستͬ؟ حرفت)مطمئن درستͬ (به مͬ�کنͬ ادعا که آنقدر واقعاً آیا ولͬ مͬ�کنͬ. پیاده مطمئن نمایش ͷی داری تو
خیلͬ که است ممͺن طرف، آن از بود. نخواهد ات محدوده در استثنائͬ هیچ دیͽر که نداری تضمینͬ هیچ همچنان
اولیه حدس باشͬ. گذاشته جا دیوارها پشت را اویلری چندوجهͬ زیادی تعداد و باشͬ کرده نشینͬ عقب افراطͬ
نمͬ�توانͬ حال این با است، گرفتن کم دست شبیه خیلͬ من نظر از تو شده“ ”تͺمیل قضیه ولͬ بود، اغراق ͷی ما

نیست. هم اغراق که باشͬ مطمئن

زدن حدس هنͽام در ؛ نمͬ�کند مراجعه اثبات به تو استدلال کنم: وارد هم را دومم ایراد که میخواهم من ولͬ
هستند. اضافͬ و زائد اثبات�ها که نمͬ�کنͬ فͺر مطمئنّناً نداشتͬ. اثبات به نیازی هیچ ظاهراً حدس، درستͬ محدوده
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مͬ�کنͬ؟ فͺر طور این

نزدم. حرفͬ چنین هرگز من بتا:

یافته بهبود حدس آیا حال نمͬ�کند. ثابت را اصلͬ حدس ما، اثبات که کردی ملاحظه تو ولͬ نزدی. نه معلم:
مͬ�کند؟ ثابت را تو

خب... بتا:

را هیولاها تحریم شده بدنام روش برتری وضوح به بتا، شرمساری ممنونم. شما از سخنرانͬ این بابت استاد، اتا:
جوابمان و کند ثابت است قرار که مͬ�کند ثابت را چیزی آن اثبات، که باوریم این بر ما اینͺه خاطر به میدهد. نشان
کنند، ویران آزادانه را احترام قابل اثبات�های نافرمان، نقض�های مثال که نمیدهیم اجازه ما است. ابهام بدون و صریح

باشند. ”نجیب“ استثناء ͷی مبدل لباس در اگر حتͬ

کنم، درست زحمت به جویͬ عیب با مواجهه در را اسلوبم که باشم مجبور اگر ن�مͬ�شوم شرمسار اصلا́ من بتا:
که چرا مͬ�کنم، رد را اصلͬ حدس من است. این من حرف کنم. نقص بͬ – استاد ببخشید – و ببخشم بهبود
لم�ها از ͬͺی حداقل برای استثناءها، همان که چرا مͬ�کنم، رد هم را اثبات همچنین دارد. وجود برایش استثناءهایͬ
نقضموضعͬ مثال ͷی حتما نقضکلͬ مثال ͷی �مͬ�شود: ترجمه اینطوری اصطلاحاتشما (در هستند. استثناء هم
ولͬ مͬ�کند. ارضاء کامل طور به را او ذهنͬ نیازهای حدس رد که چرا �مͬ�شود، متوقف مرحله این در آلفا هست.) نیز
دیͽر حالا که میسازم، نقص بͬ را حدس من اثبات، و حدس برای مناسب محدوده ͷی ایجاد با میدهم. ادامه من
غلطͬ لم هیچ دیͽر وضوح به و �مͬ�شود ”محͺم“ دیͽر که نقصمیسازم، بͬ را معتبر اساساً اثبات و �مͬ�شود، صحیح
صفحه روی نشاندن قابل وجه ͷی حذف از بعد چندوجهͬ هر که کردیم مشاهده مثال، عنوان به داشت. نخواهد
نقص بͬ حدس درستͬ به مͬ�توانم من داد. انجام مͬ�توان را کاری چنین محدب چندوجهͬ هر برای ولͬ نیست.
هستند.“ اویلری محدب چندوجهͬ�های ”تمامͬ میͽویم: دوباره بنامم. ”قضیه“ ͷی را ام شده اثبات محͺم و شده
نبود، محͺم خود اشتباه دامنه در قبلا́ که اثبات، و هستند درست وضوح به لم�ها تمامͬ محدب، چندوجهͬ�های برای

دادم. جواب را شما سؤال من استاد، بود.پس خواهد محͺم محدب چندوجهͬ�های برای شده محدود دامنه در

نظر به درست وضوح به دوباره میرسیدند، نظر به درست استثناءها پیدایش از قبل زمانͬ که ها، لم پس معلم:
(خالͬ)بود حدس اند“ اویلری چندوجهͬ�ها ”تمام که مͬ�کنͬ اعتراف شود. پیدا دیͽر استثناء ͷی اینͺه تا میرسند...
اعتراف چرا ؛ بود حدس هم اند“ اویلری تونل و حفره بدون چندوجهͬ�های ”تمام که کردی اعتراف هم الان همین ؛

است؟! حدس هم هستند“ اویلری محدب چندوجهͬ�های ”تمام که نمͬ�کنͬ

است! ”بصیرت“ بلͺه نیست، ”حدس“ دفعه این بتا:

از اینͺه خاطر به میͽذارم، احترام هوشیارانه زدن حدس به من متنفرم. ات گستاخانه ”بصیرت“ از من معلم:
فروتنͬ. و شجاعت میͽیرد: سرچشمه آدمͬ طبیعت�های بهترین

آیا دادید. موعظه و پند فقط شما اند.“ اویلری محدب چندوجهͬ�های ”تمام کردم: ارائه قضیه ͷی من بتا:
دهید؟ ارائه نقض مثال ͷی مͬ�توانید
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نمͬ�توانͬ ولͬ بخشیدی، بهبود را اصلͬ حدس تو کرد. نخواهم را کار این که باشͬ مطمئن نمͬ�توانͬ معلم:
رسیدی. خود اثبات در کامل استحͺام به که – کردی نقص بͬ آنرا که کنͬ ادعا

مͬ�توانید؟ شما بتا:

ͷی من که چرا باشد، بهتر تو روش از حدس�ها بهبود برای من روش که مͬ�کنم فͺر من ولͬ نمͬ�توانم. نیز من
مͬ�کنم. برقرار نقض�ها مثال و اثبات�ها بین واقعͬ انفعال و فعل و ͬͽپیوست

هستم. یادگیری آماده بتا:

هیولاها٢۶ تعدیل روش ۴.۴
کنم؟ شرکت بحث در هم من �مͬ�شود رو:

یقیناً. معلم:

اصلا́ که چرا کنیم، رد کلͬ، اسلوب ͷی عنوان به را، دلتا هیولاها“ ”تحریم روش بایستͬ که دارم قبول رو:
به سپس و مͬ�کند لیست را آنها صرفاً او که چرا نمیͽیرد، جدی را ”استثناء“ها نیز بتا نمیͽیرد. جدی را ”هیولا“ها
دارند. علاقه محدود و ویژه اشیاء از سری ͷی به تنها روشها، این دوی هر لذا مͬ�کند. نشینͬ عقب امن جای ͷی
دیͽر استثناء�ها بیشتر، بررسͬ و دقیقتر نͽاه با که دهم نشان مͬ�توانم ن�مͬ�شود. قائل تبعیض اشیاء بین من روش

بود. خواهد برقرار آنها برای اویلر قضیه و بود نخواهند استثناء

جدی؟ معلم:

حالیͺه در باشد؟ اویلری چندوجهͬ ͷی ،(۵ تیغͬ(شͺل جوجه من، ٣ نقض مثال که است ممͺن چطور آلفا:
دارد... ۵رأسͬ ستاره شͺل به وجه ١٢

۶٠ هستند؟ مثلث هایش وجه واقع در چندوجهͬ این که نیستید متوجه آیا نمیبینم. ۵رأسͬ“ ”ستاره هیچ من رو:
٣٠ ۵رأسͬ، ستاره ١٢ �مͬ�شود. ٢ آن برای اویلر“ ”مشخصه لذا که رأس ٣٢ و یال ٩٠ همچنین داریم، مثلثͬ وجه
میدهیم.شخص انجام وحشتناک تعبیر�های که هستیم ما این ندارند، وجود هیولاها بود. خیال ͷی رأس ١٢ و یال
میبیند که را آنچه و ببیند درست چͽونه که بͽیرد یاد بایستͬ کند، پاک کننده منحرف توهمات از را خود ذهن بایستͬ
که میدهم یاد شما به دیدید، نقض مثال ͷی – اشتباه به – هرگاه است: ”درمانͬ“ من روش کند. تعریف درست

مͬ�کنم... تعدیل را شما وحشتناک خیالات من ببینید. کننده تأیید مثال ͷی صورت به آنرا چͽونه

بدهد! مغزی شستشوی را ما رو، اینͺه از قبل دهید، ارائه را خود روش زودتر چه هر خواهشاً استاد! آلفا:

دهد. ادامه بͽذارید معلم:

٢۶the method of monster-adjustment
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رساندم. را منظورم رو:

کردید... اخراج را هیولاها شما دوی هر بدهͬ؟ توضیح بیشتر دلتا روش اشͺالات به راجع مͬ�توانͬ گاما:

غیر و دارد رأس ١٢ و یال ٣٠ وجه، ١٢ تو، تیغͬ جوجه که کرد قبول او خورد. را شما توهمات گول دلتا رو:
ͷی روی بر تیغͬ جوجه نقش این است. اشتباه تیغͬ جوجه از گون) ستاره تعبیری(وجوه چنین ولͬ است. اویلری

است. رنجور و مریض ذهن ͷی روی بر آن شده منحرف نقش بلͺه نیست، خالص و سالم ذهن

تشخیص وحشتناک تعابیر از را منطقͬ تعابیر و ناسالم ذهن�های از را سالم ذهن�های مͬ�توانͬ چͽونه اما کاپا:
بدهͬ؟

کنͬ؟ غاطͬ را آنها که است ممͺن چͽونه رو:

مثلثͬ وجوه با چندوجهͬ ͷی شͺل به را خود تیغͬ جوجه گاه هیچ آلفا که مͬ�کنͬ فͺر واقعاً آیا رو، ببین سیͽما:
وجوه این که میدهد نشان تیغͬ) جوجه دقیقتر(از بررسͬ ͷی ولͬ باشد. دیده است ممͺن که البته است؟ ندیده
وسط در و خود درمیان – قلب همانند – را منتظم ضلعͬ پنج ͷی و هستند مشترک صفحه ͷی در تا ۵ تا ۵ مثلثͬ،
به بنا که میسازند، را معروف ۵رأسͬ ستاره وسطشان، منتظم ضلعͬ پنج همراه به مثلث، ۵ این دارند. مخفͬ جسم

است... سلامت نشانه پاراسلسوس٢٧، گفته

خرافات! رو:

زیاد تابحال که است منظم جسم ͷتیغͬ)ی (جوجه �مͬ�شود: آشͺار سالم ذهن برای تیغͬ جوجه راز لذا سیͽما:
سازد... آشͺار برایمان را طبیعت توازن رازهای است ممͺن آن زیبای به)تقارن�های کردن (فͺر نشده�است. فͺر بدان

البته مͬ�کنند. شرمنده را آدم دوستان از کمتر دشمنان که شدم متقاعد دوباره باز سیͽما. ممنونم دفاعت از آلفا:
بپذیرم... مساوی بطور را تعبیر دو هر که میخواهم شود. تعبیر ۵رأسͬ ستاره یا مثلث مͬ�تواند من چندوجهͬ وجوه

واقعاً؟ کاپا:

است! درست تعبیرِ آنها از ͬͺ(فقط)ی مطمئنناً ولͬ دلتا:

اویلر حدس برای نقضکلͬ مثال ͷی مسلماً آنها از ͬͺی ولͬ بپذیرم، مساوی بطور را تعبیر دو هر میخواهم آلفا:
روش حالا که کنم خواهش �مͬ�شود استاد بهرحال. بپذیریم؟ را است سازگار رو عقاید با که تعبیری فقط چرا است.

دهید؟ توضیح را خود

٢٧Paracelsus
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ساده حدس مقابل در اثبات از برخاسته حدس لم٢٨. تلفیق روش با حدس بهبود ۵.۴

اویلر حدس برای درست کلͬ نقض مثال ͷی آنرا شخصه به من برگردیم. عͺس قاب نقض) (مثال به بیایید معلم:
اثباتم. اول لم برای درست موضعͬ نقض مثال ͷی البته و میدانم،

مͬ�کند؟ نقض را اول لم چͽونه عͺس قاب ولͬ استاد، ببخشید گاما:

شد. نخواهید موفق بنشانید. صفحه روی آنرا که کنید سعͬ و بردارید را وجه ͷی معلم:

حذف از بعد هستند، کره سطح روی نشاندن قابل که هایͬ چندوجهͬ آن فقط کنم. کمͺتان کمͬ بͽذارید آلفا:
برعͺس). میباشند(و صفحه روی نشاندن قابل وجه ͷی

روی آن شدن نشانده باعث آن از وجه ͷی حذف باشد، شده نشانده کره روی چندوجهͬ ͷی اگر که است واضح
و کرد مچاله مͬ�توان را صفحه روی شده نشانده شده حذف وجه ͷی با وجهͬ چند هر برعͺس، و �مͬ�شود؛ صفحه
نشاندن قابل هیچͽاه عͺس قاب ولͬ نشاند. قطب روی را شده حذف وجه و نشاند آن شمال قطب منهای کره روی

نشاند. مͬ�توان چنبره٢٩ روی فقط آنرا نیست؛ کره روی

من لذا مͬ�کنم. قبول حدس برای عیب بعنوان را عͺس قاب این من دلتا، برعͺس حالا، خوب. بسیار معلم:
دکارت- حدس میدهم: ارائه را آن از شده اصلاح و محدود نسخه ͷی فوراً ولͬ مͬ�کنم، اعلام غلط را اولیه حدس
بتوان وجه، ͷی حذف از بعد اگر است، ”ساده“ وجهͬ چند ͷی است. برقرار ”ساده“ چندوجهͬ�های برای اویلر
چندوجهͬ�های اویلر“برای ”مشخصه داریم: ایم. کرده حفظ را اولیه حدس از مقداری لذا نشاند. صفحه روی آنرا
هیچͺدام با تیغͬ، جوجه با نه و دوقلو چهاروجهͬ�های با نه درهم، مͺعب�های با نه فرضیه است.این ٢ برابر ”ساده“

نیستند. ”ساده“ آنها از هیچͺدام که چرا ن�مͬ�شود، نقض
محدود مطمئن و مشترک دامنه ͷی به را شده رد لم و اصلͬ حدس دامنه استثناءها، تحریم روش حالیͺه در لذا
مͬ�کند حمایت اثبات از من لم تلفیق روش مͬ�داند، عیب لم برای هم و حدس برای هم را نقض مثال لذا و مͬ�کند،
کلͬ هم که نقض مثال ͷی با مواجهه هنͽام واقع، در مͬ�کند. محدود شده رد لم دامنه به را اصلͬ حدس دامنه ولͬ
را اصلͬ حدس هم و لم�ها هم بایستͬ مͬ�کند، استفاده استثناءها تحریم روش از که است،شخصͬ موضعͬ هم و
لم�ها و مͬ�کنم اصلاح را اصلͬ حدس فقط مͬ�کند) استفاده لم تلفیق روش از من(کسیͺه صورتیͺه در کند، اصلاح

هستید؟ متوجه میمانند. ثابت

مͬ�کنم. رد را شما حدس ام، فهمیده که دهم نشان اینͺه برای مͬ�کنم. فͺر بله، آلفا:

را؟ ام یافته بهبود حدس یا را روشم معلم:

را. یافته بهبود حدس آلفا:

ببینیم. بیاور را ات نقض مثال ولͬ ای. نͺرده درک را من روش هنوز احتمالا˟ پس معلم:

٢٨the method of lemma-incorporation
٢٩Torus
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١٢ شͺل

با چندوجهͬ این .(١٢ است(شͺل نشسته آن روی کوچͺتر مͺعب ͷی که بͽیرید نظر در را مͺعب ͷی آلفا:
است، ساده و است. واقعͬ چندوجهͬ ͷی لذا و است سازگار – ۵ و ۴′ ،۴ ،٣ ،٢ ،١ تعریف – ما تعاریف تمامͬ
اویلرش مشخصه بایستͬ شما، یافته بهبود حدس بر بنا پس نشاند. صفحه روی آنرا وجه ͷی حذف با مͬ�توان که چرا
نقض مثال ͷی این میباشد. ٣ برابر اویلرش مشخصه و دارد وجه ١١ و یال ٢۴ رأس، ١۶ اینحال با باشد. ٢ برابر
این است. استثناءها تحریم روش از استفاده با بتا حدس اولین برای همچنین و شما، یافته بهبود حدس برای کلͬ

نیست. اویلری هم باز ندارد، هم چندگانه ساختمان و ندارد تونلͬ یا حفره هیچ اینͺه وجود با چندوجهͬ،

بنامیم. ۶ نقض مثال را دار٣٠ کاک͒ل مͺعب این بیایید دلتا:

را اثبات دوباره بایستͬ نͺردی. نابود را من بهبود روش ولͬ کردی، ابطال رو من یافته بهبود حدس تو معلم:
است. غلط دیͽر لم ͷی حتماً آمد. در آب از غلط تو چندوجهͬ مورد در چرا که ببینم و کنم، بررسͬ

(ج) (ب) (آ)

١٣ شͺل

بندی مثلث هنͽام در که مͬ�کند فرض لم این ام. داشته ͷش دوم لم به همیشه من است. اینطور که البته بتا:
شبͺه اگر نیست. درست این ولͬ �مͬ�شود. اضافه ͬͺی ناحیه�ها و یالها تعداد همواره قطر، ͷی کشیدن با نقشه،
کشیدن ناحیه، این در ١٣(آ)). مͬ�کنیم(شͺل حلقه-مانند٣١مشاهده ناحیه ͷی بͺشیم، را دار کاکل مͺعب مسطح
ͬͺی ناحیه�ها تا کنیم رسم قطر ٢ حتماً بایستͬ ١٣(ب)). ن�مͬ�شود(شͺل ناحیه�ها شدن اضافه باعث قطری هیچ

١٣(ج)). شود(شͺل اضافه

٣٠crested cube
٣١ring-shaped
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کنم... محدودتر را حدسم باید من حالا آفرین. معلم:

اند”. اویلری مثلثͬ وجوه با ساده “چندوجهͬ�های که بͽویید میخواهید کنید. چͺار میخواهید که میدانم بتا:
مͬ�کنید. تبدیل شرط ͷی قبل)به لم (مثل را لم این شما و خلاصشوید؛ بندی مثلث شر از میخواهید

استثناءها) روشت(تحریم به راجع کمͬ میخواهم بͽویم، را اشتباهت اینͺه از قبل مͬ�کنͬ. اشتباه خیر، معلم:
نمیدهͬ. انجام اثبات از درستͬ بررسͬ هیچ مͬ�کنͬ، محدود ”امن“ حوزه ͷی به را حدست دامنه وقتͬ بزنم. حرف
ͬͽهم لمها من، محدود ناحیه ”در که ای حرفه غیر جمله این ندارد. کار این به نیازی اصلا تو روش واقع، در
شده رد نقض مثال توسط که لمͬ من نه. مرا ولͬ مͬ�کند، راضͬ را تو باشند“، میخواهند که هرچه هستند، درست
میدهم. ارائه را لم از شده تصحیح نسخه ͷی و مͬ�کنم بررسͬ دقت به را اثبات لذا میاورم، حدس درون به را بود
و بیفتͬ زحمت به که نمͬ�کند مجبور را تو تو، روش �مͬ�شوند. ظاهر من یافته بهبود حدس در لذا شده رد لمهای
حدس در که طور آن ن�مͬ�شود، ظاهر تو یافته بهبود حدس در اصلا́ اثبات که چرا کنͬ، بررسͬ دقت به را اثبات
که نبود این شد، نقض حلقه-مانند ناحیه بوسیله که لمͬ برمیͽردم. ات فعلͬ پیشنهاد به حال �مͬ�شود. ظاهر من
لم این من �مͬ�شود“. تقسیم ناحیه دو به قطری هر کشیدن با ناحیه ”هر که بود این بلͺه هستند“، مثلث وجوه ”همه
�مͬ�شود) تقسیم ناحیه دو به قطر، هر کردن اضافه دارد(با را شرط این که ناحیه هر بیایید مͬ�کنم. تبدیل شرط به را
ساده، چندوجهͬ ͷی برای بود: خواهد صورت این به من دوم بهبود صورت، این در بنامیم. همبند“٣٢ ”واقعاً را
تو روش است. روشت من، درباره ات عجولانه اشتباه علت . v-e+f=٢ هستند، همبند“ ”واقعاً وجوهش تمام که
است. دشوار واقعاً اوقات بعضͬ و اوقاتساده بعضͬ اثبات، تحلیل کنͬ. تحلیل دقت به را اثبات که آموزد نمͬ تو به

گرایش�های از کامل طیف ͷی که مͬ�کنم فͺر کنم. اضافه شما حرفهای به نͺته ͷی بایستͬ مͬ�کنم. درک بتا:
اثبات به اینͺه بدون مͬ�کند، تحریم را استثناءها فقط آنها، بدترین شده�است. آشͺار من بر کننده٣٣“ تحریم ”استثناء
تحریم استثناء این برای کنند. چͺار که نمیدانند نقض، مثال و اثبات با همزمان مواجهه هنͽام به اینها کند. توجهͬ
که کنند ادعا آنها از بعضͬ است ممͺن هستند. ارتباط بͬ و هم از مجزا کاملا́ نقض مثالهای و اثبات ها، کننده
دامنه اند(و کرده مطرح که شروطͬ اما ندارد؛ وجود تناقضͬ هیچ لذا و مͬ�کند، کار شده محدود دامنه در تنها اثبات

است. ارتباط بͬ اثبات به همچنان است)، کرده محدود را
من)برای (همانند و میدهند انجام اثبات از سریع یͷبررسͬ آنها هستند. بهتر اول دسته از که هستند دیͽری دسته
به را اثبات که هستند آنهایͬ ولͬ دسته بهترین میͽیرند. الهام بͽذارند، امن دامنه ایجاد برای است قرار که شروطͬ
دامنه جزء نباید دیͽر که ممنوعه(آنهایͬ دامنه�های از دقیق توصیف ͷی آن، مبنای بر و مͬ�کنند، تحلیل و بررسͬ دقت

است... استثناء تحریم نوع ͷی لحاظ این از شما، روش واقع، در میدهند. باشند)

میدهد. نشان را ردها و اثباتها بین بنیادی و منطقͬ رابطه این ...و آیوتا:

درستͬ به را حدس است ممͺن اینͺه با اثباتها، که کنید درک بتوانید شما همه دیͽر الان که امیدوارم معلم:
آنها بهبود ولͬ میبخشند، بهبود آنرا نیز کننده�ها تحریم استثناء مͬ�کنند. ͷکم حدس بهبود به یقیناً ولͬ نͺنند، اثبات
این میبخشد. بهبود کردن ثابت بوسیله ما، روش نشود. منتهͬ اثبات به هیچͽاه است ممͺن و است اثبات از مستقل

است. لم تلفیق روش جلوه مهمترین توجیه٣۵، منطق و اکتشاف٣۴ منطق ذاتͬ ͬͽپیوست
٣٢simply-connected
٣٣exception-barrer
٣۴logic of discovery
٣۵logic of justification
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اثبات با همزمان مواجهه در تفاوتͬ بͬ همچنین و غلط یͷحدس اثبات به راجع شما عجیب حرفهای حالا بتا:
میفهمم. را رد و

اثبات؟ بجز مͬ�کند کاری هر حالیͺه در میͽذارید، اثبات را اسمش چرا ولͬ کنار): (در کاپا

و تعصب�ها خاطر به ریاضیدانان بیشتر دارند. تمایلͬ چنین افراد از کمͬ بسیار تعداد که کن دقت معلم:
مͬ�کنند. ثابت یا و رد یا را حدس ͷی آنها کنند. رد و اثبات را حدس ͷی همزمان نمͬ�توانند خود، پیشداوری�های
ببخشند. بهبود آنرا آن، کردن رد بوسیله که نیستند قادر هرگز باشد، خودشان به متعلق حدسمربوطه اگر این، بر علاوه
به کم کم فقط و نͺنند کم آنها نادرستͬ از هیچͽاه بخشند؛ بهبود کردن رد بدون را خود حدسهای دارند قصد آنها
گر�ها تحریم استثناء بهترین کاری زمینه این سازند. نقضخالͬ مثال از ترس از را علم لذا و کنند؛ اضافه آنها درستͬ
بررسͬ ͷی سپس و مͬ�کنند، طراحͬ ”امن“ دامنه برای اثبات ͷی و مͬ�کنند شروع مطمئن“ ”نمایش ͷی با آنها است:
اگر خیر. یا اند کرده استفاده اند گذاشته که شروطͬ همه از آیا که ببینند تا میدهند انجام خود اثبات و حدس از جامع
حذف است(و استوار آنها بر اثبات که شرایطͬ و لم�ها سازی مشخص با و میسازند٣۶ قویتر را خود اولیه حدس نه،
موقتͬ قضیه آنها نقض، مثال دو یا ͷی از بعد ما، حدس مورد در مثال، برای میدهند٣٧. تعمیم را خود حدس بقیه)،
و میدهند، ارائه را – است آمده بدست استثناءها تحریم روش از که – اند“ اویلری محدب چندوجهͬ�های ”تمامͬ
اینͺه از پس و مͬ�کنند بررسͬ دقت به را کوشͬ اثبات سپس مͬ�کنند. موکول بعد به را محدب غیر حالت بررسͬ
هیچ میدهند! ارائه را لم تلفیق از آمده بدست قضیه نشده�است، استفاده اثبات در بودن محدب از �مͬ�شوند متوجه
”تلفیق و اثبات“ ”تحلیل از مͺرر بطور سپس و ابتدایͬ“ استثناء ”تحریم از ابتدا در که – روش این در معیوبͬ چیز

ندارد. وجود – مͬ�کند استفاده لم“

یͷ”حدس مستقیماً اینͺه بجای نمͬ�کند: بحث آنها به راجع فقط نمیبرد، بین از را روشعیوب این که البته بتا:
مͬ�کند. نقد را ضعیف“٣٩ حد از بیش ”حدس ͷی کند، نقد را قوی“٣٨ حد از بیش

مͬ�کنید؟ فͺر چͬ شما دلتا، و رو کنم. متقاعدت ام توانسته که خوشحالم بتا! معلم:

�مͬ�شود ناشͬ آنجا از این است. مسئله“۴٠ یͷ”شبه ”حلقه-مانند“ وجوه مسئله که مͬ�کنم فͺر شخصه به من رو:
کرده وحشتناکͬ تعبیر – شده�است مͺعب دو این شدن لحیم باعث که – صفحه این دهنده تشͺیل اجزای از شما که

اید.

بده. توضیح بشتر معلم:

قبول؟ شده، تشͺیل هم به شده لحیم مͺعب دو از دار کاکل مͺعب این رو:

خب. معلم:

٣۶sharpen
٣٧generalise
٣٨over-statement
٣٩under-statement
۴٠pseudoproblem
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در پایینͬ مربع رئوش از یالهایͬ شامل شدن، لحیم اید. داده انجام اشتباهͬ تعبیر شدن“، ”لحیم از شما رو:
ندارد! وجود ”حلقه-مانند“ی ناحیه اصلا́ لذا است. پایینͬ مͺعب بالایͬ مربع رئوس به بالایͬ مͺعب

ندارند! وجود که هستند میزنͬ حرف ازشان که یالهایͬ این دارد! وجود حلقه-مانند وجه بتا:

هستند۴١. مخفͬ تو ندیده آموزش چشمان از آنها رو:

ندیده آموزش چشمان (ج) ماتایسن (ب) جانͺیرس (آ)

ببینید) را حلقه-مانند(پاورقͬ ناحیه از نسخه سه :١۴ شͺل

واقعͬ تو ”مخفͬ“ یالهای ولͬ است خرافات میبینیم ما که چیزی بͽیریم؟ جدی را حرفهایت که داری توقع بتا:
هستند؟

است؟ مͺعب ͷی آیا کن. نͽاه ͷنم بلور این به رو:

یقیناً بتا:

نیست؟ اینطور دارد، یال ١٢ مͺعب ͷی رو:

است. همینطور بله، بتا:

ظاهر بلور از تو منطقͬ بازسازی در فقط و هستند مخفͬ آنها ندارد. رویت) یال(قابل اصلا́ مͺعب این ولͬ رو:
�مͬ�شوند.

روشم اینͺه بر مبنͬ من، پسندانه خود فͺر طرز به استاد است. مسلم چیز ͷی ولͬ کنم. فͺر بهش باید بتا:
هستند. وارد روشتو به اندازه همان به دقیقاً ایراد این گرفت. ایراد اثبات، فراموشکردن البته و �مͬ�شود، منتهͬ یقین به

کنͬ؟ اخراج را حلقه-مانند ناحیه این میخواهͬ چͽونه چͬ؟ تو دلتا، معلم:

که صورتͬ در ١۴(آ))، شود(شͺل انجام ناحیه از کامل بندی مثلث ͷی بایستͬ که بود معتقد (Jonquieres)یرسͺ۴١جان

١۴(ب)). کرد(شͺل بسنده یال ͷی کردن اضافه به تنها (Matthiessen)ماتایسن
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لم شما چرا که است این دارد، تعجب جای برایم که چیزی تنها آوردید. خود روش به مرا شما نمͬ�کنم. دلتا:
آخرین امیدوارم که میدهم ارائه چهارم نسخه ͷی من شوید؟ مطمئن آن درستͬ از تا نمͬ�کنید حدس وارد نیز را سوم
و هستند همبند واقعاً وجوهشان تمامͬ (٢) هستند، ساده (١) که هایͬ چندوجهͬ ”تمامͬ باشد: حدس از نسخه
اگر که شوند گذاری شماره طوری مͬ�توانند شان، شبͺه بندی مثلث هنͽام شده ایجاد مثلثهای که هستند طوری (٣)
چرا نمیدانم هستند“. اویلری نͺند، تغییر مثلث آخرین حذف از قبل تا v-e+f مقدار کنیم، حذف را آنها ترتیب به
شرط به بلافاصله را لمها از کدام هر بایستͬ میͽرفتید، جدی را روشتان شما اگر ندادید؟ ارائه یͺباره به را این شما

تͺه۴٢؟ تͺه پیشروی اینطور چرا میͺردید. تبدیل

چرا داریم. لم ٣ از بیش ما که چرا است. غیرعملͬ نظرم به پیشنهادت �مͬ�شود! انقلابͬ کار، محافظه آلفا:
از یقیناً ما نͺنیم؟ اضافه را داشته�باشند“ رأس ٣ و یال ٣ مثلثها ”تمامͬ (۵) و باشد“ ٢=١+١ ”(۴) قبیل از شروطͬ
برایشان که کنیم تبدیل شرط به را لمهایͬ تنها است بهتر نظرم به مͬ�کنیم. استفاده دیͽر) لمهای خیلͬ لم(و ٢ این

شده�است. پیدا نقضͬ مثال

را لمهایͬ بایستͬ باشد. کلͬ اسلوب ͷی نمͬ�تواند و است شانس بر مبتنͬ و اتفاقͬ حد از بیش روش این گاما:
یقیناً و قطعاً گفت نمͬ�توان که لمهایͬ داشته�باشد، نقضوجود مثال برایشان میدهیم احتمال که کنیم تبدیل شرط به

هستند. درست

کنیم. سوم شرط ͷی به تبدیل آنرا بیایید است؟ بدیهͬ سوم لم که مͬ�کند فͺر کسͬ آیا خوب. خیلͬ دلتا:

اگر که باشد اینطور شاید چه؟ نبودند مستقل ͬͽهم مͬ�کنیم ذکر لمهایمان برای که شرایطͬ اگر ولͬ گاما:
ͷی اگر که مͬ�کنم فͺر شخصه به من باشد. انجام قابل ”لزوماً“ دیͽر کارهای بعضͬ باشد، انجام قابل کارها بعضͬ
مثلثها حذف هنͽام که دارد، وجود شده) بندی شبͺه(مثلث مثلثهای از ترتیب ͷی حتماً آنͽاه باشد، ساده چندوجهͬ
مͬ�کند. معاف شرط در سوم لم آوردن از را ما حدس، در اول لم آوردن باشد، اینطور اگر بماند. ثابت v-e+f همواره

کنͬ؟ اثبات آنرا مͬ�توانͬ میدهد. نتیجه را سوم شرط اول شرط که مͬ�کنͬ ادعا دلتا:

مͬ�توانم۴٣. من اپسیلون:

را حدسمان باید کجا تا است: دیͽری چیز اصلͬ مسئله ولͬ باشد، جالب است ممͺن موضوع این اثبات آلفا:
زیرل˼م۴۴ تعدادی به را سوم لم تنها اثبات این ولͬ باشد، درست میدهͬ ارائه که اثباتͬ است ممͺن ببخشیم؟ بهبود

شویم؟ متوقف باید کجا کنیم؟ تبدیل شرط به هم را اینها بایستͬ آیا مͬ�کند. تقسیم جدید

است، بازی ͷی کردن کنند.اثبات ثابت نمͬ�توانند اثباتها لذا دارد؛ وجود نامتناهͬ بازگشت ͷی اثباتها در کاپا:
مͬ�کنیم. رها آنرا �مͬ�شویم، خسته وقتͬ و مͬ�کنیم بازی آنرا مͬ�بریم، لذت آن از وقتͬ

مͬ�توان را نامتناهͬ بازگشت فرایند است. جدی کاملا́ موضوع ͷی بلͺه نیست، بازی ͷی این نخیر، اپسیلون:

۴٢piecemeal engineering
مراجعه (B. L. Van der Waerden)واردن در فان مقالات به اثبات دیدن برای است. (H. Reichardt)ریچارد به متعلق اولیه ۴٣اثبات

کنید.
۴۴sub-lemma
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کرد. متوقف ندارند، شرط به شدن تبدیل به نیازی که بدیهͬ، لم�های به رسیدن با

به تبدیل را �مͬ�شوند نتیجه درست بدیهتاً اصول از که لمهایͬ آن نه ما بود. همین منظورم دقیقاً هم من گاما:
اثباتند. بدیهͬ)قابل لمهای ͷکم با احتمالا˟ (و قبلͬ لمهای ͷکم به که را آنهایͬ نه و مͬ�کنیم شرط

را عملیات مͬ�توانیم کردیم، تبدیل شرط به را زیرلمهایشان) بدیهͬ(و غیر لم دو که وقتͬ لذا دارم. قبول آلفا:
نه روش این نظرم به است. خطا بدون لم، تلفیق یعنͬ بهبود، روش این که مͬ�کنم فͺر من واقع، در کنیم. متوقف
است غلط این گرفتم: یاد آن(روش) از مهم چیز ͷی البته و مͬ�کند. کامل۴۵ آنرا بلͺه میبخشد، بهبود را حدس تنها
طور به ادعا ͷی نادرستͬ یا درستͬ دادن نشان هدف، که کنیم اظهار داریم، اثبات۴۶“ برای ”مسئله ͷی وقتͬ که
ͷی صورت به آن کردن کامل نهایت، در و حدس بهبود بایستͬ اثبات“ برای ”مسئله ͷی واقعͬ هدف است. قطعͬ

باشد. نیست) مشخص ابتدا از قضیه(که
اویلریند“. چندوجهیها ”همه که بود این ما اولیه حدس

ͷی ما نهایت در طوریͺه میͺرد، دفاع اولیه حدس از حدس، اجزاء از مجدد تعبیری با هیولاها، تحریم روش
حدس با قضیه این اجزای تعبیر و تعریف ولͬ اند“. اویلری چندوجهیها ”تمامͬ داشتیم: هیولا تحریم نسخه قضیه
پیشرفت ͷی آنرا و کرد استفاده آمده بدست قضیه از میشد زحمت به که داشتند ظریففرق و پیچیده بطور چنان اولیه

دانست.
استثناء تحریم نسخه قضیه تحدب. کرد: معرفͬ را اثبات) به خارجͬ(نسبت عنصر ͷی استثناءها، تحریم روش

اویلریند“. محدب چندوجهیهای ”همه بود: این
”تمام میاورد: لم تلفیق نسخه قضیه در را اثبات تمام تقریباً روش این بود. اثبات بر مبتنͬ تنها لم تلفیق روش

اویلریند“. همبند، واقعاً وجوه با چندوجهیها
اثباتͬ هیچ لذا کند. ثابت بوده قرار که نمͬ�کند ثابت را چیزی مسئله)آن حل شخص(هنͽام که میدهد نشان این

شود. تمام مͬ�خواستیم۴٧“ که ”همانطور عبارت با نباید

ثابت تا شود زده حدسͬ بایستͬ ”ابتدا �مͬ�شوند: کشف اثباتها از قبل قضیه�ها که دارند اعتقاد بعضͬ�ها بتا:
دقت و قبلͬ دانسته�های از گیری نتیجه از بعد اکتشاف که مͬ�کنند ادعا و ندارند قبول را این دیͽر بعضͬ شود“.
بعضͬ�ها که میزد را مثال این دوستانم از ͬͺی آید. مͬ بدست باشیم، شانس خوش اگر آنها، از بعضͬ به خاص
اولیه فرض که – بالا به – است نتیجه که – پایین از (منطق)قیاسͬ، ساختمان ͷی در اکتشاف زیپ که معتقدند

چیست؟ شما نظر میͽویند. را این عͺس بعضͬ�ها �مͬ�شود. بسته – است

نمͬ�کند، یͷجهتحرکت در همواره اکتشاف نمͬ�کند. کار اکتشاف مورد در تو مثال که است این من نظر آلفا:
گرفته پس اولیه حدس آیند، مͬ نقض مثال�های �مͬ�شود، زده حدسͬ ابتدا مͬ�کند: حرکت زاگ ͹زی صورت به بلͺه
مثال�های و اولیه حدس �مͬ�شود. جایͽزین قضیه ͷی با اولیه فرض نهایت در و �مͬ�شوند بررسͬ فرض�ها �مͬ�شود،
قضیه ͷی ن�مͬ�شود(تنها دیده نهایͬ قضیه در اکتشاف زاگ ͹زی ن�مͬ�شوند: ظاهر نهایͬ قیاسͬ ساختمان در نقض،

�مͬ�شود). دیده درست

ͷی اثبات با لزوماً ما نیست. متفاوت اولیه فرض با لزوماً نهایͬ قضیه که کنید دقت ولͬ عالͬ. بسیار معلم:
پنهان هایͬ جلوه اثبات، ایده که میبخشیم بهبود وقتͬ نمیبخشیم. بهبود آنرا معلم) نظر مورد معنای در مسئله(اثبات

۴۵perfect
۴۶problem to prove
۴٧Quod erat demonstrandum (Q.E.D.)

٩۶



تئوری�های در البته �مͬ�شوند. ظاهر نهایͬ قضیه در جدید جلوه�های این سپس که مͬ�کند، کشف را اولیه حدس از
بهم این میافتد. اتفاق زیاد رشد حال در و جوان تئوری�های در ولͬ نمیافتد، اتفاقͬ چنین معمولا˟ یافته۴٨، تͺامل
�مͬ�شود. ظاهر نو) دوم(تئوری�های دسته در معمولا˟ بهبود، اثباتو خوردن گره بهم این توجیه، اکتشافو شدن پیچیده

ارجحیت توجیه بر همواره اکتشاف شوند. جوان که است ممͺن بالغ و یافته تͺامل تئوری�های کنار): (در کاپا
دارد.

دسته سومین بودند، بالغ گزاره�های دسته اولین من، بندی دسته در است! من به متعلق بندی دسته این سیͽما:
رشد... حال در گزاره�های

دارم. نقض مثال ͷی من است. غلط قضیه اصلا́ مͬ�کند): قطع را (حرفش گاما

مسئله نیستند. موضعͬ مثال�هاینقضکلͬکه اثباتبوسیله از گرفتن ایراد ۵
”دقت۴٩“

قضیه از دفاع در هیولا تحریم ١.۵

نیز را لم) تلفیق قضیه(نسخه بلͺه اولیه، حدس تنها نه ،۵ نقض مثال من، استوانه که شدم متوجه الان همین گاما:
نیست. اویلری ولͬ مͬ�کند، صدق شرط هردو در اینͺه با مͬ�کند. نقض

واقعͬ ریاضیدان ͷی نقض. مثال ͷی نه بود ͷˀج ͷی استوانه نزن. عجیب حرفهای لطفاً عزیز، گامای آلفا:
نمͬ�کند. حساب چندوجهͬ ͷی را استوانه هیچͽاه

نه، ولͬ نبود؟ عجیبتر استوانه از تیغͬ جوجه آیا نͺردی؟ اعتراض ،٣ نقض مثال من، تیغͬ جوجه به چرا گاما:
از دفاع حال در حالا میͺردی. استقبال ایرادی هرگونه از و بودی اولیه حدس به گرفتن ایراد مشغول زمان آن در تو
غلط حدس در چیزی چه که میپرسیدی خود از بود، نقضͬ مثال وقتͬ قبلا́، مͬ�کنͬ! دوری ایرادها از و هستͬ قضیه

است. غلط نقض مثال در چیزی چه که میرسͬ خود از الان ولͬ است،

نمیͺشͬ؟ خجالت ای. شده کن تحریم هیولا ͷی تو آلفا، دلتا:

مخفͬ لمهای ٢.۵
موضعͬ که اول، نوع مورد در نقضداریم. مثال نوع سه ما ببینم. بͽذارید ام. بوده عجول مقدار ͷی شاید چرا. آلفا:
موضعͬ هم که دوم، نوع مثال�های نمیͺردند. رد را قضیه نقض، مثال�های این کردیم. بحث نبودند، کلͬ ولͬ بودند
هم سوم نوع ͷی که است ممͺن حال مͬ�کنند. هم تأیید آنرا بلͺه نمͬ�کنند، رد را قضیه تنها نه هستند، کلͬ هم و
فͺر من مͬ�کنند. رد را قضیه ها، مثال این نیستند. موضعͬ ولͬ هستند، کلͬ که هستند هایͬ مثال که داشته�باشیم،
نخواهیم اگر دارد. را شرطͬ چنین استوانه که مͬ�کند ادعا گاما الان ولͬ باشد. ممͺن چیزی چنین که نمیͺردم
استوانه برای است: کلͬ نقض مثال ͷی که کنیم قبول بایستͬ کنیم)، رد آنرا بپذیریم(و هیولا ͷی عنوان به آنرا که

۴٨mature
۴٩rigour
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در حداقل که میبندم شرط نیست؟ – هستند خطر بͬ که – دوم نوع نقض)از مثال (این آیا ولͬ است. v-e+f=١
نمͬ�کند. صدق لمها از ͬͺی

روی آنرا مͬ�توانیم برداریم، را پایینͬ وجه اگر مͬ�کند: صدق اول شرط در مسلماً استوانه کنیم. ͷچ بیایید گاما:
بنشانیم. صفحه

است! تͺه دو آوریم مͬ بدست که چیزی برداریم، را کناری وجه اگر ولͬ آلفا:

نشاندن قابل وجه، ͷی حذف از ”بعد یعنͬ باشد، ”ساده“ چندوجهͬ که بود این اول شرط چͬ؟ که خب گاما:
این میͽویͬ تو که چیزی کنیم. شروع کناری وجه حذف با اگر حتͬ دارد، را شرط این استوانه باشد“. صفحه روی
کس هیچ ولͬ باشد. هم�بند شده ایجاد مسطح شبͺه بایستͬ داشته�باشد، اضافه شرط ͷی بایستͬ استوانه که است

نͺرده�است. ذکر را شرط این تابحال

لم ما است. بوده تͺه ͷی بصورت صفحه روی نشاندن قابل صفحه، روی نشاندن قابل از منظورشان همه آلفا:
اثبات به اگر ولͬ مͬ�داد. نتیجه اول لم از را سوم لم اپسیلون، اثبات که چرا نیاوردیم، قضیه در شرط بصورت را سوم
برای صورت، این غیر در است! هم�بند بدست�آمده مسطح شبͺه که است استوار پایه این بر که میبینیم کنیم، نͽاه

نخواهدبود. v-e+f=١ آمده بدست مسطح شبͺه

نͺردی؟ آن صریح بیان به اصرار چرا پس گاما:

نبود). مجدد بیان به کردیم(نیازی درک آنرا صریح غیر حالت در ما چونͺه آلفا:

است. بودن کره“ سطح روی نشاندن ”قابل همان بودن ”ساده“ که گفتͬ تو چراکه نͺردی. درک قطعاً تو گاما:
مͬ�کند. صدق اول شرط در تو، تعریف بر بنا لذا است، کره سطح روی نشاندن قابل استوانه

تقسیم ناحیه دو قطرشبه هر رسم با ناحیه هر میͽوید که – دوم شرط در که کنید قبول بایستͬ ولͬ هممم... آلفا:
هستند؟ همبند“ ”واقعاً ناحیه�ها این آیا کنید؟ بندی مثلث را پوشه یا �ها دایره مͬ�توانید چͽونه نمͬ�کند. –صدق �مͬ�شود

هستند. که البته گاما:

ولͬ مͬ�کند، وصل بهم را مجاور غیر رأس دو قطر ͷی کشید! نمͬ�توان هم قطر ͷی حتͬ استوانه برای ولͬ آلفا:
ندارد! رأس اصلا́ استوانه

جدیدی صفحه که بͺش قطر ͷی نیست، همبند واقعاً دایره که دهͬ نشان میخواهͬ اگر نشو. عصبانͬ گاما:
نͺند. ایجاد

نمیتونم. که میدونͬ خوب خیلͬ نͺن. شوخͬ آلفا:

ن�مͬ�شود“ ایجاد جدیدی صفحه آن کشیدن با که دارد وجود دایره از ”قطری گزاره که داری قبول حالا گاما:
است؟ غلط
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دهͬ؟ نشان مͬ�خواهͬ را چیزی چه دارم. قبول بله، آلفا:

ناحیه ͷی تشͺیل شدن رسم حین دایره قطرهای ”تمامͬ گزاره یعنͬ اش، نقیض که کنͬ قبول باید پس گاما:
است. همبند“ ”واقعاً دایره یعنͬ است، درست میدهند“ جدید

میدهند“ جدید ناحیه ͷی تشͺیل شدن رسم حین دایره قطرهای ”همه یعنͬ ات، عمومͬ صور از نمͬ�توانͬ آلفا:
است. غلط راست۵١ͬ، از تو درک است. معنͬ بͬ بلͺه باشد، درست نمͬ�تواند ات پسگزاره دهͬ، ارائه ”نمونه“۵٠ ͷی

درستͬ! تعریف سر حالا میͺردند، دعوا چندوجهͬ تعریف سر اول کنار): (در کاپا

نقیض ولͬ باشد، معنͬ بͬ A گزاره که است ممͺن آیا بود! غلط گزاره آن نقیض که کردی قبول تو ولͬ گاما:
است! معنͬ بͬ معن۵٢ͬ، از تو درک باشد؟ غلط و بامعنͬ کاملا́ ، ¬A آن،

تعریف بͽذارید کنیم. حل آنرا فرمول�بندی، در جزئͬ تغییر ͷی با مͬ�توانیم ما کجاست؛ در مشͺلت میدانم ببین،
قسمت دو را ناحیه x آنͽاه باشد، قطر ͷی x اگر ،x مقادیر تمامͬ ”برای اگر است، همبند“ ”واقعاً ناحیه ͷی که کنیم
هردو لذا و باشد شرطمان برای ”نمونه“ ͷی مͬ�تواند x هر پس ندارند، قطری هیچͺدام پوشه، نه و دایره نه کند“.

هستند. همبند واقعاً هردو پوشه و دایره پس هستند. درست و بامعنͬ گزاره،

مثلث کاملا́ شبͺه ͷی به نمͬ�توانیم هرگز کنیم، بندی مثلث را شبͺه نتوانیم و بͺشیم قطری نتوانیم اگر نه! آلفا:
که مͬ�کنͬ ادعا چͽونه صورت، این در بͽیریم. نتیجه را حͺم و کرده) مثلثها حذف به شروع (و برسیم شده بندی
ناحیه درست تعبیر باشد؟ لم(شرط) در وجودی شرط ͷی بایستͬ که نمیبینͬ آیا مͬ�کند؟ صدق دوم شرط در استوانه
و کند؛ قسمت دو را ناحیه x آنͽاه باشد، قطر ͷی x اگر ،x مقادیر تمامͬ ”برای باشد: این بایستͬ همبند واقعاً
فرض این ولͬ باشد، نͽفته صراحت به را این ما اولیه بندی فرمول شاید باشد.“ قطر که داشته�باشیم xͷی حداقل
لذا ندارند؛ را شرط این استوانه وجوه از هیچͺدام است. آمده آن در مخفͬ“ ”فرض ͷی بصورت گاه ناخودآ بطور

نمͬ�کند. نقض را قضیه و است، موضعͬ هم و کلͬ هم که است نقض مثال ͷی استوانه

این کردن مطرح با را دوم لم هم حالا کردی، اصلاح همب�ندی مفهوم کردن مطرح با را اول لم تو ابتدا گاما:
من استوانه که مͬ�کند مخفͬ را مسئله این تنها مخفͬ“ ”فرض�های به راجع مبهم حرفهای این تمام و وجودی! شرط

دهͬ. انجام را اصلاحات این که شد باعث

کنیم. ”مخفͬ“ را آنها یعنͬ بیندازیم، قلم از را درست“ ”بدیهتاً لمهای که کردیم قبول ما مبهم؟ حرف کدام آلفا:
در را آنها هستند! ملال�آور و بدیهͬ اندازه همان به دقیقاً آنها کنیم؟ مخفͬ را غلط“ ”بدیهتاً لمهای نباید چرا حال
مختصر اشاره ͷی بلͺه ن�مͬ�شود؛ محسوب خطا مخفͬ، لم ͷ(وجود)ی نیاورید. زبان به ولͬ دارید، نͽه خود ذهن

میباشد. ما زمینه۵٣“ ”دانش به

۵٠instance
۵١truth
۵٢meaning
۵٣background knowledge
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نمͬ�دانیم. چیز هیچ واقع در ولͬ مͬ�دانیم، را چیز همه مͬ�کنیم فͺر که است جایͬ زمینه، دانش کنار): (در کاپا

مͬ�کند ایجاد همبند شبͺه ͷی همواره وجه ͷی حذف (١) که بود این کردی، که ای گاهانه آ فرضهای تنها گاما:
قسمت در اینها کرد. تجزیه مثلثͬ نواحͬ به از)قطرهایش (بعضͬ رسم با مͬ�توان را مثلثͬ غیر ناحیه هر (٢) و
بصورت و شوند دگرگون تو مغز در آنها که شد باعث استوانه ولͬ بودند، درست“ ”بدیهتاً بصورت تو مغز گاه ناخودآ

کنͬ. پاک خطا از آنرا تا مͬ�کنͬ عوض را تاریخ داری مͬ�کنͬ، تͺذیب را این اگر بیایند. در غلط بدیهتاً

هر از بعد خودت حال میͺردی. مسخره را دلتا تعاریف در موجود مخفͬ شرطهای تو تر، قبل کمͬ آلفا! تتا:
خودت آبروی که مͬ�کنͬ سعͬ خود موضع تغییر با هربار و مͬ�کنͬ اضافه لمها به مخفͬ شرطهای قضیه، شدن رد بار

نمیͺشͬ؟ خجالت کنͬ. حفظ را

با اینͺه از بعد نیست. دفاع حال در متعصب(آلفا) فرد ͷی (تماشای) از جذابتر من، برای چیز هیچ کاپا:
برای مͬ�کند: عمل منطق بͬ او میاورد! رو تعصب به و �مͬ�شود آتشͬ خود جنͽید، دیͽر تعصبͬ�های با شͺاکیت
لمهای کردن مطرح با سپس هیولا)و بود(تحریم کرده ممنوع آنرا خودش که روشͬ با را ابتدا نقضگاما، مثال حذف

کند. رد آنرا مͬ�کند سعͬ مخفͬ،

بررسͬ ͷی که میͺرد خیال او کرد. برخورد لم تلفیق روش با تعصبͬ بطور که بود این قطعاً آلفا مشͺل معلم:
که میدهد(همانطور بدست را غلط لمهای تمامͬ که �مͬ�شود نقص بͬ اثبات“ ”تحلیل ͷی ایجاد باعث اثبات از دقیق
نه حدس، در غلط لمهای این آوردن با که میͺرد گمان او بیابد). را نقض�ها مثال تمامͬ مͬ�تواند که میͺرد خیال بتا
نقضراحت مثال�های از خیالش و نقصاست، بͬ آمده بدست قضیه بلͺه میابد، دست یافته بهبود قضیه ͷی به تنها
اثبات تحلیل ͷی حالا او برود، خود اشتباه بار زیر اینͺه بجای ولͬ میͺرد، فͺر اشتباه او که داد نشان استوانه �مͬ�شود.

داشته�باشد. را اشتباه لم�های تمامͬ اگر مͬ�داند، کامل را

ردها۵۴ و اثبات روش ٣.۵
جدید لم چند یا ͷی من بپذیریم. قضیه برای درست نقض مثال ͷی بعنوان را استوانه که مͬ�کنم پیشنهاد گاما:
بنامم، مخفͬ لمهای را آنها اینͺه بجای ولͬ کرد، آلفا که کاری همان دقیقاً �مͬ�شوند. نقض استوانه بوسیله که میاورم

مͬ�کنم. اعلام همه به را آنها
بود، قدیمͬ قضیه و اثبات تحلیل به نسبت سوم) نوع خطرناک(از و کننده نقضگیج مثال ͷی که استوانه حال

�مͬ�شود. جدید قضیه و اثبات تحلیل به نسبت دوم) خطر(نوع بͬ نقض مثال ͷی
اثباتͬ تحلیل به نسبت بود، نسبͬ واقع در ولͬ است، مطلق نقض، مثالهای از اش بندی دسته که میͺرد فͺر آلفا
�مͬ�شوند. دوم نوع تقض�های مثال به تبدیل سوم نوع نقض�های مثال اثبات، تحلیل تͺامل و رشد با بود. داده انجام که

تنها و اگر است، درست آن با متناظر قضیه و است، ”معتبر۵۶“ یا ”بادقت۵۵“ اثبات، تحلیل ͷی درسته. لاندا:
بر که چرا مینامم، کذب۵٧“ انتقال ”اصل را معیار این من نباشد. موجود آن برای سوم نوع از نقضͬ مثال هیچ اگر
پیامدهای از و لمها به اولیه حدس از بایستͬ کذب هستند: نیز موضعͬ کلͬ، نقض مثال�های همه معیار، این مبنای
نقضکند، را اصل این و نباشد موضعͬ که باشد موجود نقضکلͬ مثال ͷی اگر شود. منتقل آن مقدم�های به قضیه

۵۴The method of proof and refutations
۵۵rigorous
۵۶valid
۵٧Principle of Retransmission of Falsity
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تحلیل ͷی برای کذب انتقال اصل لذا مͬ�کنیم. برقرار را اصل دوباره اثبات تحلیل به مناسب لم ͷی کردن اضافه با
اثبات تحلیل رشد برای محرک عامل ͷی سوم، نوع از نقض مثال ͷی و است، ”تنظیم۵٨ͬ“ اصل ͷی نوپا، اثبات

است.

با و کردیم شناسایͬ را مشͺوک لم سه ما شود، پیدا نقض مثال اولین اینͺه از قبل حتͬ نͺنید، فراموش گاما:
رفتیم. پیش اثباتمان تحلیل

گرفته یاد مثلا́ یابد، تͺامل نقض مثال بجز چیزی با مواجهه در حتͬ است ممͺن اثبات تحلیل درسته. لاندا:
دهیم. نشان واکنش(منفͬ) کننده۵٩“ ”متقاعد اثباتهای مقابل در که ایم

تدریجͬ ساخت به مارا آنها مخفͬ. لمها، تمامͬ و هستند سوم نوع از نقض، مثالهای تمامͬ اول، حالت در
�مͬ�شوند. تبدیل دوم نوع نقض�های مثال به ͬͺی ͬͺی و میرسانند اثبات تحلیل

بهبود را اثبات تحلیل که است ممͺن – هستیم کردن رد بدنبال و هستیم مشͺوک که هنͽامͬ – دوم حالت در
کردن رد به موفق اینͺه اول حالت است. ممͺن حالت دو حال کنیم. برخورد نقضͬ مثال با اینͺه بدون ببخشیم،
بود. خواهند نیز نقضکلͬ مثال�های اینها که دید خواهیم شویم. – موضعͬ نقض�های مثال بوسیله – اثبات تحلیل

قابل وجه، ͷی حذف از بعد که گشتم چندوجهͬ بدنبال آوردم: بدست روش همین از را عͺس قاب من آلفا:
نباشد. صفحه روی نشاندن

تحلیل بلͺه هستند، اثبات (رشد)تحلیل برای محرک عامل ͷنقضی مثال�های تنها نه صورت، این در سیͽما:
دشمن! دو بین شومͬ اتحاد چه است! نقض (پیدایش)مثال�های برای محرک عامل ͷی نیز اثبات

ممͺن کرد: اثبات آنرا بایستͬ میرسد، بنظر بدیهͬ خیلͬ حتͬ یا و ممͺن خیلͬ حدس ͷی اگر درسته. لاندا:
مشͺوک(پیدا لمهای این کردن رد است. استوار مشͺوک و پیچیده خیلͬ لمهایͬ پایه بر که برسیم نتیجه این به است

میدهد. اولیه حدس برای منتظره غیر هایͬ نقض مثال برایشان)، نقض مثال کردن

اثبات! از آمده بدست ردهای سوی به پیش سیͽما:

برای مواردی که است این بلͺه کند، تحمیل درستͬ) باور(به که نیست این منطقͬ اثبات ͷی خاصیت لذا گاما:
دهد. پیشنهاد کردن ͷش

نمͬ�کنیم. پیدا لمها برای موضعͬ نقض مثال هیچ که وقتͬ بͽویم: را دوم حالت بͽذارید ولͬ لاندا:

مͬ�افتد؟ اتفاقͬ چه آنوقت نمͬ�کنند! ͷکم اثبات تحلیل به نقض مثال�های که وقتͬ یعنͬ سیͽما:

�مͬ�شود. فراموش بزودی ما اثبات تحلیل نیستند. مشͺوک دیͽر لمها و مͬ�کند پیدا کامل احترام̧ اثبات لاندا:
میماند: چراغ ͷی مثل نقض مثال کردن جستجو برای ما توان داشت. نͽه را ͷش نمͬ�توان نقض) ایراد(مثال بدون
برای ما توجه همه صورت، این در �مͬ�شود. خاموش بزودی نͺند، تجدید آنرا سوخت و نشود پیدا نقضͬ مثال اگر

میدانستیم. درست“ ”بدیهتاً را آنها قبلا́ که �مͬ�شود محدود قسمتهایͬ به کردن، رد
۵٨regulative
۵٩convincing
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پیشنهاد خاطر، همین به دانست. هم از جدا مقوله دو نمͬ�توان را رد و اثبات که است این از حاکͬ اینها تمام
٣ در را روش این اصلͬ جلوه�های بͽذارید بدهیم. نام تغییر ردها“ و اثبات ”روش به را لم“ تلفیق ”روش که مͬ�کنم

: بͽویم اکتشافͬ قانون
لمهای از لیست ͷی و کنید بررسͬ بدقت را اثبات برآیید. آن رد و اثبات پͬ در دارید، حدس ͷی اگر .١ قانون
مشͺوک(موضعͬ) لمهای برای هم و حدس(کلͬ) برای هم نقضͬ مثال�های اثبات)؛ کنید(تحلیل تهیه بدیهͬ غیر

کنید. پیدا
اضافه مناسب لم ͷی خود اثبات تحلیل به بیندازید، دور را خود حدس دارید، کلͬ نقض مثال اگر .٢ قانون
اضافه لم که – یافته بهبود حدس ͷی با را انداخته�شده دور حدس و شود، نقض شده یافت نقض مثال با که کنید
لمهای تمامͬ نͺنید. معرفͬ هیولا را نقضͬ مثال هیچ کنید. جایͽزین – دارد خود در شرط ͷی بصورت را شده

کنید. بیان صریحاً را مخفͬ
هست، اگر نه. یا هست کلͬ نقض مثال ͷی آیا که کنید ͷچ دارید، موضعͬ نقض مثال ͷی اگر .٣ قانون

ببرید. بͺار برایش را ٢ قانون براحتͬ مͬ�توانید
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ساده شبͺه�های در بندی مثلث
طاهری ابوالفضل

چندان کار فاصله�ها این آوردن بدست اما مͬ�باشد. شبͺه در گره�ها١ بین فاصله آوردن بدست شبͺه، در مهم مسائل از ͬͺی
محدودی تعداد فاصله آوردن بدست با که داده�مͬ�شود ترجیح مساله این به توجه با مͬ�باشد. پرهزینه کاری بعلاوه و نیست آسانͬ
است متدهایͬ از ͬͺی شبͺه مثلث�بندی بزنیم. تقریب معلوم مقادیر این از استفاده با را فاصله�ها سایر یͺدیͽر، از شبͺه در گره�ها از

ارایه�شده�است. کار این برای که
با که ترتیب این به مͬ�کند. عمل ساختارها نوع این در مثلثͬ نامساوی و فاصله، ͷمتری ساختار براساس شبͺه مثلث�بندی
است. معلوم نقاط سایر تا آن فاصله که مͬ�کند معرفͬ راهنما گره�های عنوان به را گره�هایͬ ،ͷمتری فضای ͷی در شبͺه نشاندن
خطای که مͬ�دهد نشان اخیر مطالعات مͬ�زنند. تخمین را گره دو فاصله�ی مثلثͬ، نامساوی و راهنما گره�های این از استفاده با حال
در روش این از و کرد مدل متناهͬ ͷمتری فضای ͷی با را شبͺه مͬ�توان بنابراین و نیست، معمول چندان مثلثͬ نامساوی در شدید

کرد. استفاده آن
انتخاب و بود راهنما نقاط تعداد کاهش هدف نهایت در و شد شروع وکسلر۴ ، اسلیوکینز٣ ، کلاینبرگ٢ وسیله�ی به کار این
ارایه با اینجا در مͬ�باشد. کار این ادامه نیز مͬ�باشد [١] اساس بر که مقاله این هدف شود. بهینه کار این که طوری به نقاط این

رسیده�ایم. راهنما مجموعه�های برای بهینه کران به مͬ�دهد نشان که مͬ�کنیم ثابت را قضایایͬ خاص متری�ͷهای

اولیه مفاهیم

باشد: زیر خاصیت سه دارای d اگر مͬ�گوییم ͷمتری فضای را d : X ×X → R+ تابع همراه به Xرا مجموعه�ی .١ تعریف
باشد: x, y, z ∈ X کنید فرض

d(x, y) ≥ ۰, d(x, y) = ۰ ⇐⇒ x = y (١

d(x, y) = d(y, x) (٢

d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) (٣

مͬ�دهیم. نمایش (X, d) با را فضا این

متناهͬ ͷمتری فضای در مثلث�بندی
مͬ�گیریم نقاطͬ تمام را Sx ⊂ X مجموعه�ی x ∈ X هر برای است. | X |= n که باشد ͷمتری فضایͬ (X, d) کنید فرض
و X اعضای بین متناظرسازی چنین ͷی به مͬ�نامیم. x راهنمای مجموعه��ی را مجموعه این است. معلوم x تا آن�ها فاصله�ی که

١node
٢Kleinberg
٣Slivkins
۴Wexler

١٠٣



maxx∈X | Sx |≤ s اگر است s مرتبه�ی دارای X از مثلث�بندی ͷی مͬ�گوییم. X فضای مثلث�بندی ͷی آن زیرمجموعه�های
باشد.

Xداریم: از مثلث�بندی هر برای
∀b ∈ Sx ∩ Sy; | d(x, b)− d(y, b) |≤ d(x, y) ≤ d(x, b) + d(y, b)

مͬ�کنیم: تعریف نامساوی�ها این به توجه با حال
D(x, y)+ = min

b∈Sx∩Sy

{d(x, b) + d(b, y)}, D(x, y)− = max
b∈Sx∩Sy

{d(x, b)− d(b, y)}

به y و x تمام برای D(x,y)+

D(x,y)− ≤ ۱+ δ نامساوی که مͬ�گیریم مثلث�بندی را، ,ϵ)-مثلث�بندی δ)ͷی مفاهیم، این به توجه با حال
مͬ�گوییم. آن دقت را δ و مثلث�بندی این ضعف را ϵ باشد. صادق زوج�ها این از ϵ کسر جز

به گوی ۲k با بتوان را r شعاع به گوی هر که، مͬ�کنیم تعریف k عدد کوچͺترین را (X, d)ͷمتری فضای دوگان بعد .٢ تعریف
مͬ�نامیم. دوگان را فضا باشد k = O(۱) اگر مͬ�نامیم. ۲k-دوگان را k دوگان بعد با فضای پوشاند. r/۲ شعاع

,ϵ)-مثلث�بندی δ) ۲k-دوگان، هر که داد نشان او کرد. ارائه تحلیلͬ توضیحͬ بدست�آمده�بود، که تجربͬ نتایج برای کلاینبرگ
-(ϵ, δ) ،k دوگان بعد با ͷمتری فضای هر که داد نشان اسلیوکینز کلاینبرگ، از بعد نیست. وابسته n به آن مرتبه�ی که مͬ�پذیرد را
رساند. δO(k) log n به را آن و کرد بهتر را کران این بعد او است. δO(k)(log n)۲ صورت به آن مرتبه�ی که مͬ�پذیرد را مثلث�بندی

است؟ لازم O(log n) آیا که بود این شد مطرح او برای که سوالͬ روند این با
ثابت ͷی گرفتن نظر در با اسلیوکینز توسط شده ارائه مثلث�بندی دهیم نشان و دهیم پاسخ سوال این به مͬ�خواهیم ادامه در

است. بهینه

خاص متری�ͷهای معرفͬ
مͬ�دهیم: نمایش lp با و مͬ�گوییم ،۵ͬͺوسͺمین ͷمتری را آن و مͬ�کنیم تعریف Rk روی را زیر ͷمتری .٣ تعریف

∀x, y ∈ Rk; d(x, y) = (
∑

(xi − yi)
p)

۱
p

مͬ�کنیم: ∞تعریف برای همچنین
∀x, y ∈ Rk; d(x, y) = max | xi − yi |

طول را نقاط بین فاصله و گرفته نظر در فضا نقاط را آن راس�های مجموعه ،ͷمتری فضای ͷی به Gگراف تبدیل برای .۴ تعریف
ͷمتری را ͷمتری این ساخت. را Gگراف مͬ�توان متناهͬ ͷمتری فضای هر با متناظر معادلا مͬ�گیریم. آن�ها بین مسیر کوتاهترین

مͬ�گوییم. درختͬ ͷمتری را ͷمتری باشد، درخت شده ساخته گراف اگر مͬ�نامیم. Gگراف روی

ͷمتری ،d(x, y) = min{| x − y |, n− | x − y |} متر با را X باشد. X = {۰, ۱, . . . , n − ۱} کنید فرض .۵ تعریف
مͬ�شود. نامیده دوری

شرط مثلثͬ، خاصیت یعنͬ ،ͷمتری فضاهای متر مورد در ٣ شرط جای به اگر .۶ تعریف
d(x, z) ≤ max{d(x, y), d(z, y)}

مͬ�نامیم. ͷابرمتری را فضا دهیم، قرار را
۵Minkowski
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بعدی ͷی متری�ͷهای
است. مثبت اسلیوکینز سوال پاسخ بنابراین و داریم نیاز log n به ما که مͬ�دهد نشان مͬ�شود مطرح اینجا در که قضیه�ای

کنیم: مͬ قرارداد
[M ] = {۰, ۱, . . . ,M − ۱}

،δ < ۱ که ,ϵ)-مثلث�بندی δ) هر برای که طوری به دارد وجود n اندازه�ی با بعدی ͷی ͷمتری فضای ،n ≥ ۲ هر برای .٧ قضیه
است. Ω(log n) مرتبه�ی دارای

n اندازه از دوری ͷمتری فضای را (X, d) فضای است. ٢ از توانͬ n که مͬ�کنیم فرض حͺم کلیت از شدن کاسته بدون اثبات.
مͬ�شود. ثابت حͺم بنابراین و دارد را مسئله شرایط فضا این مͬ�کنیم ثابت حال بͽیرید.

که: دارد ,۰)-مثلث�بندی δ) ،(X, d) که مͬ�کنیم فرض یعنͬ مͬ�گیریم، فرضخلف حال .M = log n− ۳ مͬ�دهیم قرار

∀x ∈ X;x→ Sx, | Sx |= k ≤ M

۸
مͬ�کنیم: تعریف x ∈ X, j ∈ [M ] هر برای

A(x, j) = {b ∈ Sx; ۲j−۱ ≤ d(x, b) ≤ ۲j+۱}

نتیجه در مͬ�افتد، اتفاق A(x, ۰), . . . , A(x,M − ۱) از تا دو در حداکثر bصورت این در بͽیرید، نظر در ثابت را x ∈ X حال
داشت: خواهیم شود، انتخاب تصادفͬ طور به نیز j′ ∈ [M ] اگر بنابراین .

∑
j∈[M ] ۱A(x,j) ≤ ۲ | Sx |≤ M

۴

∀x ∈ X;Prj′ [A(x, j
′)] ≤ ۱

۴

داریم پس دارد. j′ از مستقل و X روی یͺنواخت توزیع ͷی y′ تعریف این با .y′ = (x′ + ۲j
′
) mod n مͬ�کنیم تعریف

خواهیم�داشت: نتیجه در و ،Prj′,x′ [A(j′, y′)] ≤ ۱
۴

Prj′,x′ [A(x′, j′) ∨A(y′, j′)] ≤ ۱
۲

نمͬ�افتد. اتفاق A(y, j) و A(x, j) از ͷی هیچ که طوری به x ∈ X و j ∈ [M ] دارد وجود بدست�آمده، احتمال به توجه با
δ ≥ ۱ نتیجه در ,D(xو y)− ≤ d(x, y) همواره که چرا مͬ�کند ثابت را حͺم ادعا .D(x, y)+ ≥ ۲d(x, y) مͬ�کنیم ادعا
است کافͬ پس مͬ�شود. ثابت حͺم و باشد داشته مثلث�بندی چنین نمͬ�تواند X بنابراین است. فرض با تناقض که مͬ�آید بدست

کنیم. ثابت را ادعا
داریم: بنابراین j ≤M ≤ log n− ۱ داریم ادعا: اثبات

| x− ((x+ ۲j) mod n) |=| (x− (x+ ۲j)) | n |=| −۲j |= ۲j

d(x, y) = min{۲j , n− ۲j} = ۲j

به باشد(بنا ۱
۲d(x, y) = ۲j−۱ با مساوی یا بزرگتر باید d(y, b) یا d(x, b) از ͬͺی حداقل بͽیرید، نظر در را b ∈ Sx ∩ Sy حال

مͬ�دهد نتیجه نمͬ�افتد اتفاق d(x, j) که واقعیت این .d(x, y) ≥ ۲j−۱ مͬ�کنیم فرض مثلا .(ͷمتری فضاهای در مثلثͬ نامساوی
مͬ�شود. ثابت ادعا بود دلخواه b چون .d(x, b) + d(y, b) ≥ ۲j+۱ = ۲d(x, y) بنابراین .d(x, b) ≥ ۲j+۱

،δ < ۱ که ,ϵ)-مثلث�بندی δ) هر برای که طوری به دارد وجود n اندازه با بعدی ͷی ͷمتری فضای ،n ≥ ۲ هر برای .٨ قضیه
است. Ω(log ۱

ϵ ) مرتبه دارای

داریم. تفاوت�هایͬ جزئͬ مواردی در تنها و است قبل قضیه به شبیه کاملا قضیه این اثبات اثبات.

١٠۵



دوگان متری�ͷهای
برای مͬ�کنیم. استفاده فضا این نرم برای ∥ . ∥ از مͬ�باشد. ͬͺوسͺمین متر با بعدی k اقلیدسͬ فضای lk۲ از منظور قسمت این در
اثبات در آن�ها از و مͬ�آوریم اثبات بدون را زیر لم�های .d(x,A) = infp∈A ∥ x− p ∥ مͬ�کنیم تعریف x ∈ X و A ⊂ X هر

مͬ�کنیم. استفاده قضیه�ها

y ∈ Rk هر که طوری به دارد وجود ∥ x− b ∥ طول به L خط آنͽاه بͽیرید. نظر در ثابت را ۰ < δ < ۱
۲ و x, b ∈ Rk۲ .٩ لم

شرایط دارای که
∥ x− b ∥ + ∥ b− y ∥≤ (۱+ δ) ∥ x− y ∥ , ∥ x− b ∥≥∥ y − b ∥ (١)

.d(x, L) ≤ ۵
√
δ ∥ x− b ∥ عبارتͬ به است. L خط ۵

√
δ ∥ x− b ∥ فاصله�ی در باشد،

y۱, . . . , y ۱
δ
∈ Y نقاط صورت این در بͽیرید. نظر در ثابت را متناهͬ و ناتهͬ Y ⊂ Rk و ۰ < δ < ۱

۲ و a, b ∈ Rk۲ .١٠ لم

مͬ�گیرد. قرار ∪
۱
δ
t=۱B(yt, ۱۲

√
δ) داخل مͬ�کند صدق (١) در که y ∈ Y هر که دارد وجود

B̂(x, r) = کنیم تعریف اگر باشد. x ∈ Rk حول r شعاع به بسته گوی B(x, r) و است k ≥ ۲ کنید فرض .١١ لم
داریم: x ∈ Rk و r ≥ ۶

√
k, α ≥ ۲ هر برای آنͽاه ،Zk ∩B(x, r)

(α− ۱
۴
)k ≤ | B̂(x, αr) |

| B̂(x, r) |
≤ (α+

۱
۲
)k

هر برای که طوری به دارد وجود O(k) دوگان بعد با n اندازه از ͷمتری ،k ≥ ۲ و n ≥ (kδ )
k, δ < ۱

۲ هر برای .١٢ قضیه
است. ثابت c آن در که است (cδ)

−k
۲+۱ log (n

۱
k ) حداقل مرتبه دارای ,۰)-مثلث�بندی، δ)

فرضکنید تعریفمͬ�شود؛ صورت این به فضا این بͽیرید. نظر در بعدی k گسسته چنبره روی I۲ ͷمتری را (X, d)فضای اثبات.
X = [m]k مͬ�دهیم قرار است. ٢ از توانͬ و صحیح mعددی که مͬ�کنیم فرض مسئله کلیت از شدن کاسته بدون mو = n

۱
k

مͬ�کنیم: تعریف آن روی را زیر ͷمتری و
di(x, y) = min{| xi − yi |,m− | xi, yi |}, d(x, y) = [

∑
i

(di(x, y))
۲]

۱
۲

است. O(k) دوگان بعد دارای شده تعریف ͷمتری
δ

۶۴k (۲۴
√
δ)−k log nمرتبه�ی دارای که دارد ,۰)-مثلث�بندی δ)ͷی (X, d) که فرضخلفمͬ�گیریم حال .M = logm مͬ�دهیم قرار

مͬ�کنیم: تعریف باشد.
∀x, y ∈ X;A(x, y) = {b ∈ Sx : d(x, b) + d(y, b) ≤ (۱+ δ)d(x, y), d(x, b) ≥ d(y, b)}

D(x, y)+ > (۱+ δ)d(x, y) آنͽاه نیفتد، اتفاق A(y, x) و A(x, y) از هیچͺدام اگر باشد. x, y ∈ X کنید فرض :١ ادعا
b ∈ Sx ∩ Sy اگر حال بیفتد. اتفاق D(x, y)+ ≤ (۱ + δ)d(x, y) کنید فرض یعنͬ بͽیرید، خلف فرض ادعا: اثبات
d(x, b) ≤ d(y, b) یا d(x, b) ≥ d(y, b) یا که مͬ�شود نتیجه باشد، D(x, y)+ = d(x, b) + d(y, b) که طوری به باشد

مͬ�شود. ثابت ادعا بنابراین و است تناقض که مͬ�افتد اتفاق A(y،x) یا A(x, y) یا بنابراین و مͬ�افتد اتفاق
مͬ�کنیم. انتخاب تصادفͬ صورت به را j ∈ {M۲ , . . . ,M − ۱} و x ∈ X که مͬ�کنیم تعریف صورت این به را µ توزیع
X روی یͺنواخت توزیع ͷی y توصیف این با مͬ�کنیم. انتخاب B(x, ۲j)\B(x, ۲j−۱) از تصادفͬ صورت به را y همچنین

مستقل�اند. y, j بعلاوه و است
.Prµ[A(x, y)] ≤ ۱

۴ :٢ ادعا
هر و x, y ∈ X هر برای کار، این برای مͬ�کنیم. ثابت را Prµ[A(x, y) | x = x′] ≤ ۱

۴ قوی�تر حͺم ادعا اثبات برای
رخداد A(x, y, b) مͬ�کنیم تعریف b ∈ Sx

d(x, b) + d(y, b) ≤ (۱+ δ)d(x, y), d(x, b) ≥ d(y, b)

داریم: تعریف این به توجه با باشد.
A(x, y) = ∪b∈SxA(x, y, b) ⇒ Prµ[A(x, y) | x = x′] ≤

∑
b∈Sx

Prµ[A(x, y, b) | x = x′]

١٠۶



داریم بیفتد، اتفاق A(x′, y, b′) اگر بͽیرید. نظر در b′ ∈ Sx′ و بͽیرید ثابت را x′ ∈ X حال
۱

۱+ δ
d(b′, x′) ≤ d(x, y) ≤ ۲d(b′, x′)

است صحیح j چون شده�است. محدود [log d(b′, x′)− ۱, log d(b′, x′)+ ۲] بازه به j که ۲j−۱ < d(x, y) ≤ ۲j همچنین و
است. ۸

M بازه این در j انتخاب احتمال بنابراین شده�است، انتخاب x = x′ از مستقل و
انتخابمͬ�کنیم. صورتتصادفͬ به را y ∈ B(x′, ۲j)\B(x′, ۲j−۱) و انتخابشده�باشد مقدار ۴ این از ͬͺی از j فرضکنید
وحود y۱, . . . , y ۱

δ
نقاط مجموعه�ی ،١٠ لم به بنا بنابراین و است یͺریخت lk۲ متناهͬ مجموعه�ی Xبا در B(x′, ۲j) مجموعه�ی

در مͬ�گیرد. قرار ∪
۱
δ
t=۱B(yt, ۶

√
δd(x′, b′)) درون مͬ�کند حفظ را A(x′, y, b′) خاصیت که y ∈ X هر که طوری به دارد

مͬ�آید: بدست داشته�باشد، را A(x′, y, b)خاصیت و باشد y ∈ B(x′, ۲j)\B(x′, ۲j−۱) اینͺه احتمال ∑نتیجه ۱
δ
t=۱ | B(yt, ۶

√
δd(x′, b′) |

| B(x′, ۲j)\B(x′, ۲j−۱) |
≤ ۱
δ
.
| B(y۱, ۶

√
δ۲j+۱) |

|B(x′,۲j)|
۲

≤ ۲
δ
(۲۴

√
δ)k

داریم: نامساوی�ها این به توجه با مͬ�شود. حاصل ١١ لم از آخر نامساوی که

Prµ[A(x, y) | x = x′] ≤| Sx | . ۸
M
.
۲
δ
(۲۴

√
δ)k ≤ ۱

۴
مͬ�شود. ثابت ادعا و

ادعای از مͬ�توانیم دارند، را µ توزیع در تقارن خاصیت x, y چون مͬ�کنیم. کامل را قضیه اثبات شده، ثابت ادعای به توجه با
.Prµ[A(x, y) ∨A(y, x)] ≤ ۱

۲ آوریم بدست و کنیم استفاده ٢
ادعای به توجه با حال بیفتد. ,A(yاتفاق x) نه و A(x, y) نه که طوری به دارد وحود x, y ∈ X احتمال قوانین از استفاده با
که مͬ�شود نتیجه بنابراین و ،D(x, y)− ≤ d(x, y) طرفͬ از .D(x, y)+ > (۱ + δ)d(x, y) داریم نقطه دو این برای ،١

مͬ�شود. ثابت حͺم و است تناقض که نداریم ,۰)-مثلث�بندی δ)

که طوری به دارد وجود O(k) دوگان بعد با n اندازه از ͷمتری ،ϵ < ۱
(۳k)k , n ≥ (kδ )

k, δ < ۱
۲ , k ≥ ۲ هر برای .١٣ قضیه

است. ثابت c آن در که است (cδ)
−k
۲+۱ log (n

−۱
۲k ) حداقل مرتبه دارای ,ϵ)-مثلث�بندی، δ) هر برای

است. ١٢ قضیه اثبات مشابه قضیه این اثبات

ابرمتری�ͷها و درختͬ متری�ͷهای
)-مثلث�بندی ۱

۹ , δ) هر که طوری به دارد وجود n اندازه از ابرمتری�ͷها) مشابه طور درختͬ(به متری�ͷهای از خانواده�ای .١۴ قضیه
است. (Ω(n))

۱
۱+δ مرتبه دارای

فرض و بͽیرید ثابت را ϵ < ۱
۹ باشد. آن برگ�های مجموعه L و باشد k ≥ ۱ ارتفاع با کامل دودویͬ درخت T فرضکنید اثبات.

mباشد. مرتبه�ی از ,ϵ)-مثلث�بندی δ) دارای مسیر) (کوتاهترین dͷمتری کنید
T از راس�هایͬ .| L |= ۲k > n

۲ مͬ�دانیم باشد. آن برگ�های مجموعه L و T راس�های تعداد n = ۲k+۱ − ۱ فرضمͬ�کنیم
مͬ�گیریم نظر در را T از زیردرختͬ ،j = ۱, . . . , ۲q برای مͬ�دهیم. نمایش z۱, . . . , z۲q با را هستند q = ⌈ k

۱+δ ⌉ عمق در که را
.j(v) = {j ∈ {۱, . . . , ۲q} : v ∈ Tj} مͬ�کنیم تعریف ،v ∈ L برای مͬ�دهیم. نشان Tj با را آن و است zj آن ریشه�ی که

دارد. Tj درخت ۲q از زیادی تعداد با ناتهͬ اشتراک راهنما، مجموعه� ،v ∈ L اکثر برای دهیم نشان مͬ�خواهیم
کنید فرض .| L۱ |=| L۲ |= |L|

۲ بنابراین باشند. ریشه بچه�های با مطابق T برگ�های از افرازی L = L۱ ∪ L۲ کنید فرض
,ϵ)-مثلث�بندی δ)صورت این در بͽیرید. تصادفͬ صورت به را (x, y) ∈ L∗ برگ�های جفت و L∗ = (L۱×L۲)∪ (L۲×L۱)

است: زیر خاصیت دارای

Pr(x,y)∈L∗ [D(x, y)− <
d(x, y)

۱+ δ
] ≤ ϵn۲

| L∗ |
< ۸ϵ (٢)
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صورت به y نقطه�ی و است T۱, . . . , T۲q mزیردرخت حداکثر از راس�هایͬ شامل Sx مجموعه�ی بͽیرید. نظر در ثابت را x بعلاوه
داریم: نتیجه در است. T۱, . . . , T۲q از زیردرخت ۲q−۱ روی یͺنواخت توزیع Tj(y) بنابراین و برگ |L|

۲ روی یͺنواخت توزیع
Pr(x,y)∈L∗ [Sx ∩ Tj(y) ̸= ∅] ≤ m

۲q−۱ (٣)

داریم: y برای مشابه طور وبه
Pr(x,y)∈L∗ [Sy ∩ Tj(x) ̸= ∅] ≤ m

۲q−۱ (۴)

.D(x, y)− < d(x,y)
۱+δ مͬ�دهد نتیجه Sx ∩ Tj(y) = Sy ∩ Tj(x) = ∅ از ادعا:

داریم: (۴) و (٣) ،(٢) و فوق ادعای به توجه با

۱− ۲m
۲q−۱ ≤ Pr(x,y)∈L∗ [Sx ∩ Tj(y) = Sy ∩ Tj(x) = ∅] ≤ Pr(x,y)∈L∗ [D(x, y)− <

d(x, y)

۱+ δ
] ≤ ۸ϵ

مͬ�دهد. نتیجه را حͺم این که .m ≥ Ω(۲q) > Ω((n۲ )
۱

۱+δ ) داریم نتیجه در و
L∗ تعریف به توجه با .Sx ∩ Tj(y) = Sy ∩ Tj(x) = ∅ و (x, y) ∈ L∗ کنید فرض مͬ�کنیم. ثابت را ادعا حال
داریم نیز فرض به توجه با .| d(x, b) − d(y, b) |< ۲q داریم b ∈ Sx ∩ Sy هر برای همچنین .d(x, y) = ۲k داریم

.j(x) ̸= j(y) و b /∈ Tj(x) ∪ Tj(y)
داریم: باشد. {x, y, b} سه�تایͬ در میانͬ راس w کنید فرض

d(x, b)− d(y, b) = d(x,w)− d(y, w) = d(x, y)− ۲d(y, w) = ۲k − ۲d(y, w) (۵)

به توجه با .d(y, w) > k − q بنابراین .w /∈ Tj(y) مͬ�شود نتیجه است x, b /∈ Tj(y) بین مسیر کوتاهترین روی w چون حال
بنابراین: و .d(y, b)− d(x, b) < ۲q مͬ�شود دیده مشابه طور به .d(x, b)− d(y, b) < ۲q داریم (۵)

| d(x, b)− d(y, b) |< ۲q ⇒ D(x, y)− < ۲q =
d(x, y)

۱+ δ

مͬ�شود. ثابت ادعا و

است. برقرار نیز ابرمتری�ͷها برای قضیه بنابراین داد گسترش ابرمتری�ͷها به مͬ�توان شد، ارائه بالا در که اثباتͬ

مرتبه�ی دارای ,ϵ)-مثلث�بندی ۳
۴ ) هر برای که طوری به دارد وجود ١ دوگان بعد با nاندازه�ی از ابرمتری�ͷها از خانواده�ای .١۵ قضیه

است. Ω(log ۱
ϵ )

۱ ≤ j < ۱ عمق در یال�های و ١ طول آن k عمق در یال�های که است k ≥ ۱ ارتفاع با کامل دودویͬ درخت T فرضکنید اثبات.
روی ͷابرمتری ͷی مسیر، کوتاهتری ͷمتری .n =| L |= ۲k و باشد T برگ�های مجموعه L کنید فرض است. ۲k−j−۱ طول به
است. T در زیردرخت ͷی با متناظر ͷمتری این در گوی ͷی زیرا است، ١ دوگان بعد دارای (L, d) بعلاوه مͬ�کند. القا برگ�ها

آنͽاه: باشد، j ∈ {۰, . . . , k} عمق در x, y ∈ Lمشترک جد کوچترین اگر
d(x, y) = ۲(۱+ ۲۰ + · · ·+ ۲k−j−۲) = ۲k−j

فرایند j ∈ [m] و x ∈ L برای دارد. m
۴ مرتبه از ,ϵ)-مثلث�بندی ۳

۴ ) ͷی (L, d) کنید فرض .m = log ۱
ϵ − ۳ دهید قرار

برای که است واضح است. ۲k−j دقیقا x از آن فاصله�ی که است b ∈ L شامل Sx که مͬ�کنیم تعریف صورت این به را A(x, j)
کنیم، انتخاب تصادفͬ را j ∈ [m] اگر حال مͬ�افتد. ,A(xاتفاق j) در ،j ͷی برای حداکثر ،Sx در راهنما عضو هر ،x ∈ L هر

داریم:

Prj [A(x, j)] ≤
| Sx |
m

≤ ۱
۴

(۶)

مͬ�کنیم: انتخاب تصادفͬ زیر روند با را (x, y) ∈ L× Lبرگ جفت حال

مͬ�کنیم. انتخاب تصادفͬ صورت به را x (١

مͬ�کنیم. انتخاب تصادفͬ صورت به را j ∈ [m] (٢
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جد کوچͺترین (معادلا مͬ�کنیم انتخاب است ۲k−j دقیقا x تا آن�ها فاصله�ی که نقاطͬ تمام از تصادفͬ صورت به را y (٣
است). j − ۱ عمق در y و xمشترک

داریم: (۶) به بنا شده�اند، انتخاب مستقل صورت به x, j چون

Prx,j,y[A(x, j)] ≤
۱
۴

داریم: و است y از مستقل j همچنین

Prx,j,y[A(y, j)] ≤
۱
۴

مͬ�شود: نتیجه بنابراین
Prx,j,y[A(x, j) ∨A(y, j)] ≤

۱
۲

(٧)

.D(x, y)− = ۰ ,D(xو y)+ ≥ ۴d(x, y) آنͽاه نیفتد، اتفاق A(y, j) و A(x, j) از ͷی هیچ اگر ادعا:
که: طوری به j = j۰ دارد وجود ،(٧) به توجه با که چرا مͬ�کند، ثابت را حͺم ادعا این

Prx,j,y[A(x, j) ∨A(y, j) | j = j۰] ≤
۱
۲

A(y, j) و A(x, j) از ͷی هیچ که دارد وجود (x, y) ∈ L × L برگ�های از متمایز زوج ۲ϵn۲ ≤ ۱
۲n.

n
۲j۰+۱ دیͽر عبارت به

,ϵ)-مثلث�بندی ۳
۴ ) فوق مثلث�بندی اینͺه یعنͬ این ,D(xو y)− = ۰ ,D(xو y)+ ≥ ۴d(x, y) ادعا به توجه با و نمͬ�افتد اتفاق

کنیم. ثابت را ادعا است کافͬ پس مͬ�شود. ثابت حͺم و نیست
باشد، z نسل از b اگر بنابراین باشد. x, y مشترک جد کوچͺترین z کنید فرض و بͽیرید b ∈ Sx ∩ Sy ادعا، اثبات برای
z نسل از b بنابرای است. تناقض در فرض با که باشد، d(x, y) = ۲k−j با برابر باید d(y, b) یا d(x, b) از ͬͺی دقیقا آنͽاه

نتیجه: در و نیست
d(x, b) = d(y, b) ≥ ۲k−j+۱ ⇒ D(x, y)+ ≥ ۴d(x, y), D(x, y)− = ۰

مͬ�شود. ثابت ادعا و
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آنلاین الͽوریتم�های
حسینͬ کاوه

تصادف١ͬ آنلاین الͽوریتم�های - دوم بخش

تصادفͬ آنلاین الͽوریتم�های معرفͬ ١

کارایͬ است ممͺن باشند داشته تصادفͬ انتخاب�های اگر آنلاین ،الͽوریتم�های صفحه�بندی مسئله�ی جمله از مسایل از بسیاری در
داشته�باشند. بهتری

است. آنلاین قطعͬ الͽوریتم�های فضای روی {Ax} احتمال توزیع ͷی A آنلاین تصادفͬ الͽوریتم� .١ تعریف

σ درخواست�های دنباله�ی دشمن خاصتعریفمͬ�شود. یͷدشمن به نسبت ALGآنلاین تصادفͬ الͽوریتم ͷی رقابتͬ ضریب
درخواست�ها تولید هنͽام است: این اساسͬ سوال حال است. گاه آ ALG الͽوریتم کار و ساز از دنباله تولید هنͽام و مͬ�کند تولید را
دشمن�های برخلاف فراموشͺار٢ دشمن�های نه؟ یا ببیند را ALG توسط قبلͬ شده�ی انجام تصادفͬ انتخاب�های مͬ�تواند دشمن آیا

است. شده آورده زیر در که شده�اند معرفͬ [٢] در بقیه و دیوید بن، توسط دشمن نوع سه ندارند. را توانایͬ این توافق٣ͬ

پاسخ درخواستͬ هر اینͺه از قبل و اول همان از باید را درخواست دنباله�ی همه�ی فراموشͺار فراموشͺار:دشمن دشمن .٢ تعریف
است. گاه آ قطعͬ الͽوریتم�های روی احتمال توزیع نحوه�ی از کند.ولͬ تولید داده�شود

به الͽوریتم پاسخ برمبنای را خود بعدی درخواست و ببیند را آنلاین الͽوریتم مͬ�تواند دشمن این آنلاین۴: توافقͬ دشمن تعریف٣.
درخواست�های به الͽوریتم پاسخ از اطلاع بدون و آنلاین صورت به را خود درخواست�های بایستͬ بدهد.دشمن قبلͬ درخواست�های

کند. مطرح آینده و حال

آفلاین شͺل به را دنباله مͬ�تواند که تفاوت این با است آنلاین توافقͬ دشمن همانند دشمن این آفلاین۵: توافقͬ دشمن .۴ تعریف
کند. تولید

به باشد داشته وجود b ثابت اگر مͬ�شود گفته فراموشͺار دشمن به نسبت -رقابتͬ ALGc آنلاین تصادفͬ الͽوریتم به .۵ تعریف
E[ALG(σ)] ≤ c.OPT (σ)+ شده�استداشته�باشیم، تولید فراموشͺار توسطدشمن دنباله�یدرخواستσکه برایهر طوریکه

گرفته�مͬ�شود. مربوطه احتمال توزیع تابع به توجه با ALG تصادفͬ انتخاب�های همه�ی روی ریاضͬ امید .b

١Randomized On-line Algorithm
٢Oblivious Adversary
٣Adaptive adversary
۴Adaptive online adversary
۵Adaptive offline adversary
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و E[ALG(σ)] و داده�شده�است ADV آفلاین) (توافقͬ آنلاین توافقͬ دشمن و ALG آنلاین تصادفͬ الͽوریتم کنید فرض
الͽوریتم به باشد. ADV و ALG برای ADV توسط تولیدشده دنباله�ی به پاسخ هزینه�ی ریاضͬ امید ترتیب به E[ADV (σ)]

همه�ی برای که طوری به باشد داشته وجود b ثابت اگر گفته�مͬ�شود (آفلاین) آنلاین توافقͬ دشمن به نسبت -رقابتͬ ALGc
انتخاب�های همه�ی روی ریاضͬ امید که E[ALG(σ)] ≤ c.E[ADV (σ)] + b ADV، (آفلاین) آنلاین توافقͬ دشمن�های

گرفته�مͬ�شود. ALG تصادفͬ

-رقابتͬ c آنلاین الͽوریتم ͷی وجودداشته�باشد، آفلاین توافقͬ دشمن به نسبت -رقابتͬ c آنلاین تصادفͬ الͽوریتم ͷی اگر .۶ قضیه
دارد.[٢] وجود قطعͬ

تصادفͬ الͽوریتم ͷی ALG باشد، آنلاین توافقͬ دشمن به نسبت -رقابتͬ c آنلاین تصادفͬ الͽوریتم ͷی ALG اگر .٧ قضیه
است.[٢] آفلاین توافقͬ دشمن به نسبت -رقابتͬ (c.d) آنلاین

ندارد. تاثیری توافقͬ دشمن�های مقابل در الͽوریتم کردن تصادفͬ که مͬ�شود نتیجه ۶ قضیه از دیͽر عبارتͬ به

c۲ قطعͬ الͽوریتم ͷی آنͽاه داشته�باشد، وجود آنلاین توافقͬ دشمن به نسبت -رقابتͬ c تصادفͬ الͽوریتم ͷی اگر .٨ نتیجه
دارد. وجود قطعͬ -رقابتͬ

- k از صفحه�بندی مسئله�ی برای آنلاین تصادفͬ الͽوریتم هیچ توافقͬ دشمن�های مقابل در دادند نشان [۵] سنیر و راقاوان
الͽوریتم�های برای k کران مͬ�توان مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم تمرکز فراموشͺار دشمن�های روی دلیل همین به ندارد. وجود بهتر رقابتͬ
و فیات توسط که است تصادف۶ͬ علامت�گذاری الͽوریتم�ها، این از ͬͺی بخشید. بهبود نمایͬ شͺل به کردن تصادفͬ با را قطعͬ

شد. ارائه [٣] بقیه
بدون بخش�های از ͬͺی خطا بروز بار هر با مͬ�کند. استفاده علامت�گذاری استراتژی از الͽوریتم تصادفͬ: علامت�گذاری

مͬ�شود. حذف و شده انتخاب تصادفͬ طور به علامت

تصادفͬ علامت�گذاری الͽوریتم

:pبخش درخواست با شده�اند. علامت�دار بخش�ها همه�ی ابتدا در

ندارد: M۱وجود در p اگر .١

بردار. را همه علامت هستند، M۱علامت�دار در بخش�ها همه�ی اگر –

کن. عوض شده�است انتخاب علامت بدون بخش�های بین از تصادفͬ طور به که بخشͬ با را p –

کن. علامت�دار را p .٢

داریم: زد. تقریب ln k با مͬ�توان که بͽیرید ͷهارمونی عدد k-امین Hkرا =
∑k
i=۱ ۱/i عدد

ln (k + ۱) ≤ Hk ≤ ln k + ۱

است.[٣] ۲Hk-رقابتͬ تصادفͬ علامت�گذاری الͽوریتم .٩ قضیه

نیست.[٣] Hkکمتر از فراموشͺار دشمن به نسبت صفحه�بندی آنلاین تصادفͬ الͽوریتم هیچ رقابتͬ ضریب .١٠ قضیه

شده�اند. معرفͬ [١و۴] در پیچیده�تری الͽوریتم�های

تصادفͬ علامت�گذاری الͽوریتم تحلیل ٢

ببینید. را [۶] مرجع

۶Randomized Marking

١١١



تصادفͬ آنلاین الͽوریتم�های همه�ی برای پایین کران ٣

مفید روش ͷی ١.٣
انتخاب با را کار این بیابیم؟ فراموشͺار دشمن به نسبت تصادفͬ الͽوریتم هر رقابتͬ ضریب برای پایین کران ͷی مͬ�توانیم چͽونه
الͽوریتم ریاضͬ امید با آن مقایسه�ی و آنلاین الͽوریتم بهترین هزینه�ی ریاضͬ امید محاسبه�ی و ورودی دنباله�های از D توزیع ͷی

مͬ�دهیم. Dانجام توزیع روی MIN
:σ دنباله�ی هر برای اگر است Aα-رقابتͬ مͬ�گوییم باشد. σ دنباله�ی Hروی قطعͬ الͽوریتم هزینه�ی CH(σ) کنید فرض

Exp[CAx(σ)] ≤ αCMIN (σ) + c

طرف دو از بͽیرید. ثابت را j داریم. σ ورودی دنباله�های روی D توزیع ͷی کنید فرض باشند. σ اول عضو j ،σj کنید فرض
گرفت. ریاضͬ Dامید توزیع روی σ دنباله�ی به نسبت مͬ�توان بالا نامساوی

Expy[Expx[CAx
(σjy)]] ≤ αExpy[CMIN (σjy)] + c

کرد. جابه�جا را ریاضͬ�ها امید مͬ�توان فوبین٧ͬ قضیه�ی از استفاده با
Expx[Expy[CAx(σ

j
y)]] ≤ αExpy[CMIN (σjy)] + c

دهید قرار
mj = min

H
(Expy[CH(σjy)])

داریم
mj ≤ αExpy[CMIN (σjy)] + c

بنابراین
mj

Expy[CMIN (σjy)]
≤ α+

c

Expy[CMIN (σjy)]

که شده�است انتخاب Dطوری کنید فرض
lim
j→∞

Expy[CMIN (σjy)] = ∞

بنابراین
lim
j→∞

mj

Expy[CMIN (σjy)]
≤ α

بهترین هزینه�ی ریاضͬ امید نسبت اندازه�ی به حداقل آنلاین تصادفͬ الͽوریتم هر رقابتͬ ضریب یعنͬ چیست؟ بیانͽر نامساوی این
کافͬ اندازه�ی به دنباله��های روی ریاضͬ امید که هنͽامͬ است آفلاین قطعͬ الͽوریتم بهترین ریاضͬ امید به آنلاین قطعͬ الͽوریتم

کنیم. بیشینه را نسبت تا کنیم انتخاب دلخواه طور به را D مͬ�توانیم گرفته�مͬ�شوند. طولانͬ
مͬ�کنیم: ثابت را ١٠ قضیه حال

نامساوی اینͺه برای اثبات.
mj ≤ Expx[Expy[CAx(σ

j
y)]]

حالت این در کنند. عمل بد یͺسان اندازه�ی به آنلاین قطعͬ الͽوریتم هر که مͬ�کنیم انتخاب طوری Dرا باشد محͺم٨ ممͺن حد تا
بخش k شامل M۱فقط اینͺه به توجه با کرد. انتخاب موجود بخش k + ۱ بین از یͺنواخت طور به σi انتخاب با را این مͬ�توانیم

.mj =
j
k+۱ پس مͬ�پردازد ۱

k+۱ هزینه�ی σi درخواست هر برای قطعͬ الͽوریتم هر است
مͬ�گیریم نتیجه ارائه�شده روش از استفاده با

α ≥ lim
j→∞

j

(k + ۱)Expy[CAx
(σjy)]

٧Fubini Theorem
٨Tight

١١٢



نوشت زیر شͺل به مͬ�توان را قضیه حͺم

lim
j→∞

j

Expy[CAx(σ
j
y)]

= (k + ۱)Hk

شامل i مرحله�ی مͬ�کنیم. تقسیم تصادفͬ مرحله�های به را σ کنیم. بررسͬ را MIN الͽوریتم رفتار بایستͬ ادعا این اثبات برای
X۰و = ۱ که هستند [Xi, Xi + ۱, . . . , Xi+۱ − ۱] در اندیس با درخواست�هایͬ

Xi+۱ = min{t : {σXi , σXi+۱, . . . , σt} = {۱, . . . , k + ۱}

خطا مرحله�ای در MIN اگر و است بخش k فقط به درخواست دارای مرحله هر هستند. تصادفͬ متغیرهای Xiها که شود توجه
خطاهایͬ تعداد برابر حداکثر σ خطاهایMINروی تعداد بنابراین رخ�دهد. بعد مرحله�ی از قبل نمͬ�تواند بعدی خطای داشته�باشد،
وجود j زمان تا که است مراحلͬ تعداد ریاضͬ امید برابر حداکثر MIN هزینه�ی ریاضͬ امید پس مͬ�دهند. رخ j زمان تا که است

پس دارند.
Expy[CMIN (σjy)] ≤ ۱+ Exp[max{p : Xp ≤ j}]

بدست تجدید٩ فرایند ͷی هستند، توزیع هم و مستقل {Yi} = {Xi+۱ − Xi : j ≥ ۰} تصادفͬ متغیرهای اینͺه به توجه با
داریم: تجدید فرایند�های نظریه�ی در مقدماتͬ قضایای از استفاده با مͬ�دهند.

lim
j→∞

j

۱+ Exp[max{p : Xp ≤ j}]
= lim
j→∞

j

Exp[max{p : Xp ≤ j}]

= Exp[length of phase]

= Exp[X۱ − ۱]

= Exp[X۱]− ۱

دادیم نشان

α ≥ Exp[X۱]− ۱
k + ۱

تعریف بنابر کنیم. محاسبه را Exp[X۱] بایستͬ حال
X۱ = min{t : {σ۱, . . . , σt} = {۱, . . . , k + ۱}}

با حالت این محاسبه�یExp[X۱]در است. مستقل بقیه�یدرخواست�ها از استو شده بخشتوزیع k+۱نواختبینͺی طور σiبه هر
کوپن کننده�ی یͷجمع برای لازم کوپن�های تعداد ریاضͬ امید Exp[X۱]نشان�دهنده�ی است. هم�ارز کوپن١٠ کننده�ی مسئله�یجمع
Zi = min{t :| {σ۱, . . . , σt} |= i} مͬ�کنیم تعریف مسئله حل برای آورد. بدست را مجزا کوپن�های همه�ی که طوری به است

داریم حال .i = ۱ . . . , k + ۱ که
Exp[X۱] = Exp[Zk+۱] =

∑
i = ۱k(Exp[Zi+۱]− Exp[Zi]) + Exp[Z۱]

=

k∑
i=۱

Exp[Zi+۱ − Zi] + ۱

= (k + ۱)(۱+
۱
۲
+

۱
۳
+ · · ·+ ۱

k
) + ۱

= (k + ۱)Hk + ۱

پس

α ≥ [(k + ۱)Hk + ۱]− ۱
k + ۱

٩Renewal Process
١٠Coupon collector problem

١١٣



تصادفͬ انتخاب الͽوریتم تحلیل ۴

ببینید. را [۶] مرجع
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