




فرما آخر قضیه
چراغ عل

یده چ

شده سع بوده، ن مم که آنجا تا شود. داده توضیح ١ فرما آخر قضیه اثبات روند و پیشنیازها مورد در م شود سع مقاله این در

جبری نظریه و رسته ها نظریه (کم پیشنیازها از بعض توضیح وجود این با ول باشد، نداشته پیشنیازی هیچ به نیازی مقاله این خواندن

کند. رجوع [۵] و [۶] به م تواند آن  ها یادگیری برای خواننده م کند. اشغال را بسیاری فضای اعداد)

مقدمه ١

را زیر ادعای فرما ٢ حساب کتاب از ویرایش در ،١۶٣٧ سال در

عب م ی که است ن ”غیرمم کرده ایم!): ترجمه را آن (که نوشت

چهارم، توان دو به را چهارم توان ی یا کرد، تجزیه عب م دو به را

من هم، شبیه توان دو به را دو از بزرگ تر توان هر کل حالت در و

کوچ تر حاشیه این که کرده ام پیدا این از فت انگیز ش اثبات ی

بسیاری ریاضیدان های او از پس دهم.” قرار را آن که است آن از

رسیدند. نیز جزئ نتایج به و کردند تلاش موضوع این اثبات برای

مثلا:

کرد. حل را چهارم توان حالت ،١۶۴٠ سال در فرما (١

را سوم توان حالت ١٧٧٠ و ١٧۵٨ سال های بین ٣ اویلر (٢

کرد. حل

که کرد ایجاد راه حل ،١٩ قرن اوایل در ۴ ژرمن سوف (٣

قضیه اول حالت ،١٠٠ از کمتر فرد اول توان های همه برای حداقل

.(xn + yn = zn ⇒ n | xyz) م کرد ثابت را فرما

حدود برای را قضیه جبری اعداد نظریه از استفاده با ۵ کومر (۴

کرد. ثابت اول اعداد از (! (حدس درصد 60

همه ی برای را قضیه اول حالت ۶ ترجانیان ،١٩٧٧ سال در (۵

کرد. اثبات (!٢ (غیر زوج توان های

حدس این بین ارتباط ی ٧ فری که بود ١٩٨۴ سال در ول

فرما آخر قضیه بودن غلط که کرد احساس و یافت بیضوی خم و

سال دو م شود. ٩ تانیاما و ٨ شیمورا از معروف حدس رد باعث

سر از حدس اثبات با و داد ادامه را روند این ١٠ ریبت آن، از پس
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شریف ریاض فرمامجله ی آخر ٩٧قضیه مهرماه دهم، شماره ی

حدس به را فرما آخر قضیه اثبات ،١٢ اپسیلون حدس نام به ،١١

اندرو ، انگلیس ریاضیدان او، از بعد داد. کاهش شیمورا‐تانیاما

۶ داشت، را مسئله این حل آرزوی کودک زمان از که ،١٣ وایلز

به موفق ١٩٩٣ سال در نهایت، در و کرد کار مسئله این روی سال

قضیه اثبات برای که شد شیمورا‐تانیاما حدس از مقداری اثبات

که شد پیدا وایلز اثبات در ال اش آن از پس بود. کاف فرما آخر

تلاش ر دی سال ی او) قدیم (شاگرد ١۴ تیلور و وایلز شد باعث

قضیه ،١٩٩۵ سال در انتها، در نمایند. برطرف را ال اش آن تا کنند

ایده های کردن قوی تر با همچنین شد. اثبات کامل به طور فرما آخر
١٧ دایموند و ١۶ کنراد و ١۵ بروی ر، دی ریاضیدان تعدادی وایلز،

کنند اثبات کامل به طور را شیمورا‐تانیاما حدس توانستند تیلور، و

شد. مدولاریت قضیه به تبدیل آن نام آن، از پس و

مدولار فرم های و بیضوی خم های مورد در ابتدا مقاله این در

فرما آخر قضیه اثبات روند سپس و م شود داده توضیح کم

ارجاع معمولا بودن، طولان دلیل به اثبات ها م شود. داده توضیح

شده اند. داده

قضیه صورت ٢

از و است اعداد نظریه در ساده صورت با قضیه ای فرما، آخر قضیه

است: قرار این

برای اگر باشد. صحیح عددی n ≥ 3 کنید فرض .١ قضیه

.ABC = 0 آن گاه An +Bn = Cn باشیم داشته A,B ∈ Z

کاملا روش با و برده زمان سال ٣۵٠ از بیش مسئله این حل

است. شده اثبات مستقیم غیر

داریم: آن گاه d|n اگر اولا

An +Bn = Cn ⇔ (A
n
d )d + (B

n
d )d = (C

n
d )d

و فرد اول های  n برای را مسئله است کاف که م دهد نشان این پس

خود را n = 4 حالت شود. حل ها  n همه برای تا کنیم حل n = 4

کافیست پس است. کرده ثابت خود نامتناه نزول روش با فرما

در که همان گونه کنیم. حل فرد اول های  n برای را فرما آخر قضیه

اثبات از قبل بسیاری اول اعداد برای قضیه این شد، گفته مقدمه

بود. مانده باق آن کل حالت ول بود شده حل وایلز

و کرده س فی را p فرد اول عدد ی بعد به این از ما پس

که به طوری ABC ̸= 0 برای Ap + Bp = Cp م کنیم فرض

کنیم! یافت تناقض م کنیم سع و gcd(A,B,C) = 1

بیضوی خم های ٣

هموار جبری خم ی گویا، اعداد روی بیضوی خم ی از منظور

باشد: شده داده زیر معادله ی با که به طوری است ١٨

y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ Q

چندجمله ای که بود خواهد این معن به بودن هموار صورت این در

بودن هموار کل حالت (در باشد نداشته رر م ریشه x3 + ax+ b

خم بر مماس خط ی خم، از نقطه هر در که است معن این به

زیر عدد خم این برای ١٩ تفکی کننده از منظور باشد). موجود

.∆ = −16(4a3 + 27b2) است:

تنها و اگر است ناصفر که دارد را خاصیت این تفکی کننده

(زیرا کرد پیشنهاد بررس برای را زیر خم فری باشد. هموار خم اگر

حدس های با متناقض نظر به که است تفکی کننده ای دارای خم این

است): بوده اخیر

F : y2 = x(x−Ap)(x+Bp)

تفکی کننده ی قدرمطلق (مینیمم مینیمال تفکی کننده اگر واقع در

از (همواری بیضوی خم این خم) این با ایزومورف خم های
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شریف ریاض فرمامجله ی آخر ٩٧قضیه مهرماه دهم، شماره ی

داریم: کنیم، حساب را است) آمده بدست ABC ̸= 0

∆F = 2−8(ABC)p

حدس آن با متناقض بنظر موارد از ی داشتن، کامل p‐ام توان این

م کنیم. بیان بعد تر را حدس آن است! بوده اخیر

برای م کنیم. بیان را بیضوی خم روی گروه عمل اینجا در

O = [0 : 1 : 0] گویای نقطه ی با E بیضوی خم ی کار این

اجتماع با برابر که یرید ب نظر در را آن پروژکتیو (نقاط کنید س فی

گروه عمل ی E(Q) روی م خواهیم است). O و آن آفین نقاط

و م گیریم نظر در را P,Q ∈ E(Q) نقطه دو پس کنیم. تعریف

تعریف ١ ل ش در شده داده نشان هندس ل ش به را آن ها جمع

کنیم، جمع خودش با را نقطه ای بخواهیم اگر همچنین م کنیم.

نقطه) آن در خم بر مماس (خط خودش و نقطه آن از گذرنده خط

به م توان زیرا است، خوش تعریف عمل این م گیریم. نظر در را

.P +Q ∈ E(Q) گرفت نتیجه خم و خطوط معادله ی از سادگ

(a, b ∈ Z) صحیح اعداد روی شده تعریف E بیضوی خم ی

،l ∤ ∆E اگر و گرفت نظر در l اول عدد ی پیمانه به م توان را

جدید بیضوی خم واقع در کرد. پیدا را جدیدی بیضوی خم

تابع (̄.) : Z → Z/lZ ∼= Fl که Ē : y2 = x3 + āx + b̄

تعریف l پیمانه به بیضوی خم ٢٠ کاهش با برابر را است، تصویر

کاهش یافته خم که بود خواهد این ل مش ،l | ∆ اگر حال م کنیم.

داریم: حالت دو پس و بود خواهد ناهموار نقطه ی دقیقاً در

که دارد متفاوت مماس دوخط ناهمواری، نقطه آن در خم (١

گوییم. ٢١ ضربی کاهش آن به صورت این در

که دارد رر) (م مماس خط ی ناهمواری، نقطه آن در خم (٢

گوییم. ٢٢ جمع کاهش آن به صورت این در

البته که دارند ساده ای تفسیر ” ”جمع و ”ضربی” اصطلاحات

نم کنیم. بیان را آن پس و ندارند ما بحث در اهمیت

کاهش های همه ی در که دارد را خاصیت این ،F فری خم حال

باشیم داشته کنید فرض واقع در دارد. ضربی کاهش ناهموار،

داریم: پس و l | A مثلا پس .l | 2−8(ABC)p

F̄ : y2 = x(x)(x+ B̄p)

کاهش l در زمان دقیقاً و است ناهموار (0, 0) نقطه ی در خم این

طبق پس و l | B یعن این اما ،B̄p = 0 که دارد جمع

متناقض که l | gcd(A,B,C) پس ،l | C داریم Ap +Bp = Cp

دارد نیمه پایدار کاهش نقطه هر در فری خم پس است. فرض با

ضربی). کاهش یا باشد) هموار خم، این کاهش (که خوب (کاهش

(همان متناه میدان های روی بیضوی خم های نقاط تعداد

برخوردار فوق العاده ای اهمیت از اول) اعداد پیمانه به آن ها کاهش

این در م گیریم. نظر در را al = l+1−♯(Ē(Fl)) اعداد ما است.

استفاده با م توان و ( ٢٣ هسه (قضیه |al| ≤ 2
√
l داریم صورت

(فرض کرد تعریف را بیضوی خم های L‐توابع٢۴ اعداد، این از

باشد): نیمه پایدار خم م کنیم

L(E, s) =
∏
l|∆

1

1± l−s

∏
l∤∆

1

1− all−s + l1−2s

مماس های (شیب های دارد موضع شرط ی به بستگ ± علامت

هسه قضیه طبق ( Fl2 در یا هستند Fl در یافته کاهش بیضوی خم

(چرا؟). است را هم Re s > 3
2 برای تابع این

مدولار فرم های ۴

تابع ی ،k وزن با SL2(Z) روی مدولار فرم ی از منظور

به طوری است)، C بالای نیم صفحه ی H) است f : H → C

که

f(
az + b

cz + d
) = (cz + d)kf(z), z ∈ H,

a b

c d

 ∈ SL2(Z)

(١)
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شریف ریاض فرمامجله ی آخر ٩٧قضیه مهرماه دهم، شماره ی

شرط باشد. تحلیل ”∞” در همچنین و H نقاط همه ی روی و

f(z) = داریم (چون f ٢۵ فوریه بسط که است معن این به آخر

شود: شروع صفر از بی نهایت در بالا) رابطه از f(z + 1)

f(q) =
∑
n≥0

anq
n, q = e2πiz, an ∈ C

Mk(SL2(Z)) با را SL2(Z) روی k وزن از مدولار فرم های همه ی

م توان را تعریف این که است واضح همچنین م دهیم. نمایش

شرط در که ل ش این به داد تعمیم Γ مثل SL2(Z) از زیرگروه هایی

فرض .

a b

c d

 ∈ Γ باشیم داشته

a b

c d

 ∈ SL2(Z) جای به (١)

که N ی برای Γ(N) ⊆ Γ یعن نباشد کوچ خیل Γ م کنیم

Γ(N) = {

a b

c d

 ∈ SL2(Z) |

a b

c d

 ≡

1 0

0 1

 mod N}

م دهیم: قرار هم چنین

Γ0(N) = {

a b

c d

 ∈ SL2(Z) | c ≡ 0 mod N}

و (چرا؟) است SL2(Z) در متناه اندیس از Γ(N) صورت این در

زیرگروه هایی چنین به هستند. متناه اندیس از نیز Γ0(N) و Γ پس

قبل، مانند پس گوییم. ٢۶ هم نهشت زیرگروه های SL2(Z) از

فرم های م دهیم. نمایش Mk(Γ) با را فضا این در مدولار فرم های

Mk(Γ) ها از کدام هر که دارند را مهم خاصیت این مدولار

باشیم، داشته مدولار فرم ی اگر مثلا (پس هستند متناه بعد

فوریه ضرایب و بنویسیم فضا این در پایه ای برحسب را آن م توانیم

بشناسیم). بهتر را مدولار فرم آن

مدولار فرم ی ،Γ روی k وزن از ٢٧ کاسپ فرم ی از منظور

صفر Γ ”کاسپ”های همه ی در که به طوری است Γ روی k وزن با

را H/Γ فضای م توان باشد، هم نهشت زیرگروه ی Γ اگر شود:

بطوری است باز ریمان رویه ی این صورت این در گرفت. نظر در

نقطه، متناه این به دارد. نیاز نقطه متناه به آن ٢٨ فشرده سازی که

روی k وزن از کاسپ فرم های همه ی فضای گوییم. Γ کاسپ های

مدولار فرم ی از منظور همچنین م دهیم. نمایش Sk(Γ) با را Γ

کاسپ) (فرم مدولار فرم ی ،n مرحله ی و k وزن از کاسپ) (فرم

است. (Sk(Γ0(N))) Mk(Γ0(N)) در

برای م دهیم. توضیح مختصراً را ٢٩ ه ه رهای عمل حال

از کدام هر که کنید دقت اولا .Γ = SL2(Z) کنید فرض سادگ

داد: نمایش C در ه شب ی با م توان را صفحه بالای نقاط

H → L

α 7→< α, 1 >

در را ه ها شب اگر همچنین و ه هاست شب همه ی مجموعه ی ،L که

تابع یریم، ب نظر در مختلط) عدد ی در (ضرب ٣٠ هموتت حد

داد: خواهد دوسویی ی بالا

H → L/homothety

پس کرد. تعریف نیز ه ها شب روی م توان را مدولار فرم های پس

قرار صورت این در کنید. س فی f مثل k وزن از مدولار فرم ی

م دهیم:

f(< ω1, ω2 >) = (ω2)
−kf(ω1/ω2)

نظر در را زیر صوری جمع و یرید ب نظر در L ه شب ی مثلا حال

:(n ∈ N) یرید ب

TnL :=
∑

[L:L′]=n

L′

دهید: قرار f ∈ Mk(SL2(Z)) برای و

Tnf(L) = nk−1
∑

[L:L′]=n

f(L′)

و Mk(SL2(Z)) روی رهایی عمل Tn ها صورت این در

با برابر را [λ] ،λ ∈ C∗ برای همچنین بود. خواهند Sk(SL2(Z))

دهید: قرار f ∈ Mk(SL2(Z)) برای و کنید تعریف L 7→ λL

([λ]f)(L) = f(λL)
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شریف ریاض فرمامجله ی آخر ٩٧قضیه مهرماه دهم، شماره ی

کاسپ فرم های و مدولار فرم های فضاهای از ری عمل نیز [λ]

بود. خواهد

ر دی ی با ها  [λ] و ها  Tn که کرد چ به سادگ م توان حال

پترسون: داخل ضرب به نسبت Tn ها و م شوند جابجا

(f, g) :=

∫
H/SL2(Z)

f(τ)ḡ(τ)(Im τ)kdν(τ),

ν(τ) = y−2dxdy, f, g ∈ Sk(SL2(Z))

k وزن از کاسپ فرم های فضای م توان پس هستند. خودالحاق

و ه ی (که کرد تجزیه Tn ها همه ی ویژه فرم های به را SL2(Z) روی

برابر و کرد پیدا صریحاً م توان را ویژه فرم های این هستند). عمود

رهای عمل که مهم خواص م شوند. ٣١ آیزنشتاین سری های با

از: عبارتند دارند ه ه

.λ, µ ∈ C∗ برای [λ][µ] = [µ][λ] (١

.n ∈ N و λ ∈ C∗ برای [λ]Tn = Tn[λ] (٢

باشند. اول هم به نسبت m,n اگر TnTm = Tnm (٣

.n ∈ N و اول l برای TlnTl = Tln+1 + lTln−1 [l] (۴

‐ام n ضریب an(f) از منظور که a1(Tnf) = an(f) (۵

است. بی نهایت در f فوریه ی

را ه ه رهای عمل این م توان کل  تر، حالت در همچنین

Mk(Γ2) به (Sk(Γ1)) Mk(Γ1) از خط توابع که کرد تعریف

فقط است، مهم ما برای که چیزی بود. خواهند (Sk(Γ2))

روشن کننده آن تعریف که هست Sk(Γ0(N)) روی ه ه رهای عمل

روی سادگ به (م توان بود خواهد قبل حالت از تعمیم و نیست

این که خواص همچنین کرد). تعریف را آن ها فوریه بسط های

بالا خواص مشابه دارند، Sk(Γ0(N)) روی کل تر ه ه رهای عمل

کنیم). جمع بیشتر را حواسمان باید l | N (برای است

حدس از قسمت هایی رها عمل این کاربردهای از ی مثلا

تابع واقع در است. بوده ٣٢ رامانوجان

∆(q) = q(1− qn)24, q = e2πiz

تابع τ(n) که دارد را η(q) =
∑

n≥1 τ(n)q
n فوریه ی بسط

که بود زده حدس رامانوجان است. رامانوجان

است. ضربی τ تابع (١

داریم: n ∈ N و اول l برای (٢

τ(ln+1) = τ(l)τ(ln)− l11τ(ln−1)

.|τ(l)| ≤ 2l11/2 (٣

و است بعدی ی S12(SL2(Z)) فضای که دید م توان حال

Tn ها همه ی ویژه ی بردار باید η پس .S12(SL2(Z)) =< ∆ >

باشیم: داشته باید ۵ خاصیت طبق پس باشد.

a1(Tn∆) = an(∆) = τ(n)

τ(n) آن متناظر مقدارویژه ی باید پس ،a1(∆) = 1 که آنجا از و

دوم قسمت ∆ روی به کردن عمل با ۴ خاصیت از پس و باشد

روند همین با نیز ٣ خاصیت از همچنین م آید. بدست حدس

سخت تر حدس سوم قسمت م آید. بدست حدس اول قسمت

م آید. بدست ٣٣ وی حدس های اثبات از و است

که به طوری یرید ب نظر در f ∈ Sk(Γ0(N)) کاسپ فرم ی

٣ خواص صورت این در باشد. (n ∤ N) Tn ها همه ی ویژه ی فرم

بسط ضرایب ‐تابع L ما که م کنند پیشنهاد ه ه رهای عمل ۴ و

یریم: ب نظر در را آن فوریه ی

دهید: قرار f =
∑

n≥1 anq
n اگر

L(f, s) =
∑
p∤N

an
ns

اویلری حاصلضرب تابع این که داریم تیلور بسط و ۴ و ٣ از پس و

دارد: را زیر

L(f, s) :=
∏
p∤N

1

1− app−s + p1−2s

م اندازد. بیضوی خم های L‐تابع یاد را ما اویلری حاصلضرب این

وجود بیضوی خم های و ویژه فرم های بین رابطه ای احتمالا پس

دارد.
31Eisenstein series
32S. Ramanujan
33Weil conjectures
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شریف ریاض فرمامجله ی آخر ٩٧قضیه مهرماه دهم، شماره ی

”حدس (همان مدولاریت قضیه از ساده بیان ی م توان حال

گفت: را بودیم!) داده وعده که اخیر”

l کنید فرض باشد. بیضوی خم ی E/Q کنید فرض .٢ قضیه

al = l+1− Ē(Fl) دهید قرار صورت این در باشد. اول عدد ی

f ∈ S2(Γ0(N)) صورت این در خوب) کاهش با p های (برای

همه ی ویژه ی فرم و ”جدید” و (a1(f) = 1) نرمال که دارد وجود

.l متناه بجز همه برای al(f) = al و باشد ه ه رهای عمل

باشد: نیامده (d | N) S2(Γ0(d)) از f این که یعن ”جدید”

ی h : z 7→ g(Nd z) آن گاه باشد، g ∈ S2(Γ0(d)) اگر واقع، در

ترکیب f یعن جدید از منظور و هست S2(Γ0(N)) در کاسپ فرم

نباشد. کمتر d های برای S2(Γ0(d)) خم های این از تعدادی خط

داشت: خواهیم قضیه این فرض با

L(E, s) = L(f, s)

جوری را توابع این م توان شده گذاشته کنار اول عدد متناه (روی

(معادله خوب خواص پس و باشد) درست بالا رابطه که کرد تعریف

کاسپ فرم های L‐توابع برای که (... و تحلیل گسترش و تابع

م رسد. بیضوی خم های L‐توابع به است ساده

گالوا نمایش های ۵

مدولار فرم های و بیضوی خم های روی گالوا نمایش های این جا در

ر دی صورت نیز گالوا نمایش های بودن (مساوی م دهیم توضیح را

ی گالوا نمایش ی از منظور بود). خواهد مدولاریت قضیه از

GQ = Gal(Q̄/Q) که است ρ : GQ → GLn(A) همومورفیسم

نمایش های از مثال ی است. دار ی و جابجایی حلقه ی ی A و

زیر ل ش به ی  بعدی نمایش این است. ٣۴ دایره بر نمایش گالوا

دهید قرار و کنید س فی را l اول عدد ی م شود: تعریف

χl : GQ → Z∗l

که به طوری

σ : ζln 7→ ζ
χl(σ)
ln n ∈ N

زیر معن به ٣۶ غیرشاخه ای و ٣۵ شاخه ای نمایش های همچنین،

هستند:

هرگاه گویند غیرشاخه ای l اول عدد در ρ نمایش به .١ تعریف

این غیر در و است l در ٣٧ ون س گروه ی Il که ρ(Il) = {1}

گویند. l در شاخه ای آن به صورت

بیضوی. خم های روی گالوا نمایش های

گروه عمل که دیدیم یرید. ب نظر در را E/Q بیضوی خم ی

گرفت: نظر در را آن روی ٣٨ تابی نقاط م توان پس و داریم E روی

E[n] = {p ∈ E(Q̄) | [n]p = O}

داریم: صورت این در

E[n] ∼= Z/nZ× Z/nZ

م کنیم: تعریف زیر ل ش به را ٣٩ تیت مدول حال

Tl(E) := lim
←

E[ln] ∼= Zl × Zl

هاست. ۴٠ l‐تایی اعداد گروه Zl که

معرف گالوا نمایش ی م توان تیت مدول از استفاده با

م توان P = (x, y) ∈ E[ln] نقطه ی هر برای واقع در کرد،

بدست را Pσ = (σ(x), σ(y)) و داد اثر آن روی را σ ∈ GQ

شده تعریف گویا توابع ل ش به گروه، عمل که آنجا از که آورد

ل ش به نمایش م توان پس باشد. E[ln] در باید Pσ است،

این ها که کرد تعریف ρ : GQ → GL(E[ln]) = GL2(Z/lnZ)
34Cyclotomic
35Ramified
36Unramified
37Inertia group
38Torsion points
39Tate module
40l-adic numbers
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شریف ریاض فرمامجله ی آخر ٩٧قضیه مهرماه دهم، شماره ی

پیدا تیت مدول روی گالوا نمایش پس و سازگارند وارون سیستم با

م کنیم:

ρE,l : GQ → GL(Tl(E)) ∼= GL2(Zl)

مدولار. فرم های روی گالوا نمایش های

اصل قسمت و است قبل حالت از دشوارتر کم این تعریف

باید ابتدا آن ساخت برای واقع در م دهیم. ارجاع را آن ساخت

نمایش سپس و بسازیم ( کل حالت در آبل (واریته بیضوی خم ی

پس کنیم. تعریف مدولار فرم این نمایش با مساوی را آن روی گالوا

بسط ضرایب همه ی که باشد طوری f ∈ S2(Γ0(N)) کنید فرض

ی م توان آن از استفاده با صورت این در هستند. گویا آن فوریه ی

صورت معن (به باشد مدولار که به طوری ساخت Ef بیضوی خم

م دهیم: قرار سپس و بالا) مدولاریت قضیه

ρf,l := ρEf ,l

به م توانید بیضوی خم آن ساخت نحوه دیدن برای

کنید. رجوع [٢] از ۵ .٢ بخش

م کنیم: بیان را مدولاریت قضیه از دوم صورت حال

در باشد. Q روی بیضوی خم ی E کنید فرض .٣ قضیه

همه ی فرم ویژه ی و جدید f (که f ∈ S2(Γ0(N)) صورت این

برای که دارد وجود گویا) فوریه ضرایب دارای و ه ه رهای عمل

اول: l های همه

ρf,l ∼ ρE,l

است. مزدوج معن به ∼ علامت

همین گرفت پیش در فرما آخر قضیه اثبات برای وایلز که روندی

قضیه که بود این کرد او که کاری و بود مدولاریت قضیه از صورت

خم جمله (از نیمه پایدار بیضوی خم های همه ی برای را مدولاریت

بود. کاف فرما آخر قضیه اثبات برای که کرد اثبات فری)

ریبت) (قضیه اپسیلون حدس ۶

و کرد اثبات را آن ریبت و کرد مطرح سر بار اولین را حدس این

این داد. کاهش شیمورا‐تانیاما حدس به را فرما آخر قضیه اثبات

م زند: حرف کاسپ فرم ی مرحله ی دادن کاهش مورد در قضیه

در f و باشد اول عدد q کنید فرض ریبت) (قضیه .۴ قضیه

و (a1(f) = 1) نرمال جدید کاسپ فرم ی S2(Γ0(lN))

نمایش های دارای که به طوری باشد ه ه رهای عمل همه ی فرم ویژه

غیرشاخه ای l در نمایش این و باشد ρf,q ۴١ تحویل ناپذیر” ”مطلقاً

آن گاه .(l = q) l ̸= q اگر باشد ( ۴٢ ”صاف” و ” (”متناه

داریم: که دارد وجود جدید و نرمال g ∈ S2(Γ0(N))

ρf,q ∼ ρg,q

.[٣] به شود رجوع اثبات.

این سطح از آنها توضیح که دارند جزئ معان صاف و متناه

به نمایش های عنوان به یعن تحویل ناپذیر مطلقاً است. بالاتر مقاله

در را قضیه این از استفاده نحوه ی باشند. تحویل ناپذیر GL2(F̄p)

م دهیم. توضیح آخر بخش

گالوا نمایش های دگردیس های ٧

م خواهیم و داریم گویا اعداد روی بیضوی خم ی کنید فرض

نمایش اگر صورت این در کنیم. بررس را آن روی گالوا نمایش های

بسیار کار نظر به آن بررس یریم، ب نظر در را تیت مدول کل روی

بررس را l‐تابی نقاط روی نمایش ابتدا ما پس است. سخت

تمام را کار نمایش، این بررس با ایده ای با م کنیم سع و م کنیم

کنیم!

سع و م نویسیم کل تر را گالوا نمایش های قسمت این در

(شرط هایی دهیم قرار آن روی محدودکننده ای شرط های م کنیم

نیمه پایدار خم های روی گالوا نمایش های برای باشیم مطمئن که

کنیم. اثبات را آن ها مدولاریت و باشند) درست
41Absolutely irreducible
42flat
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شریف ریاض فرمامجله ی آخر ٩٧قضیه مهرماه دهم، شماره ی

حلقه ی O و باشد Ql متناه توسیع ی K کنید فرض .٢ تعریف

همه از اشیا کنید: تعریف را CO رسته باشد. K صحیح اعداد

ماکسیمال ایدآل (با A موضع نوتری O‐جبرهای

π : A → O ( ۴٣ تشدید (نگاشت پوشا نگاشت همراه به (

نگاشت های و A/mA
∼= O/mO = Fq که به طوری کنید تعریف

کنید تعریف O روی همومورفیسم های O‐جبر برابر را اشیا این بین

شود): جابجا زیر (نمودار

A A′

O O

πA πA′

1O

م خواهیم کنید. س فی را A مثل بالا رسته از ء ش ی حال

م کنیم: تعریف را گالوا نمایش های ۴۴ دگردیس

س فی ρ0 : GQ → GLm(Fq) گالوا نمایش ی (١ .٣ تعریف

نمایش ی گالوا نمایش این از ρ ۴۵ بالابری ی از منظور کنید.

ρ0 برابر mA پیمانه ی به ρ که به طوری است ρ : GQ → GLm(A)

شود.

ی هرگاه گوییم ۴۶ معادل اکیداً را ρ0 از ρ, ρ′ بالابری دو (٢

داشته و شود همان mA پیمانه ی به که باشد داشته وجود C ماتریس

باشیم:

ρ(g) = C−1ρ′(g)C, g ∈ GQ

رابطه ی از هم ارزی مولفه ی ی ρ0 دگردیس ی از منظور (٣

است. بالا هم ارزی

نمایش های دگردیس های روی باید را گفتیم که شرط هایی حال

ρ0 : GQ → GLm(Fq) گالوا نمایش ی پس دهیم: قرار گالوا

آن ها در ρ0 که دهید قرار اول اعداد مجموعه ی را S و کنید س فی

حال (چرا؟). است متناه مجموعه ی ی این است. شاخه ای

باشد. اول اعداد از متناه مجموعه ی ی Σ کنید فرض

هرگاه: گوییم DΣ نوع از را ρ دگردیس .۴ تعریف

باشد. غیرشاخه ای Σ ∪ S ∪ {p} از بیرون ρ (١

.det ρ = χp (٢

،l ∈ S هر برای (٣

ρ|Il ∼

1 ∗

0 1


است. l در نیمه پایداری شرط این

دو این ها .۴٧ ” ”معمول یا باشد ”صاف” یا ρ|Dp
تحدید (۴

است. بالاتر مقاله این سطح از آن ها تعریف هستند موضع شرط

Σ یی برای هرگاه گوییم ۴٨ مجاز دگردیس ای، به همچنین

DΣ نوع از دگردیس های همه ی مجموعه های حال باشد. DΣ

و DAΣ(A) با ترتیب به را DΣ نوع از مدولار دگردیس های و

که کرد ثابت م توان صورت این در م دهیم. نشان DMΣ(A)

فانکتور عنوان به آن ها به اگر و هستند متناه مجموعه ی دو این ها

کنیم: نگاه ۴٩

DMΣ ⊆ DAΣ : CO → FiniteSets

مثل دارند وجود CO از عضو دو پس بود. خواهند ۵٠ نمایش پذیر

که به طوری TΣ و RΣ

DMΣ(A) = Hom(TΣ, A) ⊆ DAΣ(A) = Hom(RΣ, A)

پیدا ϕΣ : RΣ → TΣ کانون تابع ی A = TΣ دادن قرار با حال

م کنیم: پیدا را زیر نمایش های م توانیم حال م کنیم.

ρunivΣ : GQ → GL2(RΣ)

ρuniv.mod
Σ : GQ → GL2(TΣ)

اثبات برای وایلز که کاری م شوند. مربوط هم به ϕΣ با که به طوری

است: زیر قضیه اثبات م کند، قضیه این

است. CO رسته در ایزومورفیسم ϕΣ ( اصل (قضیه .۵ قضیه
43Augmentation
44Deformation
45Lift
46Strictly equivalent
47Ordinary
48Admissible
49Functor
50Representable
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شریف ریاض فرمامجله ی آخر ٩٧قضیه مهرماه دهم، شماره ی

تعداد که م دهد نشان زیرا م کند، تمام را کار قضیه این

A ها همه ی برای DAΣ(A) و DMΣ(A) مجموعه های اعضای

پس و هستند مدولار مجاز، دگردیس های همه ی پس و است ی

اثبات نحوه ی م رسد. اتمام به نیمه پایدار خم های مدولاریت قضیه

م زند استقرا Σ اعضای تعداد روی او که است ل ش این به وایلز

برای هوشمندانه ای انتخاب و م سازد صریح به طور را TΣ و RΣ و

را مسئله این جبر تکنی های با سپس و م کند آن ها تشدید توابع

حلقه ها این در ناوردا ی اعضای تعداد درباره نامساوی ی به

ابتدایی اثبات در که اف ش م کند. اثبات را آن و م کند تبدیل

کامل (Σ = ∅) استقرا پایه اثبات که بود این داشت وجود وایلز

ذارند ب زمان آن روی ر دی سال ی شدند مجبور تیلور و او و نبود

جبری تکنی های از استفاده با باز را کار این کنند. اثبات آنرا تا

آن دقیق اثبات خواندن برای کردند. اثبات استقرا گام حالت مشابه

کنید. رجوع [١] وایلز مقاله به م توانید

اثبات اتمام ٨

دارد: نابدیه جواب ی فرما معادله ی که کردیم فرض پس

کردیم: تعریف زیر ل ش به را فری خم حال Ap + Bp = Cp

را آن روی گالوای نمایش های و F : y2 = x(x− Ap)(x+Bp)

پس و هستند مجاز نمایش ها این که دید م توان گرفتیم. نظر در

نرمال مدولار فرم ی پس و هستند مدولار وایلز، اصل قضیه از

مربع از خال عددی N که م کنیم پیدا N ی برای S2(Γ0(N)) در

و ۵١ میزر از قضیه ای ترکیب از (این N | 2ABC که بود خواهد

[۴] در را این م توانید نکردیم. بیان را آن که م آید بدست ریبت

شرط م توان خم ی تفکی کننده از استفاده با حال کنید). پیدا

اگر داد. قرار l‐تابی نقاط از آمده بدست گالوای نمایش های روی

اعداد همه ی که م شود نتیجه دهیم انجام فری خم برای را کار این

م کنند صدق ریبت قضیه ی شروط در م کنند عاد را ABC که اول

کاسپی فرم م توان ریبت قضیه طبق پس قضیه). در q عنوان (به

(این S2(Γ0(2)) = {0} داریم اما کرد. پیدا S2(Γ0(2)) در نرمال

بدست دارد صفر ۵٢ گونه H/Γ0(2) فشرده سازی این که از به سادگ

همان این ندارد. وجود آن در نرمال مدولار فرم پس و م آید)

بودیم! دنبالش که بود تناقض
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اول) عصبی(قسمت ه های شب بر مقدمه ای

هاشم سروش سید

یده چ

واقع عصبی ه های شب بررس به سپس م شوند. مطرح ن مم ل ش ساده ترین به ماشین یادگیری اولیه مفاهیم ابتدا مقاله این در

ه های شب پیچیده انواع برخ نیز نهایت در کنیم. طراح مصنوع عصبی ه های شب آن ها از گرفتن الهام با م شود تلاش و م شود پرداخته

م شوند. بیان عصبی ه های شب فت انگیز ش کاربرد های از تعدادی و م شوند معرف عصبی

مقدمه ١

کردند سع بسیاری دانشمندان و ریاض دانان تاریخ طول در

شبیه ماشین ها در را م شد تلق انسان ها مختص که کارهایی

به دهند. نسبت آن ها به دفاع قابل صورت به یا کنند سازی

توانایی که ساخت ماشین ١٩٣٧ سال در Alan Turing مثال طور

تعبیری داشت(به را خود استنتاج های بنابر گیری تصمیم و استنتاج

John von طور همین یرد). ب تصمیم و کند فکر م توانست

بازنویس توانایی که نوشت برنامه ای ١٩۴٩ سال در Neumann

ویروس ها مشابه م توانست تعبیری داشت(به را نو از خود کد

درک افزایش در یری چشم موفقیت های همچنین کند). مثل تولید

دست به آن ها در انه پنج حواس ایجاد و اطراف دنیای از ماشین ها

فیلسوفان و ایده پردازان ، عمل ردهای روی این بر علاوه است. آمده

ی که گفته اند سخن انسان ها و ماشین ها شباهت درباره بسیاری

نظریه شدن اعمال درباره Samuel Butler ایده آن ها جالب ترین از

نظریه که طور همان بود معتقد او ماشین هاست. روی داروین

صدق نیز ماشین ها برای است، درست زنده موجودات برای داروین

م کنند پیدا (cognition)هویت ماشین ها که م رسد روزی و م کند

م شوند. انسان ها زین جای کم کم و

و پرچالش ترین از ی ایده ها، و تلاش ها این تمام بین در

ماشین ی آیا بود. ماشین» «یادگیری موضوعات، پرکاربردترین

کند کسب تجربه انسان همانند م تواند آیا بیاموزد؟ چیزی م تواند

ماشین های م تواند ماشین ی آیا کند؟ اصلاح را اشتباهاتش و

خطرناک(مانند ماموریت ی برای م توان آیا دهد؟ آموزش را ر دی

از تیم بمب) ی انداختن کار از یا حریق، از انسان ها نجات

و باشند متخصص زمینه ای در ی هر که کرد تربیت ماشین ها

دهند؟ انجام انسان ها جان افتادن خطر به بدون را ماموریت بتوانند

کاربردی تر مراتب به موجودات به را ماشین ها م تواند «یادگیری»

کند. تبدیل

ماشین یادگیری اولیه مفاهیم ٢

یابیم. دست «یادگیری» برای ریاض مدل ی به باید اول مرحله در

است: صورت این به کاربردی البته و ساده بسیار مدل های از ی

پذیر محاسبه لزوما که داریم f : X 7→ Y مانند «تابع

ی نام یافتن مثلا نداریم. آن محاسبه برای فرمول یا نیست

١٠



شریف ریاض اول)مجله ی عصبی(قسمت ه های شب بر ٩٧مقدمه ای مهرماه دهم، شماره ی

مانند نمونه خروج و ورودی تعدادی او. چهره دیدن با انسان

با م خواهیم داریم. (x(1), y(1)), (x(2), y(2)), . . . , (x(n), y(n))

بر علاوه که بیابیم f̂ : X 7→ Y مانند تابع نمونه ها این کم

کند.» کار خوب نیز جدید نمونه های برای بتواند موجود نمونه های

خود که است این نمونه ها برای گذاری اندیس از نوع این علت

مثلا باشند. داشته عدد ی از پیچیده تر ساختاری است ن مم x, y

داریم نیاز صورت این در باشند. اعداد از ماتریس یا بردار ی

کنیم. استفاده بیشتری اندیس های از ماتریس درایه های به اشاره برای

متغیر بالای اندیس های همواره مقاله این در ابهام، از جلوگیری برای

اجزاء اندیس نشانه متغیر پایین اندیس و است نمونه اندیس نشانه

ماتریس ساختار x اگر مثلا متغیر. آن از نمونه آن درایه ها) (مثلا

نمونه از ۵ ستون و ٣ سطر درایه دهنده نشان x(17)
3,5 باشد، داشته

است. ١٧ شماره

آمار در regression مانند تکنی هایی مدل این دیدن با احتمالا

این ، سادگ وجود با است. کرده خطور ذهنتان به ر دی علوم و

بنابراین م شوند. محسوب سوال این حل های راه جزو نیز تکنی ها

«یادگیری ابزار ی عنوان به ساده رگرسیون ی از م توانید شما

کنید. استفاده ماشین»

بسنجیم؟ را f تابع با f̂ تابع ی شباهت میزان ونه چ حال

loss تابع ٢. ١

تابع تفاوت «میزان برای بخش الهام بسیار البته و ساده تعریف ی

است: صورت این به « f و f̂

loss(f, f̂) :=

∫
x∈Df

d(f(x), f̂(x))

آن در که

d(f(x), f̂(x))

نوع به بسته که است x ورودی ازای به f̂ و f تابع خروج تفاوت

کرد. تعریف مختلف صورت های به را آن م توان f تابع خروج

م توان باشد، ستون ماتریس ی f تابع خروج اگر مثال طور به

صورت به را تابع این

d(f(x), f̂(x)) := (f̂(x)− f(x))T (f̂(x)− f(x))

کرد. تعریف

loss(f, f̂) مقدار شده، داده f̂ ی ازای به بخواهیم اگر حال

ل مش ی مقدار این محاسبه برای کنیم؟ چه کنیم، محاسبه را

به نم توانیم و نداریم را f تابع که است این ل مش داریم. اساس

در و کنیم محاسبه را f(x) مقدار x ∈ Df دلخواه ورودی هر ازای

تخمین ل، مش این حل راه کنیم. استفاده آن از loss تابع فرمول

(x1, y1), . . . , (xn, yn) نمونه نقاط در آن مقدار با loss تابع زدن

م کنیم فرض بنابراین است.

loss(f, f̂) ≈
∑

(x,y)∈samples
d(y, f̂(x)) (١)

تقریب این که این برای (البته است. loss تابع برای خوبی تقریب

خاصیت چند گیری نمونه روش و نمونه ها باید باشد قبول قابل

غیاب در زیرا باشند داشته را گیری، نمونه بودن عادلانه مثل خوب،

م افتند) خطر به آت نتایج از بسیاری شروط این

بیابید را f̂ «تابع شد: سوال این به تبدیل اولیه سوال بنابراین

بهینه سوال ی این کند». کمینه را loss تابع (تخمین) مقدار که

است. علم شاخه های از بسیاری در شایع بسیار و جالب سازی

مدل ٢. ٢

هر به م توانیم نشدیم، قائل f̂ برای محدودیت سوال این در چون

این جای به بنابراین کنیم. تعریف را تابع این بخواهیم که ل ش

صورت به را تابع این ردیم، ب تابع این برای ضابطه ی دنبال به که

که طوری به م کنیم تعریف مرتب جفت های

(x(1), y(1)), . . . , (x(n), y(n)) ∈ f̂

مقدارده دلخواه به را دامنه مقادیر سایر برای f̂ مقدار و باشد

بهترین بنابراین م کند، صفر را loss تخمین مقدار تابع این م کنیم.

در که ورودی هایی به م توانیم تابع این تعریف در اما است. تابع

لزوما پس دهیم، نسبت را دلخواه خروج مقدار هر نیستند نمونه ها

اگر حت نیستند مشابه دامنه نقاط سایر در f و f̂ تابع خروج

ما که آمد پیش خاطر این به ل مش این باشد. صفر loss تخمین

نمونه خروج های و ورودی ها بین رابطه ای و و ال هیچ دنبال به

برای کنیم. کمینه را loss تابع تخمین کردیم سع فقط و نگشتیم

١١



شریف ریاض اول)مجله ی عصبی(قسمت ه های شب بر ٩٧مقدمه ای مهرماه دهم، شماره ی

که م کنیم محدود توابع از دسته ای به را f̂ تابع ل، مش این حل

بیابند را خروج و ورودی  بین طبیع و ال م توانند م زنیم حدس

استفاده نیز دامنه اعضای سایر در f مقدار تخمین برای آن از و

رگرسیون در مثلا م گویند. «مدل» را توابع از دسته این کنند.

صورت به f̂ تابع م کنیم فرض ، خط

f̂(x) = wx+ b = b+
∑
i

wixi

ساده خیل م تواند مدل است. خط توابع تمام مدل، پس است

ی از مثال ی عنوان به باشد. پیچیده بسیار یا قبل) مثال (مانند

است زیر ل ش به توابع شامل که مدل به م توان پیچیده مدل

: است) درایه k با ستون بردار ی x ) کرد اشاره

f̂(x) = w1x1 + · · ·+ wkxk

+ wk+1x1x2 + wk+2x1x3 + · · ·+ w k(k+1)
2

xn−1xn

...

+ w2k−1x1x2 . . . xk

(٢)

صورت به را خود ورودی درایه k ترکیب  2k تمام واقع در تابع این

م کند. جمع هم با وزن دار

تخمین ی یا f تابع خود شامل که بسازیم طوری را مدل باید

مسئله درباره خود اولیه دانش از کار این برای باشد. آن از خوب

ترکیب ی که باشیم داشته باور اگر مثال طور به م گیریم. الهام

به را مدل است کاف م کند، تولید را خروج ورودی، از خط

البته شود. شامل را خط توابع فقط که کنیم تعریف گونه ای

هر م توانند که توابع از خانواده ای یافتن برای جالبی تلاش های

قضیه آن ها جالب ترین ی که شده انجام بزنند تخمین را تابع

ه شب ی م کند ثابت که است [٢] universal approximation

بزرگ بسیار بسیار دسته م تواند ١ مخف لایه ی تنها با عصبی

بزند. تخمین را حوزه ها از بسیاری مسائل در شایع توابع از

محدود مدل به را f̂ تابع و کردیم تعریف را loss تابع که حال

loss تخمین که بیابیم را مدل در موجود تابع بهترین باید کردیم،

از خوب) تابع ی (یا تابع بهترین که وریتم ال به کند. کمینه را
٢ «بهینه ساز» م یابد، f تخمین برای را مدل در موجود توابع بین

گویند.

بهینه ساز وریتم های ال ٢. ٣

هر نیست. لطف از خال مسئله چند ذکر وریتم ها ال این درباره

است. شده طراح مدل ها از خاص دسته برای بهینه ساز وریتم ال

برای تابع بهترین یافتن که شده تعریف طوری مدل اوقات بعض

سر بر مختلف وریتم های ال حالت این در است. ن مم f تخمین

گستره مواقع، بسیاری در اما م کنند. رقابت هم با آن یافتن زمان

برای وریتم ال که م شود ناهموار و بزرگ اندازه ای به مدل توابع

بر علاوه شرایط این در ندارد. وجود آن در f̂ تابع بهترین یافتن

مورد وریتم ال دو مقایسه در نیز شده پیدا توابع کیفیت اجرا، زمان

م گیرند. قرار نظر

یل تش بخش ۴ از ماشین یادگیری وریتم ال هر خلاصه طور به

شده:

نمونه داده های .١

loss تابع تعریف .٢

مدل .٣

بهینه ساز وریتم ال .۴

درباره ر دی نکته ای ذکر عصبی، ه های شب به ورود از قبل

کنید فرض نیست. لطف از خال ماشین یادگیری وریتم های ال

داریم مختلف حالت های در شخص ی چهره از عکس ١٠٠ ما

عدم یا وجود بتواند که دهیم آموزش ماشین ی به م خواهیم و

این وقت دهد. تشخیص را عکس در شخص این چهره وجود

کنیم. گیری اندازه را آن دقت م خواهیم شد، داده آموزش ماشین

برای م کند. کار درست مواقع ٩٠٪ در ماشین این وییم ب مثلا

دارید؟ حل راه چه دقت این گیری اندازه
1hidden
2optimizer
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شریف ریاض اول)مجله ی عصبی(قسمت ه های شب بر ٩٧مقدمه ای مهرماه دهم، شماره ی

دقت محاسبه ۴ .٢

اینگونه دقت، گیری اندازه برای بخش الهام البته و ساده راه ی

درست جواب درصد چند f̂ تابع دامنه، اعضای تمام «روی است:

f تابع خود به تعریف، این با دقت محاسبه برای اما م کند؟» تولید

عکس های تمام بتوانیم باید چهره، از عکس مثال در مثلا داریم. نیاز

چهره آیا دهیم تشخیص عکس هر ازای به و کنیم تولید را موجود

خود تشخیص نتیجه سپس و نه یا دارد وجود عکس در شخص آن

f دامنه که مسائل برای کار این کنیم. مقایسه f̂ تابع خروج با را

که حالات برای حت نیست. پذیر ان ام اصلا است بزرگ آن ها در

ندارد. اقتصادی و زمان صرفه اصلا نیست، بزرگ خیل f دامنه

تخمین را مقدار این م کنیم سع مجددا ل مش این حل برای

از ر دی نمونه ی چند است کاف دقت، زدن تخمین برای بزنیم.

فقط و باشیم داشته را نمونه ها آن در f تابع خروج همراه به دامنه

تخمین را دقت و کرده مقایسه نمونه ها آن در را f̂ و f خروج

f̂ آن ها با که نمونه هایی همان از دقت محاسبه برای اگر بزنیم.

کم بسیار غلط پاسخ های تعداد قطعا کنیم استفاده یافته ایم را

loss تابع تخمین که شده طراح طوری f̂ (زیرا داشت خواهیم

اما بود. خواهد بالا شده محاسبه دقت نتیجه در و کند) کمینه را

تخمین کنیم، استفاده جدیدی داده های از دقت محاسبه برای اگر

قبل خاطر همین به م دهد. نشان را واقع تری مقدار دقت، از ما

به ٨٠٪ نسبت به را موجود داده های معمولا یادگیری، فاز شروع از

تقسیم ۴ تست» «داده های و ٣ یادگیری» «داده های دسته دو به ٢٠٪

تست فاز در و یادگیری داده های از فقط یادگیری فاز در و م کنند

هیچ البته م کنند. استفاده تست داده های از فقط دقت) (محاسبه

هر به م توانید شما و ندارد وجود ٢٠ و ٨٠ اعداد در خاص نکته

در البته کنید. تقسیم را داده هایتان م پسندید خودتان که نسبت

استفاده ری دی ایده های از است موجود کم داده های که مواقع

م کنند.

را ماشین یادگیری وریتم ال ی مختلف جنبه های که حال

م پردازیم. عصبی ه های شب بررس به دیدیم

عصبی ه های شب ٣

م کنیم. بررس را زنده موجودات بدن عصبی ه های شب کم ابتدا

کنیم تولید ریاض مدل آن ها از گرفتن الهام با م کنیم تلاش سپس

ه های شب به را مدل این نهایتا م کند. محاسبه را تابع ی که

را شده تولید ریاض مدل و م کنیم نزدی پیچیده تر واقع عصبی

م دهیم. ارتقا

زیست علوم در عصبی ه های شب ٣. ١

یل تش نورون زیادی تعداد از زنده موجود ی بدن در عصبی ه  شب

و کرده دریافت ورودی نال سی تعدادی ی هر که است شده

از تابع نورون ی تعبیری به م کند. تولید خروج نال سی ی

خروج م کند. تولید خروج عنوان به را خود ورودی نال های سی

(ورودی شود. منتقل نورون دلخواه تعداد به م تواند نورون هر

خروج محاسبه در است. تری ال پالس ی نورون ها خروج و

م توان است. تاثیرگذار تری ال پالس های این ولتاژ تنها نورون،

به ورودی تری ال پالس های ولتاژ از تابع ی صورت به را نورون

را نورون ی خروج اگر پس دید. خروج تری ال پالس ولتاژ

و م ماند ثابت ولتاژ کنیم ارسال نورون چند به موازی صورت به

زیادی تعداد از ل متش عصبی ه شب ی م کند) تغییر جریان فقط

نورون دلخواه تعداد خروج ، ی هر ورودی که است نورون

جهت دار گراف ی معادل عصبی ه شب ی بنابراین است. ر دی

ه های شب که است جالب نکته این ذکر نورون هاست. از بزرگ

شده اند. مشاهده نیز دور با عصبی

٣. ١ ل ش
3train set
4test set

١٣



شریف ریاض اول)مجله ی عصبی(قسمت ه های شب بر ٩٧مقدمه ای مهرماه دهم، شماره ی

مخف لایه بدون عصبی ه های شب ٣. ٢

ی و م گیرد را درایه ۴ با ستون ماتریس ی f تابع کنید فرض

تابع این شبیه سازی برای م کند. تولید درایه ٣ با ستون ماتریس

در نورون ی تابع خروج درایه هر ازای به م توانیم نورون ها با

نورون هر هستند. وصل آن به ورودی درایه ۴ تمام که یریم ب نظر

دهد. خروج و کند حساب را خود ورودی ۴ از تابع ی باید

ترکیب ی نورون هر م کنیم فرض ریاض مدل شدن ساده برای

مدل صورت این در م کند. محاسبه را خود ورودی های از خط

«وزن» ی یال هر برای ل ش این در م شود. زیر ل ش به تبدیل

ورودی در آن متناظر درایه ضریب همان واقع در که م کنیم تعریف

درایه که یال مثلا است. خروج نظر مورد درایه محاسبه برای

در اول درایه وزن م کند وصل خروج دوم درایه به را ورودی اول

است. خروج دوم درایه با متناظر خط ترکیب

٣. ٢ ل ش

ضرب ی به تبدیل ساده ای و جالب صورت به ریاض مدل این

را خروج ماتریس و x را ورودی ماتریس اگر م شود. ماتریس

کرد: تعریف م توان یریم ب y

y = Wx

سطر درایه های که است ستون ۴ و سطر ٣ با ماتریس ی W که

است. خروج ام i درایه با متناظر خط ترکیب ضرایب آن ام i

تعدادی از را خود ورودی نورون ها ، واقع عصبی ه های شب در

م دهند. ر دی نورون  تعدادی به را خود خروج و م گیرند نورون 

ساده خط ترکیب که م کنند محاسبه نورون ها که تابع همچنین

تا کنیم پیچیده تر کم را خود مدل م کنیم تلاش ادامه در نیست.

م کنیم فرض ابتدا کار این برای کنیم. سازی شبیه را ساختار این

ورودی ها خط ترکیب محاسبه با که داریم نورون ها از لایه ی

نورون ها، از ر دی لایه ای سپس م کنند. تولید اعداد از میان لایه ای

اعداد، این از تابع محاسبه با و گرفته را میان لایه این خروج

م کنند. تولید را خروج درایه های اعداد

٣. ٢ ل ش

ترکیب ی نیز م کنند محاسبه دوم لایه نورون های که تابع اگر

این کل خروج ماتریس درایه های باشد، خود ورودی های از خط

پس م شود. آن اول لایه ورودی های خط ترکیب عصبی، ه شب

لایه این برای ری دی تابع باید داریم را مدل شدن پیچیده تر قصد اگر

لایه در موجود نورون های م کنیم فرض کنیم. انتخاب نورون ها از

محاسبه را g مشابه و خط غیر تابع هم عصبی، ه شب این دوم

است زیر صورت به عصبی ه شب این جبری مدل بنابراین م کنند.

با ماتریس ی W مثال، این در است. ٣. ٢ ل ش برای مدل (این

: است) ستون ٣ و سطر ۴

f̂(x) =

g(Wx)

g(Wx)

 (٣)

١۴



شریف ریاض اول)مجله ی عصبی(قسمت ه های شب بر ٩٧مقدمه ای مهرماه دهم، شماره ی

درایه ٢ هر برای x ورودی و g تابع چون کنید سوال است ن مم

بستگ این نم شوند؟ مساوی ٣ این آیا است، ی خروج ماتریس

که شود تعریف طوری g تابع است ن مم دارد. g تابع تعریف به

درایه که نورون مثلا باشد. خود خروج درایه اندیس به وابسته

چهارم و سوم درایه از تابع م کند تولید را خروج ماتریس دوم

تولید را خروج ماتریس اول درایه که نورون و باشد میان لایه

است ن مم همچنین باشد. میان لایه اول درایه دو از تابع م کند

دو برای پارامتر این که باشد داشته x بر علاوه ری دی پارامتر g تابع

ری دی روش هاش همچنین باشد. متفاوت خروج ماتریس نورون

دارد. وجود درایه دو این توابع بین دادن تمایز برای

استفاده بار ی از بیش را میان لایه کردن اضافه ایده م توان

ساخت. بیشتر میان لایه های با عصبی ه های شب و کرد

عمیق عصبی ه های شب ٣. ٣

که شده یل تش ، میان لایه تعدادی از عمیق عصبی ه شب ی

لایه آن پارامترهای و قبل لایه خروج از تابع لایه هر خروج

عصبی ه شب ورودی از تابع اول لایه قبل، مثال در مثلا است.

و اول لایه خروج از تابع دوم لایه همچنین بود. W ماتریس و

صورت به عمیق عصبی ه شب ی . g تابع پارامترهای

f̂(x) = fn(fn−1(. . . f2(f1(x, θ1), θ2) . . . ), θn−1), θn)

زیر صورت به را آن م توان بیشتر وضوح برای که م شود تعریف

نوشت:

y1 = f1(x, θ1)

y2 = f2(y1, θ2)

...

yn−1 = fn−1(yn−2, θn−1)

yn = fn(yn−1, θn)

(۴)

و آن حسب بر تابع و گرفته را x ورودی ( f1 (تابع اول لایه

لایه خروج دوم، لایه م کند. محاسبه را ( θ1 ) خود پارامترهای

( θ2 ) خود پارامترهای و آن حسب بر تابع و گرفته را ( y1 ) اول

خروج حسب بر تابع که آخر لایه تا طور همین م کند. محاسبه

و م کند محاسبه را ( θn ) خود پارامترهای و ( yn−1 ) قبل لایه

م دهد. عصبی ه شب کل خروج عنوان به

٣. ٣ ل ش

تابع هر برد م گویند. آن عمق عصبی، ه شب این توابع تعداد به

باید آخر تابع برد ول است عصبی ه شب طراح دلخواه به میان

تابع هر خروج ماتریس درایه های تعداد به باشد. f تابع برد مشابه

عمق ارتباط درباره جالبی تحقیقات م گویند. لایه آن عرض ، میان

آن ها توسط شده تولید توابع پیچیدگ با عصبی ه های شب عرض و

طرح برای است. [٣] آن ها جذاب ترین از ی که است شده انجام

در کاربرد پر اصطلاح ی است لازم مقاله این جالب نتایج از ی

کنم. معرف را عصبی ه های شب تئوری

عصبی ه  شب ی ظرفیت ٣. ٣. ١

توابع گستره شهودی، طور به مدل، « ۵ «ظرفیت مدل، ی برای

و تعداد چه هر م شود. تعریف آن ها پیچیدگ و مدل در موجود

بیشتر مدل ظرفیت باشد، بیشتر مدل ی در موجود توابع پیچیدگ

ی نم تواند است خط توابع شامل فقط که مدل مثلا است.

مدل اما است. کم آن ظرفیت بنابراین دهد نمایش را دو درجه تابع

دارای م شود شامل نیز را دو درجه توابع ، خط توابع بر علاوه که

روش های مدل، ظرفیت کم محاسبه برای است. بیشتری ظرفیت

معیار، این است. « ۶ VC «بعد آن ها از ی که دارد وجود زیادی

م کند: تعریف گونه این را مدل ی ظرفیت
5capacity
6VC dimension

١۵



شریف ریاض اول)مجله ی عصبی(قسمت ه های شب بر ٩٧مقدمه ای مهرماه دهم، شماره ی

ی باشد. {0, 1} مجموعه فقط f تابع برد م کنیم «فرض

به بتوانیم اگر م گیریم. نظر در x1, x2, . . . , xn دلخواه مجموعه

بیابیم مدل در g مانند تابع ی y1, y2, . . . , yn حالت 2n هر ازای

م تواند مدل این م گوییم ∀i ∈ {1, . . . , n} : g(xi) = yi که

اگر حال کند. پخش دلخواه صورت به را x1, x2, . . . , xn مجموعه

را ورودی ها از تایی n مجموعه هر دلخواه کردن پخش توانایی مدل

دلخواه ورودی n دلخواه پخش ظرفیت مدل م گوییم باشد، داشته

ورودی n دلخواه پخش توانایی مدل که n عدد بزرگترین دارد. را

است.» VC بعد در مدل ظرفیت باشد، داشته را دلخواه

مثلا داد. تعمیم نیز پیچیده تری حالات به را تعریف این م توان

باشد R2 صفحه در نقطه ی x و y ∈ ,آبی,قرمز سبز کنید فرض

این در باشند. شده مشخص نقطه با ٣. ٣. ١ ل ش در نمونه ها و

آمیزی رنگ را صفحه ناحیه های ٣. ٣. ١ ل ش در که تابع صورت

«سبز» و «آبی» «قرمز»، مجموعه های در درست به را نمونه ها کرده،

است. کرده پخش

٣. ٣. ١ ل ش

خانواده ی که ناحیه هایی تعداد برای فرمول ، [٣] مقاله در

(مشابه دهد تمیز هم از را آن ها م تواند عصبی ه های شب از شایع

تمام عرض شده فرض فرمول این در است. شده ارائه ( ٣. ٣. ١ ل ش

عصبی ه شب عمق همچنین است. w برابر و سان ی میان لایه های

ورودی ماتریس درایه های تعداد و d برابر آن) میان لایه های (تعداد

لایه های خط غیر تابع شده. گرفته نظر در n عصبی ه شب کل

ه های شب از شایع مجموعه که شده گرفته نظر در تابع نیز میان

ناحیه های تعداد شده ثابت مقاله این در شود. شامل را عصبی

به زیر فرمول از عصبی، ه های شب از خانواده این تمیز قابل خط

م آید. دست

O

((
w

n

)n(d−1)

− wn

)
(۵)

کردن اضافه از بیشتر بسیار d کردن اضافه م دهد نشان فرمول این

را عصبی ه شب ظرفیت م تواند عصبی ه شب مشخصه های سایر

از بیشتر عمیق عصبی ه های شب خاطر همین به دهد. افزایش

گرفته اند. قرار استفاده و توجه مورد عریض عصبی ه های شب

پیچیده تر عصبی ه های شب ۴ .٣

ه های شب ، شناخت علوم دانشمندان جالب مشاهدات از ی

نورون به نورون ی خروج یعن داشتند، دور که بود عصبی ای

ری دی نورون به را خروج اش نورون آن و م شد فرستاده ری دی

برم گشت. اولیه نورون به مجددا سلسله این نهایت در و م فرستاد

این شبیه سازی برای تلاش هایی مصنوع عصبی ه های شب محققان

عصبی ه های شب همچنین . ٧ کردند واقع عصبی ه های شب نوع

تورینگ ماشین (مانند بودند حافظه دارای که شد طراح مصنوع

ل ش به را است داده رخ آن ها برای لحظه این به تا که اتفاقات

برای متنوع عصبی ه های شب همچنین . ٨ م کردند) نگهداری

شدند طراح خاص میان توابع و معماری ها با خاص کاربردهای

عصبی ه های شب مثال طور به کردند. تولید فت آوری ش نتایج و

م گیرند. قرار استفاده مورد عکس ها تحلیل برای که ٩ پیچش

جامعه بزرگترین و فعال ترین از ی حاضر حال در عمیق یادگیری

م شوند منتشر مقاله زیادی بسیار تعداد سال هر و دارد را محققان

مسائل در عصبی ه های شب از استفاده برای جدید مسیر کدام هر که

گشوده اند. واقع
7Recursive Neural Networks
8Recurrent Neural Networks, Neural Turing Machines
9Convolutional Neural Networks
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شریف ریاض اول)مجله ی عصبی(قسمت ه های شب بر ٩٧مقدمه ای مهرماه دهم، شماره ی

ه های شب فت انگیز ش کاربردهای ۴

عصبی

هم کنار از عصبی ه های شب خواندید مقاله این در که طور همان

که زمان هر و شده اند یل تش ساده ایده زیادی تعداد گرفتن قرار

به را کد اجرای سرعت یا پاسخ دقت ایده ها، این از ی سادگ

ایده هایی م داد، قرار تاثیر تحت چشم پوش ای قابل غیر اندازه

دارد ادامه همچنان روند این م شدند. مطرح زین جای عنوان به

عصبی ه های شب اولیه ایده های در رف ش تغییرات ساله، هر و

تغییرات دستخوش نیز جدید ایده های همچنین و م شود ایجاد

حوزه مهندسان و دانشمندان از توانمندی و بزرگ جامعه م شوند.

با سال هر ، زیست علوم جمله از ر دی علوم و کامپیوتر علوم

حوزه های در فت آوری ش پیشرفت های به عصبی ه های شب کم

سرطان، جمله از بیماری هایی تشخیص م یابند. دست مختلف

انسان)، از فراتر دقت چهره(با تشخیص ، رانندگ تخلف تشخیص

ی خلق کردن، نقاش گفتار، به نوشتار و نوشتار به گفتار تبدیل

کردن رنگ بورس، بازار وهای ال تشخیص امنیت، ، موسیق اثر

فقط صامت فیلم های از صدا استخراج سفید، و سیاه عکس های

و سن تشخیص ، انی م موج های از حاصل لرزش از استفاده با

و عکس ها برای caption اتوماتی تولید عکس، روی از جنسیت

هستند. عصبی ه های شب فت انگیز ش کاربرد های از کم تعداد ...

عصبی ه های شب فت انگیز ش بسیار استفاده های از ی

جمله از کامپیوتری ساده بازی های یادگیری در آن ها توانایی

بدون بتواند که کرد طراح عصبی ه شب م توان است. قارچ خور

چطور یرد ب یاد قارچ خور بازی کردن بازی با فقط و راهنمایی

در انسان). مشابه (دقیقا کند کسب بیشتری امتیاز که کند بازی

کردن بازی به شروع عصبی ه شب و م کنید اجرا را بازی شما واقع

که کند حرکت راست سمت به باید نم داند حت ابتدا در م کند.

(مانند م شود متوجه خطا و آزمون با و مدت از بعد اما شود. برنده

بازی مختلف اجزا یادگیری و مشاهده به شروع آن از بعد انسان).

بعد اما م بازد و م زند دشمن ی دل به مستقیما ابتدا مثلا م کند.

همین م شود. باخت موجب کار این که م شود متوجه مدت از

مرور به ول م اندازد چاه ها درون را خود بازی اواسط در طور

که جاست این جالب بپرد. چاه ها روی از چطور م شود متوجه

عصبی ه شب این بازی سطح کردن، بازی دقیقه ٣٠٠ حدود از بعد

م دهد انجام رف ش ترکیبی حرکات و م رود فراتر نیز انسان از

است. خارج انسان محاسبات توان از که

... دارد ادامه ۵

بهینه ساز وریتم های ال از تعدادی مقاله این بعدی قسمت در

شده استفاده توابع از برخ و م کنیم بررس را عصبی ه های شب

کرد. خواهیم تحلیل و تجزیه و معرف را عصبی ه های شب در
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گروه ها در فوریه تبدیل

اخلاص امیرحسین

مقدمه ١

ریاض ابزارهای پرکاربردترین و معروفترین از ی فوریه١ تبدیل

مهندسان و فیزی دانان ریاض دانان، از بسیاری توسط که است

تحلیل برای خوب ابزار ی واقع در فوریه تحلیل م رود. کار به

در مثال برای است. نال ها سی و امواج جمله از تابع ی خواص

فرکانس های نشان دهنده ی تابع ی فوریه ی تبدیل نال ها، سی تحلیل

ان، م موج تابع ی فوریه ی تبدیل کوانتوم، در و تابع آن در موجود

به نیز دیفرانسیل معادلات حل در م دهد. ما به را تکانه موج تابع

احتمال در م شود. استفاده آن از فوریه، تبدیل خوب خواص علت

دریافت. را فوریه تبدیل حضور م توان ... و

نشان دهنده ی که گفت باید فوریه، تبدیل چیست باب در اما

ل ش به توابع از خط ای ترکیب جور چه تابع ی که است آن

فرکانس های با امواج خط ترکیب از موج ی یعن است. e2πix

نشان ما به م خواهد فوریه تبدیل و است آمده وجود به مختلف

اگر مثال برای هستند. ونه چ خط ترکیب این ضرایب که دهد

f̂(n) = و باشد ١ تناوب با تابع ی f(x) =
∑

n∈Z cne
2πinx

البته . f̂(n) = cn آنگاه باشد، f فوریه سری
∫ 1

0
e−2πinxf(x)dx

به لازم شرایط و نباشد برقرار است ن مم شرایط تحت گزاره این

است. معروف فوریه٢ وارون قضیه ی

مواجه فوریه تبدیل نوع چهار با معمولا مسائلمان در ما اما

م شویم:

f : R → C فوریه: تبدیل .١

(١)

f̂(ξ) =

∫ +∞

−∞
e−2πixξf(x)dx, f(x) =

∫ +∞

−∞
e2πixξ f̂(ξ)dξ

ν تناوب با f : R → C فوریه: سری .٢

(٢)

f̂(n) =
1

ν

∫ ν

0

e−
2πixn

ν f(x)dx, f(x) =

∞∑
n=−∞

f̂(n)e
2πixn

ν

f : Z → C گسسته زمان: فوریه ی تبدیل .٣

(٣)

f̂(x) =

∞∑
n=−∞

f(n)e−2πinx, f(n) =

∫ 1

0

e2πinxf̂(x)dx

N تناوب با f : Z → C گسسته: فوریه ی تبدیل .۴

(۴)

f̂(m) =
1

N

N−1∑
n=0

f(n)e
−2πimn

N , f(n) =

N−1∑
m=0

f̂(m)e
2πimn

N

آیا که است این دهیم جواب آن به م خواهیم که سؤالات از ی

درواقع کرد؟ پیدا تبدیل نوع چهار هر برای مشترک ادبیات م توان

فوریه تبدیل خواص بدانیم که م شود مطرح بیشتر وقت سؤال این

پای وقت ر دی طرف از است. هم شبیه فوق مورد چهار تمام در
1Fourier transform
2Fourier inversion theorem

١٨



شریف ریاض گروه هامجله ی در فوریه ٩٧تبدیل مهرماه دهم، شماره ی

مطرح ریاض دانان برای بیشتری مسائل م آید، میان به دلتا تابع

ی صرفاً و است بی معن ریاض لحاظ از دلتا تابع زیرا م شود.

مثال عنوان به م دهد. معنا انتگرال زیر فقط که است فیزی نماد

f(x) = e2πixax تابع برای پیوسته، به پیوسته فوریه ی تبدیل ∫در +∞
−∞ e−2πixξf(x)dx یعن نم باشد، موجود آن فوریه ی تبدیل

که حال ست در این نیست. ∫موجود +∞

−∞
e2πixξδ(ξ − a)dξ = e2πixax = f(x) (۵)

و ندارد خارج وجود واقع در دلتا تابع م دانیم، که طور همان اما

در است. یافته توسعه فیزی دانان توسط که است مفهوم صرفاً

dµ(x) = δ(x− a)dx اندازه ی نمایش برای نمادی دلتا تابع واقع

آن در که است

µ(E) =


0 a ∈ E اگر

1 a /∈ E اگر
(۶)

در است. توابع به توابع از تبدیل ی فرای چیزی فوریه تبدیل پس

گیرد. قرار بحث مورد فوریه تبدیل چیست است شده سع مقاله این

و م پردازیم پیش نیازها و مقدمات بیان به ابتدا اول بخش سه در

اختصاص نیاز مورد مسائل و فوریه تبدیل بیان به را بعدی بخش های

م دهیم.

وایرشتراس ‐ استون قضیه ی ٢

هاوسدرف و فشرده موضعاً توپولوژی فضای ی X کنید فرض

f : پیوسته ی توابع تمام مجموعه ی C(X,C) کنید فرض باشد.

فشرده‐باز توپولوژی به م توان را C(X,C) باشد.٣ X → C

است آن معنای به fn → f رایی هم مفهوم آن در که کرد مجهز

نواخت ی طور به X فشرده ی زیرمجموعه های همه ی روی fn که

تمام مجموعه ی Cc(X,C) کنید فرض همچنین باشد. را هم f به

باشد. فشرده محمل با f ∈ C(X,C) توابع

صفر بی نهایت در f م گوییم f : X → C تابع برای .١ تعریف

داشته وجود K فشرده ی مجموعه ی ، ϵ > 0 هر برای هرگاه م شود

.|f(X)| < ϵ باشیم داشته K از خارج xهای برای که باشد

بی نهایت در که مختلط مقدار پیوسته ی توابع تمام مجموعه ی

که است واضح م دهیم. نشان C0(X,C) با را م شوند صفر

C0(X,C) = واقع در ؛ Cc(X,C) ⊂ C0(X,C) ⊂ C(X,C)

به را L∞ نرم C0(X,C) روی م توان همچنین .Cc(X,C)

A ⊂ مجموعه ی کرد. تعریف ∥f∥∞ = supx∈X |f(x)| ل ش

جمع، تحت هرگاه م گویند خودالحاق جبر ی را C(X,C)

A جبر م گوییم باشد. بسته مزدوج گیری و الر اس ضرب ضرب،

نقطه ی در همزمان A اعضای همه ی هرگاه نم شود صفر جا هیچ

برای گاه هر م کند جدا را X نقاط A جبر م گوییم نشوند. صفر

که باشد داشته وجود f ∈ A تابع x, y ∈ X متمایز نقطه ی دو هر

.f(x) ̸= f(y)

جبر ی A ⊂ C0(X,C) اگر (استون‐وایرشتراس۴). ١ قضیه

در کند، جدا را X نقاط و نشود صفر جا هیچ که باشد خودالحاق

است. ال چ C0(X,C) در A صورت این

شود. مراجعه [٢] به زمینه این در بیشتر اطلاعات برای

اندازه نظریه ی ٣

نظریه ی در نیاز مورد موارد از خلاصه ای ارائه ی به قسمت این در

م پردازیم. اندازه

اندازه ٣. ١

R از زیرمجموعه هر به که شد مطرح لب توسط بار اولین اندازه

که طوری به م گفت مجموعه اندازه ی آن به که داد نسبت را عددی

وی باشد. ناوردا انتقال تحت و باشد دارا را جمع پذیری خاصیت

را مجموعه هایی و کرد معرف را خارج و داخل اندازه ی مفهوم دو

اندازه پذیر مجموعه های م شدند مساوی عدد دو این آن ها برای که

دارد وجود اندازه ناپذیر مجموعه ی آیا که نبود معلوم ابتدا در نامید.
است. برقرار نیز C جای به R کردن زین جای با بخش این به مربوط قضایای و تعاریف تمام ٣

4Stone-Weierstrass theorem
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شریف ریاض گروه هامجله ی در فوریه ٩٧تبدیل مهرماه دهم، شماره ی

کار ساخت. مجموعه ای چنین از مثال ویتال بعد چندی ول نه یا

کرد پیدا تعمیم بعدها ،Rn و R روی لب اندازه ی تعریف برای لب

بخصوص شد. تعریف قابل فضایی هر روی انتزاع اندازه های و

گرفت. قرار توجه مورد بسیار احتمال فضاهای روی احتمال اندازه ی

به که فضا ی زیرمجموعه های از گردایه ای روی را اندازه

از Σ مانند σ‐جبر ی م کنند. تعریف است معروف σ‐جبر

و X شامل که است X زیرمجموعه های از گردایه ای X مجموعه ی

اعضای به باشد. بسته شمارا اجتماع و متمم گیری تحت و است ∅

م گویند. اندازه پذیر مجموعه های اصطلاحاً Σ

µ : Σ → مانند تابع (X,Σ) روی اندازه ی .٢ تعریف

است: زیر خواص دارای که م باشد R≥0 ∪ {∞}

µ(∅) = 0 .١

شمارا حداکثر A1, A2, ... اگر (σ‐جمع پذیری۵) .٢

باشیم داشته باشند، Σ از مجزا دو به دو مجموعه ی

µ

(∪
n

An

)
=
∑
n

µ(An) (٧)

با تولیدشده σ‐جبر به باشد، توپولوژی فضای ی X اگر

آن، روی اندازه های به و م گوییم برل σ‐جبر آن، باز مجموعه های

اندازه صفر مجموعه های اندازه نظریه ی در م گوییم. برل اندازه ی

در م توان و هستند اغماض قابل ( µ(E) = 0 که (مجموعه هایی

جا همه X از تابع دو اگر مثال برای نکرد. توجه آن ها به گزاره ها

را تابع دو آن ما باشند، برابر هم با اندازه صفر مجموعه ی ی از غیر

تقریباً تابع دو این م گوییم و م گیریم نظر در ی اندازه  نظریه ی در

هر برای هرگاه م گوییم کامل را µ اندازه ی برابرند. هم با جا همه

(و اندازه پذیر نیز B آنگاه ، B ⊂ A اگر ،A اندازه صفر مجموعه ی

باشد، (X,Σ) روی اندازه ی µ اگر باشد. اندازه صفر) نتیجه در

کرد. کامل را آن ،Σ به مجموعه ها گونه این کردن اضافه با م توان

را کار این همزمان نم توان اندازه ها همه ی برای که است (واضح

σ‐جبر کامل شده ی Rn روی اندازه پذیر مجموعه های داد.) انجام

و انتقال تحت لب اندازه ی هستند. ۶ لُب اندازه ی توسط به آن برل

مجموعه های م توان نیز R∪{−∞,∞} برای است. ناوردا دوران

داد. تعمیم راحت به را لب اندازه ی و اندازه پذیر

مانند کارها از بسیاری برای اندازه ها که خاصیت مهمترین اما

بودن σ‐متناه باشند، دارا باید گوناگون قضایای و انتگرال تعریف

که باشند موجود A1, A2, ... مجموعه ی شمارا حداکثر یعن است؛

X =
∪
n

An و ∀i, µ(Ai) <∞ (٨)

شود. مراجعه [۴] به بیشتر جزئیات برای

و تابع ی با اندازه ی دادن٧ جلو تعریف به آخر قسمت در

م کنیم. اشاره ناوردا توابع

باشند. اندازه فضای دو (Y,Σ2) و (X,Σ1) کنید فرض .٣ تعریف

هرگاه م نامیم اندازه پذیر را f : X → Y تابع صورت این در

روی اندازه ی µ اگر .f−1(E) ∈ Σ1 ،E ∈ Σ2 هر برای

به (Y,Σ2) روی را f∗µ اندازه ی م توان آنگاه باشد، (X,Σ1)

اندازه پذیر تابع کرد. تعریف f∗µ(E) = µ(f−1(E)) صورت

.f∗µ = µ هرگاه م گوییم µ‐ناوردا را f : X → X

لب انتگرال ٣. ٢

تابع برای است؛ لب انتگرال اندازه نظریه ی ارکان مهمترین از

م توان f : X → R ∪ {−∞,∞} ∫اندازه پذیر
X

fdµ (٩)

X روی f تابع مقادیر وزن دار جمع از تعمیم که کرد تعریف را

را مثبت و منف مقادیر دوی هر f تابع اگر البته است. µ وزن با

ابتدا لذا باشد. تعریف ناپذیر فوق انتگرال است ن مم کند، اتخاذ

م تواند آن مقدار که م شود تعریف انتگرال ،f نامنف توابع برای

هم را منف مقادیر م تواند که را f تابع بعدی قدم در باشد. ∞

f اگر .
∫
X
|f |dµ < ∞ هرگاه م گوییم انتگرال پذیر کند اتخاذ

5σ- additivity
6Lebesgue measure
7push forward
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ل ش به را f انتگرال باشد، ∫انتگرال پذیر
X

fdµ =

∫
X

f+dµ−
∫
X

f−dµ (١٠)

f− = و f+ = max (0, f) آن در که م کنند تعریف

.−min (0, f)

مانند م رود، انتظار آن از که خوبی خواص تمام لب انتگرال

تابع 1A اگر آن از مهمتر است. دارا را مثلث نامساوی و بودن خط

آنگاه باشد، A اندازه پذیر مجموعه ی ∫مشخصه ی
X

1Adµ = µ(A) (١١)

کنید. مراجعه [۴] به لب انتگرال خواص از بیشتر جزئیات برای

آنگاه باشد، X از اندازه پذیری زیرمجموعه ی E ⊂ X اگر ∫تذکر.
E

fdµ =

∫
X

1Efdµ (١٢)

تعریف حقیق مقدار اندازه پذیر توابع برای را انتگرال اینجا تا

مختلط مقدار توابع برای را تعریف این م توان راحت به اما کردیم.

باشد، مختلط مقدار اندازه پذیر تابع ی f = u+iv اگر داد. تعمیم

که صورت در .
∫
X
|f |dµ < ∞ هرگاه م گوییم انتگرال پذیر را f

ل ش به م توان را آن انتگرال باشد، انتگرال پذیر f∫
X

fdµ =

∫
X

udµ+ i

∫
X

vdµ (١٣)

خواص تمام دارای نیز مختلط توابع برای انتگرال کرد. تعریف

به م توان که ری دی نکته ی م باشد. بالا در اشاره شده خوب

اگر است. دادن جلو در انتگرال خوب خاصیت کرد اشاره آن

رابطه ی آنگاه باشد، اندازه پذیر تابع L : X → Y∫
Y

fd(L∗µ) =

∫
X

(f ◦ L)dµ (١۴)

خوب خواص با اینجا تا است. برقرار f µ‐انتگرال پذیر توابع برای

رفتار لب انتگرال شرایط همه ی در اما شدیم، آشنا لب انتگرال

برای شد اشاره قبل بخش در که طور همان و ندارد را انتظار مورد

باشد. σ‐متناه ،µ است نیاز انتظار مورد خواص از بعض

ی f ≥ 0 و باشد σ‐متناه اندازه ی ی µ کنید فرض .٢ قضیه

صورت این در باشد. اندازه پذیر تابع

.f <∞ a.e. آنگاه
∫
X
fdµ <∞ اگر (آ)

.f = 0 a.e. آنگاه
∫
X
fdµ = 0 اگر (ب)

م پردازیم. Lp فضای تعریف به حال

ل ش به اندازه پذیر توابع برای Lp نرم 1 ≤ p <∞ برای .۴ تعریف

∥f∥p =

(∫
X

|f |pdµ
) 1

p

(١۵)

.∥f∥p < ∞ هرگاه م گوییم Lp را f تابع م شود. تعریف

را تابع دو آن در که است Lp توابع تمام مجموعه ی Lp(X,µ)

م گیریم. نظر در ی را باشند برابر هم با جا همه تقریباً که

کامل برداری فضای ی Lp(X,µ)که داد نشان م توان

Lp(X,µ) مجموعه ی معمولا م باشد. ∥ ∥p نرم با باناخ) (فضای

م دهند. Lp(µ)نمایش Lp(X)یا با اختصار به استفاده حسب بر را

.∥fn − f∥p → 0 که است معنا این به نیز Lp رایی هم

اعدادی 1 ≤ p, q ≤ ∞ کنید فرض هولدر٨). (نامساوی ٣ قضیه

تابع دو هر برای صورت این در ، 1p + 1
q = 1 که طوری به باشند

،g ∈ Lq(X,µ) و f ∈ Lp(X,µ)

∥f∥p∥g∥q ≥∥fg∥1 (١۶)

م گوییم م کنیم. اشاره انتگرال رایی هم قضایای به آخر در

fn → م نویسیم و است را هم f به جا همه تقریباً fn دنباله ی

مجموعه ی ی حداکثر از غیر به x مقادیر تمام برای هرگاه f a.e.

صورت چه در که جاست این سؤال .fn(x) → f(x) اندازه صفر

است. پرداخته موضوع این به زیر قضیه ی دو ؟
∫
fndµ→

∫
fdµ

اندازه پذیر نامنف توابع fn اگر نوا). ی رایی هم (قضیه ی ۴ قضیه

این در fn(x) ≤ f(x) a.e. و fn → f a.e. که طوری به باشند

صورت

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ (١٧)
8Holder’s inequality
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شریف ریاض گروه هامجله ی در فوریه ٩٧تبدیل مهرماه دهم، شماره ی

از دنباله ای fn کنید فرض .( تسلط رایی هم (قضیه ی ۵ قضیه

باشند. g ∈ Lp(X,µ) تابع تسلط تحت که باشند اندازه پذیر توابع

این در هستند.) Lp نیز fnها نتیجه (در |fn| ≤ |g| a.e. یعن

آنگاه fn → f a.e. اگر صورت

(آ)

lim
n→∞

∥fn − f∥p = 0 (١٨)

.fn Lp

−→ f یعن

که م شود نتیجه (١٨) از p = 1 حالت در ∫(ب)
X

fndµ→
∫
X

fdµ (١٩)

‐تونل فوبین قضیه ی ٣. ٣

از ابتدا در م کنیم، کار چندگانه یا دوگانه انتگرال های با که زمان

کار همین م گیریم. انتگرال ر دی مؤلفه ی از ادامه در و مؤلفه ی

فضای دو (X2,Σ2) و (X1,Σ1) اگر کرد. اندازه ها برای م توان را

به مجموعه هایی از که را Σ1 × Σ2 σ‐جبر م توان باشند، اندازه

نظر در م شود تولید B ∈ Σ2 و A ∈ Σ1 که A × B ل ش

روی ترتیب به مختلط اندازه ی دو µ2 و µ1 اگر حال گرفت.

روی را µ1 × µ2 اندازه ی م توان باشند، (X2,Σ2) و (X1,Σ1)

که طوری به کرد تعریف (X1 ×X2,Σ1 × Σ2)

µ1 × µ2(A×B) = µ1(A)µ2(B) (٢٠)

باشند. σ‐متناه دو هر µ2 و µ1 که است نیاز تایی ی برای البته

بود.) خواهد σ‐متناه نیز µ1 × µ2 نتیجه (در

فوبین قضیه ی دو از ترکیبی واقع در ٩ ‐تونل فوبین قضیه ی

توابع از چندگانه و دوگانه گرفتن انتگرال برای که است تونل و

م شود. استفاده

به σ‐متناه اندازه ی دو µ2 و µ1 کنید فرض .( (تونل ۶ قضیه

اندازه پذیر تابع ی f و باشند (X2,Σ2) و (X1,Σ1) روی ترتیب

کنید فرض باشد. X1 ×X2 روی نامنف

g(x) =

∫
X2

f(x, y)dµ2(y) (٢١)

و است X1 روی اندازه پذیر تابع ی g صورت این در

(٢٢)∫
X1

g(x)dµ1(x) =

∫
X1×X2

f(x, y)d(µ1 × µ2)(x, y)

به σ‐متناه اندازه ی دو µ2 و µ1 کنید فرض .( (فوبین ٧ قضیه

‐µ1×µ2 تابع ی f و باشند (X2,Σ2) و (X1,Σ1) روی ترتیب

fx(y) = توابع صورت این در باشد. X1 ×X2 روی انتگرال پذیر

و است µ2‐انتگرال پذیر x ها همه ی برای تقریباً X2 روی f(x, y)

اگر

g(x) =

∫
X2

f(x, y)dµ2(y) a.e. (٢٣)

و است X1 روی µ1‐انتگرال پذیر و اندازه پذیر تابع ی g آنگاه

(٢۴)∫
X1

g(x)dµ1(x) =

∫
X1×X2

f(x, y)d(µ1 × µ2)(x, y)

است لازم ابتدا یریم ب دوگانه انتگرال م خواهیم وقت واقع در

قضیه ی از استفاده با را این که است انتگرال پذیر تابع آیا بدانیم که

به (٧ (قضیه فوبین قضیه ی سپس م کنیم، بررس (۶ (قضیه تونل

خیل مقاله این در البته یریم. ب دوگانه انتگرال تا م کند کم ما

عهده ی به را توابع انتگرال پذیری مح و نم کنیم توجه جزئیات به

م گذاریم. خواننده

دیم رادون‐نی قضیه ی ۴ .٣

روبه رو dy = f(x)dx مانند عبارات با دیفرانسیل، حساب در

،h تابع هر برای که است این معمولا جمله این معنای میشویم.

آیا که م آید پیش سؤال این حال .
∫
h(y)dy =

∫
h(x)f(x)dx

اندازه ی µ اگر داد؟ ادامه اندازه ها برای م توان را صورت بندی این

ν اندازه ی آنگاه باشد، نامنف اندازه پذیر تابع ی f و (X,Σ) روی

ل ش به م توان را

ν(E) =

∫
E

fdµ (٢۵)
9Fubini-Tonelli theorem
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شریف ریاض گروه هامجله ی در فوریه ٩٧تبدیل مهرماه دهم، شماره ی

تابع هر برای که داد نشان م توان حالت این در کرد. تعریف

،h ∫اندازه پذیر
X

h(x)dν(x) =

∫
X

h(x)f(x)dµ(x) (٢۶)

برای که م آید پیش سؤال این حال .dν = fdµ م نویسیم لذا

dν = fdµ ل ش به رابطه ای م توان موقع چه ،ν و µ اندازه ی دو

‐µ مجموعه ی ی E اگر حالت این در که است واضح نوشت.

هست. نیز ν‐اندازه صفر آنگاه باشد، اندازه صفر

این در باشند. (X,Σ) روی اندازه دو ν و µ کنید فرض .۵ تعریف

م نویسیم و است مطلق پیوسته ی µ به نسبت ν م گوییم صورت

نیز ν‐اندازه صفر µ‐اندازه صفر، مجموعه ی هر هرگاه ،ν ≪ µ

باشد.

اما ν ≪ µ صورت این در ،dν = fdµ اگر که است واضح

م کند: بیان را گزاره این عکس زیر قضیه ی

اندازه ی دو ν و µ کنید فرض دیم١٠). رادون‐نی (قضیه ی ٨ قضیه

صورت این در .ν ≪ µ که طوری به باشند (X,Σ) روی σ‐متناه

dν؛ = fdµ که است موجود f : X → [0,∞) اندازه پذیر تابع

یعن

ν(E) =

∫
E

fdµ ∀E ∈ Σ (٢٧)

خواص با ری دی تابع g اگر که معنا این به است؛ تا ی تقریباً f این و

.f = g a.e. آنگاه باشد، فوق

مختلط اندازه ی و علامت دار اندازه ی ۵ .٣

حساب را تابع ی مقادیر خط ترکیب وقت مواقع، از بسیاری در

است لازم لذا باشند، مختلط حت یا منف م توانند ضرایب م کنیم،

مختلط مقدار حت یا علامت دار اندازه های به را اندازه مفهوم که

داد. تعمیم

باشد. σ‐جبر ی با همراه فضا ی (X,Σ) کنید فرض .۶ تعریف

صورت این در

علامت دار اندازه ی ی را µ : Σ → R ∪ {−∞,∞} (آ)

‐σ خاصیت دارای µ و µ(∅) = 0 هرگاه م نامیم،

(٢ تعریف به شود (رجوع باشد. جمع پذیری

هرگاه م نامیم، مختلط اندازه ی ی را µ : Σ → C (ب)

باشد. σ‐جمع پذیری خاصیت دارای µ و µ(∅) = 0

 

مختلط، و علامت دار اندازه های σ‐جمع پذیری قسمت در تذکر.

مطلق رایی هم راست، سمت جمع م گوید ما به (٧) معادله ی

مقادیر از ی حداکثر قادرند تنها علامت دار، اندازه های لذا است.

کنند. اختیار را −∞ و ∞

م کند کم ما به اندازه ها از مختلط مقدار و علامت دار تعریف

ی به تبدیل اندازه ها فضای و کنیم تفریق و جمع هم با را اندازه ها تا

برداری فضای این در انتگرال گیری همچنین شود. برداری فضای

رابطه ی در اعضا یعن باشد. داشته خط ∫خاصیت
X

fd(µ1 + cµ2) =

∫
X

fdµ1 + c

∫
X

fdµ2 (٢٨)

و علامت دار اندازه های برای انتگرال تعریف البته کنند. صدق

آن از قسمت به جا این در که است ریزه  کاری هایی دارای مختلط

م کنیم. اشاره

روی مختلط یا علامت دار اندازه ی ی µ کنید فرض .٧ تعریف

دنباله های تمام مجموعه ی S(E) ،E ∈ Σ هر برای و باشد (X,Σ)

دو به دو ها En که باشد (En)n مانند Σ اعضای از شمارا حداکثر

یا µ تغییرات اندازه ی صورت این در .
∪

nEn = E و باشند مجزا

ل ش به را µ مطلق قدر

|µ| (E) = sup

{∑
n

|En| | (En)n ∈ S(E)

}
(٢٩)

∥µ∥م گیریم. = |µ| (X) با برابر را µ کل تغییرات و م کنیم تعریف

،E ∈ Σ هر برای که است اندازه ی |µ| که داد نشان م توان

باشد مختلط اندازه ی ی µ اگر همچنین .
∣∣µ(E)

∣∣ ≤ |µ| (E)

را تابع ی انتگرال پذیری تا م کند کم ما به |µ| .∥µ∥ < ∞
10Radon-Nikodym theorem

٢٣



شریف ریاض گروه هامجله ی در فوریه ٩٧تبدیل مهرماه دهم، شماره ی

هرگاه م گوییم µ‐انتگرال پذیر را f اندازه پذیر تابع کنیم. تعریف

باشد. |µ|‐انتگرال پذیر

ی A و باشد مختلط یا علامت دار اندازه ی µ اگر تذکر.

اندازه صفر معنای به این ، µ(A) = 0 که باشد اندازه پذیر مجموعه ی

قسمت دو از A است ن مم زیرا نیست. (A بودن (ناچیز A بودن

قسمت اندازه ی و مثبت قسمت ی اندازه ی که باشد شده یل تش

µ‐اندازه صفر را A لذا شود. صفر آنها جمع و باشد منف ر دی

µ(B) = 0 ،B ⊆ A اندازه پذیر مجموعه ی هر برای هرگاه م نامیم

.|µ| (A) = 0 معادل طور به یا

به نیاز حقیق مقدار، اندازه های روی انتگرال تعریف برای اما

است. زیر قضیه ی

اندازه ی ی µ کنید فرض هان‐ژردان١١). (تجزیه ی ٩ قضیه

تای ی اندازه های صورت این در باشد. (X,Σ) روی علامت دار

هم به نسبت µ− و µ+ و µ = µ+−µ− که دارند وجود µ− و µ+

که باشند Nموجود و P اندازه پذیر مجموعه های یعن هستند؛ تکینه

−µ‐اندازه صفر مجموعه ی ی P و P ∩N = ∅ و X = P ∪N

باشد. +µ‐اندازه صفر مجموعه ی ی N و

با حال .|µ| = µ+ + µ− که است واضح قبل قضیه ی در

علامت دار اندازه های برای را انتگرال م توان ٩ قضیه از استفاده

مورد رابطه ی از استفاده تعریف اصل ایده ی درواقع کرد. تعریف

µ‐انتگرال پذیر تابع ی f اگر است. اندازه ها برای (٢٨) انتظار

ل ش به را f انتگرال ∫باشد،
X

fdµ =

∫
X

fdµ+ −
∫
X

fdµ− (٣٠)

را µ باشد، مختلط اندازه ی ی µ اگر همچنین م کنیم. تعریف

و µ1 که نوشت µ = µ1 + iµ2 ل ش به تا ی طور به م توان

‐µ تابع برای صورت این در هستند. علامت دار اندازه های µ2

ل ش به م توان را f انتگرال ،f ∫انتگرال پذیر
X

fdµ =

∫
X

fdµ1 + i

∫
X

fdµ2 (٣١)

دارای مختلط و علامت دار اندازه های برای انتگرال کرد. تعریف

صحت و توابع به نسبت بودن خط مانند انتظار مورد خوب خواص

[٧] به انتگرال خواص از بیشتر اطلاعات برای است. (٢٨) رابطه ی

کنید. مراجعه

مهم قضایای از بسیاری در مختلط و علامت دار اندازه های

تسلط رایی هم قضیه ی در م کنند؛ صدق شدند، ذکر قبل در که

علامت دار را اندازه ها م توان (٧ (قضیه فوبین قضیه ی و (۵ (قضیه

رادون‐ قضیه ی صورت در همچنین گرفت. نظر در مختلط یا

طرف از گرفت. نظر در مختلط را ν م توان نیز (٨ (قضیه دیم نی

رابطه ی در که ν و µ مختلط اندازه ی دو برای داد نشان م توان

رابطه ی م کنند، صدق ν = fµ

|dν| = |f ||dµ| (٣٢)

،µ≪|µ| م دانیم مختلط توابع برای ها این بر علاوه است. برقرار

(٣٢) رابطه ی و دیم رادون‐نی قضیه ی از استفاده با نتیجه در

که است موجود θ : X → R تابع که گرفت نتیجه م توان

زین جای حل راه عنوان به م توان معادله این از که dµ = eiθ|dµ|

کرد. استفاده مختلط اندازه های برای انتگرال تعریف برای

منظم اندازه ی ۶ .٣

فشرده موضعاً و هاوسدرف توپولوژی فضای ی X کنید فرض

باشد. آن برل σ‐جبر B و باشد

هرگاه م گوییم منظم (X,B) روی را µ برل اندازه ی .٨ تعریف

µ(K) <∞ ،K فشرده مجموعه ی هر برای .١

،E برل مجموعه ی هر برای .٢

µ(E) = inf
{
µ(U) | E ⊆ U, باز U

}
(٣٣)

،µ(E) <∞ که E برل مجموعه ی هر برای .٣

µ(E) = sup
{
µ(K) | K ⊆ E, فشرده K

}
(٣۴)

م نامیم منظم را آن باشد، مختلط یا علامت دار اندازه ی ی µ اگر

باشد. منظم |µ| هرگاه
11Hahn-Jordan decomposition theorem
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شریف ریاض گروه هامجله ی در فوریه ٩٧تبدیل مهرماه دهم، شماره ی

برل، اندازه های برای Lp(X,µ) فضای بررس اینجا در

روی توپولوژی نیست. لطف از خال منظم اندازه های خصوصاً

برای همچنین (۴ (تعریف م شود. ∥تعریف ∥p نرم با Lp فضای

نرم با کران دار توابع فضای L∞(X) ،p = ∞

∥f∥∞ = sup {f(x) | x ∈ X} (٣۵)

است. نواخت ی رایی هم توپولوژی همان آن توپولوژی که است

1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ برای Lq ⊆ Lp آنگاه (٧ ∥µ∥(تعریف <∞ اگر

نتیجه در بود. خواهد Lp توپولوژی از ظریفتر Lq توپولوژی و

C0(X,C) ⊆ L∞(X) ⊆ Lp
µ(X). (٣۶)

ی Cc(X,C) صورت این در باشد، منظم اندازه ی ی µ اگر

است. 1 ≤ p <∞ هر برای Lp ال چ زیرمجوعه ی

م توان را برل مجموعه های مشخصه ی توابع ر دی طرف از

حالت برای زد. تقریب نقطه به نقطه صورت به پیوسته توابع با

زیر قضیه ی و کرد استفاده فوق توضیحات از م توان p = 1 خاص

گرفت. نتیجه را

و فشرده موضعاً توپولوژی فضای ی X کنید فرض .١٠ قضیه

باشد. هاوسدرف

در ∥ ∥∞ نرم با A ⊆ C0(X,C) مجموعه ی کنید فرض (آ)

دو µ2 و µ1 کنید فرض همچنین باشد. ال چ C0(X,C)

که طوری به باشند X روی مختلط برل ∫اندازه ی
X

fdµ1 =

∫
X

fdµ2 ∀f ∈ A (٣٧)

.µ1 = µ2 صورت این در

به باشند X روی منظم اندازه ی دو µ2 و µ1 کنید فرض (ب)

که ∫طوری
X

fdµ1 =

∫
X

fdµ2 ∀f ∈ Cc(X,C) (٣٨)

.µ1 = µ2 صورت این در

تابع هر برای هرگاه م گوییم مثبت را ψ : C(X,C) → C تابع

.ψ(f) ≥ 0 ،f ≥ 0

فرض .(١٢ ریس‐مارکف‐کاکوتان نمایش (قضیه ی ١١ قضیه

صورت این در باشد. خط تابع ی T : Cc(X,C) → C کنید

دارد وجود µ تای ی منظم اندازه ی آنگاه باشد، مثبت T اگر (آ)

که

T (f) =

∫
X

fdµ , ∀f ∈ Cc(X,C) (٣٩)

وجود µ تای ی منظم مختلط اندازه ی آنگاه ،∥T∥ <∞ اگر (ب)

که دارد

T (f) =

∫
X

fdµ , ∀f ∈ Cc(X,C) (۴٠)

فشرده موضعاً آبل گروه های ۴

ساختار ی با G مانند است گروه توپولوژی گروه ی

تابع و (x, y) → xy ضرب تابع آن در که هاوسدرف توپولوژی

پرداختن مجال نوشته این در باشند. پیوسته x → x−1 وارون

گروه های از خواص به صرفاً و نیست توپولوژی گروه های به

بیشتر اطلاع برای م شود. پرداخته فشرده موضعاً آبل توپولوژی

شود. مراجعه [٣] به توپولوژی گروه های خواص از

هار اندازه ی ١ .۴

که است این دارد Rn روی لب اندازه ی که ویژگ هایی از ی

م توان آیا که م آید پیش سؤال این حال است. ناوردا انتقال تحت

برای جواب زد؟ گروه ها برای کل طور به را حرف این مشابه

کنید فرض y ∈ G هر برای است. مثبت فشرده موضعاً گروه های

از انتقال و چپ از انتقال ترتیب به Ry(x) = xy و Ly(x) = yx

توجه با باشد. وارون تابع inv (x) = x−1 و باشند y تحت راست

پیدا طوری را G روی µ ناصفر برل اندازه ی م خواهیم ٣ تعریف به

باشد. ناوردا رها عمل این تمام تحت که کنیم
12Riesz-Markov-Kakutani representation theorem
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شریف ریاض گروه هامجله ی در فوریه ٩٧تبدیل مهرماه دهم، شماره ی

اندازه ی آنگاه باشد، فشرده موضعاً گروه G اگر (هار١٣). ١٢ قضیه

انتقال تحت ناوردا که است موجود µ صفر غیر (٨ (تعریف منظم

این ضمن در .
(
Ry

)
∗ µ = µ ،y ∈ G هر برای یعن باشد. راست

ری دی اندازه ی ν اگر یعن است. ناوردا ثابت ضریب تقریب با µ

ضریبی c که ν = cµ آنگاه باشد، دارا را فوق خواص که باشد

باشد. فشرده G اگر فقط و اگر µ(G) <∞ همچنین است. ثابت

م گویند. هار١۴ اندازه ی بالا قضیه ی در تعریف شده اندازه ی به

که شد، تعریف راست انتقال برای هار اندازه ی بالا قضیه ی در

آبل G اگر اما نیست. ناوردا چپ انتقال تحت لزوماً متأسفانه

این همچنین و م دهند را معنا ی راست و چپ انتقال باشد،

م ماند. ناوردا نیز گرفتن وارون تحت اندازه

است این کرد ثابت را هار قضیه ی م توان که راه هایی از ی

تحت که بسازیم T : Cc(G,C) → C مانند مثبت خط تابع که

نمایش قضیه ی طبق صورت این در باشد. ناوردا راست انتقال

هار اندازه ی ی م توان (١١ (قضیه ی ریس‐مارکف‐کاکوتان

است. شده استفاده روش این از ٢٢ قضیه ی در داد. نسبت T به

همبندی مؤلفه ی شمارا حداکثر (یعن باشد σ‐همبند G اگر

اطلاعات برای بود. خواهد σ‐متناه آن هار اندازه ی باشد) داشته

کنید. مراجعه [١] به هار اندازه ی خواص از بیشتر

تابع صورت این در باشد، متری فضای ی X اگر .٩ تعریف

ϵ > 0 هر برای هرگاه م گوییم نواخت ی پیوسته ی را f : G→ X

d(f(x), f(y)) < که باشد موجود G خنثای عضو از V همسای

.xy−1 ∈ V هرگاه ϵ

در ،fx(y) = f(yx−1) اگر .f ∈ Lp(G) کنید فرض .١٣ قضیه

تابع صورت این

x→ fx (G→ Lp(G)) (۴١)

است. نواخت ی پیوسته ی

دوگان گروه ٢ .۴

و باشد فشرده موضعاً آبل گروه ی G کنید فرض بخش این در

را S1 واحد دایره ی گروه همچنین م دهیم. نشان + با را آن عمل

یرید. ب نظر در ضرب عمل با C\{0} از زیرگروه عنوان به

است. ξ : G→ S1 همریخت ی G مشخصه ی ی .١٠ تعریف

Ĝ یریم، ب نظر در G پیوسته مشخصه های همه ی با برابر را Ĝ اگر

گروه به تبدیل (ξ1 + ξ2)(x) = ξ1(x)ξ2(x) عمل با م توان را

م گویند. G دوگان گروه Ĝ به کرد. آبل

در م گیریم. نظر در فشرده‐باز توپولوژی را Ĝ روی توپولوژی

ی فشرده‐باز توپولوژی با Ĝ که کرد ثابت م توان صورت این

است. فشرده موضعاً آبل گروه

ξ(n) = ل ش به توابع Z روی پیوسته مشخصه های مثال برای

به S1 مشخصه ی توابع همچنین .Ẑ ∼= S1 پس هستند. e2πinξ

گروه ١ جدول در .Ŝ1 ∼= Z نتیجه در هستند. ξ(x) = xn ل ش

تبدیل نوع چهار با که است آمده گروه ها از نمونه ای برای دوگان

مربوطند. مقدمه در ذکرشده فوریه ی

G Ĝ

R R

S1 Z

Z S1

Z/m Z/m

دوگان گروه :١ جدول

آن فوریه ی تبدیل ،f : G → C اگر که است آن حقیقت

تبدیل انواع گویای ١ جدول همین برای م باشد. f̂ : Ĝ → C

است. فوریه

(. , .) : تابع م پردازیم. دوگان گروه های بحث ادامه ی به حال

ل ش به را G× Ĝ→ S1

(x, ξ) = ξ(x) (۴٢)
13Haar theorem
14Haar measure
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است: زیر خواص دارای تابع این م کنیم. تعریف

(x+ x′, ξ) = (x, ξ)(x′, ξ) (x, ξ + ξ′) = (x, ξ)(x, ξ′)

(x, 0) = (0, ξ) = 1 (−x, ξ) = (x,−ξ) = (x, ξ) = (x, ξ)−1

(۴٣)

خوبی شهود تابع این است. پیوسته (., .) تابع که کرد ثابت م توان

x̂(ξ) = (x, ξ) تابع ،x ∈ G هر برای م دهد. ما به دوگانگ از

در طبیع طور به Ĝ گروه نتیجه در م باشد. Ĝ برای مشخصه ی

؟ ̂̂G = G آیا که م  آید پیش سؤال این حال م نشیند. ̂̂G
موضعاً آبل گروه ی G اگر پونتریاگین١۵). (دوگانگ ١۴ قضیه

و ریخت ی ˆ : G → ̂̂
G طبیع نگاشت آنگاه باشد، فشرده

G ∼= ̂̂
G طبیع طور به نتیجه در است. همسانریخت

خواص از بخش این قضایای از ادعاها بسیاری که نماند ناگفته

نیست آن به پرداختن مجال چون ن لی م شود. نتیجه فوریه تبدیل

است. شده آورده نوشته این در کل طور به

پیچش ٣ .۴

‐σ و فشرده موضعاً آبل گروه ی G کنید فرض قسمت این در

قسمت این در همچنین باشد. آن هار اندازه ی m و باشد همبند

م دهیم نمایش dx با را dm(x)

باشند. تابع دو f, g : G→ C کنید فرض (پیچش١۶). ١١ تعریف

ل ش به را g و f پیچش صورت این در

f ∗ g(x) =
∫
G

f(x− y)g(y)dy (۴۴)

که xهایی ∫برای
G

∣∣f(x− y)g(y)
∣∣ dy <∞ (۴۵)

م کنیم. تعریف

وجود، صورت در تابع دو پیچش که کرد چ م توان راحت به

م باشد. جمع در پخش و شرکت پذیری جابه جایی، خاصیت دارای

م کند. اشاره پیچش خواص از قسمت به زیر قضیه ی

.١۵ قضیه

همه ی تقریباً برای (۴۵) صورت این در ،f, g ∈ L1(G) اگر (آ)

و است صادق xها

∥f ∗ g∥1 ≤∥f∥1∥g∥1 (۴۶)

باناخ جبر ∥ی ∥1 نرم با و ∗ و + اعمال با L1(G) نتیجه در

است.

f ∗ g صورت این در g ∈ L∞(G) و f ∈ L1(G) اگر (ب)

است. نواخت ی پیوسته ی و کراندار

.f ∗ g ∈ Cc(X,C) صورت این در ،f, g ∈ Cc(X,C) اگر (ج)

و f ∈ Lp(G) اگر آنگاه ، 1p + 1
q = 1 و 1 < p < ∞ اگر (د)

.f ∗ g ∈ C0(G,C) داریم g ∈ Lq(G)

داریم (آ) قسمت برای اثبات.

∫
G

∫
G

∣∣f(x− y)g(y)
∣∣ dydx

=

∫
G

(∫
G

∣∣f(x− y)
∣∣ dx)∣∣g(y)∣∣ dy

=

∫
G

∥f∥1
∣∣g(y)∣∣ dy =∥f∥1∥g∥1 <∞ (۴٧)

(آ) ٢١ قضیه ی طبق پس

∫
G

∣∣f(x− y)g(y)
∣∣ dy <∞ a.e. x (۴٨)

و

(۴٩)

∥f ∗ g∥1 ≤
∫
G

∫
G

∣∣f(x− y)g(y)
∣∣ dydx =∥f∥1∥g∥1 .

که است واضح (ب) برای

|f ∗ g| ≤
∫
G

∣∣f(x− y)g(y)
∣∣ dy ≤∥f∥1∥g∥∞ (۵٠)

15Pontryagin duality theorem
16convolution
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داریم نواخت ی پیوستگ برای اما است. کران دار f ∗ g پس

∣∣f ∗ g(x)− f ∗ g(z)
∣∣

≤
∫
G

∣∣f(x− y)− f(x− z)
∣∣∣∣g(y)∣∣ dy

≤
∫
G

∣∣f(x+ y)− f(z + y)
∣∣ dy ∥g∥∞

=∥f−x − f−z∥1∥g∥∞ (۵١)

اندازه ی به م توان را راست سمت عبارت ١٣ قضیه ی طبق نتیجه در

کرد. کوچ دلخواه

f ∗ g که م شود نتیجه (ب) قسمت از اولا (ج) قسمت در

g محمل و A با برابر f محمل اگر حال است. پیوسته و موجود

صورت این در باشد، B با برابر

(۵٢)

f ∗ g(x) =
∫
G

f(x− y)g(y)dy =

∫
B

f(x− y)g(y)dy

سمت انتگرال آنگاه x−y /∈ A ،y ∈ B هر برای اگر ر دی طرف از

است A+B زیرمجموعه ی f ∗ g محمل یعن است. صفر راست

است. فشرده که دید م توان راحت به که

در Cc(X,C) که یرید ب نظر در ابتدا (د) قسمت اثبات برای

{gn} و {fn} دنباله های م توان لذا است. ال چ Lq(G) و Lp(G)

∥fn − f∥p → 0 که گرفت نظر در طوری را Cc(X,C) اعضای از

(٣ (قضیه ی هلدر نامساوی طبق نتیجه در .∥gn − g∥q → 0 و

∣∣fn ∗ gn(x)− f ∗ g(x)
∣∣ = ∣∣(fn − f) ∗ (gn − g)(x)

∣∣
+
∣∣(fn − f) ∗ g(x)

∣∣ +
∣∣f ∗ (gn − g)(x)

∣∣
≤
∫
G

∣∣fn(x− y)− f(x− y)
∣∣∣∣gn(y)− g(y)

∣∣ dy
+

∫
G

∣∣fn(x− y)− f(x)
∣∣∣∣g(y)∣∣ dy

+

∫
G

∣∣f(x− y)
∣∣∣∣gn(y)− g(y)

∣∣ dy
≤∥fn − f∥p∥gn − g∥q+∥fn − f∥p∥g∥q+∥f∥p∥gn − g∥q

(۵٣)

در .∥fn ∗ gn − f ∗ g∥∞ → 0 که م گوید ما به بالا معادله ی

f ∗ g ∈ پس (ج)) (قسمت fn ∗ gn ∈ Cc(X,C) چون نتیجه

.C0(X,C)

داد. تعمیم G روی برل اندازه های به را پیچش تعریف م توان

روی برل مختلط اندازه های همه ی مجموعه ی M(G) کنید فرض

.∥µ∥ <∞ مختلط اندازه های برای که کنید دقت باشد. G

اندازه ی صورت این در ،µ, ν ∈ M(G) کنید فرض .١٢ تعریف

م شود: تعریف زیر ل ش به µ ∗ ν مختلط

µ ∗ ν(E) = µ× ν{(x, y) ∈ G×G | x+ y ∈ E} (۵۴)

رابطه ی و µ ∗ ν ∈M(G) که داد نشان م توان راحت ∫به
G

fd(µ ∗ ν) =
∫
G

∫
G

f(x+ y)dµ(x)dν(y) (۵۵)

جابه جایی شرکت پذیری، مانند خوبی خواص همچنین است. برقرار

در و است صادق اندازه ها روی پیچش عمل برای جمع در پخش و

علاوه به است. C‐جبر ی پیچش و جمع عمل با M(G) نتیجه

که کرد اثبات م توان

∥µ ∗ ν∥ ≤∥µ∥∥ν∥ (۵۶)

نتیجه در

ی کل تغییرات نرم و پیچش و جمع عمل با M(G) .١۶ قضیه

است. باناخ جبر

زیرا است. توابع روی پیچش از تعمیم تعریف این همچنین

رابطه ی و fdx ∈M(G) آنگاه f ∈ L1(G) اگر

(fdx) ∗ (gdx) = (f ∗ g)dx (۵٧)

است. برقرار

فوریه تبدیل ۵

فرض قسمت این در م پردازیم. فوریه تعریف تبدیل به جا این در

اندازه ی و باشد σ‐همبند و فشرده موضعاً آبل گروه ی G کنید

گروه را Ĝ همچنین م دهیم. نمایش dm(x) = dx با را آن هار

نمایش dm′(ξ) = dξ با را آن هار اندازه ی و م گیریم G دوگان

انتخاب هم از مستقل را گروه دو هار اندازه ی فعلا م دهیم.

برحسب را Ĝ هار اندازه ی ٢ .۵ بخش در که حال در م کنیم.

م کنیم. تعیین G هار اندازه ی

٢٨
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این در ،f ∈ L1(G) کنید فرض فوریه). (تبدیل ١٣ تعریف

ل ش به که است f̂ : Ĝ→ C تابع ،f فوریه تبدیل صورت

f̂(ξ) =

∫
G

(−x, ξ)f(x)dx (۵٨)

نشان A(Ĝ) با را آن برد و F با را فوریه تبدیل م شود. تعریف

م دهیم.

ارائه فوریه تبدیل از تعمیم هایی ۴ .۵ و ٢ .۵ قسمت های در

داد. خواهیم

فوریه تبدیل اولیه ی خواص ١ .۵

اولا م پردازیم. فوریه تبدیل اولیه ی خواص ارائه ی به قسمت این در

زیر در آن ر دی خواص است. خط تابع ی F که است واضح

است. آمده

.١٧ قضیه

f̂ ∗ g = f̂ ĝ (آ)

.F (f̃) = Ff صورت این در ،f̃(x) = f(−x) اگر (ب)

f̂x0(ξ) = (−x0, ξ)f̂(ξ) (ج)

ی F و است الحاق خود C‐جبر ی A(Ĝ) نتیجه در

است. A(Ĝ) به (∗ و + (عمل L1(G) جبر از همریخت

(آ): اثبات.

f̂ ∗ g(ξ) =
∫
G

(−x, ξ)f ∗ g(x)dx

=

∫
G

∫
G

(−x, ξ)f(x− y)g(y)dydx

=

∫
G

(∫
G

(−x, ξ)f(x− y)dx

)
g(y)dy

=

∫
G

(∫
G

(−x− y, ξ)f(x)dx

)
g(y)dy

=

(∫
G

(−x, ξ)f(x)dx
)(∫

G

(−y, ξ)g(y)dy
)

= f̂(ξ)ĝ(ξ) (۵٩)

صورت این در .g = f̃ کنید فرض (ب):

(۶٠)

ĝ(ξ) =

∫
G

(x, ξ)f(−x)dx =

(∫
G

(−x, ξ)f(x)dx
)

= f̂(ξ).

(ج):

f̂x0(ξ) =

∫
G

(−x, ξ)f(x− x0)dx

=

∫
G

(−x− x0, ξ)f(x)dx

= (−x0, ξ)
∫
G

(−x, ξ)f(x)dx

= (−x0, ξ)f̂(ξ) (۶١)

است. تعیین کننده زیر قضیه ی A(Ĝ) ساختار مورد در اما

.١٨ قضیه

.A(Ĝ) ⊆ C0(Ĝ,C) (آ)

نم شود صفر جا هیچ که است خودالحاق جبر ی A(Ĝ) (ب)

استون‐ قضیه ی طبق نتیجه در م کند. جدا را Ĝ نقاط و

است. ال چ C0(Ĝ,C) در (١ (قضیه ی وایرشتراس

نتیجه در .∥f̂∥∞ ≤ ∥f∥1 ،f ∈ L1(G) هر برای (ج)

است. پیوسته تابع ی F : L1(G) → C0(Ĝ,C)

صورت این در ξn → ξ و f ∈ L1(G) اگر (آ): اثبات.

همه ی و نقطه به نقطه صورت به (−x, ξn)f(x) → (−x, ξ)f(x)

رایی هم قضیه ی طبق پس هستند. |f | تسلط تحت توابع این

اما است. پیوسته f̂ پس .f̂(ξn) → f̂(ξ) (۵ (قضیه ی تسلط

به مراجعه نیازمند م شود،  صفر بی نهایت در f̂ که این اثبات

برای نم گنجد. نوشته این داخل در که است گلفاند١٧ نظریه ی

مراجعه [٨] و [۵] به اثبات ادامه ی و گلفاند نظریه ی از اطلاع کسب

شود.

است. خودالحاق جبر ی A(Ĝ) ١٧ قضیه ی طبق (ب):

در باشد. همان از فشرده همسای ی K ⊆ G کنید فرض
17Gelfand theory
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دهیم قرار اگر ξ0 ∈ Ĝ برای .0 < m(K) < ∞ نتیجه

و f ∈ L1(G) صورت این در f(x) = ξ0(x)1K(x)

f̂(ξ0) =

∫
G

(−x, ξ0)(x, ξ0)1K(x)dx = m(K) > 0 (۶٢)

ξ1 ̸= ξ2 اگر همچنین نم شود. صفر جا همه A(Ĝ) نتیجه در

نابرابری این و ξ1(x0) ̸= ξ2(x0) که دارد وجود x0 مانند نقطه ای

را V اگر است. برقرار x0 از همسای ی در پیوستگ خاطر به

،f(x) = (ξ1(x)−ξ2(x))1V (x) دهیم قرار و بنامیم همسای این

و f ∈ L1(G) نیز صورت این در

f̂(ξ1)− f̂(ξ2) =

∫
G

∣∣ξ1(x)− ξ2(x)
∣∣2 1V (x)dx > 0 (۶٣)

م کند. جدا را Ĝ نقاط A(Ĝ) نتیجه در .( پیوستگ خاطر (به

داریم (ج):

(۶۴)

|f̂(ξ)| =
∣∣∣∣∫

G

(−x, ξ)f(x)dx
∣∣∣∣ ≤ ∫

G

|f(x)|dx =∥f∥1

F : L1(G) → فوریه تبدیل که کردیم ثابت اینجا تا

در آن تصویر که است پیوسته و جبری همریخت ی C0(Ĝ,C)

ی به ی تبدیل این که کرد ثابت م توان است. ال چ C0(Ĝ,C)

م کنیم. ارائه بعد قسمت در را آن اثبات از شمایی ول است.

فوریه وارون تبدیل ٢ .۵

اینجا در اما م پردازیم. فوریه وارون تبدیل تعریف به اینجا در

کردیم، تعریف توابع روی را فوریه تبدیل که قبل قسمت برعکس

را تبدیل این اینکه دلیل م کنیم. تعریف اندازه ها روی را آن وارون

م کنیم. اشاره آن به که است ٢٢ قضیه ی م نامیم فوریه وارون

در .µ ∈ M(Ĝ) کنید فرض فوریه١٨). وارون (تبدیل ١۴ تعریف

است µ̃ : G→ C مانند تابع آن فوریه ی تبدیل وارون صورت این

ل ش به که

µ̃(x) =

∫
Ĝ

(x, ξ)dµ(ξ) (۶۵)

B(G) با را آن برد و F−1 با را فوریه وارون تبدیل م شود. تعریف

م دهیم. نشان

فوریه تبدیل تعریف شبیه بسیار فوریه وارون تبدیل تعریف

خواص تمام مشابه که دید م توان مشابه طور به پس است.

برقرار اینجا در (١٨ و ١٧ (قضایای فوریه تبدیل برای اشاره شده

خلاصه طور به پس است.

ی F−1 : M(Ĝ) → C0(G,C) فوریه وارون تبدیل .١٩ قضیه

است. ال چ آن برد و است پیوسته C‐همریخت

ی به ی فوریه وارون تبدیل که کرد خواهیم ثابت اینجا در

از م توان که است این دارد وجود که مهم نکته ی اما است.

تبدیل که کرد ثابت مشابه طور به و کرد استفاده Ĝ و G دوگانگ

است. ی به ی فوریه

است. ی به ی فوریه وارون تبدیل .٢٠ قضیه

آن هسته ی کنیم ثابت است کاف است، خط F−1 چون اثبات.

هر برای صورت این در .F−1(µ) = 0 کنید فرض است. صفر

داریم f ∈ L1(G)∫
Ĝ

f̂(ξ)dµ(ξ) =

∫
Ĝ

∫
G

(−x, ξ)f(x)dxdµ(ξ) =∫
G

(∫
Ĝ

(−x, ξ)dµ(ξ)
)
f(x)dx =

∫
G

µ̃(−x)f(x)dx = 0

(۶۶)

(رجوع .µ = 0 است، ال چ C0(Ĝ,C) در A(Ĝ) که جا آن از اما

(١٠ قضیه ی به شود

تبدیل و دارد وارون است، ی به ی فوریه وارون تبدیل چون

اینکه برای است. همریخت ی (F−1)−1 : B(G) → M(Ĝ)

به باید م گوییم، فوریه وارون تبدیل F−1 به چرا که شود مشخص

(قضیه ی فوریه وارون قضیه ی ببریم. پی F و (F−1)−1 رابطه ی

ی L1(G) ∩ B(G) روی تبدیل دو این که م گوید ما به (٢٢

که معنا این به هستند.

(F−1)−1(f) = f̂dξ f ∈ L1(G) ∩B(G) (۶٧)
18inverse Fourier transform
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در فوریه تبدیل تعمیم نحوی به را (F−1)−1 تابع م توان نتیجه در

است مفهوم این به f تابع فوریه تبدیل تعریف این با گرفت. نظر

این با است. مشخصه توابع از خط ای ترکیب ونه چ تابع این که

تبدیل در e2πixξ ل ش به توابع فوریه تبدیل فوریه، تبدیل از تعریف

م کند. پیدا معنا پیوسته فوریه

م پردازیم. B(G) اعضای کردن مشخص به بخش این آخر در

برای هرگاه م نامیم معین مثبت را ϕ : G → C تابع .١۵ تعریف

باشد. معین مثبت [ϕ(xi − xj)]i,j ماتریس x1, ..., xn ∈ G هر

،c1, ..., cn ∈ C هر برای یعن

∑
i,j

cic̄jϕ(xi − xj) ≥ 0. (۶٨)

اینکه جمله از دارد، مهم خواص معین مثبت توابع

ϕ(−x) = ϕ(x),
∣∣ϕ(x)∣∣ ≤ ϕ(0). (۶٩)

کنید. مراجعه [٨] به معین مثبت توابع خواص از بیشتر اطلاع برای

صورت این در باشد، Ĝ ∥µ∥روی <∞ با مثبت اندازه ی ی µ اگر

تابع

ϕ(x) =

∫
Ĝ

(x, ξ)dµ(ξ) = µ̃(x) (٧٠)

که کنید توجه مطلب این دیدن برای است. معین مثبت

∑
n,m

cnc̄mϕ(xn − xm)

=

∫
Ĝ

∑
m,n

cnc̄mξ(xn)ξ(xm)

 dµ(ξ)

=

∫
Ĝ

∣∣∣∣∣∑
n

cnξ(xn)

∣∣∣∣∣
2

dµ(ξ) ≥ 0. (٧١)

مطلب عکس است معروف بوچنر١٩ قضیه ی به که زیر قضیه ی اما

م کند. ادعا نیز را بالا

فقط و اگر است معین مثبت ϕ : G→ C تابع (بوچنر). ٢١ قضیه

.ϕ = F−1(µ) که باشد موجود µ ∈M(Ĝ) مثبت اندازه ی اگر

این در که است بیشتری جزئیات نیازمند بالا قضیه ی اثبات

نتیجه شود. مراجعه [٨] به اثبات مشاهده ی برای نم گنجد. نوشته

ترکیب ل ش به B(G) اعضای که است این بالا قضیه ی مهم

مختلط اندازه  ی هر زیرا هستند، معین مثبت توابع از خط ای

نوشت. مثبت اندازه های از خط ای ترکیب صورت به م توان را

(٩ قضیه ی به شود (رجوع

فوریه وارون قضیه ی ٣ .۵

شد. داده فوریه وارون قضیه ی درباره توضیحات قبل بخش در

آن اثبات و مسئله صورت دقیق بیان به م خواهیم قسمت این در

کنیم. ثابت را لم است لازم ابتدا کار شروع برای بپردازیم.

.١ لم

صورت این در ،f̃(x) = f(−x) و f ∈ L1(G) کنید فرض (آ)

است. معین مثبت g آنگاه g = f ∗ f̃ اگر

g ∈ L1(G) صورت این در باشد، فشرده K ⊆ Ĝ اگر (ب)

معین مثبت g و باشد مثبت اکیداً K روی ĝ که است موجود

باشد.

داریم (آ): اثبات.

∑
m,n

cnc̄mg(xn − xm)

=
∑
m,n

cnc̄m

∫
G

f(xn − xm − y)f(−x)dy

=

∫
G

∑
m,n

cnc̄mf(xn − y)f(xm − y)dy

=

∫
G

∣∣∣∣∣∣
∑
m,n

cnf(xn − y)

∣∣∣∣∣∣
2

dy ≥ 0 (٧٢)

م توان (ب) ٢٩ قضیه ی طبق ξ ∈ K هر برای (ب):

خاطر به .ûξ(ξ) ̸= 0 که کرد پیدا طوری را uξ ∈ L1(G)

طبق است. ناصفر ξ از Vξ همسای ی در ûξ ، پیوستگ

طوری را V1, ..., Vn یعن آن ها از تا متناه م توان K فشردگ
19Bochner’s theorem
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دهیم قرار اگر صورت این در دهند. پوشش را K که کرد انتخاب

آنگاه g = u1 ∗ ũ1 + ...+ un ∗ ũn

ĝ = |û1|2 + ...+ |ûn|2 (٧٣)

است. بزرگتر صفر از اکیداً K روی ĝ نتیجه در

م پردازیم. فوریه وارون قضیه ی صورت بیان به حال

آنگاه f ∈ L1(G)∩B(G) اگر فوریه). وارون (قضیه ی ٢٢ قضیه

انتخاب طوری را Ĝ رویGو هار اندازه های م توان و f̂ ∈ L1(Ĝ)

،µ = (F−1)−1(f) اگر ،f ∈ L1(G) ∩ B(G) هر برای که کرد

یعن

f(x) =

∫
Ĝ

(x, ξ)dµ(ξ) (٧۴)

آنگاه

dµ(ξ) = f̂(ξ)dξ (٧۵)

را L1(G)∩B(G) و µf با را (F−1)−1(f) اثبات این در اثبات.

صورت این در ،h ∈ L1(G) و f ∈ B1 اگر م دهیم. نشان B1 با

(h ∗ f)(0) =
∫
G

h(−x)f(x)dx

=

∫
G

∫
Ĝ

h(−x)(x, ξ)dxdµf (ξ) =

∫
Ĝ

ĥ(ξ)dµf (ξ) (٧۶)

،g ∈ B1 اگر نتیجه در

∫
Ĝ

ĥ(ξ)ĝ(ξ)dµf (ξ) = (h ∗ g) ∗ f (0)

= (h ∗ f) ∗ g(0) =

∫
Ĝ

ĥ(ξ)f̂(ξ)dµg(ξ) (٧٧)

A(Ĝ) و است درست h ∈ L1(G) هر برای (٧٧) رابطه ی چون پس

داریم است، ال چ C0(Ĝ,C) ∫در
Ĝ

ϕĝdµf =

∫
Ĝ

ϕf̂dµg ∀ϕ ∈ C0(Ĝ,C) (٧٨)

تعریف ل ش این به را T : Cc(Ĝ,C) → C خط تابع حال

K که suppψ ⊆ K و ψ ∈ Cc(Ĝ,C) کنید فرض م کنیم:

روی ĝ که باشد طوری g ∈ B1 اگر صورت این در است. فشرده

م کنیم تعریف صورت این در باشد. مثبت اکیداً K

T (ψ) =

∫
Ĝ

ψ

ĝ
dµg (٧٩)

چنین (ب) ١ لم طبق اولا است. خوش تعریف T دهیم نشان باید

g خواص که باشد ری دی تابع f ∈ B1 اگر ثانیا دارد. وجود gای

داریم (٧٨) طبق باشد، دارا ∫را
Ĝ

ψ

f̂ ĝ
f̂dµg =

∫
Ĝ

ψ

f̂ ĝ
ĝdµf (٨٠)

است. خط T که است واضح است. خوش تعریف (٧٩) پس

انتخاب طوری را g (٧٩) در م توان (ب) ١ لم طبق همچنین

ψ ≥ 0 اگر پس ،µg ≥ 0 نتیجه در باشد. معین مثبت که کرد

است. مثبت خط تابع ی T پس .T (ψ) ≥ 0 وضوح به آنگاه

کنید فرض است. ناوردا انتقال تحت T دهیم نشان م خواهیم

که دید م توان راحت به صورت این در .f(x) = (−x, ξ0)g(x)

به شود (رجوع dµf (ξ) = dµg(ξ + ξ0) و f̂(ξ) = ĝ(ξ + ξ0)

آنگاه ،ψ0(ξ) = ψ(ξ − ξ0) اگر صورت این در (ج)) ٢٩ قضیه ی

T (ψ0) =

∫
Ĝ

ψ(ξ − ξ0)

ĝ(ξ)
dµg(ξ)

=

∫
Ĝ

ψ(ξ)

ĝ(ξ + ξ0)
dµg(ξ + ξ0)

=

∫
Ĝ

ψ(ξ)

f̂(ξ)
dµf (ξ) = T (ψ) (٨١)

روی هار اندازه ی نتیجه در است. ناوردا راست انتقال تحت T پس

که است موجود Ĝ

T (ψ) =

∫
Ĝ

ψdξ ∀ψ ∈ Cc(Ĝ,C) (٨٢)

هر برای ،f ∈ B1 اگر حال (١٢ و ١١ قضایای به شود (رجوع

داریم ψ ∈ Cc(Ĝ,C)∫
Ĝ

ψf̂dξ = T (ψf̂) =

∫
Ĝ

ψ

ĝ
f̂dµg =

∫
Ĝ

ψdµf (٨٣)

است، درست ψ ∈ Cc(Ĝ,C) هر برای (٨٣) رابطه ی چون پس

نتیجه در .f̂dξ = dµf ،Ĝ فشرده ی زیرمجموعه ی هر روی پس

رابطه ی Ĝ فشرده ی زیرمجموعه های روی (٣٢) طبق

|dµf | = |f̂ |dξ (٨۴)

٣٢
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Ĝ فشرده ی زیرمجموعه های از دنباله ای Kn اگر حال است. برقرار

قضیه ی طبق آنگاه است، را هم Ĝ به صعودی طور به که باشند

داریم ( ۴ (قضیه ی نوا ی رایی هم

∫
Ĝ

|f̂ |dξ = lim
n→∞

∫
Ĝ

1Kn |f̂ |dξ

= lim
n→∞

|µf |(Kn) = |µf |(Ĝ) <∞ (٨۵)

و f̂ ∈ L1(Ĝ) نتیجه در

dµf = f̂dξ (٨۶)

اندازه ی که کرد را استفاده این م توان فوریه وارون قضیه ی از

کرد. بهنجار G هار اندازه ی حسب بر را Ĝ هار

پلانچرل قضیه ی ۴ .۵

دهیم. تعمیم L2(G) به را فوریه تبدیل م خواهیم قسمت این در

ایزومتری ی به م توان را فوریه تبدیل م گوید زیر قضیه ی درواقع

داد. تعمیم L2(Ĝ) و L2(G) بین

داریم ،f ∈ L1(G) ∩ L2(G) هر برای (پلانچرل٢٠). ٢٣ قضیه

∥f̂∥2 = ∥f∥2 (٨٧)

در است. ال چ L2(Ĝ) در F تحت L1(G) ∩ L2(G) تصویر و

تعمیم L2(Ĝ) و L2(G) بین ایزومتری ی به م توان را F نتیجه

داد.

f̃(x) = f(−x) اگر .f ∈ L1(G) ∩ L2(G) کنید فرض اثبات.

طبق پس است. معین مثبت g (آ) ١ لم طبق آنگاه ،g = f ∗ f̃ و

فوریه وارون قضیه ی طبق نتیجه در ،g ∈ B(G) بوچنر قضیه ی

∫
Ĝ

|f̂ |2dξ =
∫
Ĝ

ĝdξ = g(0)

=

∫
G

f(x)f̃(−x)dx =

∫
G

|f |2dx. (٨٨)

ثابت اینکه برای باشد. L1(G) ∩ L2(G) تصویر Φ کنید فرض

Φ⊥ = 0 کنیم ثابت است کاف است، ال چ L2(Ĝ) در Φ کنیم

چون .
∫
Ĝ
ϕψ̄dξ = 0 ،ϕ ∈ Φ هر برای یعن ،ψ ∈ Φ⊥ کنید فرض

ضرب تحت Φ پس است، ناوردا انتقال تحت L1(G) ∩ L2(G)

،x ∈ G هر برای نتیجه در است. ناوردا (x, ξ) ∫در
Ĝ

ϕ(ξ)ψ(ξ)(x, ξ)dξ = 0 (٨٩)

مانند م توان طرف از .ϕψ̄ = 0 a.e. ،٢٠ قضیه ی طبق نتیجه در

نتیجه در نم شود. صفر جا هیچ Φ که داد نشان (ب) ٢٩ قضیه ی

ψ = 0 a.e.

L2(Ĝ) و L2(G) بین ی به ی تناظر ی به فوریه تبدیل تعمیم

در دارد. کاربرد کوانتوم نظریه ی بخصوص زمینه ها، از بسیاری در

اعضای شرودینگر، ان م موج توابع ، کوانتوم گروه های نظریه ی

توابع و است ان م بیانگر G گروه که هستند L2(G) فضای

نشان دهنده ی Ĝ اعضای که هستند L2(Ĝ) اعضای تکانه ای موج

تکانه ی موج تابع ψ̂ ،ψ ان م تابع برای و هستند مختلف تکانه های

با ذره ای ان م موج تابع بیانگر Ĝ عضو هر درواقع است. آن

باید اینها از خط ای ترکیب ، ان م موج تابع و است ثابت تکانه ی

بیشتر اطلاعات برای م کند. پیدا تعمیم L2 به تعریف این که باشد،

.[۶] به شود رجوع
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ال�تری�� شب�ه های و ساده تصادف� زن قدم

خان� ها سایه

چ�یده

جابه جایی زمان مانند مقادیری دارد. وجود ال�تری�� شب�ه های تحلیل و گراف ها روی ساده تصادف� زن قدم بین عمیق� و جالب ارتباط
تشخیص برای م� توانیم معادل مقاومت مفهوم از همچنین هستند. محاسبه قابل مدارها نظریه در موجود روش های وسیله به فرار احتمال و

کنیم. استفاده گراف ها روی ساده تصادف� زن قدم ی� بودن بازگشت� یا گذرا

ساده تصادف� زن قدم ١

زدن قدم ی� ب�یرید، نظر در G = (V,E) همبند گراف ی�
م� شود شروع گراف در مشخص رأس ی� از G روی ساده تصادف�
به که مجاوری رأس به رأس ی� از حرکت، هر در تصادف� زن قدم و
م� کند. حرکت شده، انتخاب مجاور رئوس بین از ی�نواخت احتمال
نظر در زیر گراف روی را تصادف� زدن قدم م� توانید مثال عنوان به

ب�یرید،

مسیر گراف :١ ش�ل

کنیم. شروع را زدن قدم k نقطه مثلا� نقطه ی� از کنید فرض
قمار ورش�ستگ� مسئله عنوان به تصادف� زدن قدم این به م� توانیم
این بازی م� کند، بازی به شروع دلار k با قماربازی کنیم. نگاه باز
اگر م� کند، پرتاپ را سالم س�ه ای مرحله هر در او که است چنین
دلار ی� بیاید، خط اگر و م� برد دلار ی� قمارباز بیاید، شیر س�ه

پیدا را سؤال این جواب مایلیم صورت این در م� دهد. دست از
ورش�ستگ�، از قبل دلار N مبلغ به قمارباز رسیدن احتمال که کنیم

است؟ چقدر دلار، 0 مبلغ به رسیدن یعن�
باز قمار که این احتمال را p(k) تابع سؤال این به دادن پاسخ برای
تعریف برسد، دلار N مبلغ به ورش�ستگ� از قبل دلار k از شروع با
اگر همچنین . p(N) = 1 و p(0) = 0 که است واضح م� کنیم.
قدم روی کردن شرط� با م� توانیم صورت این در ،k /∈ {0, N}

بنویسیم، زیر ش�ل به بازگشت� ای رابطه  بعد

p(k) = Pr(A)× p(k + 1) + Pr(B)× p(k − 1)

١ بعدی پرتاب در قمارباز که است پیشامد این A بالا رابطه در
دلار ١ بعدی پرتاب در قمارباز که پیشامد این B و شود برنده دلار

ببازد.
کنیم، حل داریم که اولیه ای شرایط با را بالا بازگشت� رابطه اگر
دید خواهیم ادامه در م� آید. دست به p(k) = k

N صورت به جوابی
برسیم. جواب این به م� توانیم راحت تر خیل� که
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ال�تری�� شب�ه های ٢

شب�ه های مورد در قبل بحث به نامربوط ظاهر به سؤال این به بیایید
اهم ١ مقاومت هر آن در که را زیر مدار دهیم؛ پاسخ ال�تری��

ب�یرید، نظر در است،

باشد، 0 نقطه و k نقطه  بین پتانسیل اختلاف f(k) کنید فرض
است؟ چقدر f(k) مقدار صورت این در

برای داریم. نماد چند مرور به نیاز ابتدا سؤال این به دادن پاسخ برای
ϕ(a, b) با را راس دو آن پتانسیل اختلاف a, b ∈ V رأس دو هر
جریان نشان دهنده I(a, b) آن گاه ،{a, b} ∈ E اگر م� دهیم. نشان
است. (a, b) یال مقاومت Ra,b و b تا a نقطه ی از جاری ال�تری��

داریم، ال�تری�� مدارهای درباره را زیر آشنای حقایق همچنین
.ϕ(a, b) = I(a, b)Ra,b داریم (a, b) جهت دار یال در اهم: قانون
که جریان هایی جمع مدار، از v رأس هر در کرشهف: اول قانون
م� شود خارج آن از که جریان هایی جمع با م� شود وارد رأس آن به

. ∑
u:u∼v

I(u, v) = 0 یعن� است، برابر
داریم vk = v0 و ... ،v1 ،v0 هر برای کرشهف: دوم قانون

مجموع بسته مسیر یا حلقه هر در یعن� .∑ϕ(vi, vi+1) = 0

است. صفر برابر مدار المان های در پتانسیل اختلاف جبری
که دید م� توان برگردیم. f(k) درباره سؤالمان به م� توانیم حال

داریم، k /∈ {0, N} اگر همچنین .f(N) = 1 و f(0) = 0

0 = I(k − 1, k) + I(k + 1, k)

= ϕ(k − 1, k) + ϕ(k + 1, k)

= ϕ(k − 1, 0)− ϕ(k, 0)

+ ϕ(k + 1, 0)− ϕ(k, 0)

= (f(k − 1)− f(k)) + (f(k + 1)− f(k))

= f(k + 1) + f(k − 1)− 2f(k)

برگشتن با .f(k) = f(k+1)+f(k−1)
2 داریم بالا روابط به توجه با

هر p و f توابع که م� بینیم داشتیم، که ساده ای تصادف� زن قدم به
این م� کنند. صدق ی�سان� بازگشت� روابط و مرزی شرایط در دو
به واقع در باشند. برابر هم با باید دو این که م� دهد نشان مطلب
تحت آن جواب و کرد حل را تفاضل� ی معادله این توان م� سادگ�
مداری نسخه به مراجعه اوقات گاه� ی�تاست. مرزی شرط این
که آنجایی از کند. راحت تر را آن حل م� تواند مدار تحلیل و مسئله
بسته سری صورت به فوق مدار در k تا 0 نقطه بین مقاومت های
کنیم. جای�زین بزرگتر مقاومت ی� با را آن ها م� توانیم شده اند،
N تا k نقطه بین مقاومت های با م� توانیم را کار همین همچنین
داشت، خواهیم زیر ش�ل به معادل� مدار نتیجه در دهیم. انجام نیز

م� بینیم پس است، 1
N با برابر مدار کل در جریان که آنجایی از

پیدا برای حالت این در یعن� .p(k) = f(k) = ϕ(k, 0) = k
N که

تصادف� زن قدم به کردن نگاه جای به که بود راحت تر p(k) کردن
مسیر گراف جز به دی�ری گراف هر برای کنیم. نگاه مدار به ساده
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دهیم. انجام شد، گفته آنچه مشابه استدلال� م� توانیم نیز

z و a رأس دو و G = (V,E) همبند و متناه� گراف .١ قضیه
،k نقطه از شروع با تصادف� زدن قدم در ب�یرید. نظر در را آن از
با است برابر z رأس به برخورد از قبل a رأس به برخورد احتمال
آن یال هر که مشابه شب�ه ای در z و k نقاط بین پتانسیل اختلاف
اعمال 1 پتانسیل اختلاف z و a نقاط بین و است 1 مقاومت دارای

است. شده

گراف های روی هارمونی� توابع ی�تایی به واقع در قضیه این
هارمونی� تابع ی� ، f : V → R تابع ی� م� شود. مربوط متناه�

اگر است، v رأس در

f(v) =
1

deg(v)

∑

u∼v

f(u)

B ⊂ V و همبند متناه� گراف Gی� = (V,E) فرضکنید .١ لم
صفر مساوی B روی و هارمونی� V \B روی f اگر باشد. ناته�

بود. خواهد صفر با متحد f صورت این در باشد،

متناه� گراف که آن جایی از .f ≤ 0 که م� دهیم نشان ابتدا اثبات.
Mبیشینه و f(v0) = M که دارد وجود آن در v0 مانند رأس� است،
صورت این در .w ∼ v0 کنید فرض حال است. V روی f مقدار

داریم، f(w) < f(v0) اگر

f(v0) =
1

deg(v0)

∑

u∼v0

f(u)

=
1

deg(v0)
.f(w)

+
1

deg(v0)

∑

u∼v0,u̸=w

f(u) < M

که آن جایی از .f(w) = f(v0) بنابراین نیست، مم�ن این که
دارد. وجود y مثل B از رأس� به v0 از مسیری است، همبند گراف
،f(v0) = f(y) = 0 که م� گیریم نتیجه بالا استدلال تکرار با
استدلال� با است. صفر مساوی V روی f مقدار بیشینه بنابراین
کامل را اثبات این و f ≥ 0 که م� گیریم نتیجه −f روی مشابه

م� کند.

تابع و p با را تصادف� زن قدم به مربوط تابع اگر .١ قضیه اثبات
جز به v رأس هر در دهیم، نمایش f با را مدارها نظریه به مربوط

داریم، z و a

p(v) =
∑

u∼v

Pr( باشد u به v از گام اولین )× p(u)

=
1

deg(v)

∑

u∼v

p(u)

استفاده با مشابه طور به هارمونی�است. V \{a, z}روی p بنابراین
داریم، کرشهف قوانین از

0 =
∑

u∼v

I(u, v)

=
∑

u∼v

ϕ(u, v)

=
∑

u∼v

ϕ(u, z)− ϕ(v, z)

=
(∑

u∼v

f(u)
)
− deg(v)f(v).

V \{a, z}هارمونی�روی تابع ی� نیز f که م� دهد نشان بالا رابطه
که کنیم مشاهده م� توانیم نتیجه در است.

(f − p)(a) = (f − p)(z) = 0

نتیجه ١ لم از استفاده با است. هارمونی� V \{a, z} روی f −p و
.f = p یعن� f − p ≡ 0 که م� شود

و گراف ها روی تصادف� زدن قدم بین طرفه دو رابطه این از
احتمالات� مسائل کردن ساده تر برای م� توانیم ال�تری�� شب�ه های
مثال کنیم. استفاده مدارها تحلیل به مربوط سؤالات همچنین و
مداری تحلیل از استفاده آن در که بود مثال� قمارباز ورش�ستگ�
اتفاق این برعکس است مم�ن ول� بود احتمالات� نگاه از ساده تر
هر آن در که ب�یرید نظر در گره n با مداری مثال برای بیفتد. نیز
رأس n با کامل گراف یعن� است متصل دی�ر رئوس همه به رأس

ب�یرید، نظر در را
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بین 1 پتانسیل اختلاف و ب�یریم نظر در را z و a رأس دو ما اگر
چقدر z و دی�ر رأس ی� بین پتانسیل اختلاف کنیم، ایجاد آن ها
ساده تصادف� زدن قدم در سؤال این با متناظر سؤال به بود؟ خواهد
به رسیدن احتمال ساده تصادف� زدن قدم در که م� بینید کنید، نگاه
z و a که هایی k همه برای پس است برابر هم با z و a رأس دو
به رأس هر پتانسیل اختلاف یعن� این .p(k) = 1

2 داریم نیستند،
است. 1

2 با برابر z با a جز

معادل مقاومت و جابه جایی زمان ٣

کوچ� مقاومت k قمارباز ورش�ستگ� مثال در ما که دارید یاد به
دست به از مثال� این کردیم. جای�زین بزرگ مقاومت ی� با را
v و u نقطه دو بین معادل مقاومت است. معادل مقاومت آوردن
بتواند که است نقطه دو آن بین نیاز مورد پتانسیل اختلاف میزان
با را کمیت این بفرستد. v نقطه به u نقطه از را جریان واحد ی�
سری مقاومت دو اگر که م� کنیم یادآوری دهیم. م� نشان R(u, v)

زیر، ش�ل مانند باشند

موازی مقاومت دو اگر .R(u, v) = R1 +R2 صورت این در
باشند،

از احتمالات� بیان ی� .R(u, v) = 1
1

R1
+ 1

R2

صورت این در
دارد. وجود فرار احتمال اساس بر معادل مقاومت

زن قدم که باشد احتمال این p(a, z) که کنید فرض .١ گزاره
کند. برخورد z به a به بازگشت از قبل a از شروع با ساده تصادف�

صورت، این در

p(a, z) =
1

deg(a)R(a, z)

برای معادل مقاومت مفهوم که م� بینید بالا گزاره به توجه با
چقدر دی�ر رأس به رأس ی� از رسیدن که مطلب این به بردن پی

است. مفید است، دشوار
v راس به ساده تصادف� زن قدم برخورد زمان ریاض� امید را Hu,v

لزوماً Hu,v که کنید توجه کنید. تعریف u راس از حرکت شروع با
زیر، گراف در مثال برای نیست. برابر Hv,u با

در همواره م� کند، حرکت به شروع u از که تصادف� زن قدم
زیرا Hv,u > 1 ول� .Hu,v = 1 پس م� رسد. v به قدم اولین
مم�ن است، کرده حرکت به شروع v از که تصادف� زن قدم ی�
عدم مش�ل که این برای کند. حرکت راست سمت به اول که است
صورت به را v و u رأس دو بین جابه جایی زمان کنیم، رفع را تقارن
انگیزی، ش�فت طرز به م� کنیم. تعریف Cu,v = Hu,v + Hv,u

دارد. معادل مقاومت با نزدی�� رابطه ی جابه جایی زمان این

G = (V,E) همبند گراف در v و u رأس دو هر برای .٢ گزاره
داریم،

Cu,v = 2|E|R(u, v)

ساده تصادف� زدن قدم بین دوطرفه رابطه ی� نیز گزاره این
گراف روی را رابطه این بیایید م� دهد. دست به مدارها تحلیل و
چون است؟ چقدر مثال این در H0,N کنیم. نگاه (١ (ش�ل مسیر
با نتیجه در .H0,N = HN,0 اینجا پس است، متقارن گراف این

داشت، خواهیم قبل گزاره از استفاده

H0,N = |E|R(0, N) = N.N = N2

زمان متوسط تلاش ذره ای بدون رابطه این م� بینید که طور همان
از مسئله به م� خواستیم اگر که درصورت� م� دهد. ما به را برخورد
م� تواند رابطه این بود. پیچیده تر اوضاع کنیم نگاه احتمالات� دیدگاه
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م� کنید فرض باشد. مفید هم مدارها به مربوط مسائل حل برای
و a رأس دو بین معادل مقاومت رأس� n کامل گراف در خواهیم

بنویسیم، م� توانیم ٢ گزاره از استفاده با کنیم. پیدا را b

R(a, b) =
Ha,b +Hb,a

2|E| =
Ha,b(

n
2

)

هرجایی تصادف� زن قدم  کنیم. محاسبه را Ha,b راحت� به م� توانیم
برابر بعد قدم در b نقطه به آن رفتن احتمال باشد، b نقطه  جز به
رسیدن برای لازم قدم های تعداد که م� دهد نشان این است. 1

n−1

امید پس است. 1
n−1 پارامتر با هندس� تصادف� متغیر ی� b به a از

مقدار این گذاری جای با است. n − 1 هندس� متغیر این ریاض�
داشت، خواهیم قبل رابطه در

R(a, b) =
n− 1(

n
2

) =
2

n
.

پوشش زمان برای بالایی کران ۴
١ پوشش زمان آن، از v رأس هر و G همبند و متناه� گراف برای
واقع در Cv م� دهیم. نمایش Cv با را v رأس از شروع با گراف
این با است، رأس ها همه مشاهده ی برای لازم قدم های تعداد متوسط
زمان کرده باشیم. شروع v رأس از را تصادف� زدن قدم که فرض
برای م� کنیم. تعریف C(G) := maxv∈V Cv را گراف پوشش
در صفر، نقطه ی از شروع با پوشش زمان ،N طول به خط� گراف
را آن مقدار قبلا� که است N نقطه ی به برخورد زمان همان واقع

کردیم. حساب C0 = N2 با برابر
زمان بین ارتباط� آیا که است این م� شود مطرح که سؤال ی�

دارد؟ وجود گراف یال های و رأس ها تعداد و پوشش

داریم G همبند گراف هر برای .٢ قضیه

C(G) ≤ 2|E|.|V |

هر به ازای باشد. G از فراگیر زیردرخت ی� T کنید فرض اثبات.
به دوباره و کنیم ط� را درخت کل v از شروع با م� توانیم v رأس
ی� این شده باشد. ط� بار ٢ دقیقاً یال هر که به طوری  برگردیم v

است اثبات قابل استقرا طریق از سادگ� به که درخت هاست ویژگ�
استفاده ٢ عمق اول جستجوی ال�وریتم از م� توان مثال عنوان به یا
م� شوند پیموده که ترتیبی اساس بر را رأس ها م� توانیم کرد.
پوشش زمان .v0 = v, v1, ..., v2n−2 = v کنیم، شماره گذاری
تصادف� قدم زن که است زمان� متوسط مساوی یا کمتر v برای
گام تعدادی با قدم زن ابتدا یعن� م� پیماید، ترتیب این با را رأس ها
آخر. ال� و v2 به v1 از گام تعدادی با سپس م� رسد، v1 به v0 از
قدم زن حالت های درخت بررس� کم� به موضوع این دقیق اثبات

بنابراین است. مم�ن تصادف�

Cv ≤
2n−3∑

k=0

Hvk,vk+1

=
∑

(x,y)∈ET

Hx,y +Hy,x

=
∑

(x,y)∈ET

2|E|R(x, y)

≤
∑

(x,y)∈ET

2|E| · 1

≤ 2|E| · |V |

مقاومت که کردیم استفاده فیزی�� شهود این از آخر رابطه ی در
١ مقاومت مقدار از هست، یال آن ها بین که راس دو بین معادل
قابل نیز ریاض� طور به نکته این نیست. بیشتر آن ها بین یال اهم�
اتلاف� توان مینیمم سازی با کرشهف معادلات حل زیرا است اثبات
طرف دو از ماکسیمم گرفتن با نهایت در است. معادل ال�تری��

م� شود. کامل اثبات

مراجع

[1] J. Laurie Snell Peter G. Doyle. Random walks and elec-

tric networks. 2006.

[2] Yuval Peres Russell Lyons. Probability on Trees and

Networks. 2010.
1Cover Time
2Depth-First search
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چندجمله ای زمان پیچیدگ با بودن اول آزمون سه

معماریان سهیل

مقدمه ١

مسائل بنیادی ترین از شده داده عدد ی بودن مرکب یا اول تشخیص

ادامه تاکنون رابطه این در پژوهش که است وریتم ال اعداد نظریه

چندجمله ای زمان پیچیدگ با قطع وریتم ال اولین AKS دارد.

وریتم ال این شد. طراح ٢٠٠٢ سال در که بود مقصود این برای

با مواجهه در اخیر سال ٢٠ دستاوردهای مهم ترین از ی عنوان به

زیبایی آن، درخشان نتایج بر علاوه  که م شود محسوب سوال این

توجه قابل نیز شده گرفته کار به آن در که اثبات هایی ظرافت و

است.

نظری رهیافت با است، شده نوشته [٢] اساس بر که مقاله این در

(سولوی‐ تصادف بودن اول آزمون دو و AKS آزمون بررس به

آشنایی جز که گونه ای به م شود پرداخته میلر‐رابین) و استرسن

است. نشده فرض ری دی پیشنیاز مقدمات اعداد نظریه و جبر با

فرما کوچ قضیه ی ٢

بیان را آن معادل صورت های و فرما کوچ قضیه ی بخش این در

اولین قضیه این م روند. به کار بودن اول آزمون های در که م کنیم

شد. مطرح میلادی هفدهم قرن فرما١در دو پیر توسط بار

عدد هر و p اول عدد هر برای فرما) کوچ (قضیه ی .١ قضیه

داریم: 0 < a < p که a طبیع

ap−1 p
≡ 1.

داریم a ∈ Z∗
p هر برای است، متناه گروه ی Z∗

p چون .١ اثبات

است: برابر نیز آن ها اعضای حاصل ضرب نتیجه در ؛ Z∗
p = aZ∗

p∏
b∈Z∗

p

b
p
≡

∏
b∈Z∗

p

ab
p
≡ ap−1

∏
b∈Z∗

p

b⇒ ap−1 p
≡ 1.

.a p
≡ ±1 آنگاه a2 p

≡ 1 اگر p اول عدد و a صحیح عدد برای .١ لم

.٢ اثبات

a2
p
≡ 1⇒ p|a2 − 1⇒ p|(a− 1)(a+ 1)

.p|(a+ 1) یا p|(a− 1) پس است اول p چون

0 < a < p که a طبیع عدد هر و p فرد اول عدد هر برای .٢ قضیه

داریم:

a
p−1
2

p
≡ ±1

است زوج p − 1 چون .ap−1 p
≡ 1 داریم ١ قضیه طبق .٣ اثبات

م دهد. نتیجه را م ح ١ لم پس

طبیع عدد t و p − 1 = 2st که p فرد اول عدد برای .٣ قضیه

ی دنباله ،0 < a < p که a طبیع عدد و باشد فرد

at(mod p), a2t(mod p), a2
2t(mod p), ..., a2

st(mod p)

1Pierre de Fermat

۴٠



شریف ریاض چندجمله ایمجله ی زمان پیچیدگ با بودن اول آزمون ٩٧سه مهرماه دهم، شماره ی

و م شود ظاهر دنباله از جایی در ١ و ‐١ زوج یا است ١ تماماً یا

است. ١ تماماً آن بعد

تمام اگر است. ١ دنباله عضو آخرین ١ قضیه طبق .۴ اثبات

صورت این غیر در م شود ثابت م ح که باشد ١ دنباله اعضای

م دهیم. نشان a با آنرا و نیست ١ که یرید ب نظر در را جایی آخرین

١ لم بنابر .a2 p
≡ 1 پس است قبل عنصر دوم توان عضو هر چون

.a p
≡ −1 باید

هر برای اگر فقط و اگر است اول عدد ،n طبیع عدد .٢ لم

.n|
(
n
i

)
باشیم داشته 0 < i < n

عامل ی صورت در حال .
(
n
i

)
= n!

(n−i)!i! م دانیم .۵ اثبات

از تر کوچ عامل هیچ آنگاه باشد اول عدد n اگر دارد. وجود n

ی و ندارد وجود n از عامل هیچ مخرج در لذا ندارد؛ خودش

شود. م ثابت م ح طرف

عدد را k دارد. q مانند اول عامل باشد، مرکب عدد n اگر

چون qk ∤
(
n
q

)
.qk+1 ∤ n و qk|n که م کنیم تعریف طبیع

در و k برابر صورت در q عامل تعداد و
(
n
q

)
= n(n−1)...(n−q+1)

q(q−1)...(1)

است. 1 برابر مخرج

a هر برای اگر فقط و اگر است اول عدد ،n طبیع عدد .۴ قضیه

باشیم: داشته 0 < a < n که

(x+ a)
n n≡ xn + a

بودن همنهشت چندجمله ای، دو بودن همنهشت از منظور اینجا (در

آن هاست.) ضرایب

م دانیم: نیوتن اتحاد از .۶ اثبات

(x+ a)
n − xn − a =

n−1∑
i=1

(
n

i

)
xian−i + an − a.

همچنین .(x+ a)
n n≡ xn+an ، لم٢ طبق باشد، اول عدد n اگر

شد. ثابت م ح طرف ی پس .an n≡ a ،١ قضیه طبق

کنیم انتخاب چنان را a اگر .n ∤
(
n
i

)
نباشد، اول عدد n اگر

ناصفر n ی پیمانه در xi ی جمله ضریب آنگاه (n, an−i) = 1 که

م شود.

سولوی‐استرسن آزمون ٣

برای که بود کارآمدی وریتم ال اولین سولوی‐استرسن٢ آزمون

قضیه ی از استفاده آن اصل ایده ی شد. مطرح بودن اول آزمون

است. قضیه٧ و ٢

هر برای آنگاه باشد فرد اول عدد p اگر اویلر٣) (مح .۵ قضیه

داریم: m طبیع عدد

(
m

p
)

p
≡ m

p−1
2 .

برابر تساوی طرف دو هر باشد، بخش پذیر p بر m اگر .٧ اثبات

عدد آنگاه باشد، Z∗
p گروه مولد g و (p,m) = 1 اگر است. صفر

.gi p
≡ m که دارد وجود i طبیع

برابر تساوی چپ طرف و زوج i باشد، مربع مانده ی m اگر

داریم: ١ قضیه ی طبق است. ١

m
p−1
2

p
≡ gj

p−1
2

p
≡ 1 = (

m

p
).

‐١ برابر تساوی چپ طرف و فرد i باشد، مربع نامانده ی m اگر

کنیم ثابت است کاف .m p−1
2

p
≡ ±1 داریم ٢ قضیه ی طبق است.

است. p − 1 آن مرتبه ی است مولد g چون نیست. ان پذیر ام ١

این که p− 1|j p−1
2 م دهد نتیجه این ،gj p−1

2
p
≡ m

p−1
2

p
≡ 1 اگر

است. تناقض در j بودن فرد با

تجزیه که n و m طبیع اعداد برای ژاکوبی۴) (نماد .١ تعریف

به ژاکوبی نماد باشد، n =
∏r

i=1 pi
αi صورت به n استاندارد

لژاندار۵است. نماد (mpi
) از منظور که م شود تعریف زیر صورت

(
m

n
) =

r∏
i=1

(
m

pi
)
αi

.( an ) = (a+n
n ) م آید بدست سادگ به تعریف از .١ ملاحظه

2Solovay-Strassen
3Euler
4Jacobi
5Legendre
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فرد اعداد برای ژاکوبی) نماد برای مربع تقابل (قانون .۶ قضیه

داریم: ،(n,m) = 1 که n,m

(
n

m
)(
m

n
) = (−1)

(n−1)(m−1)
4

مرکب عدد برای که کنید توجه دید. [٣] در م توان را آن اثبات

.( an )
n≡ a

n−1
2 که ندارد لزوم ،n

م توانیم متوال تقسیمات با ،١ ملاحظه ی و ۶ قضیه ی از استفاده با

کنیم. بیان ( an ) محاسبه ی برای O((log n)2) مرتبه ی از وریتم ال

اول عدد کامل توان که یرید ب نظر در فردی عدد را n .٧ قضیه

احتمال با یا (a, n) > 1 یا ،0 < a < n که a تصادف عدد نباشد.

داریم: 1
2 حداقل

(
a

n
)

n

̸≡ a
n−1
2 .

n = pkm نوشت م توان پس نیست کامل مربع n چون .٨ اثبات

تعریف حال .(p,m) = 1 نیز و باشد فرد عدد k و اول عدد p که

کنیم: م

A = {0 < a < pk|(a, p) = 1}.

A اعضای تااز pk(p−1)
2 دقیقاً و |A| = pk−1(p − 1) وضوح به

مربع نامانده ی A اعضای تااز pk(p−1)
2 دقیقاً و مربع مانده  ی

مربع نامانده ی و مربع مانده ی ترتیب به a0،b0 اگر هستند.

و 0 < c < m که را c دلخواه عدد باشند، A در p پیمانه به

باق مانده ی قضیه به توجه با یرید. ب نظر در نیز را (c,m) = 1

که دارند وجود 0 < a, b < n تایی ی طبیع اعداد ، چین

داریم: حال .a0
pk

≡ a, b0
pk

≡ b و a
m≡ b

m≡ c

(
a

n
) = (

a0
p
)
k
(
c

m
) = (

c

m
)(∗)

(
b

n
) = (

b0
p
)
k

(
c

m
) = −( c

m
)(∗∗)

م شود نتیجه (∗∗) و (∗) از ( b
n )

n≡ b
n−1
2 نیز و ( an )

n≡ a
n−1
2 اگر

داشت: خواهیم لذا .an−1
2

n≡ −bn−1
2

c
n−1
2

m≡ a
n−1
2

m≡ −b
n−1
2

m≡ −c
n−1
2

یا ( an )
n

̸≡ a
n−1
2 یا پس .(c,m) = 1 چون ندارد ان ام این اما

نامانده های تعداد با مربع مانده های تعداد چون .( b
n )

n

̸≡ b
n−1
2

و 0 < a < n که a تصادف عدد برای پس بود برابر مربع

، 12 حداقل احتمال با (a, n) = 1

(
a

n
)

n

̸≡ a
n−1
2 .

است شده بررس مقاله این در که بودن اول آزمون سه هر در

اما نیست. کامل توان شده داده عدد که باشیم مطمئن باید ابتدا

دقیق تر طور به و نیست دشوار فرض این کردن چ وریتم ال

کند. مراجعه [۴] به وریتم ال این دیدن برای م تواند خواننده

آزمون برای تصادف وریتم ال دنبال صرفاً اگر کنید توجه همچنین

برایمان باشند کامل توان صورت به که اعدادی باشیم، بودن اول

صفر ال چ طبیع اعداد در ایناعداد زیرا بود نخواهند ل ساز مش

است: ٢ معکوساتشان جمع و دارند

∞∑
n=1

∞∑
k=2

1

nk
= 1 +

∞∑
n=2

1

n(n− 1)
= 2

برای سولوی‐استرسن وریتم ال م توان ٢ قضیه و ٧ قضیه بنابر

فقط که صورت در وریتم ال این کرد. مطرح را بودن اول آزمون

رسید. خواهد درست جواب به 1
2 حداقل احتمال به شود اجرا بار ی

است. O((log n)3) وریتم، ال این نیاز مورد محاسبات تعداد

سولوی‐استرسن) بودن اول (آزمون .١ وریتم ال

input: n

output: prime or composite

if ∃m, k ∈ N; n = mk , k > 1

return composite

End if

if ( an ) = a
n−1
2 (mod n)

return prime

End if

return composite

۴٢
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میلر‐رابین آزمون ۴

را وریتم ال میلر٧این آزمون در تغیرات انجام با [۶] رابین۶در ل مای

یافته٨ثابت تعمیم ریمان حدس درست فرض با میلر نمود. طراح

باشد، داشته اول عامل ی از بیش که n مرکب عدد برای کرد

نیست. برقرار 0 < a < (log n)
2 که a ی برای حداقل ٣ قضیه 

تصادف a برای فرض هیچ پذیرفتن بدون کرد ثابت میلر همچنین

نیست. برقرار ٣ قضیه ی بالایی احتمال با

و دارد اول عامل ی از بیش که باشد مرکبی عدد n اگر .٨ قضیه

دنباله ی ،12 حداقل احتمال با ،n− 1 = 2st

at(mod n), a2t(mod n), a2
2t(mod n), ..., a2

st(mod n)

ندارد: را خاصیت دو این از ی هیچ

است. ١ تماماً •

١ تماماً آن بعد و م شود ظاهر دنباله از جایی در ١ و ‐١ زوج •

است.

از توان بزرگترین را k و n فرد اول عامل دو را q و p .٩ اثبات

طبیع اعداد wوv همچنین کند م عاد را n که یرید ب نظر در p

بررس را حالت ابتدا .(w, 2) = 1 و p − 1 = 2vw که باشند

مجموعه باشد. داشته وجود دنباله در ‐١ ی حداقل که م کنیم

م کنیم: تعریف زیر صورت به 0 ≤ u < s برای را Au

Au = {a|(0 < a < n) ∧ (a2
ut pk

≡ −1)}.

به را Ap,u مجموعه .a2ut pk

≡ −1 داریم a ∈ Au هر برای پس

م کنیم: تعریف زیر صورت

Ap,u = {a (mod pk)|a ∈ Au}.

برابر ،pk پیمانه به حاصل ضرب گروه اعضای تعداد چون

.apk−1(p−1) pk

≡ 1 داریم a ∈ Ap,u هر برای است pk−1(p − 1)

در چون نم کند عاد را t ، p .a(pk−1(p−1),2u+1t) pk

≡ 1 بنابراین

داریم لذا ندارد. ان ام که کند عاد را n − 1 باید صورت این غیر

پس p − 1 = 2vw و است فرد t چون .a(p−1,2u+1t) pk

≡ 1

داشت خواهیم آنگاه v ≤ u اگر .a2min{u+1,v}(w,t) pk

≡ 1

بردارد: در نتیجه دو که v > u پس ندارد. ان ام که a2
ut pk

≡ 1

توجه ١ لم (به a2
u+1(w,t) pk

≡ 1 باید چراکه a2u(w,t)؛ pk

≡ −1 اولا

.a2ut pk

≡ −1 م دانستیم و کنید.)

نتیجه (w, t) ≤ w و 2u ≤ 2v چراکه ,22u−v(w؛ t) ≤ p−1 ثانیاً

.22u−v(w, t) ≤ 2vw = p− 1 م دهد

دارد جواب l حداکثر xl pk

≡ −1 معادله l|p− 1 برای ر دی سوی از

داریم: شده بیان نتیجه دو به توجه با لذا

|Ap,u| ≤ 2u(w, t) ≤ p− 1

2u−v
.

(w′, 2) = 1 که q − 1 = 2v
′
w′ برای استدال همین تکرار با

به Aq,u و u < v′ که |Aq,u| ≤ q−1

2u−v′ بدست آوریم م توانیم

p, q اول عامل دو فقط n کنید فرض م شود. تعریف مشابه طور

قضیه ی از .v′′ = min{v, v′} م کنیم تعریف باشد. داشته را

داریم: چین باقیمانده

|Au| < |Ap,u||Aq,u| ≤
p− 1

2u−v

q − 1

2u−v′ ≤
pq − 1

22u−2v′′ ≤
n− 1

4u−v′′ .

همین نیز باشد بیشتر u اول عوامل تعداد که صورت در بوضوح

بنابراین .|Au| ≤ n−1
4u−v′′ ،u < v′′ برای لذا است کارا ∑استدلال

0≤u<s

|Au| ≤
∑

0≤u<v′′

n− 1

4u−v′′ = (
1

3
− 1

3× 4v′′ ).(n− 1).

اینکه احتمال با است برابر
∑

0≤u<s |Au|
n−1 ،Au تعریف به توجه با

احتمال لذا باشد. ١ آن بعد و بیاید ‐١ جایی در دنباله این در

تماماً حالت برای است. 1
3 −

1
3×4v′′ حداکثر احتمال این وقوع

دنباله در که هایی a تعداد م دهد نتیجه مشابه استدلال نیز ١

اینکه احتمال پس است. 1
4v′′ (n− 1) برابر حداکثر م شوند ظاهر

کمتر باشد داشته را خاصیت دو از ی حداقل شده تولید دنباله

اول عوامل ) است ١ حداقل v′′ چون که است 1
3 −

1
3×4v′′ + 1

4v′′

است. 1
2 از کمتر احتمال این بودند.) شده گرفته نظر در فرد

6Micheal Rabin
7Miller
8Extended Riemann hypothesis
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شریف ریاض چندجمله ایمجله ی زمان پیچیدگ با بودن اول آزمون ٩٧سه مهرماه دهم، شماره ی

با ٨ قضیه و ٣ قضیه به توجه با میلر‐رابین بودن اول آزمون

شده داده عدد ی بودن اول 1
2 حداقل احتمال با شدن اجرا بار هر

با تصادف وریتم ال ی آزمون این م دهد. تشخیص درست را

است. محاسبه O((log n)2)

میلر‐رابین) بودن اول (آزمون .٢ وریتم ال

input: n

output: prime or composite

if ∃m, k ∈ N; n = mk , k > 1

return composite

End if

a← {1, 2, ..., n}

t← n

k ← 0

while (t, 2) > 1

k ← k + 1

t← t
2

End while

if (a, n) > 1

return composite

Eٍnd if

if at = 1(mod n)

return prime

End if

for i = 0 : k

A[i]← a2
it(mod n)

if i > 0, A[i] = 1, A[i− 1] ̸= −1

return composite

End if

End for

return prime

AKS آزمون ۵

پروژه ی در را وریتم ال ١٠این ساکسنا کایال٩و ٢٠٠۴ سال در

دو برخلاف کردند. گراول١١طراح آ نظر تحت خود کارشناس

است. قطع AKS وریتم ال میلر‐رابین، و سولوی‐استرسن آزمون

طراح صورت این به آزمون ی م توان ۴ قضیه  از استفاده با

همه ی ازای به نه، یا است اول عدد n اینکه تشخیص برای که کرد

دارد آزمون این که ل مش کند. امتحان را ۴ قضیه ها 0 < a < n

محاسبه Ω(n) به (
(
n
i

)
(یعن (x + a)n ضرایب محاسبه ی برای

به این صورت را ۴ قضیه ی ل مش این کردن حل برای دارد. نیاز

م کنیم: بیان

عدد هر برای اگر فقط و اگر است اول n طبیع عدد .١ گزاره

باشد: برقرار زیر رابطه ی a < n طبیع عدد و r طبیع

(x+ a)
n≡xn + a (mod n, xr − 1)

که r برای ١ گزاره اگر که کرد خواهیم ثابت ١٠ قضیه ی در

برقرار a ها از کم تعداد و شده انتخاب کوچ کاف اندازه ی به

از باشد. طبیع عدد ی از توان یا اول عدد باید n آنگاه باشد،

آسان ضرایب محاسبه است، کوچ کاف اندازه ی به r چون طرف

م شود.

برای دهیم نشان lcm با را مشترک مضرب ترین کوچ اگر .٩ قضیه

داریم: n ≥ 7

lcm(1, 2, ..., n) ≥ 2n.

کنید. مراجعه [۵] به م توانید قضیه این اثبات برای

n مرتبه  که دارد وجود r طبیع عدد ،n طبیع عدد هر برای .٣ لم

.r ≤ max{3, (log n)
5
+1} و است log(n)2 از بیشتر r پیمانه در

است) دو مبنای در n اریتم ل ، log n از (منظور

n > 2 برای است. برقرار م ح r = 3 و n = 2 برای .١٠ اثبات

.(log n)
5
+ 1 ≥ 8 باید n > 2 چون م کنیم. بررس را م ح

9Kayal
10Saxena
11Agrawal
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شریف ریاض چندجمله ایمجله ی زمان پیچیدگ با بودن اول آزمون ٩٧سه مهرماه دهم، شماره ی

مقسوم یا که یرید ب نظر در n از کمتر اعداد تمام را r1, r2, ..., rm

پس است. (log n)2 از کمتر پیمانه آن در n مرتبه یا هستند n علیه

داریم: 1 ≤ i ≤ m برای

ri|n.
i≤(log n)2∏

i=1

(ni − 1).

همچنین

n.

i≤(log n)2∏
i=1

(ni−1) < n.n
∑i=(log n)2

i=1 < n(log n)4 ≤ 2(log n)5 .

عدد (log n)
5 مشترک مضرب بزرگترین ٩ قضیه طبق طرف از

کمتر طبیع عدد پس است. 2(log n)5 از بزرگتر ابتدایی طبیع

اگر .k ̸∈ {r1, r2, ..., rm} که دارد وجود k مانند (log n)
5 از

در باشد (log n)2 از بیشتر k پیمانه به n مرتبه ی باید (k, n) = 1

در و k
(k,n) ̸∈ {r1, r2, ..., rm} پس k ∤ n چون صورت این غیر

است. (log n)2 از بیشتر k
(k,n) پیمانه به n مرتبه ی نتیجه

از بزرگتر r طبیع عدد پیمانه به n طبیع عدد مرتبه ی .١٠ قضیه

برای اگر دارد.) وجود ای  r چنین ، ٣ لم است.(طبق (log n)2

رابطه ی 0 ≤ a ≤
√
rlog n هر

(x+ a)
n n≡ xn + a

دارد. اول عامل ی فقط n باشد، برقرار

مجموعه ی دو یرید. ب نظر در n از اول عامل را p .١١ اثبات

م کنیم. تعریف زیر صورت به را BوA

A = {m|(x+a)m = xm+a(mod p, xr−1), 0 < a <
√
rlog n}

B = {g(x)|g(x)m = g(xm)(mod p, xr − 1),m ∈ A}

،0 ≤ a ≤
√
rlog n برای و p, n ∈ A فرض، به توجه با

نسبت مجموعه دو هر که است روشن BوA تعریف از .x+a ∈ B

هستند. نامتناه مجموعه دو هر نتیجه در هستند. بسته ضرب به

.(np )
i
pj ∈ A ،j و i طبیع اعداد برای ،p, n ∈ A چون همچنین

با و م کنیم تعریف زیر صورت به را B0 و A0 متناه مجموعه دو

چندجمله ای ثابت م کنیم. را م ح |B0|و|A0|برای کران کردن پیدا

h(x) م شود. تجزیه تجزیه ناپذیری عوامل به Fp در r مرتبه دایره بر

یرید. ب نظر در F =
Fp[x]
(h(x)) و عوامل این از ی را

A0 := {m(mod r)|m ∈ A}

B0 := {g(x)(mod p, h(x))|g(x) ∈ B}

در (چون (n, r) = 1 .(log n)2 < |A0| < r م کنیم ثابت ابتدا

اعضای پس داشت.) نخواهد rمرتبه پیمانه در n صورت این غیر

همچنین .|A0| ≤ ϕ(r) < r لذا هستند، Z∗
r از زیرمجموعه ای A0

تمام A0 و است (log n)2 از بزرگتر r مرتبه ی در n مرتبه ی چون

.|A0| > (log n)2 درنتیجه است؛ شامل را n توان های

چون .2
√

|A0|log n ≤ |B0| ≤ pr−1 م کنیم ثابت حال

h(x) درجه ی و هستند h(x) پیمانه به چندجمله ایهای B0 اعضای

.|B0| ≤ pr−1 پس است r از کمتر

چندجمله ای دو م کنیم ثابت ابتدا پایین، کران اثبات برای

چندجمله ای دو به B در |A0| − 1 حداکثر درجه ی از متمایز

پس نباشد، چنین کنید فرض م شوند. نگاشته B0 در متمایز

باشند |A0| از کمتر آن ها درجه ی که دارند وجود f(x), g(x) ∈ B

m ∈ A0 هر برای یعن این .f(x) = g(x)(mod p, h(x)) و

داریم:

f(xm) = f(x)m = g(x)m = g(xm)(mod p, h(x)).

چندجمله ی ریشه ی xm ،m ∈ A0 هر برای نتیجه در

بود، Z∗
r از زیرمجموعه ای A0 چون است. q(y) = f(y) − g(y)

q(y) پس است. واحد r  ام ریشه ی xm چنین هر پس .(m, r) = 1

f درجه ی به توجه با طرف از اما دارد. F در ریشه |A0| حداقل

دو g(x) و f(x) یعن این است. |A0| از کمتر q درجه ی ،g و

هستند. B روی متحد چندجمله ای

F [X] در X,X+1, ..., X+ ⌊
√
|r| log n⌋ تک جمله ای های

نامعادله ی از نامنف صحیح جواب هر حال متمایزند.

مانند k0 + k1 + ... + k⌊
√

|r| log n⌋ ≤ |A0| − 1

چندجمله ی به کنید متناظر را (k0, k1, ..., k⌊
√

|r| log n⌋)

تعداد پس .(X)k0(X+1)k1 ...(X+⌊
√
|r| log n⌋)k⌊

√
|r| log n⌋

از بیشتر F [X] در |A0| − 1 درجه  از حداکثر چندجمله  ای های
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|A0| برای که پاین کران به باتوجه است.
(⌊√r log n⌋+|A0|

⌊
√
r log n⌋+1

)
داریم: لذا .|A0| >

√
|A0|log n آوردیم )بدست

⌊
√
r log n⌋+ |A0|
⌊
√
r log n⌋+ 1

)
≥

(
⌊
√
r log n⌋+

√
|A0|log n+ 1

⌊
√
r log n⌋+ 1

)

=

(⌊√r log n⌋+
√
|A0|log n+ 1√

|A0|log n

)
داریم: بالا نامساوی در ذاری جای با r > |A0| )چون

⌊
√
r log n⌋+ |A0|
⌊
√
r log n⌋+ 1

)
≥

(
2⌊
√
|A0| log n⌋+ 1

⌊
√
|A0| log n⌋

)
≥ 2
√

|A0| log n = n
√

|A0|.

.|B0| > n
√

|A0| نتیجه در

دارد وجود 0 ≤ i1, i2, j1, j2 ≤
√
|A0| برای

این تعداد زیرا (np )
i1pj1

r≡ (np )
i2pj2 که (i1, j1) ̸= (i2, j2)

همچنین .(np )
i1pj1 , (np )

i2pj2 ∈ A و است |A0| از بیشتر زوج ها

داریم: g(x) ∈ B0 چون

g(x)(
n
p )i1pj1

= g(x(n
p )i1pj1

) = g(x(n
p )i2pj2

)

= g(x)n
(n
p

)i2pj2

(mod p, h(x)).

T (y) = y(
n
p )i1pj1 − y(

n
p )i2pj2 چندجمله ی ریشه g(x) بنابراین

درجه ی شد، انتخاب i1, i2, j1, j2 برای که کران به توجه با است.

اعضای تمام طرف از اما است n
√

|A0| حداکثر T چندجمله ای

|B0| > کرده ایم ثابت چون هستند. چندجمله ای این ریشه ی B0

باید بنابراین است صفر با متحد T چندجمله یعن این ،n
√

|A0|

ni1−i2 = pi1+j2−i2−j1 داریم نتیجه در .(np )
i1pj1 = (np )

i2pj2

است. اول عدد ی از توان n یعن این و

O((log n)5) از کمتر با قطع وریتم ال ی AKS آزمون

توانایی آزمون ٣ لم و ١٠ قضیه  ،۴ قضیه بنابر که است محاسبه

دارد. چندجمله ای زمان در را مرکب عدد از اول عدد تشخیص

(AKS بودن اول (آزمون .٣ وریتم ال

input: n

output: prime or composite

if ∃m, k ∈ N; n = mk , k > 1

return composite

End if

r ← the smallest r such that: ord(n) mod r > (log(n))2

for a = 0 : ⌈
√
rlog n⌉

if (n, a) ̸= 1 or (x+ a)n ̸= xn + a(mod n, xr − 1)

return composite

End if

End for

return prime
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ماکسیمال همبستگ

نادری حسین و طالبی راد یاشار

یده چ

به و م کنیم اشاره اطلاعات تئوری در آن کاربردهای از ی و ١ ماکسیمال همبستگ بودن مهم علت بررس به ابتدا مقاله این در

م کنیم. اثبات و بیان را پرکاربرد نامساوی چند انتها در و م کنیم اثبات را آن ابتدایی خواص سپس م پردازیم. آن تعریف

مقدمه ١

است. داده٢ حریم حفظ اطلاعات، تئوری در مهم مباحث از ی

ل ش این به معمولا را م شوند مطرح مبحث این در که مسأله هایی

منبع دو از که باب) و آلیس (مثل نفر دو که م کنند شبیه سازی

شده داده آن ها توأم توزیع که (Y و X (مثل مختلف اطلاعات

B و A تصادف متغیر دو م توانند آیا کنند، م دریافت اطلاعات

اگر و خیر؛ یا کنند شبیه سازی است شده داده نیز آن ها توزیع که را
٣ وابستگ معیارهای دهند. انجام را کار این ونه چ است بله پاسخ

کم سؤال هایی چنین به پاسخ دادن در ماکسیمال همبستگ مانند

م کنند.

ریاض مدل سازی ٢

کاربردهای در معمولا درصدی صد شبیه سازی که این به توجه با

لازم مقدار به فقط کافیست موارد اکثر در است، ن غیرمم واقع

عملیات انجام با باب و آلیس یعن شویم. نزدی B و A توزیع به

A به که م سازند جدیدی تصادف متغیرهای داده ها، روی موضع

X مثل تصادف ای متغیر روی موضع عملیات باشند. نزدی B و

X ′ = f(X) آوردن به دست و X روی f مانند تابع اعمال معن به

نمونه ی فقط که این به جای باب و آلیس کنید فرض حال است.

تولید نمونه آن از دلخواه تعداد به بتوانند باشند، داشته Y و X از

این برای پرکاربرد مدل ی باشند. داشته را Y n و Xn یعن کنند؛

وقت غیر تعامل شبیه سازی دارد. نام ۴ غیر تعامل شبیه سازی مسأله،

داشته وجود f, g قطع توابع ،ϵ > ٠ هر ازای به که افتد م اتفاق

تعریف در که ،dTV

(
(f(Xn), g(Y n)), (A,B)

)
< ϵ که باشند

با است برابر dTV بالا

dTV(A,B) = sup
T∈F
{|PA(T )− PB(T )|}

اگر فقط و اگر است ان پذیر ام غیرتعامل شبیه سازی .١ قضیه

باشد: زیر مجموعه ی بستار۵ در (A,B){
(A′, B′) | باشد مارکوف زنجیر A′ → Xn → Y n → B′

}
اعضای نم توان چون نیست آسان نیز فوق شرط بررس اما

1Maximal Correlation
2Data Privacy
3Measures of Dependence
4Non-interactive Simulation
5Closure
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شریف ریاض ماکسیمالمجله ی ٩٧همبستگ مهرماه دهم، شماره ی

مشخص کردن به جای اما کرد. مشخص سادگ به را بالا مجموعه ی

در باید مجموعه آن اعضای که کرد پیدا کران هایی م توان اعضا،

داده شده Y و X و B و A اگر ترتیب این به کنند. صدق کران ها آن

آن در (A,B) که بود مطمئن م توان نکرد، صدق کران ها آن در ای

نیست. ان پذیر ام غیرتعامل شبیه سازی بنابراین و نیست مجموعه

م کنند. کم کران ها نوع این یافتن در وابستگ معیارهای

وابستگ معیارهای ٣

دو وابستگ میزان گیری اندازه برای متعددی معیارهای تاکنون

پر کاربردترین از ی مثال برای است. شده  تعریف تصادف متغیر
۶ پیرسون همبستگ ضریب آن ها،

ρ(X;Y ) =
Cov(X,Y )

σXσY

داشته را زیر ویژگ چند است خوب وابستگ معیار هر است.

باشد:

نشود. عوض موضع عملیات تحت .١

مستقل متغیر دو اگر فقط و اگر است ٠ وابستگ میزان .٢

باشند.

بین قطع ای رابطه ی اگر فقط و اگر است ١ وابستگ میزان .٣

باشد. داشته وجود تصادف متغیر دو

در تصادف متغیر دو وابستگ که م کند بیان ١ خاصیت بنابراین

موضع عملیات انجام یا کانال، ی از گذر یا مارکوف، زنجیر ی

زنجیر هر و C وابستگ معیار هر برای دقیق تر طور به نشود. زیاد

باشیم: داشته باید X −→ Y −→ Z مارکوف

C(X;Z) ≤ C(X;Y )

با است. معروف اطلاعات٧ پردازش نامساوی به نامساوی این

دست ١ قضیه در کران هایی به م توان نامساوی، این از استفاده

ضریب مثال برای ندارد. را ویژگ این وابستگ معیار هر اما یافت.

ندارد. را ٢ و ١ های ویژگ پیرسون همبستگ

است. متقابل٨ اطلاعات ، وابستگ های معیار این از ر دی ی

در متقابل اطلاعات برای اطلاعات پردازش نامساوی از استفاده با

گفت م توان ١ قضیه

I(A,B) ≤ I(Xn;Y n) = nI(X;Y )

بینهایت یا صفر برابر n −→ ∞ وقت نامساوی راست سمت اما

نم کند. چندان کم معیار این پس م شود.

خاصیت م تواند ر دی خوب خاصیت ی که شده بیان [٣] در

تانسوری خاصیت C وابستگ معیار م شود گفته باشد. ٩ تانسوری

اطلاعات ترتیب این به .C(Xn;Y n) = C(X;Y ) وقت دارد

مشابه معیار ی نیست. تانسوری بودن، ١٠ جمع علت به متقابل

اثبات که دارد نام ماکسیمال همبستگ م کند، حل را ل مش این که

شده ثابت تازگ است. شده ارائه [۵] در آن بودن تانسوری از

بهتری کران های پذیری١١ ابرانقباض نوار نام به مفهوم که است

در کران ها این از تعدادی به م دهد. نتیجه ماکسیمال همبستگ از

است. شده اشاره [۵]

اولیه تعاریف ۴

X,Y تصادف متغیر دو بین ماکسیمال همبستگ .١ تعریف

و f(X) بین پیرسون همبستگ ضریب بیشینه ی از است عبارت

.g و f توابع همه روی g(Y )

6Pearson Correlation Coefficient
7Data-Processing Inequality
8Mutual Information
9Tensorization
10 Additive
11Hypercontractivity Band
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ر دی عبارت به

ρm(X;Y ) = max
f,g

∣∣ρ(f(X); g(Y ))
∣∣

= max
f,g

∣∣Cov(f(X), g(Y ))
∣∣

σf(X)σg(Y )

طور به Y یا X از ی وقت نیستند. ثابت توابع g و f آن در که

م شود. تعریف ٠ ماکسیمال همبستگ باشد، ثابت ١٢ قریب به یقین

X معیار انحراف همان σX و کوواریانس معن به Cov همچنین

از عبارتند به ترتیب که است

Cov(X,Y ) = E
[
(X − E[X])(Y − E[Y ])

]
= E[XY ]− E[X]E[Y ]

σX =
√
Var(X) =

√
Cov(X,X) =

√
E
[
|X|٢

]
−

∣∣E[X]
∣∣٢

به حقیق متغیرتصادف حالت تعمیم بالا تعریف های کنید دقت

هستند. مختلط حالت

خواص ۵

داریم X,Y تصادف متغیر دو هر برای .١ گزاره

٠ ≤ ρm(X;Y ) ≤ ١

داریم ١٣ ‐شوارتز کوش نامساوی طبق برهان.

|Cov(Z,W )|٢ ≤ Var(Z)Var(W )

⇒ |Cov(Z,W )| ≤
√

Var(Z)Var(W )

⇒
|Cov(Z,W )|√

Var(Z)
√

Var(W )
≤ ١⇒ |ρ(Z;W )| ≤ ١

ثابت نامساوی راست طرف Z = f(X),W = g(Y ) دادن قرار با

است. بدیه تعریف بنابر چپ طرف م شود.
■

تعریف به نیاز استقلال، درباره ی ابتدایی خاصیت چند بررس برای

عبارت X تصادف متغیر مشخصه ی تابع داریم. مشخصه١۴ تابع

از است

φX(s) = E[eisX ]

م شود تعریف صورت این به (X,Y ) تصادف بردار برای همچنین

φX,Y (s, t) = E[eisX × eitY ]

به را تصادف متغیر رفتار احتمال، توزیع تابع مانند مشخصه تابع

هم توزیع اند X٢ و X١ که معن این به م کند. مشخص تا ی طور

.φX١ = φX٢ اگر فقط و اگر

به ازای اگر فقط و اگر مستقل اند Y و X تصادف های متغیر .١ لم

.φX,Y (s, t) = φX(s)φY (t) باشیم داشته t و s هر

هر چون باشند. مستقل Y و X کنید فرض ابتدا برهان.

و t هر برای اند، مستقل نیز خود مستقل متغیر های از تابع هایی

نتیجه در مستقل اند. نیز eisX و eitY متغیر دو s

E[eisXeitY ] = E[eisX ]E[eitY ]

متغیرهای توزیع ضرب کنید توجه ابتدا ر دی طرف برای

مشخصه ای تابع PX × PY یعن Y ∼ PY و X ∼ PX تصادف

بردار مشخصه تابع همان فرض طبق که دارد E[eisX ]E[eitY ] برابر

لذا است وارون پذیر ١۵ فوریه تبدیل چون است. (X,Y ) تصادف

Y و X یعن که PX × PY = P(X,Y ) و تاست ی مشخصه تابع

م شود. ثابت م ح و ■مستقل اند

فقط و اگر مستقل اند Y و X حقیق تصادف های متغیر .٢ قضیه

.ρm(X;Y ) = ٠ اگر

تابع هایی هر چون باشند. مستقل Y و X کنید فرض ابتدا برهان.

داریم g و f هر برای اند، مستقل نیز خود مستقل، متغیر های از

نتیجه در و E[f(X)g(Y )] = E[f(X)]E[g(Y )]

∀f, g : ρ(f(X); g(Y )) =
Cov(f(X), g(Y ))

σXσY
= ٠

12Almost Surely
13Cauchy-Schwarz Inequality
14Characteristic Function
15Fourier Transform

۴٩



شریف ریاض ماکسیمالمجله ی ٩٧همبستگ مهرماه دهم، شماره ی

است. ٠ برابر ماکسیمال همبستگ یعن که

و s برای باشد، ρm(X;Y ) = ٠ اگر قضیه، ر دی طرف برای

که کنید توجه .g(Y ) = eitY و f(X) = eisX دهید قرار ثابت t

تابع eitY از تابع هر و هست، نیز X از تابع eisX از هرتابع

بنابرتعریف پس هست نیز Y از 

ρm(eisX ; eitY ) ≤ ρm(X;Y )

پس ρm(X;Y ) = ٠ و ρm(eisX ; eitY ) ≥ ٠ ول

ρm(eisX ; eitY ) = ٠⇒ Cov(eisX , eitY ) = ٠

⇒ E[eisXeitY ] = E[eisX ]E[eitY ]

و X ،١ لم طبق و t ← −t تغییرمتغیر با پس eitY = e−itY اما

مستقل اند. Y
■

به یافت g′ و f ′ تابع دو م توان g و f تابع دو هر برای .٢ لم

که طوری

E[f ′(X)] = E[g′(Y )] = ٠

∥f ′(X)∥ = ∥g′(Y )∥ = ١

ρ
(
f ′(X); g′(Y )

)
= ρ

(
f(X); g(Y )

)
.∥Z∥ = ∥Z∥٢ =

√
E[|Z|٢] جا این در که

داریم صورت این در .f ′ = f−E[f(X)] کنید فرض ابتدا برهان.

ρ(f ′(X); g(Y )) =
Cov(f(X)− E[f(X)], g(Y ))

σf(X)−E[f(X)]σg(Y )

به ثابت عددی شدن اضافه با کوواریانس و واریانس م دانیم اما

یعن نم کنند. تغییر متغیرتصادف

Var(Z+c) = Var(Z), Cov(Z+c,W ) = Cov(Z,W )

و E[f ′(X)] = ٠ پس

ρ(f ′(X); g(Y )) =
Cov(f(X), g(Y ))

σf(X)σg(Y )
= ρ(f(X); g(Y ))

همبستگ تغییر بدون نیز را E[g′(Y )] م توان ترتیب همین به و

این که فرض با حال م گویند. ١۶ سنترینگ کار این به کرد. ٠ برابر

.f ′ = f/∥f(X)∥ قراردهید است صفر g(Y ) و f(X) امیدریاض

صورت این در

ρ(f ′(X); g(Y )) =
Cov(f(X)/∥f(X)∥, g(Y ))

σf(X)/∥f(X)∥σg(Y )

= ρ(f(X); g(Y ))

داریم c حقیق عدد هر برای زیرا

Var(cZ) = c٢Var(Z), Cov(cZ,W ) = cCov(Z,W )

همچنین

∥f ′(X)∥ =
∥∥∥f(X)/∥f(X)∥

∥∥∥ = ∥f(X)∥/∥f(X)∥ = ١

همبستگ تغییر بدون نیز را ∥g′(Y )∥ م توان ترتیب همین به و

لم ترتیب این به گویند. م ١٧ یلینگ اس کار این به کرد. ١ برابر

م شود. ثابت

■

دو بین ماکسیمال همبستگ پیداکردن برای فوق، لم به توجه با

و ١ نرم و ٠ امید با توابع به را توجهمان کافیست ، تصادف متغیر

نماد از f(X) جای به سادگ برای کنیم. معطوف مثبت واریانس

کنید توجه م کنیم. استفاده g از g(Y ) جای به و f

ρ(f(X); g(Y )) =
E[(f − E[f ])(g − E[g])]√

(E[f٢]− E[f ]٢)(E[g٢]− E[g]٢)

=
E[f(X)g(Y )]√
∥f∥٢∥g∥٢

= E[f(X)g(Y )]

داریم همچنین کنیم. بیشینه را E[f(X)g(Y )] کافیست پس

E[f(X)g(Y )] = E
[
E
[
f(X)g(Y )

∣∣Y ]]
= E

[
g(Y )E[f(X)|Y ]

]
≤ ∥g(Y )∥ × ∥E[f(X)|Y ]∥

حال شده است. استفاده ‐شوارتز کوش نامساوی از آخر گام در که

برای کنیم، فرض داده شده را f اگر و ∥g(Y )∥ = ١ کنید دقت

که بیابیم را تابع آن ها g تمام بین باید همبستگ بیشینه کردن

تساوی حالت م دانیم کند. تبدیل تساوی به را بالا نامساوی
16Centering
17Scaling
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تصادف متغیر دو که م افتد اتفاق وقت ‐شوارتز کوش نامساوی

یعن باشند، هم از ضریبی یعن هم، راستای در

g(Y ) = cE[f(X)|Y ]

پس باشد. E[g] = ٠ و ∥g∥ = ١ باید اما

g(Y ) =
E[f(X)|Y ]

∥E[f(X)|Y ]∥

داریم بالا نامساوی طبق بهینه g و f این برای و

ρm(X;Y ) = max
f :E[f ]=٠,∥f∥=١

∥E[f(X)|Y ]∥

= max
f :E[f ]=٠,∥f∥=١

√
E
[
E[f(X)|Y ]٢

]
(I)

کرد پیدا مشابه رابطه نیز f(X) برای م توان ترتیب همین به

f(X) =
E[g∗(Y )|X]

∥E[g∗(Y )|X]∥

است زیر بهینه سازی جواب g∗ جا این در که

ρm(X;Y ) = max
g:E[g]=٠,∥g∥=١

∥E[g(Y )|X]∥

باید م کنند، صدق ماکسیمال همبستگ در که بهینه g و f پس
ثابت١٨ نقطه معادلات آن ها به که کنند، صدق نیز روابط این در

شرط امیدریاض وریتم ال و روابط این از استفاده با م گویند.

طور به و کرد شروع اولیه حدس ی از م توان ١٩ متناوب

و وریتم ال این به [١] منبع کرد. میل بهینه g و f به تکراری٢٠

است. پرداخته تفصیل به آن کاربردهای

برای ساده ای روش های ،Y و X از خاص حالت های برای

اگر شده ثابت [۴] در مثال برای است. شده ارائه ρm محاسبه ی

داریم باشد، داشته دوحرف الفبای Y و X از ی حداقل

ρ٢m(X;Y ) =

∑
x,y

p(x, y)٢

p(x)p(y)

− ١

کاربردها ۶

کاربردهای از ی کردیم، اشاره متن ابتدای در که همان طور

شبیه سازی بررس برای کران هایی محاسبه در ماکسیمال همبستگ

اثبات و بیان قسمت این در را پرکاربرد کران چند است. غیرتعامل

م کنیم.

باشد. مارکوف زنجیر ی X −→ Y −→ Z کنید فرض .٣ لم

داریم g و f تابع دو هر برای مستقل اند، Y شرط به X و Z چون

E[f(X)|Y ]E[g(Z)|Y ] = E[f(X)g(Z)|Y ]⇒

E[f(X)g(Z)] = E[E[f(X)g(Z)|Y ]]

= E[E[f(X)|Y ]E[g(Z)|Y ]]

باشد، مارکوف زنجیر X −→ Y −→ Z اگر .۴ لم

.E[f(X)g(Z)] ≤ ρm(X;Y )ρm(Z;Y )

داریم بالا لم طبق برهان.

E[f(X)g(Z)] = E[E[f(X)|Y ]E[g(Z)|Y ]]

(a)

≤ ∥E[f(X)|Y ]∥ × ∥E[g(Z)|Y ]∥
(I)طبق
≤ ρm(X;Y )ρm(Z;Y )

است. شده نتیجه ‐شوارتز کوش نامساوی از (a) آن در ■که

که است این لم این مهم نتیجه ی ی

ρm(X;Z) = E
بهینه f,g

[f(X)g(Z)]

≤ ρm(X;Y )ρm(Z;Y ) ≤ ρm(X;Y )

همان نتیجه این است. شده نتیجه ١ گزاره از آخر نامساوی که

از است. ماکسیمال همبستگ برای اطلاعات پردازش نامساوی

کانال ی ل ش به م توان را Y و X توأم توزیع که آن جایی

به جای گاه کرد، بیان نیز آن برای ورودی توزیع ی و مخابرات

توزیع و کانال توزیع همبستگ ،Y و X همبستگ محاسبه ی

آمده [۵] در بررس نوع این از مثال هایی م کنند. بررس را ورودی
18Fixed-Point Equations
19Alternating Conditional Expectation algorithm
20Iterative
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کانال ی تکرار خصوص، این در پرکاربرد مسأله ی ی است.

(Z, Y ) با (X,Y ) آن در که X −→ Y −→ Z یعن است.

بالا لم از که را حالت این برای مهم نامساوی ی باشد. هم توزیع

آورده ایم. این جا م شود نتیجه

(X,Y ) و باشد مارکوف زنجیر X −→ Y −→ Z اگر .١ نتیجه

داریم باشد، هم توزیع (Z, Y ) با

ρ٢m(X;Y ) = max
f :E[f ]=٠,∥f∥=١

E[f(X)f(Z)]

داریم است هم توزیع (Z, Y ) با (X,Y ) چون برهان.

E[f(X)|Y ] = E[f(Z)|Y ]

⇒ E[f(X)|Y ]٢ = E[f(X)|Y ]E[f(Z)|Y ]

⇒ E
[
E[f(X)|Y ]٢

]
= E

[
E[f(X)|Y ]E[f(Z)|Y ]

]
= E

[
E[f(X)f(Z)|Y ]

]
= E[f(X)f(Z)]

داریم (I) طبق اما

ρ٢m(X;Y ) = max
f :E[f ]=٠,∥f∥=١

E[E[f(X)|Y ]٢]

= max
f :E[f ]=٠,∥f∥=١

E[f(X)f(Z)]

م شود. ثابت م ح و

چون کنید دقت

max
f :E[f ]=٠,∥f∥=١

E[f(X)f(Z)]

≤ max
f,g:E[f ]=E[g]=٠,∥f∥=∥g∥=١

E[f(X)g(Z)]

= ρm(X;Z)

طبق همچنین .ρ٢m(X;Y ) ≤ ρm(X;Z) گرفت نتیجه م توان

داریم قبل لم نتیجه ی

ρm(X;Z) ≤ ρm(X;Y )ρm(Z;Y ) = ρ٢m(X;Y )

.ρm(X;Z) = ρ٢m(X;Y ) م دهد نتیجه که

.٢ نتیجه

sup
X−→Y−→Z
ρm(Y ;Z) ̸=٠

ρm(X;Z)

ρm(Z;Y )
= ρm(X;Y )

لم ۴ نتیجه ی طبق کنید توجه

ρm(X;Z)

ρm(Z;Y )
≤ ρm(X;Y )

شده است. ارائه [۴] در بالا نامساوی در تساوی رخ دادن برای اثبات

دومتغیره نرمال توزیع ،Y و X برای پرکاربرد توزیع های از ی

توزیع این برای ماکسیمال همبستگ [٢] در است.

ρm(X;Y ) = |ρ(X;Y )|

داریم را زیر قضیه ی همچنین شده است. محاسبه

ρ٢m(X;Y ) ≤ ١− ٢−٢I(X;Y ) ≤ (٢ ln٢)I(X;Y )

این به راجع جالب نکته ی است. آمده [۴] در قضیه این از اثبات

متقابل اطلاعات به را ماکسیمال همبستگ که است این نامساوی

م دهد. ربط

گیری نتیجه ٧

و اطلاعات تئوری در ماکسیمال همبستگ دیدیم، که همان طور

بفهمیم م کند کم و دارد بسیاری کاربرد های داده حریم حفظ

نیست. ان پذیر ام شبیه سازی ی موقع چه

ر تش ٨

پویا دکتر و بی ابوالفتح سلمان دکتر گران قدر استادان از پایان در

ن نامم نوشته این نگارش ایشان رهنمودهای بدون که شریعت پناه

داریم. را سپاس گزاری کمال بود
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ریاض فرهنگ دو

چراغ عل ، توکل علیرضا

در اسنو١ فرهنگ”، ”دو عنوان با ،١٩۵٩ سال مشهور سخنران در

طبیع علوم و انسان علوم بین ارتباطات کمبود بودن مضر مورد

عدم دلیل به م کنند کار انسان علوم روی که کسان از و کرد بحث

نقل قول ها یادماندن ترین به از ی کرد. انتقاد طبیع علوم فهم

از بعد هنوز متعادل تر، فرم ی در م دهد، نشان را تقارن عدم که

دارد: وجود سال ۴٠

استانداردهای با که، بوده ام مردم از جمع در من اوقات، از بسیاری

بسیاری ذوق با که م شوند محسوب تحصیل کرده ، سنت جامعه

دو یا بار ی م کردند. ابراز را دانشمندان بی سوادی به ناباوریشان

قانون م توانند آنها از نفر چند که پرسیدم و شدم تحری من بار،

همچنین و بود سرد واکنش دهند. توضیح را ترمودینامی دوم

”آیا علم معادل چیزی پرسیدن حال در من این که، با بود. منف

بودم. خوانده اید؟” را سپیر ش از کاری

در که مشابه جامعه شناسانه اتفاق ی مورد در م خواهم من

صحبت نیست، سالم کاملا امر م شودو دیده محض ریاضیات

کنم.

همه ی برای کنم، بحث آن مورد در م خواهم من که ” فرهنگ ”دو

جدایی من منظور غیردقیق، طور به است. آشنا حرفه ای ریاضیدانان

م دانند، مسئله حل را خود اصل هدف که است ریاضیدانان بین

تفاوت این م پردازند. نظریه ها فهم و ساختن به بیشتر که آنهایی و

ادعایی هیچ من و است، شده اظهار مردم از بسیاری توسط نگرش

نیز این طبقه بندی ها، از بسیاری مانند ندارم. آن به بردن پی برای

کند. عبث را آن که آن قدر نه ول دربردارد، را فراساده سازی ی

را عبارت دو این هستید، دسته کدام در که نیستید مطمئن شما اگر

یرید. ب نظر در

بفهمیم. بهتر را ریاض که است این مسئله حل هدف (١

مسائل باشیم قادر بهتر که است این ریاض فهمیدن بهتر هدف (٢

کنیم. حل را

وجود (٢) و (١) دو هر در درست که م گویند ریاضیدان ها بیشتر

دادن تمیز راه ی و نیستند، جالب اندازه ی به مسائل همه دارد.

را ما ریاض فهم آن ها که دهیم شرح که است این جالب تر سوالات

زیادی سال های کس اگر ل، ش همان به م دهند. افزایش کل در

با کاری هیچ ول ذراند، ب ریاض از سخت قسمت فهم برای را

بسیاری حال، این با دارد؟ برایش اهمیت چه ندهد، انجام فهم این

ل مای نیستند. موافق اندازه ی به قبل عبارت دو با ریاضیدانان از

اندازه ی به عبارت دو این با که است ریاضیدانان از ی اتیه٢

داده نشان ١٩٨۴ سال در مصاحبه ای در که همان طور نیست، موافق

.[٢] است

م کنید؟ انتخاب مطالعه برای را مسئله ی ونه چ مصاحبه کننده:

فکر من دربردارد. را پیش فرض سوال، این م کنم فکر من اتیه:
1C.P. Snow
2Sir Micheal Atiyah
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شریف ریاض ریاضمجله ی فرهنگ ٩٧دو مهرماه دهم، شماره ی

مردم از بعض م کنم. کار من که باشد راه همان این نم کنم

سپس و کنم” حل را سوال این م خواهم ”من ویند ب است ن مم

را کار این من کنم؟”، حل را سوال این ونه ویند”چ ب خود با آن ها

چیزها مورد در م کنم، حرکت ریاضیات آب های در من نم کنم.

مردم، با زدن حرف بودن، علاقه مند بودن، او کنج با م کنم، فکر

دنبال را آنها من و م شوند پدیدار حقایق ایده ها؛ به زدن دامن

ارتباط ام قبل های دانسته با که م بینم چیزی من این که یا م کنم.

پدید پیشرفت و دهم قرار هم کنار را آنها که م کنم تلاش و دارد،

کار چه من که ل ش این به را ایده ای هیچ عملا اه هیچ من م آید.

من نکرده ام. شروع م رود، دارد کجا به ایده این یا نم ب م خواهم

و م کنم بحث م گیرم، یاد م کنم، صحبت علاقه مندم، ریاض به

هدف با هرگز من م شوند. پدیدار جالب سوالات به سادگ سپس

. ریاض فهم هدف بجز نکرده ام، شروع مشخص

ول شد، ظاهر اینتلیجنسر٣ ال متمتی در بار اولین مصاحبه این

شد. چاپ دوباره نیز اتیه شده ی جمع کارهای عموم قسمت  در

م خواهد که کس هر به را او عموم سخنران های و مقاله ها من

م دهم. پیشنهاد کند، طبقه بندی ریاض اهمیت مورد در ایده هایش

نم داد، قرار سان ی وزن عبارت دو این روی که ری دی شخص

فت ش سوال های زیادی تعداد از جهان که بود، اردوش۴ پاول

ارث به ر دی بسیاری به انگیز فت ش جواب هایی همراه به  انگیز،

نداشت. کاری نظریه پیشرفت با اندازه همان به ول گذاشت،

فهم برای تلاش حال در اردوش که نیست این انکار معن به این

راحل اردوش سوالات که مردم از بسیاری است: بوده ریاضیات

م دهند شهادت نیستم)، آنها از ی من که (افسوس کرده اند

مسیر های در م کردند، فکر بیشتر مسئله مورد در چقدر هر که

این که رسیده اند نتیجه این به و م گرفته اند قرار پرثمرتری بسیار

من وقت پس است. بوده بیشتر جذاب اوی کنج ی از مسئله

نظریه ساز دسته ی دو به ریاضیدانها که م کنم صحبت این مورد در

مورد در صحبت حال در من م شوند، دسته بندی مسئله حل کن و

ها ریاضیدان که مسخره ادعای این تا هستم، آن ها اولویت های

شده اند. داده اختصاص ریاض کار دسته های از ی به منحصراً

دارد نیاز را ریاضیدان نوع دو هر ریاضیات، که است واضح

اندازه همان به همچنین م گوید) [١] آخر در اتیه که (همان طور

مختلف استعدادهای ریاض مختلف شاخه های که است واضح

از خوشه ای یا اعداد، جبری نظریه مثل ، بعض در دارند. نیاز

م آید نظر به م شوند، نامیده هندسه به سادگ الان که موضوع ها

حرف هایی برای سندیت هیچ من ‐ انه بی ی عنوان به (حداقل

قابل مقدار فرد که است مهم زیادی دلایل به که ندارم) م زنم، که

داشته ریاضیدانها ر دی کارهای مورد در دانش و تجربه توجه

وسیع برد هوشمندانه ترکیب حاصل معمولا پیشرفت زیرا باشد،

انتخاب را سوال کس اگر این، بر علاوه است. موجود نتایج از

حل را آن آخر در و کند کار آن روی سال چند انزوا در و کند،

نداشته را قبل اهمیت ر دی شاید که دارد، وجود خطر ی کند،

باشد. معروف بسیار سوال این که ر باشد،م

ی ابتدایی، ء ش که گراف، نظریه مثال، برای ر، دی طیف در

مبل بروی نشستن با نفر ی شود، درک بلافاصله م تواند گراف،

همچنین نم رسد. جایی به گراف نظریه بیشتر فهم برای تلاش و

زیادی مقدار کند، حمله سوال به این که از قبل فرد که نیست نیازی

تکنی های مهم ترین از که است مفید البته بداند. را آن ادبیات از

هستند باز دلیل این به معمولا جالب سوالات ول باشد، گاه آ آن

کرد. اعمال به سادگ نم توان را آمده بدست تکنی های که

به اسنو که آن مشابه تقارن عدم ی مختصر به طور دهید اجازه

نظر حاضربه حال در که موضوع هایی کنم. ذکر را کرد اشاره آن

است موضوع هایی از مدروزتر بسیار است جذاب بسیار نظریه سازها

ریاضیدانان این، بر علاوه است. جذاب مسئله حل کن ها برای که

انجام حال در که کسان عنوان به نظریه سازی قسمت های در

مانند موضوع هایی که حال در م شوند، دیده هستند، اصل هسته

م شوند. دیده ریاض اهداف به نامربوط و حاشیه ای ترکیبیات،

را تحصیل کرده بسیار ریاضیدانهای از جمع ی م تواند کس

ترکیبیات دان ها بی سوادی به ناباوری شان ابراز حال در که کند تصور
3Mathematical Intelligencer
4Paul Erdos
5Calabi-Yau
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در هوشمندانه ای چیز نم توانند آن ها از بسیاری که هستند،

کالابی‐یاو۵، منیفلدهای آینه ای، تقارن ، کوانتوم گروه های مورد

ی اگر ویند. ب کوهمولوژی حت یا ،۶ یانگ‐میلز معادله ی

زیرمجموعه چند بپرسد و کند قطع را صحبت این ترکیبیات دان،

تا دو هر متقارن تفاضل که کرد پیدا م توان را {1, 2, · · · , n} از

است ن مم همچنین واکنش باشد، داشته n
3 حداقل اندازه آنها از

تکنی کس اگر تنها و اگر است ساده مسئله (این باشد سرد کم

را مجموعه ها تصادف طور به که است این که بداند، را مربوطه

تفاضل آنها از جفت هر که این شانس که دهیم نشان و کنیم انتخاب

است، کوچ نمایی به طور باشد داشته n
3 از کمتر اندازه با متقارن

cای.) > 0 برای است ecn جواب پس

برابر در مدروز کمتر موضوع های از که است این اینجا من هدف

مقدار من کنم. دفاع م شود انجام آنها برابر در که انتقادهایی

قسمت این زیرا م دهم، اختصاص ترکیبیات به را توجهم از زیادی

که چیزی حال، این با م شناسم. بهتر قسمت ها همه از که است

م شود. اعمال نیز قسمت ها بقیه به م گویم

مرسوم، شیوه ای به نه م برم کار به را ”ترکیبیات” کلمه ی معمولا من

معقول که کنم اشاره سوالات به که عموم کلمه ی عنوان به ه بل

دید زاویه ی واقع در (این کرد حمله آنها به اصول اولین از است

گسسته که ندارند نیازی مسائل این کامل). جدایی ی تا است

باشند. داشته زیادی ربط شمارش به یا باشند

گرفته نظر در نظری ها از کمتر مسئله حل کردن موضوعات باید چرا

سوال ی باید بدهیم را سوال این جواب که این برای شوند؟

قسمت که شود م باعث چیزی چه یریم: ب نظر در را بنیادی تر

اتیه ر، دی بار ی باشد؟ ری دی قسمت از جالب تر ریاض از

حال (در م نویسد موضوع این مورد در جالب و واضح بسیار

را نکته این او م کند). دین ادای گذشته بزرگ ریاضیدانان به که

ریاضیات آن قدر که ببینید) را [١] مثال (برای م کند خاطر نشان

داشت. نگاه خاطر به را آن همه نیست ن مم که م شود تولید زیاد

عظیم مقدار به دادن معن عنوان به تعمیم، و مجرد سازی روند پس

به هست مهم بسیار هستند) تک قضیه های اثبات (که خام ه داد

انتقال یابند. مطالب که م دهد را قابلیت این که طوری

منسجم ل ش به م توانند که هستند آن هایی م مانند که نتایج

آینده نسل های به صرفه به مقرون طور به و شوند سازمان ده

م مانند یاد به نتایج از بعض البته، شوند. داده توضیح ریاضیدانان

ل و کنند، حل را معروف بسیار مسئله های م توانند که آن دلیل به

نگیرند، قرار سازمان دهنده چارچوب ی نیزدر نتایج اگراین  حت

شوند. مطالعه ریاضیدانان توسط مفصل طور به که است بعید

بحث ریاض نتیجه ی ذات جذابیت مورد در زیادتر است مفید پس،

بقیه به مؤثر طور به م تواند نتیجه این ونه چ که این تا نکنیم

بسیاری، نظر در ترکیبیات شود. ابلاغ آینده و حاضر ریاضیدانان

این از پس است، ایزوله نتایج و سوالات از زیادی تعداد شامل

بسیاری ابتکار است ن مم کل طور به نتیجه هر دارد. ال اش نظر،

آینده ی نسل های ول دارند، وجود مبتکر افراد و باشد، داشته نیاز

کوچ کسر از بیشتر که ندارند را این تمایل یا زمان ترکیبیات دان ها

کنند. تحسین و بخوانند را این ها از

است نادر قطعاً دهم. جواب انتقاد این به کنم تلاش که دهید اجازه

ناگهان که کند پیدا کل بسیار م ح ی بتواند کس ترکیبیات در که

همچنین کند. حل را مربوطه بحث در موجود نتایج از زیادی مقدار

ترکیبیات دان ها توسط که نتایج از بسیاری که است درست این

خواهند فراموش کاملا و هستند ایزوله حدی تا م شوند اثبات

با نم سازد). جدا ر دی شاخه های از را ترکیبیات این (ول شد

برای ،ساختاری وجه هیچ به که نیست درست این وجود، این

ریاضیدانها، از بسیاری نظر به که دلیل ندارد. وجود موضوع این

این است، تک نتایج و سوالات از متفرقه مجموعه ی ترکیبیات

هستند. مشخص کمتر سازمان دهنده اصول که است

هست، مهم بسیار ریاضیات در که تعمیم و مجرد سازی روند اگر

ونه چ پس باشد، م ترکیبیات در استفاده قابل محدود طور به

ی شود؟ داده انتقال آینده نسل های به موضوع این که است ن مم

الزامات چیزهایی چه بپرسیم که است این سوال این به تفکر راه

اولویت گفتم، که چیزی طبق بود؟ خواهند آینده ترکیبیات دان های

امروز نتایج به آنها علاقه پس بود، خواهد مسائل حل احتمالا آنها
6Yang-Mills equation
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قدرت م توانند آن، فهمیدن با آیا که، این به م شود مربوط بسیار

به سرراست را ما این ها و نه. یا دهند افزایش را خود مسئله حل

ی طور به معمولا ترکیبیات مهم ایده های م برند. مطلب اصل

اصل ی عنوان به معمولا ه بل نم شوند، ظاهر مشخص قضیه

م شوند. ظاهر بسیار کاربرد با عموم

قضیه فرم ی شود. مبرهن تر نکته این که م کند کم مثال ی

است: زیر عبارت رمزی٧

N مثبت صحیح عدد ی ،k مثبت صحیح عدد هر برای قضیه.

آبی یا قرمز رأس n کامل گراف ی یال های اگر که دارد وجود

آن ها کننده وصل یال های که دارند وجود رأس k حتماً آنگاه شوند،

دارند. رنگ ی هم

م شناسند. R(k) با را N ترین کوچ

با گراف G کنید فرض .R(k) ≤ 22k که م دهد نشان زیر بحث

مرتب کاملا رئوس که کنید فرض راحت برای و باشد رأس 22k

لانه اصل طبق آنگاه باشد، اول رأس x1 کنید فرض هستند. شده

وجود 22k−1 حداقل اندازه از ،A1 رئوس، از مجموعه ی کبوتری

x2 کنیم فرض حال دارد. را رنگ ی A1 به x1 از یال هر که دارد

A2 ⊆ A1 کبوتری لانه اصل طبق آنگاه باشد. A1 رأس ترین کوچ

رنگ ی A2 به x2 از یال هر که دارد وجود 22k−2 حداقل اندازه از

x1, x2, · · · , x2k رئوس از دنباله ی روند، این دادن ادامه با دارد.

پیدا مجموعه ها از A2k ⊆ A2k−1 ⊆ · · · ⊆ A1 دنباله ی و

ی Ai به xi از یال هر و i هر برای xi ∈ Ai−1 که م کنیم

فقط xj به xi متصل کننده یال رنگ که م آید بدست دارد. رنگ

کبوتری، لانه اصل از استفاده با دوباره دارد. بستگ min{i, j} به

رنگ این که م کنیم پیدا {x1, x2, · · · , x2k} از H زیرمجموعه ی

ی H رئوس وصل کننده یال های تمام پس باشد، سان ی همیشه

دارند. رنگ

بهبود
(
2k
k

)
به را بالا کران بالا استدلال در کوچ تغییر ی

R(k) پایین کران های به بیشتر من وجود، این با م بخشد.

که است نتیجه این اردوش مشهور نتایج از ی علاقه مندم.

برای تلاش جای به م شود. اثبات ل ش بدین و R(k) ≥ 2k/2

طور به را یال ها سادگ به ی هوشمندانه، رنگ آمیزی ی ساختن

با یال هر که است این که م کند رنگ راه واضح ترین در تصادف

انتخاب ها این همه و است آبی 1
2 احتمال با و است قرمز 1

2 احتمال

{x1, x2, · · · , xk} و باشد، N رئوس تعداد کنید فرض مستقل اند.

یال ی با xj هر به xi هر اینکه احتمال باشند. آن ها از kتا

هم که است این برابر و است، 2−
(
k
2

)
باشد شده وصل قرمز

برای انتظار مورد مقدار پس باشند. شده وصل آبی یال های با

هم به همرنگ یال های با آن ها هم که رأس k مجموعه های

ن مم باید باشد، ١ از کمتر این اگر است. 21−(
k
2)
(
n
k

)
باشند وصل

نباشد. موجود آن برای رأس k زیرمجموعه ی چنین هیچ که باشد

اگر است ١ از کمتر این که م دهد نشان کوچ محاسبات ی

.N = 2k/2

کاربردهای که دلیل این به نه است مشهور [۵] اردوش نتیجه ی

ی اینکه دلیل به نه و است، سخت اینکه دلیل به نه دارد، بسیاری

است دلیل این به آن شهرت کرد. حل را طولان مدت باز سوال

کرد. باز ترکیبیات به را احتمالات استدلال های عظیم راه های که

بسیار از ی (یا م فهمید را اردوش ساده ی استدلال شما اگر

همراه به کل اصل ی شما ذهن در آن گاه مشابه) استدلال های

م شود: ایجاد زیر خط های

محدودیت تعدادی تحت را ساختار ی اندازه ی بخواهد کس اگر

را اکسترمال مثال های نظر به محدودکننده ها اگر و کند، ماکسیمم

ی انتخاب آن گاه شوند، پخش نواخت ی ل ش به که کنند مجبور

دهد. خوبی جواب م آید نظر به تصادف طور به مثال

شما ریاض قدرت م شوید، گاه آ اصل این از شما که همین

مورد در گفتم قبلا که آن مانند سوالات م یابد. افزایش بلافاصله

بزرگ متقارن های تفاضل با مجموعه ها از زیادی تعداد کردن پیدا

م شوند. تبدیل بدیه تقریباً به ن غیرمم از ناگهان

برای دارد. وجود ترکیبیات مورد در ساده کاربرد این از بیشتر البته،

احتمالات روش های از که یرد ب تصمیم کس است ن مم مثال

کار مربوطه احتمال های زدن تخمین که بفهمد بعد و کند استفاده

انجام مورد این در کار زیادی مقدار وجود این با نیست. آسان
7Ramsey
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شریف ریاض ریاضمجله ی فرهنگ ٩٧دو مهرماه دهم، شماره ی

از بعض شده اند. ساخته بسیاری هوشمندانه تکنی های و شده،

آن ها، از ی شده اند. محصور مفیدی قانون های در دوباره این ها

عبارت است، شده شناخته اندازه٨ تمرکز عنوان به دوستانش به که

است: زیر

متغیر زیادی تعداد به پیوسته ای قبول قابل ل ش به f تابع ی اگر

مورد مقدار به همیشه تقریباً f(x) آنگاه باشد، وابسته کوچ

است. نزدی انتظارش

اثبات در میلمن٩ ویتال توسط اول اندازه تمرکز کامل اهمیت

شد. برده پی [۴] ١٠ دورتس از زیر قضیه از [١١] انقلابی اش

هر که هست n ی ϵ > 0 و k مثبت صحیح عدد هر برای قضیه.

باناخ‐ فاصله با بعدی k زیرفضای ی X بعدی n نرمدار فضای

دارد. lk2 تا 1 + ϵ حداکثر میزر١١

بردارهای م توان وییم ب که است این معادل این

که کرد پیدا [ خط [مستقل x1, x2, · · · , xk ∈ X

(

k∑
i=1

|ai|2)
1
2 ≤ ||

k∑
i=1

aixi|| ≤ (1 + ϵ)(

k∑
i=1

|ai|2)
1
2

(و هندس تر راه ی الرها. اس از a1, a2, · · · , ak دنباله هر برای

است این قضیه این فرمول بندی دوباره برای شهودی تر) غیر حت

k مرکزی مقطع ی بعدی، n متقارن محدب جسم هر وییم ب که

(1+ϵ)B در و دارد بر در را B بعدی k بیض گون ی که دارد بعدی

است. بیض گون تقریباً نیز آن خود پس و دارد قرار

از بعدی k زیرفضای ی که است این قضیه این به میلمن رد روی

باید اول کار، این انجام از قبل کنیم. انتخاب تصادف بطور را X

از استفاده با م تواند که کرد، انتخاب معن با احتمال اندازه ی

پایه ی که م کند بیان این شود. انجام جان١٢ فریتز از قضیه ای

از دور ناامید کننده ای ل ش به که دارد وجود X از x1, x2, · · · , xn

که: معن این به نیست، ه ی متعامد

(

n∑
i=1

|ai|2)
1
2 ≤ ||

n∑
i=1

aixi|| ≤
√
n(

n∑
i=1

|ai|2)
1
2

عادی اندازه ی حال الرها. اس از a1, a2, · · · , ak دنباله هر برای

(در م دهد قرار را پایه این به نسبت Gn,k گراسمانیان های روی

کاری را دقیق جزئیات ول است، فرا ساده سازی ی این واقع

نداریم).

ببینیم، که بود راحت کردم، اشاره آن به قبلا که نتیجه ای دو حالت در

است ن مم همه، این از بعد بودند. معن با تصادف روش های که

غیرمنظم، محدب جسم ی از نوع مقطع ی که کند فکر کس

ایده ی با نفر ی که همین وجود، این با بود. خواهد n∑غیرمنظم
i=1 aixi بردار نرم که م برد پی این به باشد، آشنا اندازه تمرکز

به فقط ما چون همچنین، است. وابسته ai چندگانه متغیرهای به

هیچ که کنیم فرض م توانیم علاقه مندیم، l2 نرم به نرم این نسبت

است ن مم اندازه، تمرکز با پس، نم کنند. تغییر aiها از کدام

مورد مقدار به خیل l2 نرم به X نرم نسبت که باشیم داشته انتظار

تقریباً مقاطع ایده ی الآن و باشد. نزدی زمان ها همه در خود انتظار

است. شده منجر ضدشهود ی به بیض گون

از نتیجه این کنیم، دقیق را بالا م ح که این برای اصل نتیجه

f : Sn → R تابع است. کره روی لوی١۴ ١٣ محیط برابر نامساوی

مجموعه ی A ⊆ Sn کنید فرض دهید. قرار M میانه با تابع را

ی اینکه احتمال آنگاه .f(x) ≤ M که باشد x نقاط همه ی

حداکثر باشد، داشته A تا ϵ از بیشتر فاصله Sn در تصادف نقطه ی

f(a1, a2, · · · , an) = دهید قرار حال است.
√

π
2 exp(−ϵ2n

2 )

پس و است، پیوسته قبول قابل ل ش به f چون .||
∑k

i=1 aixi||

م شود نتیجه پس نزدی اند، x ∈ A نقاط به y نقاط اکثر چون

yها، اکثر برای مشابه، طور به نیست. M از بزرگتر خیل f(y) که
8Concentration of measure
9Vitali Milman
10Dvoretzky
11Banach-Mazur distance
12Fritz John
13Isoperimetric inequality
14Levy
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نیست. M از کمتر خیل f(y)

نظریه در بنا سنگ ی میلمن، اثبات با خصوص به ، دورتس قضیه

که حال در است. باناخ فضاهای بعد) متناه معن (به موضع

جذبه این ببیند، را ذات جذبه نم تواند که ریاضیدان برای متأسفم

باناخ، فضاهای نظریه از بالاتر که را، اثبات عظیم اثر خود، خودی به

بسیاری ذهن در اندازه تمرکز ایده ی دادن قرار از نتیجه ای عنوان به

مقالات از بسیاری تعداد نم دهد. توضیح است، داشته ریاضیدان

اتفاق این این که برای جدیدی تکنی های یا کرده اند باز را ایده این

داده اند. نشان م افتد،

چندتا اینجا در برد. نام را دست این از بیشتری کل اصول م توان

که همان گونه و نیستند برابر هم با اصل ها این اهمیت نوشته ام. را

اند. شده بررس زیادی مقدار به آنها همه ی ول نیستند دقیق گفتم

باشند هم از مستقل E1, E2, · · · , En پیشامدهای اگر وضوح به (١

ناصفری احتمال با صورت این در باشند، ناصفر احتمال دارای و

م تواند م ح این واقع در م افتند. اتفاق هم با پیشامدها این همه ی

نیز باشند داشته هم به کم وابستگ پیشامدها این که حالت در

[٩]،[۶] گیرد. قرار استفاده مورد

ما و شده اند یل تش تصادف گون قسمت چند از گراف ها همه ی (٢

[١۴] م کنند. رفتار ونه چ قسمت ها این که م دانیم

ی درون را خط معادله ی جواب های تعداد داریم اگر (٣

ضرایب که است ساده تر معمولا و کافیست م شماریم، مجموعه

بزنیم. تخمین را مجموعه این مشخصه تابع فوریه

و هستند هم ارز هم با تصادف گراف های خواص از بسیاری (۴

تصادف شبه گراف های تعاریف عنوان به را آنها م توان نتیجتاً

[١۵]،[٧] گرفت. درنظر

ی ها و صفر از صفر نهایت در دنباله های مجموعه اوقات گاه (۵

به حد اقل یا و است جدایی پذیر باناخ فضای ی برای خوبی مدل

نکته کند. تولید را توجه جالب فرضیات که م دهد اجازه فرد

که نیست این ویم ب م خواهم اصول گونه این مورد در که اصل

نیست؛ هم تعجب برانگیزی نکته البته که هستند؛ پرکاربرد بسیار اینها

دارند ترکیبیات در را جهت دهنده ای نقش اصول که است این ه بل

برای وقت دارند. ر دی نظری زمینه های در کل و عمیق قضایای که

صرفه جویی م توانیم را زیادی زمان م کنیم تلاش نتیجه ای فهمیدن

بعد دهیم. تحویل کل ایده سه یا دو به را نتیجه بتوانیم اگر کنیم

جزئیات دقیق بررس به نیازی که است ن مم کار این انجام از

آن کاربردهای از مثال چند و کل اصول با کل آشنایی نبینیم.

انجام را جزئیات خود نیاز، صورت در بتواند فرد که م شود باعث

را R(k) برای پایین کران از اردوش برهان من مثال برای دهد.

تصادف صورت به را گراف آمیزی رنگ سپرده ام: خاطر به این گونه

قضیه ر دی مثال ی دهید. انجام را بدیه محاسبات و دهید انجام

[١٠] است. کاشین از زیر توجه قابل

(نسبت R2n از عمود تجزیه ی n صحیح عدد هر برای قضیه.

وجود Y و X بعدی n فضای زیر دو به ( معمول داخل ضرب به

x l2 نرم به x l1 نرم نسبت x ∈ X ∪ Y هر برای که طوری به دارد

.c > 0 مطلق ثابت برای
√
2n و c

√
2n بین

با (اگر است زیر ل ش به قضیه این از [١٣] زارک١۵ از برهان

مبنای بر ساده استدلال ی باشید): آشنا درست مبهم های ایده

در ln1 ه ی ی گوی های از هیچ ی تقریبا که م دهد نشان حجم

نسبت که است قسمت هایی گوشه، از (منظور ندارد قرار گوشه ها

نشان که ساده ایست کار پس است)، کوچ l2‐نرم به l1‐نرم

قضیه سوم مثال دارد. را مورد نظر خاصیت رندم تجزیه ی دهیم

[١٢] است. رات١۶ از زیر

زیرمجموعه هر که دارد وجود N طبیع عدد ،δ هر برای قضیه.

(δ حداقل ال چ با (یعن δN حداقل اندازه به {1, 2, · · · , N} از

باشد. 3 طول به حسابی تصاعد ی شامل

کنید نگاه A ⊆ Z/NZ به است. زیر قرار از م ح این فشرده برهان

ضرایب این اگر یرید. ب نظر در را A مشخصه تابع فوریه ضرایب و

تصادف عملا A صورت این در (Â(0) از غیر (به باشند کوچ

3 طول به حسابی تصاعد زیادی تعداد شامل نتیجه در و بود، خواهد

داشت خواهد وجود بزرگ ضریب صورت این غیر در بود. خواهد

که بیابیم را {1, 2, · · · , N} از زیرتصاعدی م دهد اجازه ما به که

است. بیشتری ال چ دارای آن در A

15Szarek
16Roth
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سع تاکنون کنم. خلاصه را گفته ام تاکنون که مطالبی دهید اجازه

فقط و دارد کم ساختار ترکیبیات موضوع که ایده این علیه کرده ام

حال در کنم. استدلال است، شده یل تش مسئله زیادی تعداد از

این م کند، جلوه کمتر ر دی موضوعات به نسبت ساختار این که

اجازه که دارند وجود مبهم و کل جملات صورت به ساختارها

نگاه خود ذهن در فشرده ای صورت به را برهان ها ما که م دهند

کنیم. منتقل ران دی به و بسپاریم خاطر به راحت تر نتیجه در و داریم

من که مورد ی است. وارد ترکیبیات به زیادی انتقادات حال این با

ندارد. کل اهداف و جهت ده موضوع این که است این شنیده ام

که این ر دی و نیست عمیق موضوع این که است این ر دی ی

(یعن ریاض ر دی بخش های بقیه به جالبی ارتباطات ترکیبیات

نتایج از خیل که این ر دی و ندارد ریاضیات) محوری بخش های

نیستند. کاربرد دارای

نکته این مثلا داد. پاسخ مشابه شیوه ی به م توان را انتقادات این

دوباره، ندارد. وجود ترکیبیات در کل اهداف که یرید ب نظر در را

مورد در داشتم من :[٢] م کنم نقل اتیه با مصاحبه ی از من

طور به ریاض کامل شاخه ی ی ایجاد به افراد امروزه ی گرایش

م زنند بر خشت فقط این ها م کردم. فکر مجرد طور به و شخص

دهند، م انجام را کار این چه خاطر به که بپرسیم آنها از اگر و

خواهید متوجه است، مربوط چه به چیست، در موضوع این اهمیت

نم دانند. خودشان که شد

مهم نکته ی به او ول نبود ترکیبیات خاص طور به اتیه منظور

است اهمیت حائز ترکیبیات دان ها برای موضوع این و م کند اشاره

دهد نشان که است گونه این ری دی کس هر برای که همان گونه

از بعض است. زیاده کاری از بیش م دهند انجام که را کاری که

که مسئله کم تعداد سلطه ی تحت که هستند ریاضیات بخش های

نتایج از خیل م توان گرفته اند. قرار هستند، جهان اهمیت دارای

فرضیه مورد در جزئ طور به چند هر آنها که کرد توجیه گونه این را

ترستن، هندس سازی حدس سوینرتون‐دایر، بیرچ حدس ریمان،

ر دی شاخه های م کنند. روشنگری چیزی چنین یا وف نووی حدس

نیازمند که رمزآلود پدیده های فراوان از را خود جذابیت ریاض

همرویدادهای که است ن مم م آورند. بدست هستند، توضیح

اول نگاه در که هایی حوزه بین را عمیق ارتباط که باشند عددی

نتایج که استدلال هایی کنند، پیشنهاد م رسند نظر به بی ارتباط

به را آنها نتیجه در و م کنند اثبات محاسبه به توسل با را جالبی

خوش شانس چند اساس بر که اثبات هایی نم دهند، توضیح خوبی

آنها کردن دقیق ول م دهند نتیجه که اکتشاف استدلال های یا

است. سخت

ذکر که نوع از اهداف ترکیبیات دهیم نشان که است سخت کار

همان گونه حال این با (P = NP مسئله مطلق استثنای (به دارد شد

ه بل نیست، نتیجه خود معمولا ترکیبیات در نتیجه ی اهمیت که

کل اهداف پس م گیریم. یاد اثبات از که غیرصریح تر است چیزی

شدن روشن برای نم شوند. بیان صریح طور به همیشه نیز ترکیبیات

برگردیم. R(k) تابع کران و رمزی قضیه به دهید اجازه موضوع این

کران های بهترین کردم ارائه قبلا که استدلال هایی سادگ علیرغم

مسئله ویم ب دقیق تر بخواهم اگر م دهند. همین ها را شده شناخته

است. باز زیر

برای R(k) ≥ ak که دارد وجود a >
√
2 ثابت آیا (١ مسئله.

بزرگ؟ کاف اندازه به kهای

بزرگ کاف اندازه به kهای برای که دارد وجود b < 4 ثابت آیا (٢

.R(k) ≤ bk باشیم داشته

ماه های و م بینم ترکیبیات مهم مسائل از ی را مسئله این من

ول کرده ام. تلاش آن حل برای توفیق، بدون را خود عمر از زیادی

م دانم که چرا بنویسم، را این که م کنم خجالت احساس هنوز

ی تا م بینند معما ی بیشتر را سوال این زیادی ریاضیدان های

است این مسئله این به من زیاد ارادت علت . ریاض جدی مسئله

ری دی زیاد افراد به که (همان گونه است شده واضح من برای که

این است نامحتمل بسیار است) شده ثابت کرده اند امتحانش که

مسئله این مخصوص که تک کاره هوشمندانه استدلال ی با مسئله

خاص طور به من منظور واقع (در شود حل است شده ساخته

اگر م شود). مربوط R(k) بالای کران به که است مسئله از قسمت

R(k) ≤ 4k م ح اثبات کنیم مبهم گویی مورد این در کم بخواهیم

دور را گراف بیشتر که مفهوم این به است، موضع روحیه ای دارای

م کنیم. تمرکز رأس چند از کوچ همسای روی و م ریزیم
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سرتاسری تر استدلال نیازمند بهتر بالای کران که م آید نظر به

استدلال چنین برای کارایی مدل هیچ و گراف، کل شامل باشد،

تقریبا مسئله این حل نتیجه، در نیست. موجود گراف نظریه در

کند. ایجاد ترکیبیات در را بزرگ جدید تکنی که است مجبور

رنگ آمیزی که حال در که، است این مسئله دشواری های از ی

نظر به نم دهد، دست به 2 k
2 از بهتری چندان پایین کران تصادف

که این (مثل بودن تصادف از گرفتن فاصله هیچ گونه که م آید

قرمز یال ی که این احتمال و کنیم تقسیم دسته پنج به را رأس ها

دو که این یا و دارد قرار دسته ی در که این برحسب را باشد

نم کند. بهتر را پایین کران کنیم) تعیین م کند وصل هم به را دسته

تحلیل به مجبور ، کند پافشاری ایده این در کس اگر حال این با

آنها از ی هیچ که م شود گراف ها از مختلف اقسام جداگانه ی

آنها سیستماتی پی گیری ول نیستند برانگیز چالش خود خودی به

ن مم که واداشت خیال این به را من این است. دشواری کار

از معادلا (یا قرمز و آبی رنگ آمیزی های از دسته بندی نوع است

این کردن چ با صورت این در باشد. داشته وجود گراف ها)

را مسئله م توانیم است 3.99k مثلا از کمتر کران دسته هر در که

نظر به عجیب اول وهله ی در گراف ها رده بندی ایده ی کنیم. حل

بارها و بارها حال به تا که را نتیجه ای دهید اجازه پس م رسد،

تصادف شبه از مفهوم باید ابتدا کنم. بیان را است شده استفاده

B و A و است گراف ی G کنید فرض کنیم. تعریف را بودن

‐ϵ را (A,B) زوج هستند. G رئوس از هم از جدا مجموعه های

هرگاه که باشد داشته وجود α > 0 عدد که اگر م گوییم نواخت ی

حداقل ترتیب به اصل عدد با مجموعه هایی B′ ⊆ B و A′ ⊆ A

م کند وصل B′ به را A′ که یال هایی تعداد باشند، ϵ|B| و ϵ|A|

ϵ اگر دارد. اختلاف ϵ|A′||B′| اندازه ی به حداکثر α|A′||B′| با

یال های از ل متش گراف که م گوید ما به شرط این باشد، کوچ

احتمال با تصادف گراف ی مانند م کند وصل B به را A که G

لم به و است [١۴] زمردی به منسوب بعدی نتیجه است. α یال

است. معروف نظم لم یا ، نواخت ی

و است مثبت عدد ϵ و است گراف ی G کنید فرض قضیه.

دارد وجود K ثابت صورت این در است. طبیع عدد ی k

را G رأس های که طوری به دارد، بستگ ϵ و k به فقط که

در که کرد افراز A1, A2, · · · , Am زیرمجموعه ی m به م توان

زوج های از (1 − ϵ)
(
m
2

)
حداقل که طوری به ،k ≤ m ≤ K آن

باشند. نواخت ϵ‐ی است) i < j (که (Ai, Aj)

بیان است، شده متوجه هوشیار ی خواننده که همان طور قضیه، این

م کنم تأکید (ول کردیم بیان قبلا که است (٢) کل اصل از دقیق

که این با متاسفانه کرد). دقیق نم توان را اصول این همه ی که

پرشماراست، مسائل برای ایده آل ابزاری زمردی نواخت سازی ی لم

که هستند، رمزی قضیه برای بهتر پایین کران مانند ری، دی مسائل

اهداف از ی پس ندارد. گفتن برای چیزی آنها مورد در لم این

ظریف تری و مفصل تر رده بندی های که است این گراف نظریه کل

است این است، قبل مخالف گونه ای به که ر، دی هدف و بیابد را

کند. پیدا زمردی نواخت ی لم از استفاده بدون را راه حل هایی که

قابل متقابل تأثیر پروژه دو این از ی هر در توجه قابل پیشرفت

حشو گونه ای به (این داشت خواهد گراف نظریه روی را توجه

که است این پیشرفت میزان برای خوب معیار ی که چرا است

کسب با کل طور به م دهند؟). را جالب سوالات حل اجازه آیا

شد خواهیم متوجه ترکیبیات مانند زمینه ای در مسائل حل در مهارت

این نتوانیم است ن مم م شوند. تکرار مرتباً دشواری ها برخ که

جای به پس کنیم، بیان خوبی به حدس ی قالب در را دشواری ها

دشواری ها این شامل که م شویم متمرکز خاص مسئله روی آن

این از فراتر که م یابد اهمیت مسئله این حالت این در باشد.

م کند روشن موضوع این است. نه یا آری مسئله جواب که است

زیادی پنهان عمق دارای اردوش مسائل از زیادی تعداد ونه چ که

است سطح زمینه ای ترکیبیات که انتقاد این تکلیف اما بوده اند.

قول به که است این ریاضیات خرسندی های از ی م شود؟ چه

مرتفع نتایج به م توانیم غول ها، دوش بر بودن سوار با معروف،

که، آن حال است. نبوده  تصور قابل قبل نسل های برای که برسیم

یا دارند، خود در را است نیاز آنچه همه ی ترکیبیات مقالات بیشتر

را این م کنند. مطالبه خواننده از را کم اطلاعات پیشینه که این

اطلاعات با اگر که کنید مقایسه اعداد جبری نظریه در مقاله ای با

سال است ن مم آن درک کنیم، شروع کارشناس دروس معمول
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شد. ب طول ها

را مسئله حل کن ها و نظریه سازان اولویت های تفاوت انتقاد این

عمیق A قضیه وید ب که دارد تمایل نظریه ساز ی م کند. منعکس

Cاستفاده قضیه از هم آن که م کند Bاستفاده قضیه از که چرا است

قابل نتایج منفرد طور به اینها همه ی که هذا، عل قس و م کند

زنجیری چنین که است ن مم مسئله حل کن ی هستند. توجه

این با باشد. نداشته خود ذهن در را منطق وابستگ های از طولان

اساس بر دوباره را، وابستگ از مناسب تری نوع ما که اگر حال،

م شود. متفاوت ماجرا صورت این در یریم ب نظر در ، کل اصول

وابستگ هیچ که حال در که، بود خواهد این گونه مواقع اکثریت

از ی حل برای امیدی هیچ ندارد، وجود نتیجه دو بین صوری

در شده معرف کل اصول از ما که اگر داشت نخواهد وجود آنها

م توانند نوع این از وابستگ زنجیرهای نباشیم. مطلع ری دی اثبات

موضوع این از م توانند نیز ترکیبیات دان ها پس باشند، طویل بسیار

دسترس از دور بسیار که کرده اند حل را مسائل که باشند خشنود

موضوع که م کند احساس فرد حالت این در بوده اند. پیش نسل

است. پیشرفت حال در خود کلیت در

بوده ترکیبیات درون به مربوط ما استدلال های تمام بحال تا

انسجام دارای موضوع این که دهم نشان که کرده ام سع است.

همه، این با ول نیست واضح انگان بی برای که است جهت گیری و

کلیت در ریاضیات که این مورد در چیزی حال، این با است. مهم

اجازه نگفته ام. جوید بهره ترکیبیات پیشرفت از م تواند ونه چ خود

:[٣] م گوید چه رابطه این در اتیه که ببینیم دهید

با تنگاتنگ ارتباط در ریاض دادن انجام برای نهایی توجیه ...

کاملا دیدی از که، کنیم قبول ما اگر است. آن کل پارچ ی

توجیه را خودش کاربردهایش از استفاده با ریاضیات کارکردگرایانه

صورت در شد، خواهد موجه ریاضیات کل صورت این در م کند،

تنه ی از که آن از بخش هر بماند. باق پیوسته هم به کل ی که

کند. توجیه مستقیم تری گونه ی به را خود باید شود، جدا اصل

گقتن برای چیزی چه ترکیبیات بپذیریم را توجیه چنین به نیاز اگر

طور به را ترکیبیات م توانیم که است این روشن نکته ی ی دارد؟

کامپیوتر، علوم به آن نزدی ارتباط خاطر به کنیم، توجیه مستقیم

کمیته وقت که این (عجیب هستند مشخص آن کارکرد های که

ارتباط ١٩٩٨ سال در ریاضیدان ها بین الملل کنگره برنامه ریزی

ارتباط این م کردند، لیست را ریاض مختلف قسمت های بین

از کاربرد هایی زمینه ها، ر دی با ارتباط اما و ندادند) تشخیص را

نگاری، رمز مجموعه ها، نظریه احتمالات، زمینه های در ترکیبیات

نظریه ، هارمونی آنالیز باناخ، فضا های هندسه ارتباطات، نظریه

م نویسم را این که الآن وجود، این با دارد. وجود ... و اعداد

هندسه ی مثلا توجه نم توانند کاربرد ها این از خیل که م دانم

به گونه ای را این ها همه ی است ن مم او کند، جلب را دیفرانسیل دان

م توان که ببیند ریاضیات از پرفاصله و دور قسمت آن به متعلق

”نوع اعداد نظریه در کاربرد ها حت گرفت. نادیده را آن خطر بدون

که مختلف راه های که باشد مفید شاید هستند. اعداد نظریه از بدی”

کنیم. بررس را باشد مفید بقیه برای م تواند ریاضیات از شاخه ی

آورده ایم را شده مرتب بودن مستقیم اساس بر که را لیست اینجا در

A از ١)قضیه ای کند. کم B زمینه به میتواند A زمینه ونه چ که

م شود. B در مفید نتیجه ای به منجر بلافاصله

مقداری نیازمند آن اثبات ول دارد B در نتیجه ای A از ٢)قضیه ای

است. کار

قادر را ما که است شبیه به قدری B در مسئله ای به A در ٣)قضیه ای

پاسخ B در را مسئله و کنیم اقتباس یا تقلید A اثبات از م سازد

بدهیم.

که م کنیم پیدا انگیزه کنیم، حل را A در مسئله ای که این ۴)برای

هستند. مستقل جذابیت دارای که کنیم درست را B در ابزارهایی

هستند. شبیه A های تعریف به که است تعریفات شامل B ۵)زمینه

که م خواهد فرد اوقات برخ کنم، ارائه مثال ی بخواهم (اگر

نه ،ول ها جهت بعض از که کند تعریف را استقلال از مفهوم

این در کند). رفتار برداری فضاهای در استقلال کامل،مثل به طور

کردن فکر و دسته بندی برای را پرباری روش های A زمینه حالت

م دهد. پیشنهاد B مسائل و نتایج روی

فرد صورت این در شود، متخصص A زمینه در کس ۶)اگر

کم های م سازد قادر را او که م کند کسب را فکری  عادت هایی

کند. ارائه B زمینه به را توجه قابل
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که طوری به است، نزدی B زمینه به خود روح در A ٧)زمینه

مستعد نیز B زمینه در احتمالا باشد، مستعد A زمینه در که کس

م کنند. کار زمینه دو هر در زیادی ریاضیدان های درضمن است.

ار تر غیرآش هم نسبت همان به ٧ تا ۴ مثل غیرمستقیم تر ارتباطات

نباید را ریاضیات ی پارچ در آنها سهم همه این با هستند.

سال ها از بعد را احساس این بالاخص خود من گرفت. کم دست

برای من اولیه علت دارم. باناخ فضاهای هندسه در کردن کار

و دورتس قضیه مانند نتایج که بود این زمینه این در کردن کار

شدم متوجه بعداً م دیدم. جالب بسیار را زیادی طبیع باز مسائل

اصل اش ریشه های از شدن جدا خاطر به قویاً من منتخب زمینه که

گم را هدفش آن پی در و است انتقاد مورد دیفرانسیل معادلات در

از ٢ و ١ نوع از زیادی ارتباطات که م کنم تصدیق من است. کرده

که هرچند ندارد، وجود زمینه ها بقیه به باناخ فضاهای محض نظریه

آنها روی هستند معتقد زیادی عده که دارند وجود عمیق ایده های

ارتباطات که این محض به ، ول است. نشده کار کاف اندازه به

استخراج بود. خواهیم آنها شاهد وفور به یریم ب نظر در را ضعیف تر

حدودی تا دسته بندی ‐ ۴ (یا است ٣ از خوبی مثال اندازه تمرکز

خود شخص تجربه از م توانم ،٧ و ۶ برای و است.) مصنوع

کار باناخ فضا های نظریه از خارج زیادی مسائل روی اخیراً ویم، ب

تجربه ی نکرده ام، استفاده را باناخ فضاهای نتایج که این با کرده ام؛

فکر گونه ای به مسائل به که ساخت قادر را من زمینه این در من

گونه این وجه هیچ به نم رسید. ذهنم به ری دی حالت در که کنم

که ریاضیدان هایی از بسیاری باشم؛ تنها مورد این در من که نیست

مانند ری دی زمینه های در بودند، کرده  کار باناخ فضاهای زمینه در

،جبرهای جزئ مشتقات با دیفرانسیل ،معادلات هارمونی آنالیز

راه تنها داشته اند. موفق کار های ترکیبیات و احتمالات ، C*

باور فرد که است این گرفت نادیده را ارتباطات این م توان که

و ارزش کم زمینه دو بین ارتباطات این همه ی که باشد داشته

از زیادی قسمت و است افراط دیدگاه این است. غیرجالب

را مستقیم عمل کاربرد های با زیادی نتایج شامل نوین ریاضیات

را دیدگاه این کس کنیم باور که است دشوار و م کند، معزول

دارند را دید این بعض م رسد نظر به حال این با م گیرد. جدی

ریاضیات در فرهنگ دو که م رساند ذهن به را ایده این باز که

بیشتری ارتباطات که است درست حرف این احتمالا داریم. محض

تا دارد وجود ریاض نظریه سازی و مسئله حل کردن قسمت های بین

فرهنگ” ”دو برچسب که است آن علت همین و آنها، بین که این

فراساده سازی نام گذاری ها این که ویم ب دوباره (باید است مناسب

نظریه من آنچه به زیادی افراد که هستم متوجه کاملا من و هستند

مسائل م خواستند که شده اند جذب جهت این از ام نامیده سازی

دو به محض ریاض که باشد درست اگر دهند). پاسخ را خاص

وجود آنها بین چندان ارتباط که م شود تقسیم گسترده فرهنگ

است؟ اهمیت حائز موضوع این آیا که پرسید م توان هنوز ندارد،

عمل نتایج وضعیت این که است این دلیل ی بله. من نظر به

است ن مم فرهنگ ی از ریاضیدانان مثال برای دارد. را نامطلوبی

ر دی فرهنگ ریاضیدان های کاری آینده ی که یرند ب تصمیم هایی

گروه دو این بین کم متقابل درک که اگر دهد. قرار تأثیر تحت را

کار شرایط، بهترین در که عادلانه، تصمیم گیری باشد، داشته وجود

ول نیستم، گله مند شخصه به (من م شود. سخت تر است، سخت

است این دوم اثر بوده ام.) خوش شانس خود کاری وضعیت در من

فرهنگ ی مناسب طبیع طور به که ری پژوهش دانشجویان که

از زمینه ای در که بیابند فشار این تحت را خود است ن مم هستند

این کنند. تلف را خود استعداد نهایت در و کنند کار ر دی فرهنگ

کم تعداد سلطه ی تحت که است ده ای دانش برای شایع خطری

جانبی محصولات شاید تأثیرات این است. گرفته قرار موضوع

ارتباط به بودن مصر برای من اصل دلایل و باشند، کادمی آ زندگ

این ارتباط کمبود ال اش ترین مهم نیست. گروه دو این بین بهتر

بعضاً من است. رفته دست از بزرگ فرصت ی از نشان که است

که شنیده ام را مسئله ای از گلایه  نظریه سازان جناح از ریاضیدانان از

هسته ی ی ول کرده اند امتحان آن روی را موجود ابزارهای همه ی

راه این است. ترکیبیات” ”دراصل که است باق مانده سرسخت

عبارت به ، ول است، سخت خیل مسئله که این گفتن برای است

ذهن با ریاض دان های دقیقاً که است سخت گونه ای به دقیق تر،

به که است سخت همچنین متأسفانه م کند. جذب را مسئله حل کن

کنیم درک را مسئله ترکیبیات اصل در ذات که برسیم فهم از درجه ای
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چنین ول است، فرهنگ بین اری هم مخصوص شرایط چنین .

کم که است مسئله حل کن ها طرف از زیادی تلاش نیازمند اری هم

نظریه سازان طرف از بیشتری همدردی احساس و یرند، ب یاد تئوری

است. چیست، کوهومولوژی نم دانند که ریاضیدان هایی به نسبت

بود. خواهند ریاض فرهنگ دو هر غنای مایه قطعاً تلاش ها این
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مساله چند

چراغ عل ترکمان، تینا

ها مساله

ضرایب با تکین چندجمله ای ی p کنید فرض .١ مساله
هست واحد ی دایره روی ای z0 کنید ثابت باشد. مختلط

که به طوری
|p(z0)| ≥ 1

R میدان روی مربع ماتریس دو B و A کنید فرض .٢ مساله
.det(A+B) ≥ 0 کنید فرض م شوند. جابجا هم با که باشند

داریم n ∈ N هر برای کنید ثابت

det(An +Bn) ≥ 0

چندجمله ای ی برای .٣ مساله

p(x) = amxm + am−1x
m−1 + · · ·+ a0

دهید قرار حقیق ضرایب با

Γ(p) = a2m + a2m−1 + · · ·+ a20

پیدا گونه ای به را g(x) و f(x) = 3x2 + 7x+ 2 کنید فرض
باشد، برقرار زیر شرط دو که کنید

g(0) = 1 (١

جا این در که Γ(fn) = Γ(gn) ،n ≥ 1 هر برای (٢
است. رساندن ام n توان به gn و fn از منظور

دارد وجود D ⫋ R که D صحیح ی دامنه آیا .۴ مساله
باشد؟ آن کسرهای میدان R که

که دارد وجود شمارا نامتناه مجموعه ی ی آیا .۵ مساله
که طوری به باشد آن زیرمجموعه های از ناشمارا خانواده ی ی

باشد؟ متناه آنها از متمایز تای دو هر اشتراک

توابع گروه از متناه زیرگروه ی H کنید فرض .۶ مساله
باشد. خودش به [0, 1] بازه ی از پوشا و ی به ی و پیوسته

.|H| ≤ 2 دهید نشان

باشند مثبت و طبیع اعدادی n و k کنید فرض .٧ مساله
نیست دار ی لزوما که یرید ب نظر در حلقه ای را R .k > 1 و

کند، م صدق زیر شرط دو در و

است. پوچ توان غیر عضو ی حداقل دارای R (١

باشند، حلقه از ناصفری اعضای x1, x2, · · · , xk اگر (٢
آنگاه

xn
1 + xn

2 + · · ·+ xn
k = 0

است. تقسیم حلقه ی ی R که دهید نشان

پیوسته توابع حلقه ی C = C0(R) کنید فرض .٨ مساله
ثابت باشد. R روی مشتق پذیر توابع حلقه ی D و باشد R روی

همان عنصر شامل که ندارد C با ریخت ی زیرحلقه ای D کنید
و جمع همان را ضرب و جمع باشد. (١ ثابت (تابع حلقه

م گیریم. نظر در نقطه هر در توابع مقدار ضرب
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پیوسته تابع f : [0, 1] → [0,∞) کنید فرض .٩ مساله
هر برای f(x) > 0 و f(0) = f(1) = 0 که طوری به باشد
روی رأسش دو که دارد وجود مربع کنید ثابت .x ∈ (0, 1)

دارند. قرار f نمودار روی رش دی رأس دو و x محور

متقارن و مربع ، حقیق ماتریس H کنید فرض .١٠ مساله
حقیق ماتریس A و باشد داشته متمایز ویژه ی مقادیر که باشد

کنید فرض باشد. H با برابر ابعاد با

H0 = H,H1 = AH0 −H0A,H2 = AH1 −H1A

.AAT = ATA کنید ثابت باشند. متقارن

ها پاسخ

واحد ی دایره روی z های همه ی برای کنید فرض .١ پاسخ
کنید فرض و n = deg p دهید قرار و |p(z)| < 1 باشیم داشته
دهید قرار حال است. بدیه م ح n = 0 برای زیرا ،n ≥ 1

دایره روی z هر برای صورت این در .g = p و f(z) = −zn

داریم، واحد ی

|g(z)| = |p(z)| < 1 = | − zn| = |f(z)|

روشه١ قضیه طبق و |g| < |f | داریم واحد ی دایره روی پس
ی دایره درون f + g و f تکرر احتساب با ریشه های تعداد
دارد دایره درون ریشه n دقیقا f اما است. سان ی هم با واحد
ناصفر چندجمله ای ی زیرا دارد ریشه n− 1 حداکثر f + g و
م کند. تمام را کار تناقض این است. n−1 حداکثر ی درجه با

داریم .٢ پاسخ

An +Bn =
∏
ζ

(A−Bζ)

م محاسبه xn + 1 ای جمله چند ریشه های روی ضرب که
فقط است، فرد n که حالت در xn+1 حقیق ریشه های شود.
پس ندارد. وجود حقیق ریشه زوج n حالت در و است −1

ل ش به را ضرب این م توان حال هر در

An +Bn = (A+B)ϵ
∏
ζ

(A−Bζ)(A−Bζ̄)

حقیق غیر ریشه های روی ضرب این بار البته که داد نمایش
مزدوج ی ریشه زوج هر بین از و شود م محاسبه xn + 1

بر است ی یا صفر ϵ و گیریم م نظر در را ی تنها مختلط
داریم پس باشد. فرد یا زوج n که این حسب

det(An+Bn) = det(A+B)ϵ
∏
ζ

det(A−Bζ)(A−Bζ̄)

detMM ≥ 0 کنیم اثبات M ماتریس هر برای است کاف پس
زیرا، است واضح هم این که

detMM = detM detM =

detM.detM = |detM |2 ≥ 0

کنید تعریف .٣ پاسخ

γ
(
p(x)

)
= p(x)p(

1

x
)

چندجمله ای در ثابت ی جمله ضریب Γ(p) صورت این در
به نسبت γ

(
p(x)

)
که آنجا از حال بود. خواهد بالا لوران٢

γ
(
xn

)
= 1 و است ضربی و نم کند تغییر 1

x با x تعویض
داریم،

γ
(
f(x)n

)
= γ

(
(3x+ 1)n(x+ 2)n

)
=

γ
(
(3x+ 1)n

)
γ
(
(x+ 2)n

)
=

γ
(
(3x+ 1)n

)
γ
(
(
1

x
+ 2)n

)
=

γ
(
(3x+ 1)n

)
γ
(
(1 + 2x)n

)
=

γ
(
((3x+ 1)(1 + 2x))n

)
=

γ
(
(6x2 + 5x+ 1)n

)
.g(x) = 6x2 + 5x+ 1 دهیم قرار است کاف پس

1Rouché
2Laurent
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مستقل ی مجموعه ی ابتدا دارد. وجود بله .۴ پاسخ
باشد. ماکسیمال که کنید پیدا حقیق اعداد از Q روی جبری
از ای مجموعه ،Q روی جبری مستقل ی مجموعه از منظور
ضرایب با متغیره چند ناصفر ای جمله چند هیچ که است اعداد
به را مجموعه آن اعضای اگر که باشد نداشته وجود گویا
صفر با برابر دهیم قرار ای چندجمله ورودی متغیرهای جای
زرن٣ لم ی وسیله به ماکسیمال ی مجموعه این ساختن شود.
اگر کنید توجه و بنامید T را مجموعه این است. انجام قابل
ریشه یعن است، جبری Q[T ] روی x گاه آن x ∈ R\Q[T ]

که است، Q[T ] داخل ضرایب با ناصفر ای جمله چند ی ی
و گویا اعداد توسط شده یل تش ی حلقه Q[T ] جا این در
به T به x افزودن با که است این دلیلش است. T اعضای
ای جمله چند پس رسیم م جبری ی وابسته ی مجموعه ی
بستار D کنید فرض اکنون شود. م صفر x شامل ای نابدیه
اعداد تمام ی مجموعه یعن باشد، Q[T ] ی حلقه صحیح۴
مانند اعدادی و n ≥ 1, n ∈ N ی ازای به که x مانند حقیق

باشیم داشته ai ∈ Q[T ]

xn + an−1x
n−1 + ...+ a0 = 0

توجه ابتدا است. نظر مورد صحیح ی دامنه D کنیم م ادعا
طرف از هست. Q شامل نتیجه در و Q[T ] شامل D کنید

باشند، D در حقیق اعدادی α, β اگر زیرا است حلقه ی D
داخل ضرایب با تکین هایی ای چندجمله ی ریشه اعداد این
های ای جمله چند اساس ی قضیه کم به و هستند، Q[T ]

−α و α + β و αβ اعداد که کرد ثابت توان م متقارن۵
که است معروف م ح مشابه اثبات دارند. خاصیت چنین نیز
باشند، جبری F میدان روی α, β اگر دهیم م نشان آن در
در که است این تفاوت تنها هستند، جبری نیز α + β و αβ

ی D پس آیند. م صحیح ی دامنه ی از ضرایب جا این
است R ی حلقه زیر چون و است دار ی و جابجایی ی حلقه
زیرا نیست، میدان D طرف از است. صحیح ی دامنه پس
باشد، فوق جبری مستقل ی مجموعه از عضوی t ∈ T اگر
پس نباشد طور این اگر ندارد. قرار D در 1

t کنیم م ادعا
که دارند وجود ai ∈ Q[T ] ضرایب و n ≥ 1 طبیع عدد

داریم، پس ( 1t )n + an−1(
1
t )

n−1 + ...+ a0 = 0

1 + an−1t+ an−2t
2 + ...+ a0t

n = 0

خود این هستند. Q[T ] داخل t همچنین و ضرایب هم اما
با برابر آن ثابت ی جمله زیرا است نابدیه ای جمله چند ی
T انتخاب با این و است شده صفر T اعضای روی و است 1
.D ⫋ R نتیجه در و نیست میدان D پس است. تناقض در
فرض است. R کل D های کسر میدان کنیم م ثابت انتها در
است واضح م ح که باشد T داخل x اگر است. x ∈ R کنید

داریم و است جبری Q[T ] روی x گرنه و

anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a0 = 0

را زیر محاسبات توانیم م اکنون .an ̸= 0 و ai ∈ Q[T ] که
دهیم، انجام D های کسر میدان روی

0 = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a0

= an

(anx
an

)n

+ an−1

(anx
an

)n−1

+ ...+ a0

⇒ an(anx)
n + an−1an(anx)

n−1 + ...+ a0a
n
n = 0

⇒ (anx)
n + an−1(anx)

n−1 + ...+ a0a
n−1
n = 0

و کردیم استفاده D بودن صحیح ی دامنه از گام آخرین در که
تکین ای جمله چند ی رابطه آخرین در کردیم. حذف را an

است. شده صفر y = anx مقدار در Q[T ] داخل ضرایب با
پس an ∈ Q[T ] ⊂ D وضوح به طرف از .y ∈ D پس
است. D های کسر میدان در x یعن x = y

an
∈ Frac(D)

است. R با برابر D های کسر میدان پس

و یرید ب نظر در را گویا اعداد دارد. وجود بله .۵ پاسخ
که کنید انتخاب گویا اعداد از دنباله ی α ∈ R هر برای
Sα مجموعه ی ی در را دنباله این اعضای و کند میل α به
از خانواده این حد تایی ی دلیل به صورت این در دهید. قرار

دارد. را موردنظر خواص گویا اعداد زیرمجموعه های
3Zorn
4Integral closure
5The fundamental theorem of symmetric polynomials
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تابع g چون باشد. H از عضوی g کنید فرض .۶ پاسخ
از نواست. ی اکید طور به پس است ی به ی و پیوسته
یا g(0) = 1 و g(1) = 0 یا گیریم م نتیجه آن پوشایی
به و باشد صعودی اکیدا g اگر حال .g(1) = 1 و g(0) = 0

م نتیجه استقرا به n ≥ 1 هر برای آنگاه g(a) < a ای a ازای
عضوی g چون اما .gn(a) < a و gn(a) < gn−1(a) گیریم
g|H| = 1 لاگرانژ۶، قضیه طبق پس است H متناه گروه از
است. تناقض که g|H|(a) = a و است همان تابع g|H| پس
g(a) > a ای a ازای به و باشد صعودی اکیدا g که حالت
،a ∈ [0, 1] هر برای پس شود. م رد مشابه طور به نیز
تابع همان H در صعودی اکیدا عضو تنها یعن .g(a) = a

باشند نزول اکیدا h و g اگر کنید توجه حال است. همان
همان پس است، گروه از عضوی و صعودی اکیدا g ◦ h آنگاه

مرتبه پس است. g با برابر اصل در و است g وارون h و است
است. 2 یا 1 با برابر H ی

ی x و پوچ توان غیر عضو ی a کنید فرض .٧ پاسخ
و kxn = 0 دوم، شرط طبق باشند. R در ناصفر عضو
ناصفر x هر برای ،an = e اگر پس .(k − 1)xn + an = 0

عنصر e که نکردیم فرض جا این تا کنید دقت ،xn = e داریم
ناصفر عنصر هیچ م شود نتیجه این از است. ضرب همان
.e2 = (a2)n = e داریم هم چنین نیست. حلقه در پوچ توان
کنید دقت ابتدا است. حلقه در ضرب همان e م کنیم ادعا
رابطه این البته و ex = xnx = xxn = xe ناصفر، x هر برای
جابه جا e و x م دانیم که حال است. درست هم x = 0 برای

گیریم، م  نتیجه م شوند،

(x− ex)n =

n∑
i=0

(−1)n−i

(
n

i

)
xi(ex)n−i =

xn + e
( n∑

i=0

(−1)n−i

(
n

i

)
xn

)
− exn =

xn + e(x− x)n − exn = xn − exn = 0

است. حلقه همان e و ،x− ex = 0 ⇒ x = ex = xe پس
R پس دارد. وجود xn−1 وارون عنصر ناصفر x هر برای پس

است. تقسیم ی حلقه
نتیجه وبسن٧ جی از معروف قضیه ی از xn+1 = x چون نکته:

است. میدان R پس است. جابه جایی حلقه م شود

به C از ای حلقه ٨ همریخت هر م دهیم نشان .٨ پاسخ
خواهد نشان این م کند. تصویر ثابت تابع به را تابع هر D

شد م وگرنه نیست ریخت ی D ی حلقه زیر هیچ با C داد
زیرحلقه، آن و C بین که یافت D و C بین ای همریخت
D به C از همریخت ی T کنید فرض باشد. ٩ ریخت ی
صورت به تا ی طور به م توان را C در f تابع هر باشد.

کاف ،f+f− = 0 و f− ≥ 0 و f+ ≥ 0 که نوشت f+ − f−

صورت این در .f− = |f |−f
2 و f+ = |f |+f

2 دهید قرار است
چون

T (f+)− T (f−) = T (f+ − f−) = T (f),

T (f+)T (f−) = T (f+f−) = 0,

T (f+) = T (
√
f+.

√
f+) = T (

√
f+)T (

√
f+) ≥ 0,

T (f−) = T (
√
f−.

√
f−) = T (

√
f−)T (

√
f−) ≥ 0

که کنید دقت .T (f−) = T (f)− و T (f+) = T (f)+ پس
و g = T (f) دهید قرار برود. خودش به باید 1 ثابت تابع
باشد. برقرار g′(t0) ̸= 0 ی رابطه t0 ی برای کنید فرض

داریم T (f − g(t0)) = g − g(t0) چون

(
g − g(t0)

)
+
= T

((
f − g(t0)

)
+

)
∈ D

تغییر t = t0 در g − g(t0) تابع g′(t0) ̸= 0 که جا آن از
و limt→t+0

(g(t)−g(t0))+
t−t0

از ی پس م دهد. علامت
g′(t0) با برابر ری دی و 0 با برابر limt→t−0

(g(t)−g(t0))+
t−t0(

g − g(t0)
)
+

پذیری مشتق با g′(t0) ̸= 0 چون است.
،t هر برای دهد م نشان تناقض این رسیم. م تناقض به

شد. اثبات ما ادعای و است ثابت تابع g پس g′(t) = 0

تعریف نقاط در دادن قرار 0 برابر با را f تابع .٩ پاسخ

6Lagrange
7Jacobson
8Homomorphism
9Isomorphism
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به را g تابع اکنون م دهیم. گسترش [0,∞) روی به نشده
فرض م گیریم. نظر در g(x) = f

(
x+f(x)

)
−f(x) صورت

دقت باشد، ماکسیمم f(m) مقدار m ∈ (0, 1) ی برای کنید
سر دو در چون افتد م اتفاق بازه درون حتما ماکسیمم کنید
نیز R کل روی تابع ماکسیمم این است. صفر f مقدار بازه

چون طرف از .g(m) ≤ 0 داریم و هست

0 + f(0) = 0 < m

m+ f(m) > m

که دارد وجود (0,m) بازه در ای y میان مقدار قضیه طبق پس
مقدار قضیه طبق نتیجه در .g(y) ≥ 0 پس .m = y + f(y)

م شود. صفر آن در g که دارد وجود y و m بین عددی میان
بیابید، را مربع های رأس توانید م وضوح به ر دی اکنون

(
x, 0

)
,
(
x+f(x), 0

)
,
(
x, f(x)

)
,
(
x+f(x), f

(
x+f(x)

))
توسط ها ماتریس ی همه همزمان ی پایه تغییر با .١٠ پاسخ
H0 چون نم شوند. عوض م ح و فرض متعامد، ماتریس ی
H0 که کرد فرض م توان پایه تغییر با است، متقارن و حقیق
H1 چون دارد. متمایز مولفه های قطرش روی و است قطری

که م شود نتیجه است متقارن

AH0 −H0A = (AH0 −H0A)T = H0A
T −ATH0

متمایز دلیل به پس .(A + AT )H0 = H0(A + AT ) یعن
قطری نیز A+AT ماتریس H0 قطر روی های ویژه مقدار بودن
حال .S = 1

2 (A−AT ) ،D = 1
2 (A+AT ) دهید قرار است.

داریم است متقارن H2 چون است. متقارن D و A = D+S

D چون .H1D = DH1 و (A+ AT )H1 = H1(A+ AT )

و AH0 −H0A = SH0 −H0S م شوند، جابه جا H0 و

D(SH0 −H0S) = D(AH0 −H0A) = DH1 =

H1D = (AH0 −H0A)D = (SH0 −H0S)D

از .H0(DS − SD) = (DS − SD)H0 داشت خواهیم پس
DS − SD گیریم م نتیجه H0 های ویژه مقدار بودن متمایز

داریم است قطری D چون است. قطری نیز

(DS − SD)i,i = (DS)i,i − (SD)i,i =

Di,iSi,i − Si,iDi,i = 0

نهایت در .DS − SD = 0 پس است قطری DS − SD اما
داریم ST = −S به توجه با

AAT −ATA =

(D + S)(DT + ST )− (DT + ST )(D + S)

SD +DST −DS − STD

= 2(SD −DS) = 0
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